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SUR

L'INTEGRATION DES FONCTIONS DISCONTINUES,

Par M. Henxri LEBESGUE.

Introduction.

[. Je me suis proposé d’étendre aux fonctions d’un nombre quel-
conque de variables les résultats démontrés dans le dernier Chapitre
de mes Legons sur {’intégration et la recherche des fonctions primitives.
(Cest surtout la dérivation des intégrales multiples que j’étudie.

Je rappelle tout d’abord, en modifiant légérement Uexposition pour
mieux préparer la suite, la définition et les propriétés fondamentales
des ensembles et fonctions mesurables, des fonctions sommables et de
leurs intégrales définies. Je précise ensuite ce qu’il faut entendre par
une intégrale indéfinie. Une fonction sommable f étant donnée, I'in-
tégration de f dans un ensemble mesurable E permet d’attacher & E
un nombre fonction de cet ensemble E. Cette fonction d’ensemble est
I'intégrale indéfinie de f. On constate de suite qu’elle jouit de trois
propriétés que je résume en disant que l'intégrale jindéfinie est
une fonction d’ensemble additive, a4 variation bornée et absolument
continue. Dans la suite, on est conduit & voir que ces propriétés sont
caractéristiques des intégrales indéfinies.

2. Pour les fonctions d’ensemble jouissant de ces propriétés on est
conduit assez naturellement, en imitant les travaux de M. Volterra, &
définir la dérivée de lafonction §(E) en un point P comme la limite du

2/

F(E . "
rapport ;77((—]3-)5, E étant un ensemble contenant P et dont on fait tendre
toutes les dimensions vers zéro. Pour que la dérivation soit en général
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'opération inverse de I'intégration, comme dar}s Ie.cas ou la fonctxﬂonl
intégrée est continue, il faut restreindre l.a categ?ne de.s ensembles E
employés, ce qui était bien a prévoir. Sil'on n’e.mpl.(ne que ce que
jappelle des familles régulieres d’ensembles, l.a derlvatxol? est presique
en tout point Popération inverse de I'intégration. Quant A ces familles
réguliéres d’ensembles elles sont trés étendues ; par exemple un
ensemble mesurable quelconque de mesure non nglle et ses ¥1omothe-
tiques par rapport au point P constituent une famille réguliére ; dans
le plan, tous les cercles contenant P, ou tous ceux vus de P sous un
angle supérieur 2 un angle non nul donné, ou tous les secteurs de ces
cercles dont I’angle au centre est supérieur a un angle donné forment
une famille réguliere.

3. M. Vitali (18) (') s’est déja occupé de cette question de la déri-
vation des intégrales. Pour lui 'intégrale indéfinie de f (x,, 2., ...)
est la fonction F (2, 2., ...) égale a

f.f_...f(xl,xi,...)dx1a'x2....
0 0

C’est ce que j'appelle /intégrale indéfinie exprimée a I'aide des coor-
données x,, z,, .... Connaissant (E) on connait en particulier
F(2,,2,,...); il est facile, connaissant F, d’en déduire §. Considérons
le rapport

Fz,+ 2, 2+ k) +F(z, 2y) — F(a,+ by 2y) — F (), x4 k)
hk ’

en supposant qu’il n’y ait que deux variables. Si 'on fait tendre % et £
vers zéro par valeurs positives ce rapport permet de définiv ce que
M. Vitali appelle deux des nombres deriés de F. La dérivée estla valeur
commune de tous les nombres dérivés lorsqu’ils sont égaux.

Avec cette définition (*) M. Vitali montre que la dérivation permet
presque partout de revenir de F a f.

(*) Les chiflres gras indiquent des renvois & la bibliographie sommaire placée a lo. fin
de I'Introduction.

(%) L'y a lieu cependant de réparer une inadvertance de l'auteur, laquelle s'explique
d’autant mieux que M. Vitali n'a développé ses raisonnements que pour le cas d’une
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La définition de M. Vitali revient 4 celle que j'ai donnée plus haut,
& condition de prendre pour les ensembles E servant i définir la déri-
vée de §(E) en P, certains rectangles, parallélépipedes, ete., ayant P
pour sommet ct des cotés paralleles aux axes. La définition que nous
avons adoptée a donc cet avantage de réunir sous un méme énoncé la
proposition de M. Vitali et un grand nombre d’autres analogues. Il
n’est que juste de dire, d’ailleurs, qu’en utilisant, comme j’ai 'occasion
de le faire voir dans la suite, un raisonnement qui m’a servi dans
I’étude des séries trigonométriques (8), on déduit facilement le théo-
réme général du théoréme de M. Vitali. Mais il y a une autre raison
pour adopter le mode de langage auquel je me suis arrété, c’est que
intégration définie ne dépend pas des axes de coordonnées choisis; il
parait donc préférable de n’en pas faire dépendre non plus 'intégra-
tion indéfinie, d’autant que 'opération qui transforme F(x,,x,, ...) en
lafonction analogue relative d d’autres coordonnées est fort compliquée
et en tous cas ne se réduit pas a un simple changement de variables.

4. Aureste, sil’on tixe des axes de coordonnées, on arrive presque
sans raisonnement, en utilisant la dérivation desintégrales simples et
la possibilité de remplacer une intégrale multiple par des intégrales
simples successives, & un énoncé qui parait de maniement beaucoup
plus facile. En laissant de cié les points d’un ensemble de mesure nulle
convenablement choisi il reste un ensemble A sur lequel l'intégrale indé-
finie ¥ (z,, 2,, ...) de f(x,, x,, ...) peut ére dérivée une fois par rap-
port a chaque vartable, les dérivées partielles ainsi obtenues étant inde-
pendantes de Uordre des dérivations et pouvant s’ exprimer par certaines

variable; pour le cas général il s’est borné & indiquer les changements de mots qu’il fau-
drait faire dans la démonstration. Pour que les changements qu'il indique suffisent il faut
ajouter a la définition des nombres dérivés cette restriction que £ =4 ou tout au moins

€ . .. .
que - reste compris entre deux limites finies non nulles.

Cette restriction est exactement celle & laquelle conduit la définition de la dérivée de
& (E) 4 aide de familles régulieres d’ensembles ; mais, tandis que nous savons qu’une
restriction apportée aux familles d’ensembles mesurables employées pour la définition de
la dérivée de & (E) est indispensable, il n'est nullement prouvé qu’il soit indispensable
d’apporter une restriction & I'ordre de grandeur comparée de 4 et / pour I'exactitude du
théordme de M. Vitali. Ce théoréme lui-méme peut fort bien élre exact; je n’ai réussi ni
d le démontrer, ni & montrer son inexactitude.
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intégraies portant sur J comme dans le cas o [rest contirene, On pent

méme choisiv A tel que, sur A, F wlmette une diffirentielle totale: pre.
miére permettant le caleul de la derivée de Vodans wne divection quel
conque ou le caleul des dérivées particlles premicres de Voaprés un chan-
gement de variables quelcongues.

5. Je veux dire maintenant quelques mots du maode e démonstea.
tion que j'ai adoplé. Dans mes Legons sur Lintegration, on je tragtat I
cas d'une variable, pour comparer Pintégrale indéfinie de /9 o
fonction I () supposée existan(e etadmettant /ponr devivee, jecher

: N
chais & ¢valuer F(b) - F(a) / freyde, a et blixes queleongues, en

Tl

remplacant la courbe F(ay ==y par une ligne polyzonale cireonserite o
dont, par conséquent, on peat définir los eotes o Pande de /000 00t
cette méme methode que se rattachent les demonstrations de Mo Beppo

Levi (10, 41) et de M. Giuseppe Vitali (46, 48). M. de b Vallee Ponsan
(45) opere autrement; il compare Ta fonetion ¥, o vaviable, i

tegrale indéfinie /'_/'(,x‘)(/.r A Uatde de theorrmes, seneralisations du
théoreme fondamental @ dewr Sonetions ayant partowd b mcme dericer
ne différent que par une constante, on du theorioe de Lidwg seheefler,
Pour cela M. de la Vallée-Poussin utilise des fonetions approchess e

/./'(,"I;)(["L' choisies de manitre que Pon connaisse leur deriver presgue

partout. C'est une méthode imitee de celle de M, de L Vallee - Poaaan
que jemploie ici. Je considére comme nu avantage de cette methole
le fait C"exiger une petite ¢tude des fonetions de plostenrs varmbles,

Il semble dailleurs qu’on va étre arreté dis le debat de eette ctude
dans les généralisations des propriétes les plus simples des fonetinn
d’une variable. Définissons, par exemple, Tes nombre derves o demte
de K (2, ,), par Lo méthode de M. Vitali en prenant A et 4 posinfs, 1t
considérons la fonction continue

Foola g yyas [re vy

cette fonction a sa dérivée i droite constamment nulle ot veprmlant
elle n’est pas la somme d'une fonetion de v ot d'une foneting de oy,
Ainsi, on ne peut pas généraliser cette proposition immediate of fon
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damentale ; une fonction continue d'une variable dont un nombre
dérivé est constamment nul est constante. On se tire d’affaire en res-
treignant la classe des fonctions F considérées.

Javais, dans mes Legons, tout i fait incidemment et sans démons-
tration, fait connaitre que la condition nécessaire et suffisante pour
qu'une fonction F(z) soit une intégrale indéfinie est que la somme
E|F (x;+¢;) — F(a;)|, relative a des intervalles (z;,x;+ 8;) non
empiétant, tende vers zéro avec |¢;| (4, 7). M. Vitali (16) qui appelle
fonctions absolument continues les fonctions jouissant de ces pro-
priétés, a retrouvé cette proposition. Il en a le premier publié une
démonstration et il I'a étendue aux fonctionsde plusieurs variables (18).
De plus, il en a montré I'intérét en s’en servant d’une part (47), pour
ebtenir la condition nécessaire et suffisante pour qu'une série soit
intégrable terme & terme, et qu’elle le reste si on la multiplie par une
fonction sommable bornée quelconque et, d’autre part (418), dans’étude
de la dérivation des intégrales. J’ai imité son exemple en me bornant
tout d’abord aux fonctions F absolument continues, ce qui supprime
les difficultés du genre de celle que je signalais plus haut; mais, bien
entendu,les démonstrations ne peuvent pas garder la simplicité qu’elles
avaient dans le cas d’une variable.

6. Je base ici ces démonstrations sur une proposition géométrique
due & M. Vitali : Soit un ensemble mesurable E; supposons que chacun de
ses points appartiennent a une infinité d intervalles arbitrairement petits
trés d'une famille F d'intervalles. Le théoréme de M. Vitali affirme /a
possibilité d extraire de F une suite dénombrable ou finie d’intervalles non
empiétant dont la somme des mesures est aw moins la mesure de E. Une
proposition analogue a été démontrée pour le plan, les intervalles étant
remplacés par des carrés; pour 'espace, les intervalles étant remplacés
par des cubes, etc. Ici je la démontre pour toutes les familles F régu-
lieres de domaines; mais, et ¢’est 14 une différence essentielle avec un
théoréme analogue de M. Borel, le théoréme n’est pas vrai pour une
famille quelconque de domaines, comme on le verra dans ce Mémoire.

Dans mes Legons je m’élais servi d'un procédé de démonstration que
j'appelais Z'emplot de chaines d’intervalles. Ce procédé réussissait parce
qu’il constituait, dans les cas ot je 'employais, une facon d’effectuer



366 HENRI LEBESGUE.

le choix que le théoréme de M. Vitali affirme étre possible. Je ne me
sert pas ici de ce procédé qui ne semble pas pouvoir étre étendu aw cas
de plusieurs variables. Il est vrai qu'au moment ou j’écrivais le dernier
Chapitre de mes Legons j’avais apercu sa généralisation au cas de plu-
sieurs variables en utilisant le procédé des chaines, mais c¢’était grace
4 un raisonnement quim’a paru trés artificiel quand j’ai connule théo-
réeme de M. Vitali permettant d’arriver plus directement au but. On
trouvera plus loin le résumé de cette démonstration qui conduisait &
utiliser provisoirement une définition de la dérivée de F(E) a l'aide
des ensembles E formés des points d'un arc d’une courbe de Peano
ou d’Hilbert remplissant I’espace que I'on considérait.

7. Les fonctions qui, sans étre absolument continues, sont  varia-
tion bornée semblent devoir se présenter dans beaucoup de questions;
aussi ai-je essayé d’étendre i ces fonctions quelques-uns des énoncés
obtenus pour les fonctions absolument continues. Je leur ai consacré
un long Chapitre qui n’épuise pas la question.

Ce Mémoire se termine par la généralisation de quelques théorémes
classiques, relatifs a4 I'intégration par substitution ou par partie et aux
théorémes de la moyenne. On verra en particulier qu’on peut donner
au second théoréme de la moyenne une portée bien plus grande qu’on
ne le fait ordinairement et cela sans compliquer notablement son
énoncé. :

Jénumeére ici quelques travaux sur l'intégration que j’ai 'occasion
de citer :

G. Fusmvi. 1. Sugli integrali multipli (Rend. del. R. Acc. det Lincer,
1" semestre 1907 ).

E.-W. Hossox. 2. On the second mean-value theorem of the integral
calculus (Proc. of the London Math. Soc., 19og).

H. Lesescue. 3. Integrale, Longueur, Aire (Thése et Annali di Mat.,
1902). — 4. Lecons sur 'intégration et la recherche des fonctions pri-
mitives, Paris, 19o4.— 5. Sur les fonctions dérivées (Rend. del R. Acc.

det Lincei, 2° semestre 1go6). — 6. Encore une observation sur les
fonctions dérivées (1., 1 sem. 19o7). — 7. Sur la recherche des

fonctions primitives par I'intégration (7b.). — 8. Recherches sur la
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convergence des séries de Fourier (Math. Ann., Bd LXI, 1go5. —
9. Sur les intégrales singulieres (Ann. de la Fac. des Sc. de Toulouse.,
1909).

B. Levi. 40. Richerche sulle funzioni derivate (Rend. del. R. Acc. dei
Lincer, 1" semestre 1906 ; 3 notes). — 44. Ancora alcune osservazioni
sulle funzioni derivate (1b., 2° sem. 19gu6). — 42. Sopra I'integrazione
delle serie (Rend. del R. Ist. lomb. di Sc. e Leit., 1906).

L. ToxrrLi. 43. Sull'integrazione per parti (Rend. del R. Acc. de
Lincet, 2° sem. 19og). — 14. Sulla rappresentazione analitica delle
fun:zioni di piu variabili reali (Rend. del Circ. mat. di Palermo, 1°F sem.
1GI0).

Cr. pE LA VaLLie-Poussiy. 45. Cours d’Analyse infinitésimale (2° édit.,
t. 1, Paris-Louvain, 1909).

G. Virawi. 16. Sulle funzioni integrali (Rend. del R. Acc. del. Sc. di
Torino, 1goo). — 47. Sull’integrazione per serie (Rend. del Circ. math.
di Palermo, 1° sem. 19o7). — 18. Sui gruppi di punti e sulle funzioni
di variabili reali (Rend. del. R. Acc. del. Sc. di Torino, 1908).

I. — L’intégrale définie.

8. Pour la simplicité du langage je dirai, suivant I'usage, qu’un
ensemble de % valeurs données aux nombres z,, x,, ..., 2; est un
point P de I'espace a £ dimensions et je désignerai par /' (P) une fonc-
tion des £ coordonnées de P. Les fonctions que je vais avoir & consi-
dérer sontdéfinies pour tous les points d’un ensemble ou d’un domaine.
Jappelle ainsi un ensemble borné, formé de points de 'espace & £
dimensions considéré, qui est parfait, d’un seul tenant, et dont tous
les points sont, oubien pointsintérieurs de ’ensemble, ou bien limites
de tels points. Parmi les domaines se trouvent la variété limitée par
Uhyperspheére et les variétés homéomorphes, c’est-a-dire les ensem-
bles de points définis comme il suit : considérons une transformation
univoque et continue de I'espace 4 4 dimensions en lui-méme ; cette
transformation est définie par un ensemble de % fonctions X,, X,, ...,
Xy des £ variables @, x,, ..., ;, continues par rapport i I’ensemble
de ces variables et dont I'inversion est possible d’'une manitre unique.
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Un domaine homéomorphe & 'hypersphere est celui formé des points
Xy, Ty - .. Ty qui vérifient Iinégalité

X2t X2+ X320

On peut, si l'on veut, se borner dans la suite a la considération de ces
domaines-1a (') et de ceux qu’on obtient en leur retranchant les points
intérieurs d’'un ou plusieurs domaines analogues, ¢’est-a-dire homéo-
morphes a I'hypersphére.

Un domaine D est dit la somme des domaines D,, D,, ..., si deux
quelconques des domaines D, D,, ... n’ont pas de points intérieurs
communs et si tout point intérieur 4 D appartient au moins a 'un des D,.
Cette définition est universellement adoptée lorsque les D; sont en
nombre fini; s’ils étaient en nombre infini d’autres conventions pour-
aient étre adoptées. Ilimporte de ne pas confondre avee d’autres celle
qui est faite ici.

Jappellerai domaine unite celui qui est défini par les inégalités

olxit (i=1,2,...,k).

On suppose dans tout ce qui suit lesaxes rectangulaires, ¢’est-a-dire
qu’ondéfinit les déplacements parl’invariance des fonctions X(; — ) )*

atives o N 3 o 1 oy ! . ) ‘
r}elatuea 4 tous les couples de points (2, %,,...), (x|, 2, ...)de la
figure.

9. Le probleme d'intégration. — On se propose d’attacher i toute
fonetion bornée /(P), définie pour les points P d’un ensemble borné IE,
un nombre fini, qu’on appellera lintégrale deéfinie de f(P) dans E

et qu'on noteraff(P) dP, satisfaisant aux conditions suivantes :
E
1° (premier théoréme d’addition)

P PY1dP = / ).
Vﬁm )+ o(P)] dP fEf<P>dP+fE<.a<P>d1,

(*) Nous les appellerons domaines simplement connexes dans ce qui suit.
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2° (deuxiéme théoréme d’addition)

s i

f f(l))d[):[f(?)dp [ r®yar ~.. .,
By Byt E, YE,

les E,, E,, ... étant supposés former au plus une suite dénombrable et
étre sans point commun deux i deux;

3° Sil’on fait subir & E un déplacement qui ’'améne en E’ et si I'on
désigne par f'(P') la fonction définie sur E’ par la condition qu’en
deox points homologues P et P’ de E et E’ les valeurs de £ et /" soient
égales, on doit avoir

PYdP —= T(P") dP’;
7y fm./( )

en d’autres termes I'intégrale ne doit pas dépendre de la position de E
dans I'espace ;

4° Si f n’est jamais négative dans E, son intégrale dans E est posi-
tive ou nulle ;

5° Si D, est le domaine unité, on a

fl[/P::I.
D,

0

10. Le probléme de la mesure. -— Supposons d’abord f(P) =1 en
tout point P de E; alors il n’y a plus 4 tenir compte de la condition 1°
et I’on peut énoncer le probléme & résoudre ainsi :

On se propose d’attacher a chaque ensemble borné E un nombre
positif ou nul, qu’on appellera la mesure de E et qu’on notera m (E),
satisfaisant au conditions suivantes :

1° Deux ensembles égaux ont des mesures égales ;

2° [’ensemble somme d’un nombre fini ou dénombrable d’ensem-
bles, sans point commun deux & deux, a pour mesure la somme des
mesures ;

3° D, étant le domaine unité, on a m(D,) =1.

Je rappelle la marche de la solution, en me placant pour la commo-
dité du langage dans le cas de deux variables. On reconnait de suite
qu'un point, qu'un segment de droite doivent avoir des mesures

Ann. Ee. Norm., (3), XXVII. — Aotr 1910, i
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nulles; il en résulte que si I'on divise un polygone en deux autres la
mesure du polygone total est la somme des mesures des deux polygo-
nes composants et cela permet de montrer que la mesure d’un poly-
gone est son aire, au sens élémentaire du mot. ‘

Soit maintenant un ensemble borné E; on peut, d’une infinité de
maniéres, enfermer les points de Edans un nombre fini ou une infinité
dénombrable de polygones; soitm,(E)la limite inférieure de la somme
des aires de ces polygones. Ce nombre m, (E), qu’on appelle la mesure
extériewe de B, est évidemment au moins égal a la mesure de E.
D’autre part, si F est 'ensemble des points qui n’appartiennent pas
a E et intérieurs & un certain polygone G contenant tout E & son inté-
rieur, la quantité m(G) — m,(F) qu’on appelle la mesure intérieure
de E et qu’on note m;(E) doit étre au plus égale 4 la mesure de K.

On démontre qu’on a toujours

m;(E)Sm,(E);

il n’y a donc jamais contradiction entre les deux conclusions précé-
dentes; c’est-a-dire que cela ne nous permet pas de définir une classe
d’ensembles pour laquelle le probléme de la mesure est impossible,
mais nous voyons que pour les ensembles tels que

m;(E)=m,.(E)

le probléme de la mesure est déterminé, s'il est possible, et qu’on doit
avoir
m(E)= m;(R).

Les ensembles ainsi caractérisés sont dits mesurables. On vérifie que
le probléme de la mesure est bien possible pour eux en vérifiant que
la condition 2° de ce probléme est bien remplie.

On peut démontrer aussi que si 'on effectue, & partir d’ensembles
mesurables, les deux opérations suivantes :

I. Faire la somme d’une infinité dénombrables d’ensembles;
II. Prendre la partie commune & tous les ensembles d’une famille
contenant une infinité dénombrable d’ensembles,

on obtient des ensembles mesurables.
Or il est facile de se rendre compte que tous les ensembles plans
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quon a pu définir effectivement jusqu’icis’obtiennent par la répétition
des opérations 1° et 2° & partic de polygones; par suite tous les
ensembles effectivement définis jusqu’ici sont mesurables ().

L1, La définition de I'intégrate. — 11 est donc pratiquement suffisant
de se poser le probléme de la mesure pour les seuls ensembles mesu-
rablesetle probleme d’intégration pour les seules fonctions mesurables,
c’est-a-dire celles pour lesquelles, quels que soient a et b, 'ensemble
des points en lesquels on a a < f(P) < b est mesurable. Par I’emploi
des opérations I et IT on reconnait d’ailleurs de suite que, pour ces
fonctions, on peut remplacer si I'on veut un signe < par le signe =
ou S sans que ’ensemble défini cesse d’étre mesurable; on voit de
méme que I’ensemble formé par les points en lesquels une fonction
mesurable est définie est nécessairement mesurable.

Ceci posé, soit /une fonction mesurable bornée définie dans un en-
semble mesurable borné E. Soient m et M les bornes inférieure et
supérieure de f; soient a,, a,, ..., a,_, des nombres tels qu’on ait

Mme=ay<<a<a<l... < < a,=M=a,4,

et que (a; — a,_,) ne surpasse jamais carbitrairement choisi ou positif.
Soit ¢; '’ensemble des points P en lesquels on a

az'gf(P)<ai+l (i:o, I,...,Il——l);

¢; estmesurable; ¢, seral’ensemble mesurable des points ou f(P) =a,.
Des conditions du probléme d’intégration il résulte qu’on a

2 a;im (&) S [ f(P)dP gz aam (&),
i=0 E i=0

(1) Pour plus de détails sur ce point, voir mon Mémoire Sur les fonctions représentables
analytiquement (Journal de Math., 1905). 1l est nécessaire d’ajouter que divers auteurs
[Viraw, Sul problema della misura dei gruppi di punti di una retta, Bologne, 1905 ;
LEBESGUE, Sur les correspondances ponctuelles, etc. (Atti d. R. Ace. d. Sc. diTorino, 1907);
Contribution & l'étude des correspondances de M. Zermelo (Bul. de la Soc. math. de
France, 1907); Ed. VAN VLECK, On non mesurable sets of points (Trans. of the Am. mat.
Soc., 1908) | ont indiqué des procédés de formation d’ensembles non mesurables, mais ces
procédés supposent qu’on emploie des opérations qu'on ne sait ni effectuer, ni méme
caractériser logiquement.
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si le probléme d’intégration est possible. Or un raisonnement exacte-
ment semblable & celui qu’on fait dans la théorie classique de I'inté-
gration montre que, lorsqu’on fait tendre < vers zéro, les deuxn.len']l)res
extrémes de cette double inégalité tendent vers une méme limite ind¢-
pendante du choix des @; remplissant les conditions indiquées. Cest

cette limite commune qu’on doit prendre pour valeur de /f(P}(lP.
L2 0

Reste a vérifier qu’elle satisfait aux conditions du probleme d’inté-
gration.

Cela ne peut faire quelque doute que pour la condition 2°. Or, suppo-
sons E formé par la réunion des ensembles E,, E,, ..., sans point
commun deux & deux, et placons-nous dans le cas ou la suite des I;
est infinie. ¢; , désignela partic commune 2 ¢;et & E,. Alors le premier
membre de I'inégalité précédente peut s’écrire

1=n J=w

E E o
a; HZ(&[’J)

i=0 j=0

Or les séries qui figurent dans cette expression sont absolument
convergentes, donc elle peut étre mise sous la forme

J=wi=n

2 Ea,-m(c,;j)

=0 =0

Sous cette forme on voit que I’expression considérée tend vers

j=w

Eff(P)dP

=0 Ei

et la proposition est démontrée.

12. Supposons maintenant que #(P) mesurable ne soit pas bornée
et considérons des nombres a; allant en croissant de — = —+ o,
quand z parcourt la suite des entiers de — » 4 -+ oo, ot tels que la
différence a;,, — a; soit bornée uniformément quel que soit 7. Alors
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les quantités analogues aux deux membres extrémes de I'inégalité qui
nous a servi sont les séries

=+ 1= k%

2 a;m(&;), Z aiym(&;).

l=—® =%

Il est bien évident que si I'une des séries est absolument convergente
il en est de méme de l'autre et 1'on voit facilement qu'il en est encore
de méme de toute autre séric analogue formée i I’aide d’un autre choix
des a; vérifiant les mémes conditions. Si donc on se posait le probleme
d’intégration pour les fonctions mesurables, qu’elles soient bornées ou

i=+
non, auxquelles correspondent une série Z a;m(¢&;), qui soit abso-
i=—
lument convergente, fonctions que nous appellerons fonctions som-
mables, nous pourrions reprendre sans changements les raisonnements
faits sur les fonctions bornées et nous serions conduits aux mémes
conclusions.

Notons, en passant, cette conséquence essentielle de notre défi-
nition : si une fonction est sommable il en est de méme de sa valeur
absolue. 1l résulte de la que certaines fonctions non hornées, inté-
grables par la méthode classique, ne sont pas sommables; mais on
verra que les fonctions sommables forment une classe bien homo-
géne a propriétés simples et intéressantes, ce qui ne serait plus vrai
si 'on étendait la définition de I'intégrale. Il y a done, en un certain
sens, grand avantage & ne pas élargir davantage la définition de I'in-
tégrale.

3. Il reste & donner une idée de I'étendue de la classe des fonc-
tions sommables. Il a déja été dit que toutes les fonctions qu’on a
jusqu’ici nommées sont mesurables (de sorte que celles qui sont bor-
nées sont sommables); voici comment on s’en rend compte.

En utilisant les opérations I et Il dont il a été parlé précédemment .
on voit facilement que la somme et le produit de deux fonctions mesu-
rables sont des fonctions mesurables, que la limite d’'une suite con-
vergente de fonctions mesurables est une fonction mesurable. Il en
résulte, comme 1 et x; sont des fonctions mesurables, que tout
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polynome est une fonction mesurable; que toute limite de polynomes
et en particulier toute fonction continue est mesurable, que toute
limite de limites de polynomes est mesurable, etc. . . .

En ce qui concerne les fonctions non bornées, {l est facile de voir
que la somme de deux fonctions sommables est toujours une fonction
sommable tandis qu’il n’est pas toujours vrai que le produit de deux
fonctions sommables soit sommable. Il en est ainsi cependant quand
I'un des deux facteurs est borné. On peut rattacher ce dernier fait &
une remarque immédiate : une fonction mesurable, inférieure envaleur
absolue & une fonction sommable positive, est nécessairement som-
mable.

14. 1l est maintenant nécessaire d’examiner les différences qu’il ya
entre I'énoncé du probléme d’intégration tel que je I'ai formulé dans
mes Legons sur l'intégration et tel que je le formule ici. Dans mes
Legons, ou je ne m’occupais que de fonctions d'une seule variable, le
mot ensemble était partout remplacé dans ’énoncé par le mot inzer-
valle; de plus la condition 2° n’était énoncée que pour l'intervalle
somme de deux autres (et non d’un nombre fini ou d’une infinité
dénombrable d’autres), mais par contre je formulais une sixieme
condition : :

6° St f, tend en croissant vers f, lintégrale de f, tend wvers celle
de f.

Il est tout d’abord évident que si, dans la condition 2°, nous nous
étions restreints a la considération de ’ensemble somme de deux
autres, c’est-d-dire si nous avions restreint 1’énoncé du deuxiéme
théoréme d’addition, mais que par contre nous ayons donné au pre-
mier théoréme d’addition une portée plus étendue en formulant la
condition 6°, nous aurions été conduits & la méme définition de l'inté-
grale. Seulementil aurait fallu vérifier que cette sixi¢me condition est
remplie.

Le théoréme exprimé par cette sixiéme condition étant important,
je vais le démontrer. Pour cela, et parce que cette propriété nous sera
utile dans la suite, je montre d’abord que : si une Jonction f, som-
mable, est définie dans un ensemble B et si e est un ensemble mesurable
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quelconque contenu dans E, lintégrale f JS(P) dP tend vers séro avec la
e

mesure de e.
iI=+wx
Conservons les notations précédentes; la série 2 a;m(&;) repré-
sente /f(P)dP a em(E) prés au plus. Si ¢ est choisi assez grand, en
s
I=-4q
ne conservant dans la série que les termes Zaim(ci), on commettra
i=—gq
une nouvelle erreur qui sera inférieure & <. Cela revient i ne tenir
compte que de certains ¢;; soit Ul’ensemble de points formé par les ¢;
utilisés. Dans U, f est bornée; soit Alaborne supérieure de | /| dans V.
Ceci posé, un ensemble ¢ de mesure / contenu dans E fournit

i=-+o

Wl . . , N
dans A\_‘ a;m(¢&;) une contribution au plus égale & e+ /A, done

ff(P)dP est au plus égae a
e+ (A +em(E)

et comme ¢ est quelconque la proposition est démontrée.

15. Si des fonctions sommables f, forment une suite convergente et
sont toutes, en valeur absolue, inférieures a une fonction sommable posi-
uve F, la limite f des f, est sommable et son intégrale est la limite de
I’tniégrale de f,.

Il est tout d’abord évident que f, mesurable, est sommable puisque

I’on a | f|<F. Désignons maintenant par E, ’ensemble des points en
lesquels on a, quel que soitp > o,

[ foep— [ <e

E, est mesurable, il est contenu dans E,,,, et tout point de l’en-
semble E, ou les fet les f, sont définis, appartient & E, pour n assez
grand. En d’autres termes on a

El—I—‘(Eg—El)“{—(E;’_E;) ‘+‘...:E;

done
E—Ep=(Epry—Ep) + (Bpsa— Epy) ++ - o0
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Or il résulte de I qu'on a

m(E)) +m(B—E;)+...= m(E),
donc que

m(E — E,)= ]n(E/H—l‘“En) + m(Eppe— Eppq)+. ..

tend vers zéro quand 7 croit indéfiniment (*).
Or,on a

v [fuav|s [17—paldp s [ Q711D A

" E—E,

is’)l(Erz)+2 FdP.,

E—E,
et cela démontre le théoréme.

Remarquons que dans I’énoncé précédent la condition que f, est
inférieure i une fonction sommable positive est équivalente 2 celle-ci :
les différences f — f, sont toutes inféricures 2 une méme fonction
sommable positive.

Du théoréme général il en résulte en particulier que, sz f, sommable

tend en crotssant vers f sommable, ( S dP est la limite de / S dP et que

si les restes ’ une série convergente sont uniformément bornés la série est
intégrable terme a terme (*).

Il résulte immédiatement de la définition de I'intégrale que les
énoncés précédents ne cesseraient pas d’étre vrais si les conditions
qu'ils contiennent n’étaient pas vérifiées pour des points exceptionnels
formant des ensembles de mesure nulle.

Dans la suite je dirai qu'une condition est remplic presque partout
lorsqu’elle est vérifiée en tout point, sauf aux points d’an ensemble
de mesure nulle.

Avant de passer & I’autre point, remarquons encore que si I’on avait
restreint comme il a été dit la condition 2° du probléme d’intégration

(1) Ces développements ont en somme comme résultat de légitimer une conséquence de
la définition de la mesure que je n'ai pas eu I'occasion de citer plus haul mais qui est Lrés
importante. Si I'on a une suite d’ensembles mesurables E,, et si chacun d’cux est conlenu
dans ceux d’indiee supérieur (ou contienl tous ceux d'indice supéricur) I'ensemble
somme (ou l'ensemble des points communs) a pour mesure la limite de m (E,).

.‘(2) Pour plus de détails sur ces questions, woir mon Mémoire Sur les intégrales singu-
lieres (9).
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sans énoncer la condition 6°, ce qui eut entrainé une modification
corrélative dans la condition 22 du probleme de la mesure, les seuls
ensembles auxquels nos raisonnements nous auraient conduits i atta-
cher une mesure détermince, auraient été les ensembles mesurables
de M. Jordan et les fonctions mesurables correspondantes auraient été
les fonctions intégrables au sens de Riemann. Retenons de cela que
ces fonctions sont sommables et qu'il n’y a jamais désaccord entre la
définition de Riemann et la mienne (*).

16. Supposons maintenant que, Jdans I'énoncé du probléme d'inté-
gration, on ait partout remplacé ensemble par domaine, mais qu’on
n’ait pas fait d’autres changements. Des raisonnements fort analogues
a ceux qui nous ont servi montrent que la définition de Uintégrale
reste [a méme, seulement on se trouve conduit & résoudre un pro-
bléme de la mesure des domaines dont 1'énoncé ne différe de celui de
lamesure des ensembles que parle changement d’ensemble en domaine;
et c’est seulement aux domaines qu’on sait mesurer qu’on peut attacher
une intégrale.

La différence entre la mesure des domaines et la mesure des
ensembles provient de ce que, tandis que dans le second cas on ne
s’occupe que de la somme de deux ensembles sans point commun,
dans le premier, ou I'on s’occupe du domaine somme de deux autres,
ces deux autres ont nécessairement des points frontiéres com-
muns (?).

La mesure d'un domaine, en tant que domaine, ne pouvant évidem-
ment différer de sa mesure, en tant qu’ensemble, les seuls domaines
pour lesquels le probléme de la mesure des domaines est possible
sont ceux dont la frontiére est de mesure nulle. Onlesappelle domaines
quarrables.

(1) Bien entendu il s’agit ici de fonctions bornées, la définition classique de T'intégrale
des fonetions non bornées étant de tout autre nature ue celle étudiée ici.

(2) Avec la définition adoptée ici, il se pouarrait d’ailleurs que les domaines com-
posants n’aient qu'un point commun. Si 'on veut que cette singularité ne se présente
pas, il faut, dans la définition des domaines, remplacer la condition d’étre d’un seul tenant
par la condition que deux points intérieurs du domaine puissent toujours étre joints par
un chemin continu formé tout entier de points intérieurs.

Ces distinctions sont sans importance pour la suite.

Ann, Ec. Norm., (3), XXVIl. — Aour 1g1o0. 48
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Or, tandis qu’on ne sait pas nommer un ensemble non mesurablez
il est facile de nommer un domaine non quarrable ("), c¢’est pourquoi
il me parait préférable d’énoncer le probléme d’intégration en employant
le mot ensemble.

La différence entre les deux énoncés ne se manifeste naturellement
pas dans le cas d’une seule variable car alors tous les domaines sont
quarrables : ce sont des intervalles.

Dans ma These, ot jexaminais le cas de deux variables, mais le
cas de % variables (£ >> 2) est identique & celui de £ = 2, j’avais aussi
examiné ce que devenait le probléme de la mesure des domaines, pro-
bléeme que jappelais probléme des aires, quand dans la condition 2° de
ce probléme on nes’occupait que d’un domaine somme de deux autres.
Cette formulation correspond & celle du probleme de l'intégration
utilisant le mot domaine et n’utilisant que la condition 2° restreinte
sans utiliser la condition 6°.

On voit sans peine que, du moins si I'on se restreint i la considé-
ration des domaines simplement connexes, le probleme est possible
et déterminé pour les domaines quarrables mais qu’il est indéterminé
pour les autres (?); il en résulte qu’avec la derniere formulation le
probléme d’intégration seraitindéterminé pour certaines fonctions non
intégrables au sens de Riemann. Il importe de se rappeler que ces
conclusions supposent expressément qu’on a défini la somme des
domaines comme je I’ai fait (*).

17. Jusqu’ici tous les ensembles que nous avons considérés étaient
bornés. Un ensemble non borné E sera dit mesurable si la partie

(1) Yai indiqué le principe de cette construction dans ma Thése (p. 17, en note). Plus
tard, M. Osgood a été conduit 4 développer une construction basée sur le méme principe
(Trans. Am. math. Soc., 1903, p. 107).

(2) La preuve que j'en avais donnée dans ma Thése élait inexacte, j’ai réparé mon crreur
dans deux Notes du Bulletin de la Société mathématique de France, t. XXXI, p- 97;
t. XXXII, p. 273.

(3) La lecture de la note 4 de la page 253 du Tome Il de I'Ouvrage de M. Schwenfliess
(Die Entwickelung der Lehre von den Punktmannigfaltigkeiten) pourrait faire croire que
les conclusions rapportées ci-dessus sont erronées. M. Scheenfliess a bien voulu m’expli-
quer qu’on devait interpréter sa note ainsi : avec les définitions adoptées par M. Schaenflicss
mes énoneés ne sont plus exacts.



SUR LINTEGRATION DES FONCTIONS DISCONTINUES. 379

commune a4 E et & une hypersphere quelconque est mesurable; si,
quand Uhypersphére S varie de facon que tout point de I'espace
soit & partir d’un certain moment intérieur & S, la mesure de cette
partie commune n’augmente pas indéfiniment, E est dit mesurable et
de mesure finie et sa mesure m(E) est la limite évidemment unique et
déterminée de la mesure de la partie commune A Eet2 S. Si E est de
mesure o on peut enfermer E dans des domaines bornés dont la somme
des mesures surpasse « d’aussi peu quon le veut: E sera dit un
domazine s’il est parfait, d’un seul tenant et si tout point de E fait partie
d’un domaine borné dont tous les points sont points de E.

Une fonction f définie pour les points d’un ensemble E est dite
mesurable dans les mémes conditions que si E était borné; f sera dite

sommable si, quand S varie comme il a été dit,f|f(P)]dP étendue
a la partie commune ¢ & S 4 E n’augmente pas indéfiniment. Alors

ff(P)(lP tend vers une limite déterminée qui est I'intégrale

fEf(P)dP.

On peut d’ailleurs encore dire : soient des nombres a; croissant avec ¢
entier de — oo & -+ %0, supposons a, négatif, a,, positif. Soit ¢; I'en-
semble des points out I’on a

a;Sf(P) <ap (i=r1,2, 005 —1, —2,...).

Supposons que ces &; soient mesurables et de mesure finie. Nous
formons la somme Za;m(¢;) étendue i toutes les valeurs non nulles
de 7; nous la supposons absolument convergente; alors, si elle tend
vers une limite déterminée finie, ainsi que la somme de ses valeurs
absolues, quand on fait varier les a; de facon que le maximum de
a;., — a; tende vers zéro, cette limite est P'intégrale de / qui est dite
sommable. On étendra sans peine aux ensembles non bornés les pro-
positions indiquées précédemment.

18. Considérons maintenant une fonction # non partout finie surE,
si 'ensemble des pornts ou elle est infinie est de méme nulle; quelques
auteurs disent qu’elle est sommable si elle est sommable sur’ensemble
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E, des points ol elle est finie et lui attribue pour intégrale sur E son
intégrale sur E,. Ce mode de langage est souvent avantage}lx; mais
comme il présente parfois des inconvénients et qu'il peut préter a des
malentendus, j'ai évité en général de I'employer. o

Complétons maintenant avec M. Beppo Levi (12) un théoréme préce-
dent. Soit une suite croissanite f,, f, de fonctions ne devenant infinies
sur B qu’en des ensembles de mesure nulle de points et sommable quand
on excepte ces points. Alors la swite [, fy, ... est toujours intégrable
terme & terme. Ce qui signifie que la limite /ne devient infinie qu’en
un ensemble de mesure nulle de points, qu’elle est sommable sur
'ensemble restant et que son intégrale est la limite de celles des /;
si cette limite existe et qu'inversement cette limite existe toutes les
fois que fne devient infinie que pour points d'un ensemble de mesure
nulle et est sommable dans I’ensemble restant.

Cela résulte de suite de ce que, si I'on désigne par /* ou /" des
fonctions égales a f; ou florsque f; ou /' ne dépasse pas n et & n dans

le cas contraire, on a
lim f frdp = f ' ap,

et de ce que, quand n croit, ff;‘ dP tend vers fj}dP, tandis que
ff"dP tend versffdP si f'a les propriétésindiquées et au contraire

augmente indéfiniment si £ ne les a pas.

II. — L'intégrale indéfinie.

19. Dans ce qui précede on a été amené, une fonction sommable /
étant donnée dans un ensemble mesurable E, & prendre l'intégrale
de f dans des ensembles mesurables e. Cette opération conduit a atta-
cher un nombre & chacun de ces ensembles et nous allons étudier un
peu cette correspondance définissant ce qu’on peut appeler une
Jonction d’ensemble mesurable.

Pour la briéveté du langage je supprimerai toujours le qualificatit
mesurable et je supposerai toujours que f est partout définie, ce qu’on
réalise d’ailleurs sans changer I'intégrale de £ dans les ensembles
faisant partie de E, en attribuant a /la valeur zéro aux points ne faisant
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pas partie de E. La fonction d’ensemble que I'intégration permet
d’attacher & une fonction £ sera dite I'in¢égrale indéfinie de f.

D’aprés ce qui précede, cette intégrale mdeﬁme jouit des deux pro-
priétés que je rappelle :

1° Elle est absolument continue, ¢’est-a-dire que si I'on considére
une suite d’ensembles e,, e,, ... dont les mesures tendent vers zéro,

les valeurs correspondantesf f . pourlintégrale indéfinie tendent

Vers zéro.
2° Elle admet un théoréme d’addition, celui qu’exprime I’égalité

[ =+
eg+egt... ey €y

les e; étant en nombre fini ou dénombrable et sans point commun
deux a deux.

A cause de la condition de continuité, cette seconde propriété peut
d’ailleurs, si lon veut, n’étre énoncée que pour le cas de deux
ensembles e;. Si 'on conserve sans changement son énoncé, il est

évident que cette propriété contient la suivante : la seme] [—l-—

est absolument convergente quels que soient les ensembles e,, e,, ...
sans point commun deux a deux, sans quoi cette série, dans lequel
I'ordre des termes est indifférent, n’aurait pas de sens. C’est ce que
nous exprimerons en disant que l'intégrale indéfinie est a variation
totale bornée.

Considérons un ensemble donné e comme la somme d’une infinité
dénombrable d’ensembles composants sans point commun de toutes
les maniéres possibles. A chacune de ces maniéres correspond une

série telle que .
[+ [+ [+

Soient = la somme de ceux des termes de cette série qui sont positifs,
— v la somme de ceux qui sont négatifs; commew — v=f, les bornes

e

supérieures P et Ndes nombres « et v vérifient la relation P —N —f

P s’appelle la relation positive de la fonction dans e, — N est sa varia-
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tion négative, V=P + N sa variation totale. Il est eVIdent que P, N,
Y sont des fonctions d’ensemble absolument continues, possédant un
théoréme d’addition et positives. De sorte que toute fonction absolument
continue et possédant un théoreme d'addition est la difference de deux
Jonctions de méme nature qui, de plus, ne sont jamais négatives.

Les définitions des fonctions A variation bornée et des variations
auraient bien entendu pu étre énoncées en utilisant seulement la
décomposition d'un ensemble en un nombre fini d’ensembles partiels;

car si, par exemple, la bemef—i—f—i— . conduisait & des nombres ™

et — v pour~n assez grand, la suite finie

f—#f—l—.‘.—l—fﬁ—/
ey ey ey e—¢e,

aurait donné pour quantités analogues des nombres aussi voisins qu’on
le voudrait de = et v

Dans le cas de 'intégrale indéfinie, les quantités P, N, V se calculent
facilement. Divisons e en I’ensemble e, des points ou £ est posilive ou
nulle et 'ensemble e_ des autres points. A cette division correspondent
des nombres =, et v, donnés par

m—v,:ff(P)dP,
1r.+v,:f[f(P).[dP.

Soit maintenant une division de e en ensembles partiels e, ¢,, ...
sans point commun; soient e.,, e_, les ensembles communs & e, et ¢,
4 e_ et e,. La décomposition de e en les e; donne-évidemment des
nombres = et v au plus égaux i ceux que donne la décomposition de ¢ -
en les e,;, e_;. Or ces derniers nombres ne sont autres que w, et v,, .
donc P et N sont égaux a, et v,.

Par suite

=§[[ S(P) +|f(P)|]dP,
=3 [P = sy 1ap,

JALGIES
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Cette derniére égalité, qui entraine les deux premiéres, exprime
que la variation totale d’une intégrale indéfinie dans un ensemble est
Utniégrale definie, étendue a cet ensemble, de la valeur absolue de la
fonctzon proposée.

En considérant V comme une fonction d’ensemble, on peut dire

aussi que la variation totale de !'intégrale indéfinie de f est {'intégrale
indéfinie de | f|.

20. Sinous nous étions astreints 4 ne considérer que des intégrales
étendues & des domaines quarrables, l'intégration, appliquée & une
fonction fixe f, aurait conduit 2 une fonction de domaine, je sous-
entends quarrable, qu’on appelle encore lintégrale indéfinie de f.

Cette fonction aurait possédé les propriétés suivantes :

1° Elle est absolument continue, en ce sens quef tend vers zéro

avec m(3), § stant la somme d’une infinité dénombrable de domaines;
2° Elle posséde le théoréeme d’addition exprimé par I'égalité

AT A

quand
D :D1+D2+

D étant un domaine et le second membre étant indéfini et formé
d’ensembles sans point commun deux a deux. .

Il résulte de 1a que la fonction de domaine en question est a variation
bornée. Cette propriété était déja supposée d’ailleurs dans la définition
de I’absolue continuité, puisque, I'intégrale indéfinie étant considérée

comme une fonction de domaine, [ ne peut représenter que la somme
s

des intégrales relatives aux domaines composants o. Les variations
d’une fonction de domaine se définissent comme celles d’une fonction
d’ensemble et en utilisant une décomposition du domaine en un
nombre fini ou dénombrable de domaines composants.

Les variations relatives & 'intégrale d’une fonction donnée, et & un
certain domaine peuvent étre prises, soit en considérant lmtegrale
comme une fonction de domaine, et alors on obtient V', P’, N’, soit en
la considérant comme une fonction d’ensemble, ce qui donne V, P, N..
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Il est d’abord évident que V', P’, N’ sont au plus égaux respective-
ment & V, P, N. Or, divisons le domaine considéré D en D, et D_
comme il a été dit. Enfermons D, dans une infinité dénombrable de
domaines simples, des polygones s’il n'y a que deux dimensions, con-
tenus dans D et dont la somme des mesures surpasse trés peu celle
de D,. Si A est cet ensemble de domaines, on pourra toujours supposer
que [ | f(P)| dP soit inférieure & ¢; doncla contribution deA — D,

JA—Dp, )
dans V ne surpasse pas e. Ne conservons qu’un nombre fini de ces

domaines, mais assez pour que a étant 'ensemble de ceux conservés,
j |/(P)|dP soit inférieur & . Associons de méme a D_, B puis b.
A

haad

Les parties communes 4 a et b fournissent dansflf(P)[ dP une con-
tribution au plus égale & 2&; supprimons-les. L'ensemble des @ et &
restants fournit dans flf(P)l dP unc contribution supérieure &

V — 4¢; or cet ensemble est formé d’un nombre fini de domaines sans
point commun deux 4 deux, qu’on peut faire rentrer dans une décom-
position de D en domaines partiels et par suite V' surpasse V — 4e.

On a done
V=V, P=P, N=N

et, pour la definition des variations d'une intégrale indéfinie dans un
domazine, il n’y a pas lieu de distinguer si 'on considere cette intégrale
tndéfinie comme fonction de domaine ou d’ensemble.

L’intégrale indéfinie, en tant que fonction d’ensemble ou de domaine,
jouit des deux propriétés mises en évidence qu'on peut rappeler en
disant que c’est une fonction absolument continue et additive. Se donner
une fonction d’ensemble absolument continue et additive, c¢’est, en
particulier, se donner une fonction de domaine absolument continue
et additive. Réciproquement, sil’onse donne unefonction ¥ de domaine
absolument continue et additive, on définira une fonction d’ensemble
absolument continue et additive par le procédé suivant : soit E un
ensemble mesurable, enfermons-le dans une infinité dénombrable de
domaines & sans point commun deux & deux et dont la somme des
mesures ne surpassen(E)que decau plus; alors on prendra pour §(E)
la limite de £¢(3), quand ¢ tend vers zéro. o
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21. Particularisons encore ’ensemble auquel on étend I'intégration;
supposons que l'intégrale soit toujours étendue a un intervalle,
¢’est-a-dire & un domaine défini, dans I’espace considéré a & dimen-
sions, par £ inégalités de la forme

Ay 4% by (e=152,...,k),

les a; et les b, étant des constantes données.

L’intégration conduit alors & une fonction d'intervalle que nous
appellerons encore une intégrale indefinie et qui sera absolument
continue et additive, donc & variation bornée. Tous ces mots se
définissent comme précédemment, le mot inzervalle remplacant partout
le mot domatine. 1l suffit de connaitre une fonction d’intervalle absolu-
ment continue et additive pour pouvoir en déduire une fonction
d’ensemble continue et additive.

Soit maintenant o«,, ,, ..., oz un point quelconque « de I’espace
considéré; lesinégalités oSa; S, (1 =1, 2, ..., k) définissent un inter-
valle que j’appelle I(«,, ., ..., 2;) ou plus brievement I(«) et je pose

F(a)==F (2, ooy ooy ) = f F(PYdP.
YA

La fonction
o(a) = §(x) + fr(ctay Oy cuey ) = fal oy, Ogy cany ) oot fr(0tyy Aoy eny Ay,

dans laquelle f,, /., ..., fx sont des fonctions arbitraires de £ — 1
variables ('), est appelée I'intégrale indéfinie de f exprimée a ’aide
des k variables xz,, x,, ... x.

Voici comment on peut endéduirel’intégrale définie comme fonction
d’intervalle. Soit un intervalle «; 2, Z 3;; jappelle A le point e, «,, ...,
ax; B, le point By, ..., B, et I(A, B) l'intervalle considéré, de sorte
que I(A) est identique 4 I(o, A). On a évidemment
I(A,BY= Ney,0m, ..., o)

— LB, ctay Gtay eeny or) 4= L(0t1, Bay 0ty evey @) e vet=1(0l1 s ovey Osys Bre)]
(B0, Bas sy evy 22) =131y 0oy By vvns o) Heee =10ty vony iy Ba1, Ba)]

(1) Si k=1, il n'y a qu’une quantité fj, qui est alors constante.
Adnn. Ee. Norm., (3), XXVII. — SEPTEMBRE 1g10. 49
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De li et de la définition de o(«) il résulte qu’on a

FRYAP= oo, Zeen, o0)

e —[;o(r"},,ocﬂ,...,a/‘.)+:p(oc2,;3l,;c;,,...,ock)+...+<p(oc1,ag,...,a,_.ﬂ,,ﬁk)]
T I B I
+ (—1)* (31, B2y - -y Br)
=4 (A, B).

De sorte que la connaissance de I'intégrale indéfinie de /exprimée
a I'aide des variables, =,, .. ., z; suffit pour qu’on déduise 'intégrale
indé¢finie de f comme fonction d’ensemble.

Cette intégrale indéfinie, exprimée a I'aide de z,, ..., s, jouit des
deux propriétés suivantes :

1° Si I’on considére un nombre fini ou une infinité dénombrable
d’intervalles non empiétant I1(A,, B, ), I(A,, B,), ..., la somme

S:Y(Ala 1)+V(A27 B‘Z)""---

a un sens, ce qu’on exprime en disant que I'intégrale indéfinie ¢ («)
est & variation bornée ; ’

2° Silamesure de I (A,,B,) + [(A,, B,) + ... tend vers zéro, cette
somme tend vers zéro, ce qu’on exprime en disant que ¢ () est abso-
lument continue.

Il faut d’ailleurs remarquer que cette absolue continuité n’entraine
paslacontinuité ordinaire, sauf dans I'hypothése £ = 1, mais les seules
singularités que peut présenter ¢ sont en quelque sorte artificielles,
car elles ne peuvent provenir que des fonctions f,, f,, ..., fx ajoutées
4§ (x). §(a) est continue.

On pourra donc convenir, si on le veut, de ne prendre pour les
Jis o+ +s fx que desfonctions continues et 'intégrale indéfinie exprimée
4 ’aide des coordonnées sera alors continue.

Au lieu de I'intégrale indéfinie, exprimée a4 l'aide des coordonnées
données, on pourrait de méme, du moins sous de trés larges hypo-
théses, parler de l'intégrale indéfinie exprimée a I'aide de coordonnceb
curvilignes queluonques. Je laisse cela de coté pour le moment.

En résumé se donner une fonction d’ensemble additive et absolu-
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ment continue, ou se donner une fonction des £ coordonnées a varia-
tion bornée et absolument continue sontdeux opérations équivalentes.
Il nous suffira de connaitre par suite I'intégrale indéfinie sous I'une de
ses formes pour pouvoir la construire sous un autre quelconque de ses
aspects ; aussi le plus souvent parlera-t-on de 'intégrale indéfinie sans
préciser comment on la considére.

III. — Les familles réguliéres de domaines.

22. Nous venons de voir comment, une fonction sommable étant
donnée, on lui attache une intégrale indéfinie ; nous allons maintenant
nous proposer de trouver la fonction sommable connaissant son inté-
grale indéfinie. Comme dans cette recherche il n’interviendra pas
d’autres propriétés des intégrales indéfinies que celles énoncées ci-
dessus, il en résultera en particulier que ces propriétés sont caracté-
ristiques des fonctions qu’on peut regarder comme des intégrales indé-
finies.

Tout d’abord, le probléme que nous nous proposons a-t-il un sens?
Deux fonctions sommables /| et f, égales presque partout ont la méme
intégrale indéfinie; donc il est indispensable de ne pas considérer ces
deux fonctions comme différentes. Mais, si I'on fait cette convention,
alors une fonction est déterminée par son intégrale indefinie ; ce qui veut
dire que deux fonctions sommables /,, f, qui différent aux pointsd’un
ensemble de mesure non nulle ont des intégrales indéfinies différentes.
En effet, on peut alors trouver un nombre ¢ > o assez petit pour que
I'un des ensembles de points en lesquels on a soit f, > f, -+ ¢, soit
S < f.—+ ¢, soit de mesure différente de zéro, et dans un tel ensemble
nos deux fonctions n’ont pas la méme intégrale définie.

Il résulte de la que, quel que soit le procédé qu’on emploiera pour
repasser d’une intégrale indéfinie 4 la fonction qui lui a donné nais-
sance, ce procédé sera en général en défaut pour un ensemble de
points de mesure nulle. Quant & ce procédé on y est conduit en cher-
chant 4 imiter le procédé de dérivation qui réussit pour les intégrales
indéfinies de fonctions continues.

23. Une fonction d’ensemble §(E) étant donnée, nous appellerons
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dérivée de cette fonction en un point Pla limite, si elle existe, du

@ .
i ((II))))’ D étant un domaine contenant P et dont on fait tendre
V413

toutes les dimensions vers zéro. Lorsque cette limite n’existe pas, les
plus petite et plus grande limites ’indétermination de ce rapport sont
les nombres dérivés inférieur et supérieur en P. Ainsi la dérivée et les
nombres dérivés d’une fonction d’ensemble sont des fonctions de
points qui résultent de la comparaison de la fonction proposée a une
fonction type, la fonction m(E).

Mais ces définitions sont, on va le voir de suite, trop larges ; recher-
chons, en effet, dans quel cas, avec elles, la dérivée d’une intégrale
indéfinie est la fonction intégrée ? Seulement dans le cas o, en néegli-
geant les points d’un certain ensemble de mesure nulle, la fonction f
est continue au point P étudié.

Il est d’abord évident que, si cette condition est remplie, fest en P
la dérivée de son intégrale indéfinie; mais supposons que la condition
énoncée ne soit pas vérifice. Alors, dans tout domaine A entourant P,
si petit soit-il, on pourra trouver un ensemble e de points de mesure
non nulle en lesquels on a soit /> f(P)+¢, soit f> f(P)—c¢,
pourvu que € > o ait été choisi assez petit. Supposons que ce soit la
premiére inégalité qui est vérifiée aux points de ¢ et soit ¢ un nombre

rapport

tel que f [/ (2)|dp étendue & un ensemble quelconque de mesure o

soit toujours inférieure a ésm(e). Enfermons e dans des domaines ¢
intérieurs a A et dont la mesure surpasse celle de e de moins de o. Enfin
soit D un domaine intérieur & A contenant tous les ¢ et le point P et
~dont la mesure surpasse celle de e de ¢ au plus. Alors on a

F(D) :ff(Q) dQ > [f(P) +e]lm(e)— éem(e): [j’(P) + -52-] m(e).
D

Donc ’emploi de ces domaines D conduirait pour valeur limite

de i((ﬂ; 4 une quantité supérieure a f/(P) + %

24. Pour notre but, il est donc nécessaire de restreindre la classe
des domaines D employés. L’étude des fonctions d'une seule variable
montre qu'une telle restriction n’est pas nécessaire dans ce cas, et en
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effet notre objection ne porte que s’il y a plusieurs dimensions, puisque
c’est alors seulement qu’on peut affirmer I'existence d'un domaine D
contenant les ¢ et de mesure aussi voisine qu’on le veut de la somme
Em(2). Il ya la une différence essentielle entre le cas de plusieurs
dimensions et celui d’une seule. )

Notre raisonnement montre par exemple que, dans le cas de plusieurs
variables, on ne modifie en rien la portée de la définition provisoire
de la dérivée, qui a été donnée plus haut, en y remplacant le domaine D
par un domaine ne contenant pas P ou par un ensemble mesurable
quelconque; il est bien évident que cela n’est plus vrai dans le cas
d’une seule dimension. Cette différence subsistera aprés que nous
aurons restreint la classe des domaines D, de sorte que notre définition
sera, dans le cas d’une seule dimension, plus particuliere que la défi-
nition classique.

La différence qui apparait la entre le cas d’une seule oude plusieurs
dimensions aurait pu étre mise en évidence dans le Chapitre précé-
dent. Dans le cas d'une seule variable, une fonction additive de domaine
F(D) continue en ce sens que (D) tend vers zéro quand m (D) tend
vers zéro n’est pas nécessairement absolument continue; on en trou-
vera un exemple dans les derniéres lignes de la page 129 de mes Legons
sur I’ Intégration. Au contraire, ce genre de continuité ne différe pas de
I'absolue continuité lorsqu’ily a plusieurs dimensions. On peut encore
énoncer la différence entre les deux cas en remarquant que, dans le
cas de plusieurs dimensions, un domaine D peut avoir une mesure qui
tend vers zéro sans qu'il en soit de méme de toutes ses dimensions, ce
qui n’est évidemment pas possible s’il n’y a qu'une seule dimension.
Si I'on disait d’une fonction additive de domaine §(D) qu’elle est con-
tinue si §(D) tend vers zéro, quand toutes les dimensions de D ten-
dent vers zéro, ce genre de continuité n’entrainerait pas l'absolue
continuité.

25. Revenons a la définition de la dérivée. Si 'on se reporte au
raisonnement que nous avons fait pour montrer que notre définition
provisoire est trop large, on voit que, avec notre définition provisoire,
pour la fonction égale & m partout, sauf aux points d’'un ensemble
mesurable E, en lesquels elle égale 1, la dérivée de I'intégrale indé-
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finie n’existera pas en tout point P tel que, dans toute hypersphére de
centre P, E et son complémentaire aient des parties de mesures nulles
« et 3. Et notre définition ne fait aucune différence entre le cas ou
24
B

dant, si % tend vers zéro, 'influence de E dans I'intégrale indéfinie doit,

tend vers zéro avec le rayon de I'hypersphére et les autres. Cepen-

il semble, étre considérée comme négligeable autour de P vis-a-vis de
celle de son complémentaire. L’influence de E dans la dérivée en P
sera négligeable sil’on convient de n’utiliser pour ladéfinition de cette -
dérivée que des domaines ou ensembles D tels que le rapport de la
mesure D a celle de I'hypersphére de centre P contenant D ne tende
pas vers zéro avec le rayon de I'hypersphére.

Une classe de tels domaines sera formée de ceux contenant P et tels
que le rapport entre le plus petit rayon vecteur issu de P a la frontiére
et le plus grand surpasse une quantité positive fixe.

Comme classe plus particuliére on peut citer, dans le cas de deux
dimensions, celle formée & 'aide de carrés quelconques contenant P a
son intérieur ou sur sa frontiére, de cercles quelconques placés de
méme ou encore vus de P sous un angle supérieur 2 un angle donné,
de secteurs circulaires de centre P et d’ouverture supérieure 4 un angle
donné, ete.

Relativement 4 ces domaines nous démontrerons d’abord un théo-
reme capital que M. Vitali a établi pour le cas particulier des inter-
valles dont toutes les dimensions sont égales (carrés, cubes, etc.); mais
sa démonstration s’applique sans changement au cas général (*). Pour
énoncer simplement le théoreme, nous conviendrons d’appeler ensemble
ou domaine régulier pour une valeur p. tout ensemble mesurable ou
domaine D tel que, si la plus petite hyversphere qui le contient est S, on
ait la relation

m(D)>pum(8),

U €tant une constante positive fixre. Le diamétre de S sera ce que nous
appellerons le diamétre de D; quand m(D) tend vers zéro, ce diamétre
tend nécessairement vers zéro. Dire qu'une famille de domaines ou

(1) La démonstration qu’on lira plus loin est presque copiée sur celle de M. Vitali.
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d’ensembles est réguliere, c’est dire qu’on peut trouver une valeur p.>>o
telle que les domaines ou ensembles soient réguliers pour cetle valeur y. du
paramelre.

26. Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme de M. Vitali:

Supposons donnée une famulle réguliere 5 de domaines quarrables et un
ensemble mesurable E de mesure finie tel que chacun de ses points est inté-
rieur a une infinité de domaines de § de diametres aussi petits que l’on
veut. Alors on peut trouver dans la famille 5 un nombre fini ou une infi-
nité dénombrable de domaines sans point commun deux a deux et dont
la somme des mesures n'est pas inferieure a m (E).

Il suffira évidemment de supposer que E est borné, sinon 1l'on
décomposerait E en une somme de parties bornées et I’on opérerait sur
chacune de ces parties comme il va étre indiqué.

Soit i la valeur par rapport & laquelle les domaines sont réguliers.

ey, . . . . €
Considérons les domaines de 7 dont le diamétre est compris entre o

€ Vet . . .. . .
et ——> ¢ ayant été arbitrairement choisi. Soit E, la partie commune

4 E et 4 ces domaines.

Il est évident que la mesure de E, +~ E, + ... -+ E, tend en croissant
vers celle de E, quand p croit indéfiniment.

Soit P, un point quelconque de E;; soit D] un domaine faisant
partie de &, contenant P, et de diamétre compris entreeet2¢; soientS)
la plus petite hypersphére contenant D} et £} I'hypersphere concen-
trique de rayon 3¢. On a

m (DY) > pum(89)2 L m ().

Soit P, un point de E, extérieur & £{, s’il en existe. A P, on attache
de méme DY et XJ. Puis, sil'on peuttrouver un point P, de E; extérieur
a 29+ X7, 4 P, on attachera Dj et ;. Et ainsi de suite.

On ne sera arrété que lorsque X, =X} + X} +... contiendra tout E,.
Or cela arrivera au bout d’un nombre fini d’opérations, car les do-
maines D}, D}, ... sont évidemment sans point commun deux & deux
d’apres leur construction, de sorte que s’ils sont en nombre p leur
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ensemble d;, a une mesure au moins égale 1 B m (Z%);or ils sont tous

dans la méme région bornée de I’espace.
¥, couvrant ainsi tout E,, désignons par ¢, la partie de E contenu
dans I, ; ¢, contient E, et 'on a

m(d)> m( o)> 7z m (&)

Soit E/ la partie de E, + E, extérieure 4 3,; on opére sur elle comme
, ’ & . . .
sur B, ¢ étant remplacée par - On trouve ainsi des domaines D!,

D}, ..., en nombre fini sans point commun entre eux ni avec les précé-
dents; soit &, ’ensemble total des D} et D;. On a aussi des sphéres X!
qui avec les précédentes couvrent £,. Soit ¢, la partie de E contenue
dans X, ; ¢, contient E, + E, et 1'on a

m(d1)> = m(Z )> =-m(&y).

Puis on opérera de méme sur la partie E; de E, + E, + E, extérieure
, . e . . .
I,, ¢ étant cette fois remplacée par —;, et ainsi de suite.

Nous choisissons ainsi dans la famille § une suite finie ou dénom-

brable de domaines sans point commun deux a deux et qui a une

mesure totale au moins égale & —”;m (E).Sidonc? est un nombre quel-

conque inférieur a 57, on sait trouver un nombre fini de domaines
sans point commun deux & deux et dont la mesure totale surpasse
Am(E).

Complétons cette premiere partie de la démonstration par une
remarque ('). Supposons que des domaines quarrables Aj,A,, ..., A,
en nombres finis étant donnés et E étant extérieur a ces domaines, on

désire ne se servir que de domaines sans points communs avec les A;;

(*) Relativement & celte premiére partie, on peut aussi remarquer avec M. Vitali qu’elle
suppose seulement chaque point de E intérieur & 'un des domaines de §.

La limite trouvée &7 est trop grande en remplacant la progression des — par une pro-

gression moins rapidement décroissante; on trouvera ?75 pour limite supérieure de A.
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rien ne sera changé A notre conclusion. Il n’y a pas de difficulté, en
effet, si I'on opére, non sur E, mais sur les points de E distants des A,
de plus de 2, et la mesure des points de E ainsi laissés de coté tend
¢videmment vers zéro avee . Il suffit donc de prendre ¢ suffisamment
petit et notre conclusion subsiste.

Cecl posé, soit ¢, I'ensemble fini des domaines obtenus comme il a
été dit plus haut; on a m(3,) > Am(E).

D’autre part, si E est la partie de E extérieure & ¢,, on a

m(E)Zm(E) —m(d);

nous supposons le second membre positif, sans quoi le théoréme
serait démontré.

Or, d’aprés ce qui précéde, on peut dans § choisir des domaines ¢, en
nombre fini sans point commun deux & deux ni avec les &, et tels que
I'on ait m (,) > m (E'). Done

m(8,) 4+~ m(6;)>hkm(E)+ r[m(E) — m(3,)];
et la partie E” de E extérieure & &, + ¢, a une mesure au moins égale
A m(BE) —m(3,) — m(3,), quantité qu'on supposera positive; de
sorte que I'opération analogue sur E” conduira & ¢, tel que
m(0,) + m(3y) + m(3d;)
>Am(E) +A[m(E)—m(8,)] +A[m(E) — m(3) — m(d,)]

et par suite, en continuant ainsi, on fera bien le choix demandé.

27. On peut étendre un peu la portée du théoréme précédent en
I’énoncant sous la forme :

Sott un ensemble mesurable E dont chaque point appartient a une infi-
nité de domaines de diamétres aussi petits qu’on veut, formant une
Jamille régulicre et extraits d’un ensemble donné § de domaines. Alors on
peut trouver dans § un nombre fini ou une infinité dénombrable de
domaines, sans point commun deux a deux et dont la. somme des mesures
r'est pas inferieure a m (E).

En effet, soit &, la famille formée des domaines de & qui sont réguliers
pour la valeurg du parameétre. Soit d’ailleurs E, I’ensemble des points

Ann. Ee. Norm., (3), XXVIL. — SEPTEMBRE 1910. 50
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de E contenus dans une infinité de domaines de diamétres aussi petits
h ~ 3 _
qu’on veut et appartenant i ,. E, est mesurable et m(E —E,) tend

vers zéro avec —- Or, d’aprés ce qui précéde, on peut de &, tirer un
P

nombre fini de domaines de mesure supérieure s m(E,) — 1; puisde 5,
un nombre fini de domaines, sans point commun avec les précédents

ni entre eux, de mesure supérieure & m(&,) — 5 & étant la partie de

E, extérieure aux domaines déja employés. Et ainsi de suite.

Comme il est évident que E, contient E,_, il s’ensuit qu’on arrive
bien & effectuer le choix demandé.

Supposons, comme précédemment, que nous ne sortions pas d’une
certaine région bornée R;alorsil est évident que m(¢,) doit tendre vers
zéro, sans quoi les domaines successifs choisis, qui ont une mesure

P . i . - , .
supérieure 2 © [m(&,,) —;)J > aurait une mesure totale indéfinie. Donc

les domaines chotsis, comme tl vient d’étre dit, cougrent tout E auzx potnts
d’un ensemble de mesure nulle pres.

Cette région R, qui n’est pas nécessairement connexe, peut étre prise
de mesure aussi peu supérieure  m (E) qu’on le veut; donc on peut
faire en sorte que la mesure totale des domaines choisis surpasse m(E)
d’aussi peu qu’on le veut.

Cela suggére un énoncé qu'on peut étendre au cas des ensembles
réguliers et que je me borne a formuler :

Un ensemble mesurable E et une famille § d’ensembles mesurables ¢lant
donnés, supposons qi’'a tout point P de E corresponde une famille régu-
liere d’ensembles, extraite de § et contenant des ensembles de diaméire
ausst petit qu'on le voudra, qui tous contiennent P. Il est alors possible
d’extraire de § un nombre fini ou dénombrable d’ensembles qui cougrent
tout B, a un ensemble de mesure nulle pres, et dont la somme des mesures
surpasse m(B) d’ ausst peu quon le désire.

Dans tous ces énoncés, la condition, qu’il s’agisse de domaines ou
d’ensembles réguliers, est essentielle. Je ne veux pas dire qu’il est
impossible de la remplacer par une condition plus large, mais on ne
pourrait pas la supprimer simplement sans que les énoncés ne soient
faux. On verra en effet que la condition de régularité n’interviendra
plus dans la suite que par ces énoncés et nous serons conduits a des
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théorémes sur la dérivation des intégrales qui seraient faux si 'on
considérait des domaines quelconques au lieu de domaines régu-

liers (*).

IV. — La dérivation des fonctions absolument continues.

28. Précisons les définitions des dérivées et nombres dérivés. Une
fonction d’ensemble §(E) étant donnée, pour définir ses nombres
dérivés en un point P, on consideére an ensemble mesurable E conte-

nant P (*) et 'on forme le rapport de - ((E)) Puis on fait varier E de fagon

qu’il ne cesse pas d’appartenir & une famille réguliere, d’ailleurs quel-

conque, et que son diameétre tende vers zéro. Les plus petites et plus
F(E)

m(E)
rivés. Ladérivée estla valeurcommune(de)ces deux nombres lorsqu’ils
sont egaux.

Cette définition, appliquée a I'intégrale indéfinie §(x) d’une fonction
d’une variable exprimée a l'aide de cette variable x, apparait alors
comme assez dilférente de la définition classique. Toutes les fois que
F(x)aune dérivée au sens du mot qui vient d’étre défini, elle en a
une également au sens habituel, et ces deux nombres sont égaux;
mais la réciproque n’est pas vraie. D’ailleurs la définition proposée
ici conduita effectuer sur §(x) un calcul qui s’appuie essentiellement
sur le fait que () est & variation bornée.

On reconnaitra facilement que siF(x) intégrale indéfinie de f(x)a,
au sens actuel, une dérivée égale & f(«x,) au point z,; de méme, I'in-

grandes limites correspondantes de ——— sont les deux nombres dé-

(1) On ne sait pas si les énoncés précédents subsistent pour le cas ol la famille F est
formée d’intervalles quelconques. C’est pour ce cas qu’il faudrait les justifier pour qu’on
puisse utiliser la définition de la dérivée qui, pour le cas de deux variables, consiste a
prendre la limile de

flox+hy-+k)y+flx.y)—flas+h,y)—F(x,y+k)
hk

quand / et & tendent vers zéro, d'une facon quelconque.

(%) La condition que E contient P ne modifie ni F(E), nim (E), mais quand on en tient
comple la plus petite hypersphére contenant E contient P, el par suite ¢’est a une hyper-
sphere contenant P que L'on compare E pour savoir si la famille des E est réguliére.
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tégraleindéfiniede| f(x)—a|a, en z,, une dérivée égale d | /(z,) — «|,
quelle que soit la constante «. D’ailleurs si, quelle que soit la con-
stante «, 'intégrale indéfinie de | /(x) — «| a une dérivée égale a
| f(z,) — | au point z, lorsqu’on définit la dérivée & la facon habi-
tuelle, il en est encore de méme quand on adopte la définition pro-
posée ici.

Cette remarque nous servira dans ce qui suit. Certaines de nos
démonstrations ne sont en effet pas exactes lorsqu’il s’agit de domaines
4 une seule dimension parce que, dans ce cas, comme je I’ai déja dit,
suivant qu’on emploie des ensembles quelconques ou seulement des
domaines, la définition de la dérivée prend des sens différents et les
démonstrations supposent qu’il est indifférent de raisonner sur des
ensembles ou des domaines. Pour nos raisonnements, c¢’est donc la
définition classique qui devrait étre adoptée dans le cas d’une seule
dimension; mais la remarque faite précédemment permet d’utiliser
un raisonnement, qui m’a servi dans des recherches sur les séries
trigonométriques et que j'aurai plus loin I'occasion de rappeler, et
I'on étend ainsi les résultats au cas ou I'on définit la dérivée a 'aide
d’ensembles.

Au reste, en utilisant la derniére forme de I’énoncé du théoréme de
M. Vitali, qui s’applique aux ensembles aussi bien qu’aux domaines,
on pourrait exposer ces démonstrations de facon qu’elles conviennent
de suite & tous les cas.

29. Les nombres dérivés d’une fonction d’ensemble absolument con-
tinue, additive sont des fonctions mesurables. — Pour démontrer, par
exemple, que le nombre dérivé supérieur est mesurable, je m’appuierai
sur ce fait évident qu'une hypersphere S étant donnée, si 'on choisit
dans S un ensemble E de mesure supérieure & u.m (S), p. étant positif
fixe, la limite supérieure de j—;%, pour E variant dans S fixe, varie
d’une maniére continue avec S, p. étant fixe, quand § est absolu-
ment continue. De 'absolue continuité de § il résulte en effet que
si E désigne la partie commune & un ensemble quelconque ¢ et & S, et
si S varie assez peu pour que m(E) varie de moins de ¢, §(E) variera
de moins d’une quantité n qui tend vers zéro avec ¢, et la proposition
¢noncée s’en déduit. Je désigne par f(P, &, r) cette limite supérieure
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pour 'hypersphére de centre P et de rayon r; c’est une fonction con-
tinue de Z —+ 1 variables qui sont les 4 coordonnées du centre et le
rayon de I’hypersphére S. En tant que fonction de w, ¢’est une fonction
non croissante.

Sidonc on donne & r une infinité dénombrable de valeurs parmi
I
p+1
leurs de  pour que, entre deux d’entre elles, 'oscillation de £ (P, g, 7)

assez de va-

lesquelles se trouvent les valeurs » é% et entre % et

. o, . ;. I , :
en tant que fonction de r soit inférieure 2 5’ P étant variable quel-

conque et ( étant fixe, lesfonctions de P ainsi déterminées ont méme
limite supérieure pour r=o que f(P, w, r). Sotent f,, f., ... ces
fonctions ; elles sont continues en tant que fonction de P.

Formons maintenant la suite non décroissante s,, 5., s,, ... dans
laquelle on a

1, 1,
s1= J1 cees Sp=Sp—1+5(fo—Sp—1) + - fo—5p—1]

Elle a une limite F, qui est une fonction mesurable de P. Soit F; la
fonction analogue relative & la suite f;, fin,, .... La suite des F; est
non croissante, donc convergente; sa limite, évidemment mesurable,
sera désignée par f*.

J* est une fonction non croissante de p.. De sorte que la suite f*,

f%, f§, .. - est croissante; elle a donc une limite finie ou non, laquelle
est mesurable. Or cette limite est le nombre dérivé supérieur cherché.

La proposition est donc démontrée. Mais la démonstration suppose
expressément que les nombres dérivés aient été définis comme il a été
dit; si pour leur définition on s’était astreint & n’utiliser qu'une famille
particuliére d’ensembles ou domaines réguliers, si par exemple on
définissait les nombres dérivés par la considération de familles régu-
liecres d’intervalles, il faudrait reprendre la démonstration. Des modi-
fications presque insignifiantes suffisent le plus souvent; on verra
d’ailleurs que le choix d’une famille particuliére d’ensembles réguliers
ne peut modifier la valeur qu’il conduit a attribuer aux nombres
dérivés qu’en un ensemble de points de mesure nulle.

30. Lorsqu’une fonction d’ensemble additive et absolument continue
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est positive pour un domaine quarrable D, il y a dans D un ensemble de
mesure non nulle de points ot ses deux nombres dérivés sont posuLfs.

Si cela n’était pas, i chaque point P de D, sauf aux points d'un en-
semble de mesure nulle, on pourrait attacher une suite réguliére de
domaines &, intérieurs 4 D et contenant P, dont les diamétres tendent
vers zéro et tels que 'on ait toujours, & étant la fonction donnée,

Le théortme de M. Vitali nous permet d’affirmer I'existence d’une
suite de ¢, non empiétants les uns sur les autres, et couvrant tout D
aux points d’'un ensemble E de mesure nulle prés. En considérant D
comme la somme de ces ¢ et de E et en appliquant les propriétés
d’additivité et d’absolue continuité, on voit que §(D) est égale a la
forme £ #(¢) étendue aux ¢ employés. Mais d’autre part on a

F(D)

m(D)Em(a) =3(D),

2F0)<

d’ot une contradiction qui justifie notre énoncé.

Ladémonstration prouve méme plus: i/ y a dans D un ensemble de
mesure non nulle de potnis en lesquels aucun des deux nombres dérivés
m (D)
poinis en lesquels aucun des deux nombres dérives n’est supérieur a
)y
m(D)
des nombres dérivés des fonctions d’une variable.

Nous donnerons encore & la proposition qui nous occupe la forme
suivante :

n’est inferieur @ et, de méme, un ensemble de mesure non nulle de
) bl

- A partir de la on généraliserait facilement la théorie classique

Une fonction d’ensembie additive et absolument continue, dont un
nombre derive est presque partout positif ou nul (négatif ou nul), est
constamment posttive ou nulle (négative ou nulle). Si d’aitleurs le nombre
deérive était presque partout nul, la fonction serait constamment nulle.

Si en effet lafonction considérée & est positive pour un ensemble E,
elle 'est aussi pour un domaine A contenant E et assez petit et, par
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suite, il v a dans A un ensemble de points dont la mesure est positive
et en lequel les deux nombres dérivés de & sont positifs.

31. Une fonction d’ensemble absolument continue et additive a une
derivée finie et determinée presque partout et elle est 'intégrale indefinie
d’une fonction égale a cette derivée, la ou elle est finie et déterminée,
ayant une valeur quelconque atlleurs.

Une fonction de la nature considérée étant la différence de deux
fonctions positives, il nous suffira de raisonner sur une fonction 5(E)
non négative. Soit D(&) le nombre dérivé que 'on étudie.

¢ étant pris arbitrairement positif, soit E; ( = o, 1, 2, ...) '’ensemble
des points en lesquels on a '

(eED(F) < (f +1)e.

Soit E,, 'ensemble des points ou D(5) = .

Nous nous occupons d’un certain domaine borné A par rapport auquel
nous prendrons les complémentaires. Enfermons le complémentaire
C(E;) de E; a I'intérieur de domaines dont la mesure surpasse celle
de G(E;) de - au plus. Soit ¢, lapartie de E; extérieure a ces domaines;
ona

. €
m(&;)zm(Er) — —-

Enfermons d’autre part C(E,) A I'intérieur de domaines dont la
mesure ne surpasse celle de C(E,) que de = au plus et soit ¢_ la partie
de E_ extérieure 4 ces domaines; on a

m(E)Zm(E,) —e.

Posons f;(P) =o quand P n’appartient pas a &, et fi(P)=1¢
quand P est pointde ¢; (i =o0, 1,2, ...). Posons f_(P)=o0 si Pn’est
pas point de ¢, et f.(P)= nesi P est point de ¢. Enfin soit

i=n—1

o®)= 3 [iPrap+ [ f.p)yap.

i=0

Cette fonction dépend de deux parametres 7 et <.
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Par construction, que ¢ soit fini ou non, ffi(P)dP a une dérivée
E

nulle pour les points ne faisant pas partie de E; et a, en tout point, des
nombres dérivés au plus égaux i e si ¢ est fini, au plus égauxa ne
si { =o0. 9(E) a donc en tous points ses nombres dérivés inférieurs
D(#). Or si A(o) désigne le nombre dérivé supérieur de ¢, on a
évidemment ) )
D(F—0)Z2D(5)—A(9),
donc D(§ — o) n’est jamais négatif ; § — ¢ est donc positive ou nulle.
Examinons en particulier la valeur o(A); on a

9(A)Z \ . [D(F)—c]dP + nem (&)

Er+Ce+i+Eny

Cela est vrai, si petit que soit &, si grand que soit ne; donc m(c,,) est
o . S . 1

nulle et par suite il en est de méme de m(E.); par suite, quand € et —
tendent vers zéro, m(&, + & + ... + &,_y), quantité supérieurc i
m(&, +...+ &) — ¢, tend vers m(A) et par suite U'intégrale du

second membre de I'inégalité précédente tend versf D(g)dP
A—m(Ew)

ou, si on désigne par D’(P) la fonction égale & D () sauf aux points
de E, ouD'(P) = o, vers
fn'(p)dp,
A

quantité qui par suite est finie.
On a done

§<A>ch<A>;fD'<P>dP.
A

Une conclusion analogue étant valable aussi quel que soit le domaine
qu’on met 4 la place de A, on voit qu’on a, pour tout ensemble E,

sf(E);fD'(P)dP.
E

Enfermons maintenant les points de E; & 'intérieur de domaines D,

—— au plus, etsoitF;

dont la mesure ne surpasse celle de E; que de ———
(t+1)2
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la fonction égale & (¢ + 1)e aux points de D; et nulle ailleurs; ¢ est
entier et fini quelconque. Posons

oE)=Y [F[(P)u’l’,
i

la somme étant étendue a toutes les valeurs finies entiéres de 7. Il est
évident qu’aux points de E;, ®(E) a son plus petit nombre dérivé
A(®) au moins égal & (i +1)¢, donc supérieur & D(§) et, comme on a

D(F—@)SD(F) —1(D),

on voit que D(F — @) est négatif partout, sauf peut-étre aux points de
I'ensemble de mesure nulle E_; donc §— @ est partout négative, car
® étant évidemment absolument continue §—® 1’est aussi. Or on a
évidemment

1
(C+1)2t’

D(P dP<(I) E < D’ P ~+- & (P -+ ."K"
f (P) ( )—f[ (P) ]{ Z(l e
d’ou 1l résulte

a:'E S D(P)YdP.

En rapprochant les deux parties du raisonnement, on conclut enfin
F(E)= /D’(P)dl’.
o/ E

Mais comme la conclusion analogue s’applique & l'autre nombre
dérivé de &, on voit que ce second nombre est presque partout égal
aD(F), oua D, etle théoréme est démontré.

D’aprés ce qui a été dit, la définition de la dérivée est la définition
ordinaire lorsqu’il n’y a qu'une dimension. D’ailleurs, dans ce cas,
les théorémes sur les nombres dérivés qui ont été utilisés sont bien
connus et par suite le théoréme précédent est, pour ce cas, démontré
sans I'emploi du théoréme de M. Vitali.

32. Dans mes Legons sur [’ Intégration, j’ai donné, pour le cas d’une
seule variable, un raisonnement utilisant ce que j’ai appelé des chaines
d’intervalles. Le raisonnement que je vais indiquer pour le cas général

Ann. Ec. Norm., (3), XXVII. — SgpTEMEBRE 1gTO. 51
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=

est formé d’une partie exactement calquée sur les démonstr‘atlons que
je viens de rappeler, utilisant par suite le procédé des chaines, mais
un raisonnement complementaire est indispensable et, au cours d’e ce
raisonnement, intervient sous une forme plus ou moins détournée le
théoreme de M. Vitali.

Je suppose, pour simplifier, qu’il n’y ait que deux variables x et y
et qu'on ne s’occupe pas de 'extérieur du carré G, oSw =, o.jy;il.
Soit I'la courbe de M. Hilbert (') couvrant tout C et définie a I'aide d’un
paramétre £ variant de o i 1. Cette courbe a des points doubles et qua-
druples, qui sont parmi ceux dont une ou deux des coordonnées sont
de laforme 3%, a et o étant entiers. Tout carré de la forme %i z < fz—;;—',

gbgi E%—Ia a, b, p étant entiers, est unarc de I' qui correspond a un

1
segment de longueur — de I'axe des .
917

A un segment (a, ) de I'axe des ¢ correspond un arc de I' couvrant
un domaine &(a, b) qui est quarrable, car ses points frontieres sont
des points multiples de T et les points correspondant & ¢ =a et ¢ = 0.

Sil’on exprime w, y en fonction de ¢, & une fonction f(x, y) cor-
respond une fonction de z qu’on peut noter f(z) et a I'intégrale indé-
finie §(E) de f(, y) correspond la fonction ¢(¢) = #[S(o, £)], et ce
sont les relations entre f(7) et ¢(¢) qu’il s’agit d’obtenir. Pour cela,
on peut calquer les raisonnements de mes Legons sur I’ Intégration (4),
et des Notes des Lincei (5, 6, 7). en effectuant quelques changements
de mots.

Aun intervalle (en «) on fera correspondre un intervalle (a, 0) en ¢,
donc un arc de I'; & la mesure b — a de cet intervalle, on fait corres-
pondre le nombre m[2(a, b)], de sorte qu’a un rapport incrémentiel
Fx+h)—F(x)

h

on fera correspondre une quantité telle que

Gle+h)—4(2)
m{S(¢, ¢t + h)]

ATaide de ce rapport on définira 4, 8 ou 16 nombres dérivés de G(1)
aux points simples, doubles ou quadruples de T.

(1) Math. Annalen, Bd. XXXVIII.
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Lorsque tous ces nombres dérivés sont égaux, leur valeur est la
dérivée au point considéré.

Moyennant ces changements (') mes raisonnements s’appliquent
sans difficultés et ’on généralise toutes les propositions de mes Legons
sur ’Intégration, en particulier le théoréme énoncé précédemment;
mais la définition de la dérivée n’est pas celle que nous avons adoptée
dans ce Mémoire. Pour revenir a cette définition il faut un raisonne-
ment complémentaire au cours duquel (je I'ai reconnu depuis en
étudiant la Note de M. Vitali) j utilisais en somme une démonstration
d’'un cas particulier du théoréme de M. Vitali. Ici j’exposerai le raison-
nement en m’appuyant explicitement sur ce théoréme lui-méme.

Il est démontré qu'une fonction d’ensemble §(¢) additive et con-
tinue a une dérivée presque partout et que I'intégration permet de
remonter de cette dérivée a § lorsque la dérivée est définie a I'aide de
la courbe I' de M. Hilbert. Or tout carré

b+1
-2

3¢

a —+ 1
3¢’

A
A

X

1A

A

Y

S
NES

a, b, c étant des entiers, est un arc de cette courbe ; donc nous pouvons
dire que la proposition est démontrée quand on définit la dérivée en
un point P par le procédé indiqué précédemment dans ce Mémoire en
utilisant les carrés arcs de I' contenant P au lieu des domaines régu-
liers quelconques.

Démontrons maintenant que I'emploi de deux systémes de carrés
différents contenant P, pour définir des nombres dérivés, donnera
presque partout le méme résultat. Si cela n’était pas on pourrait, a
chaque point P d’un certain ensemble E de mesure nonnulle, attacher
deux systémes ditférents de carrés contenant P, dont les diamétres

(*) 11 faut bien avoirsoin de faire ces changements partout ; par exemple, sil'on nes'écarie
pas de mon raisonnement primitif, on est conduit & parler de la longueur de larc de la
courbe y = f(x) qu'on associe a une fonction & variation bornée f(z). Il ne faut pas
oublier alors que cette longueur d’are étant la limite d’'une somme de quantités de la forme
V [f(x1) —f(#2)]? + (x; — x5 )* devra, maintenant qu’il s'agira d’une fonction f(¢),
étre remplacée par une limile de sommes de quantités de la forme

VI —Ta)] +m[8 (4, )2
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tendent vers zéro et tels que I’emploi du premier systéme donne pour
la limite du rapport incrémentiel un résultat supérieur de ¢ au moins
a celui que fournit I’emploi du second systéme; ¢ est un nombre choisi
positif assez petit pour que E existe tel qu’il a été dit. Alors enfer-
mons E dans un domaine A dont la mesure ne surpasse m(E) que de ¢
au plus et faisons, d’une part dans la famille des carrés des premiers
systémes, d’autre part dans la famille des carrés des seconds systémes,
les choix que légitime le théoréme de M. Vitali, en ayant soin de
n'utiliser que des carrés intérieurs a A.

Soient S,, S, les deux suites de carrés choisies. Elles couvrent
tout E &4 un ensemble de mesure au plus égale & ¢ prés et n’ont en
dehors de E que des points formant deux ensembles de mesure ¢ au
plus. Done, quand = tend vers zéro, (S,) et §(S,) tendent vers §(E);
or cela est impossible puisque §(S,) surpasse $(S,) d’au moins
em(E).

Ainsi notre proposition est justifiée quand la dérivée en P estdéfinie
a l'aide de carrés quelconques contenant P. Iinsuite, par un raisonne-
ment exactement identique & celui que j’ai donné pour les fonctions
d’une variable (8) et que M. Tonelli (14) vient d’ailleurs de reprendre
pour les fonctions de deux variables, on montrera qu’avec cette
deéfinition de la dérivée les points P, tels que /Ij'(Q) — f(P)|dQ n’a
pas une dérivée nulle au point P, forment un ensemble de mesure
nulle. '

Ceci étant, supposons P pris hors de cet ensemble de mesure nulle.
Soit C(a) le carré de coté a et de centre P :

o(@) = [ 1/Q)—f(P)]4Q

Cla)

tend vers zéro avec a. Soit E un ensemble contenant P et régulier par

rapport au module ., -Z- le rayon du cercle contenant E; on a par défi-
nition
a®* __ upm
m(E) > HTEF =7 m[C(a)].
Orona

JALCIEVOIE Y IR SIEN
E C ()
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done
1 42
—_— —_ P d() —0(a
i ) Q= /)[40 < oa),

et par suite, au point P, | £(Q) — f(P)| est la dérivée de son intégrale
indéfinie prise par rapport & Q, méme quand on utilise la définition
générale de la dérivée a I'aide d’ensembles réguliers. Cette dérivée
en P étant nulle, il en est a fortior: de méme de la dérivée en P de
Pintégrale indéfinie de £(Q) — f(P) prise par rapport a Q. Donc enfin
en P la dérivée de ff(Q)dQ estégaled £ (P).

La légitimation du théorcme est ainsi achevée. La démonstration
qu’on vient de lire est certainement tres artificielle et tres longue
exposer complétement; on concoit cependant que, parce qu’elle
n’utilise presque aucun raisonnement nouveau, elle m’ait permis de
m’assurer trés rapidement de l'exactitude des généralisations des
théorémes sur les fonctions d’une variable.

33. Jindique maintenant un raisonnement (') qui, dans le cas
des fonctions d’une seule variable, permet aussi I’étude de la dériva-
tion des intégrales.

Soit E un ensemble dénombrable d’intervalles non empiétants;
soient (a,, b,), (a,, by), ... les intervalles de I5.

Prolongeons (a,, b,) vers la gauche, ce qui donne (a,, b,) de facon

qu’on ait _
(by—oay) =K (b — ay),

K étant un nombre positif fixe supérieur a 1. Faisons de méme sur
(ay, b,), ce qui donnera (o, b,); si (&, b,) et («,, b,) ont une partie
commune, on reporte cette partie commune vers la gauche de facon 4
obtenir un intervalle (A, ¢.) contenant («,, b,) et (a,, b,) etde longueur
égale & (b, — a,) + (b, — a,). On obtient donc un ou deux intervalles
que je désigne par (A, B,), (A,, B,).

(1) Jai fait allusion a ce raisonnement dans une Note des Lincei (5) en le comparant &
un raisonnement de M. Vitali concernant les fonctions & intégrales indéfinies constamment
nulles, parce qu’il repose comme celui-ci sur la constatation d’'une propriété vraie pour
les ensembles d'intervalles, propriété d’ou l'on déduit un théordme sur les ensembles
mesurables, cas particulier du théoreme & démontrer.
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Opérons ensuite sur (a,, b,) comme sur (a,,b,), ce qui donne
(a5, by); si (g, b,) a une partie commune avec (A, B,), on reporte
cette partie commune vers la gauche, ce quidonne (A, B"); si (A, B")
a une partie commune avec (A,, B,), on reporte aussi cette partie vers
la gauche; si («;, b;) n’a pas de partie commune avec (A, B,), mais en
a une commune avec (A,, B,), on opérera de méme en commencant
par (A,, B,) au lieu de (A,, B,). Cela donnera donc 1, 2 ou 3 inter-
valles. Et 'on continuera ainsi. On arrivera finalement & un nombre
fini ou dénombrable d’intervalles (A,, u,), (A, t,), ... formant
U’ensemble ¢ de mesure totale Km(E).

Ces intervalles jouissent de la propriété suivante : quel que soit
(%; ) intérieur & (A;, ;), la mesure des points de (X;, 1) ne faisant
pas partie de E est au moins (K — 1) fois la mesure des points communs
aEeta(A;, p). Il en résulte que dans un intervalle (A, w.), dont 'ori-

. y B R . . . IJ'—
gine n’appartient pas & ¢, la mesure des points de E est au plus =5—-

Ceci étant, posons quelques définitions. Soit un ensemble quel-
conque E, on appelle densit¢ moyenne de E dans (e, B) le quotient
par (B — «) de la mesure des points de E situés dans («, ). On
appelle densité & drotie de E en un point «, la limite, si elle existe, de
la densité moyenne dans («, 3) quand B tend vers « en décroissant.
La densité a gauche se définit de méme; la densité en un point est la
valeur, supposée commune, des densités a droite et & gauche.

Revenant au cas de ’ensemble d’intervalles E, on voit que, s’il existe
ﬁ?
font partie de ¢. Or remarquons que si dans la construction de ¢ nous
n’avions tenu compte que des intervalles de E & partir du pi»¢, inter-
valle formant ce que nous désignerons par E,, cela nous aurait conduit
a un ¢, tel que dans I'ensemble E + ¢, se trouvent encore tous les

des points en lesquels E a une densité & droite supérieure a > ils

points en lesquels la densité a droite de E est supérieure a rﬁ;

Or soit s, la longueur totale des p — 1 premiers intervalles de E,
on a
m(E+Cp) =s,+K[m(E)—s,],

quantité qui surpasse m(E) d’aussi peu qu’on le veut. Concluons de
la qu’en dehors des points de E les points en lesquels E a une densité
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& droite supérieure ﬁ (donc différente de zéro puisque K est quel-
conque) forment un ensemble de mesure nulle.

Soient maintenant un ensemble quelconque A, E un ensemble
d’intervalles contenant A ; les points extérieurs a2 E en lesquels A n’a
pas une densité 4 droite nulle forment un ensemble de mesure nulle;
et cela élant vrai quel que soit E contenant A est vrai aussi des points
extérieurs 4 A. Soit B le complémentaire de A par rapport & un certain
intervalle; les points de B en lesquels A n’a pas une densité a droite
nulle forment, on vient de le voir, un ensemble de mesure nulle.
Permutons A et B dans I’énoncé de ce résultat, il reste vrai; or A + B
a une densité égale & 1 en tout point; donc, les points d’'un ensemble
de mesure nulle étant exceptés, la densité a droite de A est égale & un
en tout point de A, égale & zéro en tout point de B.

Raisonnant de méme sur la densité & gauche, on voit finalement que
la densité d’un ensemble mesurable est égale @ un en presque tous les
points de cet ensemble.

34. Cest-a-dire qu’il est démontré qu’une fonction est presque
partout la dérivée de son intégrale indéfinie, lorsqu'il s’agit d’une
fonction ne prenant que les valeurs o ou 1.

Par suite, ce théoréme s’en déduit quand il s’agit de fonctions ne
prenant qu'un nombre fini de valeurs différentes. Passons au cas
général et supposons qu’il s’agisse d’une fonction qui n’est jamais
négative f. Soit E, 'ensemble des points en lesquels on a

pesf<(p-+1e (p=o,1,...);

e est une quantité positive arbitraire. Soit ¢, la fonction égale a pe
dans E,, pour p=o0,1, ..., n et égale a zéro ailleurs. Les nombres
dérivés de I'intégrale de / sont au moins égaux & ceux de I'intégrale
de 9,; donc, presque partout, les nombres dérivés de I'intégrale de f
sont égaux ou supérieurs a f.

Soit @ la fonction égale & (p + 1) € dans chaque E,. Les nombres
dérivés de ffdcc ne surpassant pas ceux de fil) dz, il suffirait de
démontrer le théoréme pour la fonction ®. Or, si @, est la fonction
définie comme étant égale & zéro dans E, + E, ...+ E, et égale 4 @
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ailleurs, il suffit de démontrer la proposition pour ®,, c’est-a-dire
qu'il suffit de démontrer que ®, a une dérivée nulle presque en tous
lespoints de E, + E, +...+ E,. Enfermons E,, , dans des intervalles A,
%
2P (n—+p+1)e
et attachons & ces intervalles un poids ©,= (2 +p +1)=.

La somme Ew,m(A,) est au plus égale & 0, plus'intégrale de /dans
E,.,+ E,s + ...; elle est done finie. :

Soit E I'ensemble de tous les A,; convenons de définir la densité
moyenne de («, 3) comme le quotient par (B — «) de la somme des
parties de E situées dans («, 3) multipliées respectivement par leur
poids; et définissons les densités & partir de la. Notre raisonnement
du début s’appliquera; seulement, pour former I’ensemble ¢ contenant

dont la mesure ne surpasse celle de E,., qu’au plus de

les points en lesquels la dérivée a droite de E surpasse i]{’ il faudra
remplacer un intervalle (a;, ;) de poids p; par («;, ;) tel que

b[—' o —= K[)l(bl—' a[).

Mais rien d’essentiel ne sera changé au raisonnement, parce que la
série Zp;(b; — a;) = Zw,m(A,) est convergente.

Donc il est prouvé d’'une facon nouvelle qu'une fonction sommable
d’'une variable est presque partout la dérivée de son intégrale indé-
finie; ce théoreme étant établi, les autres propriétés s’en déduisent
facilement.

V. — La dérivation des fonctions a variation bornée.

35. Revenons & notre premiére démonstration. Elle nous a prouvé
I'identité des fonctions d’ensemble additives et absolument continues
et des intégrales indéfinies; mais en un sens elle prouve moins que le
second mode de démonstration qui, généralisant tous les résultats
relatifs aux fonctions d’une variable, permet par suite d’obtenir des
résultats sur des fonctions plus générales que les fonctions d’ensemble
additives et absolument continues. Pour obtenir ces résultats par
notre premiére méthode il faudrait, se rappelant que c’est la méme
chose de se donner une fonction d’ensemble additive et absolument
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continue, ou une fonction de domaine oud’intervalle additive et absolu-
ment continue, ou une fonction des & coordonnées & variation bornée
et absolument continue, examiner en quoi sont changés nos résultats
quand on abandonne quelques-unes des hypothéses faites sur les
fonctions considérées. Nous ferons ici la partie la plus élémentaire de
cette étude en nous plagant dans le cas de deux variables.

Soit f(«, y) une fonction de deux variables; & I'intervalle I(A, B)
dont deux sommets opposés sont les points A et B de coordonnées
(a, b), (a+ k, b+ k), (h>o0, k> 0), nous attachons la fonction

(A, B)= f(a,b) + fla—+h,b+k)—fla+h b)— fla,b+ k).

Dire que fou ¢ est & variation bornée, c’est dire que si ’'on considére
des intervalles I(A, B) non empiétants la somme des valeurs absolues
des U (A, B) correspondantes est inférieure & un nombre fixe. Voyons
les conséquences de cette seule hypothése. Tout d’abord, si I'on
divise un intervalle I en un nombre fini d’intervalles partiels I,
on a Y(I) == Y(L,), ce qu'on exprime en disant que  est additive.
Puis si, divisant un intervalle I en un rombre fini d’intervalles partiels,
on fait la somme des  positifs ou nuls d’une part, des ¢ négatifs
d’autre part, et sil’on cherche les bornes supérieures de ces sommes
pour toutes les divisions possibles on arrive a former deux fonctions
additives ¢, ¥, d’intervalles qui ne sont jamais négatives et dont ¢
est la différence. Si ¢ est tel qu’on puisse trouver des intervalles dont
les mesures tendent vers zéro sans que les valeurs correspondantes
de ¢ tendent vers zéro, il en est de méme de 'une au moins des
deux fonctions Y, ety,. Soient z, unevaleur quelconque, ab un segment
de @ = x,, I un intervalle ayant ab pour coté, et dont tous les points
intérieurs sont d’abscisse inférieure & @, ; soit /la limite, nécessaire-
ment bien déterminée, de ¢, (I) quand m (I) tend vers zéro; / est une
fonction de z, et des ordonnées y,,y, deaetb;posons =0, _,(y,,¥»).
On définira de méme o, ,(y,, y,) et aussi deux fonctions analogues
o L1y %)y Ty (2, ;). Ces fonctions sont les analogues des sauts
des fonctions d’une variable & points de discontinuité de premiere
espéce. Prenons 'une d’elles o, _,(y,,y.). C’estévidemment, quand x,
est fixe, une fonction positive et additive de I'intervalle (y,, y.); on
pourra donc recommencer de méme sur cette fonction et définir des
Arn. Ee. Norm., (3), XXVIl. — SEPTEMBRE 1910, 52
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NOMDBTES 5, o 003 Cuomror QUi sONt les sauts de la fonction crois_sanm
en y qui s’écrit o, _,(0,y). On arrive ainsi & quatre sauts relatifs au
pOil’lt (él?o, .V0>, les nombres T 0,30 409 Torg—0.3y—02 G g0, yo—02 G g0, 740 3 df’ll]S
ces symboles l'ordre des indices n’intervient pas comme on sen
apercoit facilement ('). Un point (,, ¥,) est singulier si I'un de ses
quatre sauts est différent de zéro.

Enlevons maintenantdec, (¥, ¥2), ¥= >y, les sauts ¢, o, rela-
tifs aux points singuliers (x,, y) intérieurs au segment (s )
de x ==, et le saut o, _, ... Cette opération a un sens, car il est
évident qu’il n’y a qu’une infinité dénombrable de points singuliers et
que la série totale des sauts est convergente, nous obtenons ainsi une
quantité qu'on appelleras, _,(¥,,¥.). Onaurade mémes, ..(y,72), ete.
Un segment (y,, v,) de & = =, sera dit singulier si, quelle que soit la
partie (a, b) de (v,. v.), 'un des deuxsauts s, _,(@, ), s,,..(a, b) est
différent de zéro. On voit facilement I encore que les segments singu-
liers différents sont au plus en infinité dénombrable et que laséric des
sauts correspondants est convergente.

On attachera de méme 4 ¢, des nombres ¢, _,, o --., puis 2y on
attachera les différences o, _,, o — %% _o y,—0» ---- Or, il est évident que
les deux nombres o,,_, .4 5 s 5.0 D€ peuvent &tre différents de zéro
a la fois, car s’ils étaient supérieurs & K> o tous deux la fonction ¢,
égale a KdanstoutintervalleaSzSA, bZxSB tel qu'on aita <, _ A,
b<x,SA, et égale & zéro ailleurs, pourrait étre soustraite et de '}, et
de ¢, sans que ces fonctions deviennent négatives, ce qui est en con-
tradiction avec leur définition méme. De méme on verrait que deux
quelconques des sauts correspondants de ¢, et ), ne peuvent étre
différents de zéro a la fois, il en résulte que la définition des points et
segments singuliers de ¢ et des sauts correspondants aurait pu étre
donnée directement pour ¢ comme pour ¢}, sans passer par I'intermé-
diaire de , et ¢,. L’avantage que nous avons eu i utiliser des fonctions
non négatives, c’est que nous étions assurés de 'existence des limites
que nous avons appelées sauts.

Dans le cas général de k coordonnées on définirait de méme des

(1) Je veux dire qu'il importe peu de déduire Ga,—g,y,+o0 de Gy —0(Y1, ¥2) Ou de
Typ0( 21, T2 ).
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pointssinguliers auxquels seraient attachés 2% sauts et, pouro < p < k,
des variétés singuliéres obtenues en faisant varier p coordonnées
seulement et auxquels sont attachés 2*-# sauts qui, en tant que
fonctions d’intervalle dans 'espace & & — p coordonnées variables,
sont & variation bornée et méme sont sans singularités, au sens qui
vient d’étre dit, d’aprés ce qu’on va voir.

36. Revenons & I’hypotheése & =2; les sauts en chaque point
singulier peuvent étre alors considérés comme attachés 4 chacun des
quadrants ayant pour sommet e point considéré, les sauts suivant un
segment singulier sont de méme attachés aux deux demi-plans déter-
minés par la droite portant le segment. Soit I un intervalle. Désignons
par S(I) la somme des sauts relatifs & tout point ou segment singulier
intérieur 4 I; cependant, s’il s’agit d’'un point singulier ou d’un
segment singulier situé sur la frontiere de I, on ne s’occupera que
des sauts relatifs aux quadrants ou demi-plans contenant des points
de I.S(I) est la fonction des sauts; elle est additive et & variation
bornée.

Or on voit de suite que Y (I) — S(I) est une fonction pour laquelle
on ne peut pas trouver une suite d’intervalles ¢ dont les mesures
tendent vers zéro et tels que $(8) — S(¢) ne tende pas vers zéro, sans
quoi : oubien on pourrait trouver un point A limite d’une infinité de ¢,
ou bien on pourrait trouver un segment z{3 parallele & un des axes
limite d'une telle infinité de 6. Or, on voit facilement, dans le premier
cas, que A est singulier pour ¢ — S et, dansle second, qu'une partie ou
un point de o« est singulier pour ¢ — S, et cela est évidemment
impossible d’apres la construction de S.

Remarquons que s,_, par exemple a été déduite de o, _, par 'opéra-
tion analogue a celle qui vient d’étre indiquée ; doncs,. _, etles fonctions
analogues sont sans point singulier.

Ay — S on peut faire correspondre une fonction f,(«, y), laquelle
n’est déterminée qu’a des fonctions, de x seul et de y seul, additives
prés, qui correspond & ¢ — S comme / correspondait & . En choisis-
sant convenablement ces fonctions additives /,(«, y) est continue.
Ainsi une fonction des k coordonnées a vartation bornée est la somme
d’une fonction a variation bornée et continue et d’une fonction corres-



412 AENRI LEBESGUE.

pondante & une foncz‘ion des sauts définie par la considération d’une
infinité dénombrable de singularites. _

Bien que la décomposition fournie par 'énoncé précédent'ne soit
possible que d’une seule maniére on peutla considérer comme etan,t en
partie arbitraire parce que si, faisant un changement de c.oordonnees,
on remplacait f(z,y) par o(% 1) la décomposition faite sur ¢ ne
correspondrait pas 4 celle faite sur /. Précisons cela par un exelee.

Prenons pour / (=, y) la fonction 4 laquelle correspond une fonction
d'intervalle { égale & la longueur de la partie de la droite x —y =o
contenue dans l'intervalle considéré. Prenons maintenant la droite
@ =y pour axe des v; nous ne savons méme plus ce qu’on doit ap-
pelero(&, 1), nice qu’on doitentendre par lafonction d’intervalle cor-
respondante. Prenons une fonction d’intervalle en £, n se réduisant &
sa fonction des sauts, laquelle sera caractérisée par le fait que seules
existent les deux fonctions o¢,_,, oz, et pour la seule valeur £, = o.
Ces deux fonctions seront d’ailleurs des fonctions & variation bornée
arbitraires del'intervalle (v,, n,) et dont la somme est égale & 0, — 7.
Soit X cette fonction d’intervalle en (%, n); on pourra, si 'on veut, la
faire correspondre a ¢, mais 4 X correspondra toujours une fonction
discontinue de (&, ).

Si au contraire, dans la formation de la fonction S des sauts, on
n'avait tenu compte que des points singuliers et non des segments
singuliers, la décomposition de { en S et ¢ — S aurait eu un certain
caractere d’invariance par rapport aux changements de coordonnées.
Dans ce cas ¢ — S aurait été une fonction d’intervalle continue en ce
sens €troit qu’a un intervalle dont toutes les dimensions tendent vers
zéro correspond une valeur de la fonction qui tend elle aussi vers
zéro. Or, si par rapport a d’autres axes (&, 1) on peut trouver une
fonction d’intervalles qui ne soit pas en désaccord avec ¢ — S, cette
nouvelle fonction est elle-méme continue au méme sens étroit du mot.

37. Quoi qu’il en soit, partant d’une fonction des coordonnées,
additive et & variation bornée, nous ’avons mise sous la forme
S+S,+F, S étant la partie de la fonction des sauts relative aux points
singuliers, S, la partie relative aux variétés singulicres, et F une
fonction continue. S + S, est la fonction des sauts. A cette déco mpo-
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sifion correspond une décomposition analogue en s+ 8, + § d’une
fonction d’intervalle additive et a variation bornée. s, -~ § est alors
continue au sens étroit et § est continue aw sens large, ce qui signifie
que §(I) tend vers zéro avec m(I).

Si §(I) n’est pas absolument continue, ¢’est qu’on peut trouver des
suites X, formées chacune d'un nombre fini d’intervalles non empié-
tant les uns sur les autres tels que, lorsque p augmente indéfiniment,
m(X,) tende vers zéro, et que la somme des valeurs correspondantes
de g, que je désignerai par §(X,), ne tende pas vers zéro.

Soit A une des limites différentes de zéro de §(Z,).

Supposons d’abord §(I) positive ou nulle; les nombres A qui sont
tous positifs remplissent un intervalle (o, &), et il existe des suites X,
pour lesquelles A = . Soit 8,(I) la fonction égale au nombre ana-
logue a & dans chaqueintervalle ; cette fonction évidemment additive,
4 variation bornée et continue au sens large, sera dite la fonction des
singularites de $(1), supposée positive ou nulle.

Si #(I) n’est pas toujours positive ou nulle, elle est la différence de
deux fonctions §, & jouissant de cette propriété. A chacune d’elles
nous attachons des fonctions s,(1), s,(I), et ¢’est s,(I) — s;(I) qui
est la fonction des singularités de 5 (1); elle sera additive, & variation
bornée et continue au sens large.

Pour la fonetion #(I) +s(I)+ s,(I), lafonction des singularités
sera $(I)+ 8, (I) + 8, (I); elle sera additive et & variation bornée.

38. St s(I) est la fonction des singularités d’une jfonction [(I)
additive et & variation bornée, la différence f(1) — s(I) est absolument
continue et s(1) a une variation totale plus petite que celle de toute autre
Sonction o(1) telle que f(1) — o (1) soit absolument continue.

Sil’on pose, comme précédemment,
Sy =)+ 8(I) + 8,(1),

il suffit évidemment de démontrer le théoréme pour §(1).

Supposons d’abord F(I) positive ou nulle partout. Si §(I) —s,(I)
n’¢tait pas absolument continue, on pourrait trouver des suites X/, for-
mées chacune d'un nombre fini d’intervalles non empiétants tels que
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m(Z,) tende vers zéro et que F(Z) —3,(%)) t(:‘nde.vers. un(: ’lnrl.m,e
non nulle a3 o sera positif, car §(1) — 8.(I) n’est jamais l]ﬁ%lgﬂ(,l,Ve.
Les T, désignant la suite précédemment indiquée, lasuite X, + LI_, qu’on
pourra encore regarder comme formée d’intervalles non empiétants
et en nombre fini sera telle que m(S,~+X,) tende vers ?érq et
que §(X,+X,) tende au moins vers &\ + «, ce qui est contraire a la
définition de <. .

Si d'ailleurs T(I) est tel que #(I) — T(I) soit absolyment continue
et si T([)="T,(I) —Ty(1), T, et T, étant les variations posnll.w et
négative de T(I), il faut que (1) — T,(I) soit absolument continue.
Or il est évident que T,(1) ne peut étre inférieur & 5,(1); sans (quoi, 5i
pour I, on avait T, (I,) <s.(1,), quelle que soit la suite de familles X,
formées chacune d’intervalles mon empiétants compris dans 1, el
telles que m(X,) tende vers zéro, comme on a ‘

[F(2)1215(2p) — Tu(Zp) [+ Ti(Lo),

on aurait _
lim sup. §(2,)2T: (L) < 82(1,),

=
ce qui est contraire i la définition méme de s,.

Notre proposition est donec démontrée pour F(I) non négative.
Remarquons que, dans ce cas, quelle que soit la fonction A(1) abso-
lument continue et non négative sans étre identiquement nulle, il
existe quelque intervalle dans lequel A(1) surpasse 8,(I). Sans quoi,
en effet, s,(I) — A(1) serait non négative, au plus égale & 8,(I) sans
lui étre identiquement égale, et cependant F(I)— [s,(1)—A(1)]
serait absolument continue, ce qui est impossible.

Pour le cas général, nous avons posé

A,

j._g[/ " .

bl

24

Ja—
o

De la il résulte que § — 3, est absolument continue et que s, + s,
qui est la fonction des singularités de '+ §”, est telle que toute
fonction absolument continue, non négative sans étre identiquement
nulle, la surpasse dans quelque intervalle. Cela est vrai a fortiori de
la variation totale de s,. Nous appellerons s, — s, et s, + s les varia-
tions de 3,.

Soit B(I) une fonction absolument continue, dont les variations
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sont b’, — b" et &'+ b”. Les variations de s,(I) -+ B(1) seront au plus
sy 4+ by — (sy+0"), (s, + )+ (s;+ b"); on va voir que ces valeurs
sont exactement celles des variations. S’il n’en était pas ainsi, en effet,
on pourrait soustraire de s, + 0’ et de s, + 0” une méme fonction e,
continue au sens large, non négative et non identiquement nulle
sans obtenir des résultats négatifs. Or posons m = o, + u., o, étant la
fonction des singularités de m. Je dis que s, — o,, s, — 0., b'— v,
b” — p. doivent étre non négatifs. Soit I un intervalle quelconque; on
peutdansI trouver un ensemble = formé d’un nombre fini d’intervalles
non empiétants dont la mesure totale ne surpasse pas z et tel que o,(X)
soit aussi voisine qu’on veut de o,(I); &'(Z), 0"(X), w.(Z) tendent
vers zéro avec ¢; or 5,(2) +0'(2) —m(Z) et 5o (X)) + b"(2) — m(X)
ne sont pas négatifs, il en résulte que s, (I) — o, (I) et s, (I) —a,(I) ne
sont pas négatifs. Mais on peut aussi trouver dans I un ensemble X
formé d’'un nombre fini d’intervalles non empiétants dont la mesure
totale ne surpasse pas ¢ et tel que s,(¥), s5(X”), ¢,(¥") soient aussi
voisins qu’on veut de s,(T), s5(I), o;(I); or & (Z"), 6"(X"), .(X’) tendent
vers zéro avec ¢ et

S (I—3) b (I =3)—m(I—3), si(1—3)+b"(1—3)—md =3

ne sont pas négatifs, il en vésulte que &'(1) — p.(I) et &”(1) — p.(1) ne
sont pas négatifs.

Mais ceci entraine o,==o0, p.==o0 et par suite la variation totale de
3, + B est bien la somme des variations totales de s, et de B.

Or soit ¢ une fonction telle que § — o soit absolument continue,
puisqu’il en est de méme de § — 8,, 8, — o sera absolument continue;
donc la variation totale de

=38, —(8,—0)

sera supérieure a celle de s, sauf si o est identique a 3,.

39. Notre théoréme est donc enticrement démontré (') ; il est bien

(1) Dans le cas d'une fonction & de signe variable, on aarait pu craindre que la défini-
tion que nous avons donnée pour la fonction 8, des singularités dépende de la décompo-
sition & = §' — 3" utilisée. Le théoréme précédent prouve qu’il n’en est rien.
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certain qu’il ne met pas en évidence la propriété caractéristique la
plus nette de la fonction des singularités. Cette propriété, qui trans-
paraissait & chaque instant dans nosraisonnements, peut étre énoncée
ainsi : Lafonction s des singularités peut, comme la fonction des sauts,
étre considérée comme attachée 4 un certain ensemble de points de
mesure nulle.

Pour préciser cela j'aurai besoin des nombres dérivés d’une fonction
d’intervalle f(I) additive et & variation bornée quelconque. Tout
d’abord ces nombres dérivés ne peuvent étre définis que par la consi-
dération d’intervalles réguliers et non d’ensembles. Il me suffira de

J()
. o & (1)’
I étant unintervalle de centre P dont toutes les dimensions sont égales

et tendent vers zéro.

Ces nombres dérivés sont mesurables. — Placons-nous dans le cas de
deux coordonnées, et considérons le rapport 7:2_((}% pour le carré I de
centre P(«, 3) et de demi-coté égal ar. Si f était continue au sens
large, ce rapport serait une fonction continue p(e, B, 7) et il n’y
aurait rien 4 changer au raisonnement du Chapitre précédent. Dans le
cas général, le rapport p n’a comme points de discontinuité que ceux
pour lesquels on a e = r=x,, ou f =r =y,, x, ouy, étant 'une des
coordonnées d'un point singulier ou la coordonnée fixe d’un segment
singulier. Encore, tous ces points-la ne sont-ils pas singuliers. Quoi
qu’il en soit, supposons tracée cette infinité de plans de discontinuité
dans I’espace «, §, r; si P et r varient, cela revient a faire décrire au
point o, 8, rune certaine courbe; i chaque traversée d’une de ces
surfaces de discontinuité il pourra y avoir deux sauts brusques pour
le rapport, mais il n’y a qu’un nombre fini de surfaces pour lesquelles
I'un de ces sauts brusques est, en certains points, supérieur a4 un
nombre positif choisi arbitrairement.

Nous supposons P dans un certain rectangle S et nous considérons

définir les nombres dérivés en P par la considération du rapport

le parallélépipede IT de section droite Set compris entre les plans :Pi’

!"" [ alé . . ] . .
St Dans ce parallélépipede marquons les plans de disconti-

nuité qui, en certains points, correspondent & des sauts brusques su-
, . L T . .
périeurs & . IT est ainsi divisé en un nombre fini de parties dans cha-
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cune desquelles il n’y a plus de sauts supérieurs a > Done, d'aprés une

généralisation d'un théoreme de M. Baire qu’on justifiera facilement,
on pourra diviser chacune de ces parties par un nombre fini de plans
7= const. en morceaux dans lesquels "oscillation pour «, 8 constants

est inférieure & > IT est donc divisé en polyedres avec les frontiéres

desquels on peut constituer un nombre fini de surfaces r =¢(a, §),
o étant & une seule détermination. Ces surfaces se coupent et ont des
parties communes, peu importe. A chacune de ces surfaces nous
attachons les trois fonctions

ofa. 5, 0(x.B)],  pla B o(ep)—0].  pla5,9(2B)+o0]

Nous avons ainsi un nombre fini de fonctions de (2, 3) évidemment
mesurables et telles que, pour «, 3, 7 dans II, o(«, B, r) differe de

. 3
P'une d’elles de moins de[—J-

Rangeons dans un ordre quelconque celles de ces surfaces corres-
pondant & p =1, puis celles pour lesquelles p = 2, etc., on a une
suite simplement infinie de fonctions mesurables dont les limites
d’indétermination sont les nombres dérivés cherchés, lesquels sont
donc bien mesurables ().

40. La fonction des singulariles a une derivée nulle presque partoud.
— Soit o(I) cette fonction; si I’énoncé n’était pas vrai, on pourrait, au
besoin, en changeant le signe de o(I), trouver un ensemble E de
mesure non nulle aux points duquel un des nombres dérivés de o(I)
surpasse un nombre positif fixe ¢ choisi assez petit. A chacun des
points P de E on peut donc attacher une famille d'intervalles dont

toutes les dimensions sont égales et tendent vers zéro, qui ont P pour

s(D)
m(l)

centre et pour chacun desquels le rapport surpasse c.

(1) On aurait pu se passer ici, comme d’ailleurs au Chapitre précédent, de la démons-
tration de cette propriété moyennant 'emploi d’une forme d’énoncé plus générale pour le
théoreme de M. Vitali. Dans cette forme d’énoncé, on n'aurail plus supposé 'ensemble E
mesurable et les domaines a choisir devraient couvrir une partie de E de méme mesure
axtérieure que E.

dnn. Ec. Norm., (3), XXVIl. — SEPTEMBRE 1910. 53
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D’apres le théoréme de M. Vitali, on peut couvrir tout E, a un en-
semble de mesure nulle prés, h I'aide d’une suite formée de certains
de ces intervalles: il en résulte que la variation totale de s(I), dans
I'intervalle 1 dont on s’occupe, est supérieure a ¢Zm(1)Sem(E);
donc supérieure a < /Je(P)dP, e(P) étant une fonction égale & 1 aux

points de E et nulle ailleurs.

Mais ce qui vient d’étre démontré pour [ peut étre prouvé pour un
intervalle quelconque; done la variation totale de s(I) surpasserait
partout celle de ¢ /e(‘P)(/P, fonction qui est absolument continue,
ce qui est impossible, d’aprés ce qui précide.

La propriété démontrée est vraie encore si I'on adopte la définition
générale de la dérivée; il est nécessaire de préciser ce que cela veut dire.

Soit f(I) une fonction d’intervalle additive et & variation bornée;
pour définir ses nombres dérivés (au sens large) en P, je consideéreles
valeurs du rapport J(E)

m(E)
partie d’une famille régulitére d’ensembles dont la dimension tend vers
zéro. Par f(E) je désigne I'une quelconque des limites de f(X,),
T, étant une suite d’intervalles non empiétants, contenant E, dont la
mesure tend vers celle de E quand p augmente, et qui sont intéricurs
a la plus petite hypersphére qui contient E.

Ceci étant, si en P la dérvivée au sens restreint de /(1) non négative
est nulle, il en est aussi de méme de la dérivée au sens large. Car si |
est le plus petit intervalle de centre P dont toutes les dimensions sont
égales et qui contient E, on a évidemment m(E) > Ane (1), k ¢tant une
certaine constante positive. Done

J(EY _ (D v Sl

m(E)=m(E) ~ 7% m)’

» B étant un ensemble contenant P el faisant

si ce dernier rapport tend vers zéro, il en est de méme du premier.
Dans le cas de s(I), fonction des singularités de f£(1), la dérivee
est en valeur absolue au plus ¢gale a celle de la variation totale de
s(I), laquelle, étant la fonction des singularités de la variation totale
de /(I), a une dérivée, au sens restreint, nulle presque partout;
mais, comme la variation totale est une fonetion non n égative, d’apres
ce qui précéde, sa dérivée au sens large sera aussi nulle presque
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partout, donc la fonction des singularités a, avec la définition générale
de la dérivée, une dérivée nulle presque partout.

41.Elfectuonssurlafonction /(I)la décomposition f(I)=s(D)+= (),
s(1) étant la fonction des singularités et (1) une fonction absolument
continue ; on voit que la dérivée de f(I) est presque partout égale a
celle de o (I), donc:

Une fonction d’intervalle additive et & variation bornée a une derivée
finie et déterminée presque partout; la difference entre cette fonction et
l'intégrale indefinie d’une fonction égale a la derivée la ou elle existe et
est finie et nulle ailleurs est la fonction des singularités.

Il reste & préciser le moyen d’obtenir cette fonction des singularités;
cela nous donnera un énoncé analogue & I'un de ceux qu’a donnés
M. de la Vallée-Poussin (45), pour le cas d’une seule variable.

La fonction des singularités est définie grice a certaines suites d’in-
tervalles X, dont les mesures tendent vers zéro, et telles que la somme
des valeurs absolues de / pour les intervalles correspondants aient la
plus grande limite possible; laissant au besoin de coté certainesdes £,
on peut donc supposer que la série des m(X,) est convergente, auquel
cas, en posant 7, =X, + X, + ..., on pourra remplacer les I, par
les 5,. Chaque g, est maintenant contenu dans le précédent, de sorte
que 'ensemble des points communs & une infinité de g, est 'ensemble
de mesure nulle commun & tous les g,. Cet ensemble est ce que
jappellerai ensemble des singularités de f(1). On pourrait démontrer
que cet ensemble existe bien; mais cela est inutile, car les £, ne sont
pas entiérement déterminées ; on peut étendre chaque X, pourvu que
la série des m(X,) reste convergente, et, par suite, on pourra toujours
faire rentrer unensemble de mesure nulle quelconque dans I'ensemble
des singularités. Cet ensemble de singularités n'est donc défini qu’a
un ensemble additif pres, ce qui ne veut nullement dire d’ailleurs
qu’on puisse retrancher un ensemble de mesure nulle quelconque de
I'ensemble des singularités sans en changer les propriétés.

La fonction des singularités peut étre considérée comme attachée a
cet ensemble de singularitésen ce sens que, siun intervalle ne contient
aucun point de cet ensemble, la fonction des singularités y est iden-
tiquement nulle, et que, pour la définition de la fonction des singula-
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rités, on peut remplacer les I, par n’importe quelles suites formées
d’intervalles non empiétants contenant 'ensemble des singularités et
dont Ia somme des mesures tend vers zéro. Pour la légitimation de
cette derniere propriété, il suffit évidlemmentde considérerle cas d’une
fonction #(I), non négative, continue au sens large et additive en ce
sens étroit que, I étant la somme de I, + I, + ... + I, en nombrefini,
on a ) ' )
FOH =) ...+ 5(1,).

Mais il est évident que ces propriétés entrainent 'additivité au sens
large, ou p est infini (). Enfermons en effet les fronticres de I et
des I dans des intervalles assez petits pour que la somme des valeurs
de § correspondantes ne surpasse pas s. Avec un nombre fini des I,
et de ces nouveaux intervalles on peut couvrir tout I'; donc on a

FUSZTI() 4+

Mais on a évidemment aussl

FH2I5(1y),

et la proposition d’additivité au sens large est démontrée.

De la il résulte qu'un ensemble quelconque E, formé des points
communs a une suite d’ensembles 5, d’intervalles non empiétants et
contenus chacun dans le précédent, étant donné, la suite des 5(s,)
tend vers une valeur bien déterminée qui est au plus égale a la
valeur (X)), T étant une famille d’intervalles non empictants conte-
nant E. Or, dans le cas ot Eest 'ensemble des singularités de (1), on
sait que, silamesure de X tend verszéro, §(Z) ne peut avoir une limite
supérieure & celle des §(g,), donc ces limites sont égales, et 'on
congoit qu’on puisse dire que la fonction des singularités est égale i la
valeur de g(I) sur 'ensemble des singularités. Cette valeur de (1)
sur I’ensemble des singularités se définit par le procédé qui, dans le
cas d’une fonction d’intervalle absolument continue, permet de définir
la valeur de la fonction sur un ensemble quelconque. Mais ce procédé,

(1) Il convient de se rappeler qu'un intervalle I a été dit « la somme d’une infinité
d’autres » lorsque tout point intérieur a I est point intérieur ou point frontiere d’un des
intervalles partiels.
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qui suppose seulement # (1) continue au sens large et non nécessaire-
ment positive comme il a été supposé, ne réussit ici & donner une
valeur déterminée que pour 'ensemble des singularités, — tres large-
mentindéterming, je le rappelle, — & moins qu’il n’y ait pas de singu-
larités.

42, D’aprés ce qu’on a vu sur les nombres dérivés de la fonction
des singularités s(1), il semble bien que I'ensemble des singularités
doive étre cherché dans l'ensemble des points ol s(1) n’a pas une
dérivée nulle. Mais, tout d’abord, de tels points existent-ils certaine-
ment ? Non, si I'on prend la définition particuliére de la dérivée en P &
Iaide d’intervalles de dimensions toutes égales entre elles et de
centre P. Par exemple, la fonction s(I), dans le cas d'un seul point
singulier A en lequel les sauts ont une somme nulle, a une dérivée au
sens étroit, nulle en tout point. Au contraire, avec la définition géné-
rale des nombres dérivés, nous allons voir que, sila fonction des singu-
larites s(1) est differente de zéro dans un intervalle 1,, il v a dans 1, des
points ot l'un de ses nombres derives est infint et du signe de s(1,).

Dans I, on peut trouver une suite o, d’intervalles non empiétants
dont la somme des mesures soit ¢, au plus et telle que s(z,) = s(I,).

Alors, supposant s(I,) positif, pour I'un au moins de ces intervalles

. . . . s(l .
le rapport incrémentiel de s atteint ou surpasse -——°~), soit I, un tel

€
intervalle. On peut, dans I, trouver une suite o, d’inﬂtervalles non em-
piétants dont la somme des mesures soit ¢, au plus et telle que
s(a,) =s(I,). Alors, pour I'un au moins de ces intervalles, le rapport
incrémentiel atteint ou surpasse —S-(sl—‘); soit 1, un tel intervalle. En
continuant ainsi, on aura des inter 'allles I,, I,, I, ayant au moins un
point P en commun, et, en ce point, le plus grand nombre dérivé

est au moins égal a la limite supérieure de —. qu serainlinie poul
]A,
un choix convenable des ¢,.

L’ ensemble des singularites d’une fonction f(1) est ’ensemble des points
ot la vartation totale de f (1) a l'un de ses nombres derives infini (*).

(1) Cet ensemble n’est pas nécessairement I'ensemble de tous les points communs a
une suite de familles d’intervalles contenues chacune dans la précédente ; mais, Lien
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Pour la simplicité du langage, supposons f non négative, don.c
identique & sa variation totale. Soit D'(P) une fonetion ¢gale a la déri-
vée de f1d ou elle existe et zéro ailleurs. Soient I,, ., ... des suites
d’intervalles, dont la mesure tend vers zéro ; soit S,(1) la somme des
valeurs de 7 dans les parties X, | de X, intérieures a I:

() =f(1) — [ D'(P) dP — 3,(1)
%

n’a jamais de valeurs limites négatives pour p infini, car, pour p

infini, { D’(P)<P a une limite nulle et

AN

pl

(I — f D'(P)dP— 3,(1)
Y1-3,1
n’est jamais négatif.

Pour prouver le théoréme, il suffit de montrer que oo(1) a une limite
nulle pour p infini quand les T, enferment I'ensemble des points ou
I'un des nombres dérivés de fest infini. Or, dans ce cas, /(1) — Z,(I)
non négatifa partout des nombres dérivés tinis; doncil est absolument
continu. Il en est deméme de «(I), et, ladérivée de «(1) étant presque
partout négative ou nulle, «(I) est négatif ou nul;le théoréme est dé-
montreé. '

43. Notre théoréme ne généralise pas celui de M. de la Vallée-
Poussin, d'apres lequel I'ensemble des singularités est, dans le cas
d’une variable, 'ensemble des points en lequel I'un, arbitrairement
choisi & l'avance, partout le méme, des nombres dérivés est infini.
Cette proposition n’est plus vraie avec notre définition des nombres
dérivés; on le verra facilement dans le cas d’une variable; mais les

entendu, il n’y a pas l& de contradiction avec la définition primitive de I'ensemble des sin-
gularités.

On prouvera aussi, si 'on veut, qu'on peut prendre pour ensemble des singularités
Iensemble commun 4 ane suite de domaines =, dont les mesures lendent vers zéro et tels
que =, contiennent les points olt I'un des nombres dérivés de f(1) surpasse p.

Dans 'énoncé du texte, il s’agit, bien entendu, de 'ensemble des points ou l'un au moins
des nombres d(:}l‘.l\'f'js est }nﬁxu}. et non de l'ensemble des points ot I'un, nommé & l'avance,
des nombres dérivés est infini.
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exemples sont plus simples encore pour deux variables: la fonction
’intervalle additive, a variation bornée et continue au sens large,
¢gale dans tout intervalle & la longueur de la droite x +~y =o
contenue dans ce rectangle, a son plus petit nombre dérivé nul en tout
point.

Au reste, cette fonction est a elle-méme sa propre fonction des sin-
gularités, et il est évident qu’une telle fonction a en tout point 'un de
ses nombres dérivés égal & zéro, puisqu’on peut la considérer comme
attachée & un ensemble de mesure nulle.

Notons encore ce fait que prouvent ces exemples : une fonction
d’intervalle additive et continue qui n'est pas partout nulle n’a pas
nécessairement ses deux nombres dérivés différents de zéro et de
méme signe en quelque point.

Ceci explique pourquoi nous avons été parfois obligés de suivre une
voie assez détournée pour atteindre notre but.

J’énonce encore une proposition qui vient d’étre utilisée et qui n’est
qu'une généralisation approchée de la proposition correspondante
dans le cas d’une seule variable : Une fonction d’tntervalle additive, a
variution bornée, mais non absolument continue, n'a pas ses deux
nombres derives partout finis ().

En d’autres termes : Une fonction d'intervalle additive, a variation
bornée, et dont les nombres dérivés sont partout finis, est 'intégrale inde-
Jinie de ses nombres dérivés. Cette proposition est la généralisation
approchée de la suivante : si une fonction f(«) a l'un de ses nombres
dérivés partout fini, la condition nécessaire et suffisante pour qu’il
soit sommable est que fsoit & variation bornée; fest alors 'intégrale
indéfinie de son nombre dérivé. Cet énoncé méme n’est évidemment
plus exact avec notre langage actuel.

Il me semble vraisemblable qu’on obtiendrait des généralisations
exactes, c'est-d-dire contenant les énoncés relatifs au cas d'une
variable comme cas particuliers, du théoréme précédent comme de

“celui de M. de la Vallée-Poussin et de tous ceux qui nous ont paru en

(1) Cette proposition est en relation évideute avec celle citée dans la Note précédente.
Il parail probable gu'on peut prendre pour ensemble des singularités I'ensemble des
points olt f(I)al'un de ses nombres dérives infini.
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défaut quand on applique leurs énoncés au cas de plusieurs vari.a%)les,
en se bornant & la considération des fonctions d'intervalle additives,
continues au sens large, et en attachant & chaque point quatre
nombres dérivés par le procédé que je vais indiquer dans le cas de
deux variables a, y. Soit un point P(a,, v,): considérons un carré
de cotés paralléles aux axes et de centre P divisons-le en deux
rectangles par la droite x = x,. Les rectangles analogues au rectangle
de droite obtenu nous conduiront i la notion des deux nombres
dérives a droite, et pareillement on définira les nombres dérivés a
gauche. _

11 parait plus naturel de partager le carré en quatre carrés partiels
par les droites @ = x,, v =y, et d’attacher ainsi a P huit nombres
dérivés. Mais cette facon de proceder, qui est en somme celle de
M. Vitali, présente une différence qui me parait essentielle avec celle
que je propose et qui explique, je crois, 'impossibilité évidente de
généraliser certains énoncés avec cette seconde facon de procéder.
Tandis que le premier procédé attache & deux points P et Q quatre
demi-plans placés de telle fagon que le demi-plan de droite de I'un
des points contient le demi-plan de droite de 'autre point, tandis que
le demi-plan de gauche de ce second point contient le demi-plan de
gauche dupremier, iln’y aaucune relation de situation analogue entre
les quadrants que le second procédé attache d P et Q.

On peut noter d'ailleurs que tous les énoncés qu'il s’agit de généra-
liser peuvent I'étre, comme je I'ai dit, par le procédé des chaines en
adoptant les définitions provisoires des nombres dérivés qui nous ont
servi quand nous nous sommes occupés de ce procédé. Or, on attache
ainsi, & chaque point P, 4 nombres dérivés, 2 a 2 relatifs respective-
ment aux parties de droite et de gauche en lesquelles le point P partage
la courbe d’Hilbert. Et ces parties de droite et de gauche pour deux
points P et Q jouissent des mémes relations de situation que les demi-
plans dont il a été question plus haaut.

44. En terminant cette étude trop longue des fonctions d’intervalle
additives et & variation bornée les plus générales, je fais remarquel
qu'une étude analogue peut étre faite pour les fonctions d’ensemble
mesurable ou de domaine quarrable additives et & variation bornée.
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D'ailleurs, se donner une fonction de domaine, c’est se donner une
fonction d’intervalle ;il n’y a donc rien 4 changer & nos considérations;
mais je dois dire qu’il n’est nullement certain qu’il existe, dans le cas
de plusieurs dimensions, des fonctions définies pour tous les domaines
quarrables additives et 4 variations bornées qui ne soient pas absolu-
ment continues. Il est méme certain qu’il n’en existe pas quand on
prend la propriété d’additivité au sens large. 1l en existe, au contraire,
si 'on prend cette propriété d’additivité au sens étroit et si l'on se
limite aux domaines simplement connexes ().

Se donner une fonction d’ensemble mesurable, c’est se donner une
fonction d’intervalle, mais pas nécessairement additive, parce que cer-
taines parties de frontiéres d’intervalles peuvent fournir des valeurs
non nulles dans la fonction d’ensemble, d’ou une fonction des sauts
analogue 4 S, mais attachée cette fois aux points singuliers et variétés
singuliéres elles-mémes, et non plus aux demi-plans, quadrants, etc.,
relatifs & ces points. Cette fonction retranchée, il reste une fonction
d’intervalle additive et & variation bornée, — laquelle me semble devoir
étre toujours continue au sens large, mais peu importe, — & partirde
laquelle on raisonnera comme précédemment.

VI. — Les dérivées partielles des intégrales indéfinies.

45. Nous venons d’étudier une opération qui, dans le cas des
intégrales indéfinies des fonctions continues, se réduit a la dérivation
prise une fois par rapport a chacune des Z variables.

Nous avons défini cette opération d’un seul coup et non pas grace
4 k£ opérations successives; cela est avantageux en un sens, mais a
aussi quelques inconvénients : par exemple celui de ne pas définir des
nombres analogues aux dérivées d’ordre moindre que £ qu’on ren-
contre au cours des £ déviations successives. Nous allons donc recher-
cher si 'on peut dériver I'intégrale indéfinie, exprimée a 'aide des
coordonnées, par rapport & 'une des variables. Comme nous savons

(1) Pour en construire des exemples, on pourra imiter le procédé qui m’a servi pour la
question analogue relative au probléme de la mesure des domaines el qui est exposé dans
les travaux cités au Chapitre I.

Ann. Ec. Norm., (3), XXVIl. — SEPTEMBRE 1910. 54
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que la dérivation, par rapport & @, est presque partout l’in.verlse de
Pintégration par rapport a x,, cela revient a mettre notre mtegr.ale
indétinie sous la forme d’une intégrale indéfinie en ; la question
est intimement liée & celle de 'expression d’une intégrale multiple
a Taide d'intégrales simples, question dont je vais tout d’abord
m’occuper (').

Soient « I'une des coordonnées, y 'ensemble des autres, de sorte
que y est un point ou une valeur de 'espace 2 K—1 coordonnées; on
peut d’ailleurs supposer aussi que @ et y sont deux ensembles com-
plémentaires de coordonnées.

Soit E un ensemble mesurable; E(z,) et E(y,) seront les sections
de E par les variétés @ =z, ety =v,. E(x,) et E(y,) ne sont pas
nécessairement des ensembles mesurables par rapport respectivement
aux coordonnées y et x, et m,E(x,), m,;E(y,) ne sont peut-élre pas
des fonctions mesurables de x, et v,.

Enfermons E dans un ensemble 1 d’intervalles non empiétants. Pour
un intervalle 7 on a évidemment

m(i)= [mn,[i(x)] dz,

m,[i(«)] désignant la mesure dans 'espace de coordonnées y; je dis
que la formule analogue est vraie pourI. Il suffit, en effet, de le démon-
trer pour I borné ; alors tous les I(x) sont bornés; si d’ailleurs I est la

somme des intervalles ¢,, 7,, ..., la formule m(I) :fmy [1(x)]dx

résulte de la possibilité d’intégrer terme 4 terme la série a termes
positifsm, [I(x)] = m,[¢,(x)] + m,[t,(x)] + .... Prenons maintenant
pour I'ensemble I successivement les ensembles I,, [,, ... tels que
m(E,) tende vers m(E) et que 1, soit contenu dans I, ,. Alors les
quantités m,[I,(x)] vont en décroissant et, par suite, ont une limite
déterminée A (a) positive ou nulle, et, d’aprés le méme théoreme sur

(1) Jai traité (3), le cas des fonctions bornées. M. Fubini (1) a traité le cas général. C'est
la méthode qui résulte de ces deux travaux que jutilise ici, légérement modifiée. On pour-
rait simplifier plus encore en se hornant & la considération de celles des {onctions mesu-
rables qui ne conduisent a considérer que des fonclions mesurables dansle raisonnement,
ce qui, pratiquement, serait tout & fait suffisant.
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I'intégration des séries ou des suites, on a
m(E)=lim,-.m(1,) ::f).(r) dx.

Cela suppose E borné; E est alors compris dans un certain inter-
valle 5 par rapport auquel on prend les complémentaires. En opérant
de méme sur le complémentaire C(E), on trouve

m[C(E)]= [;L(;r)d;t.
u () étant la quantité analogue & A(a). De la il résulte qu'on a
m(3) = [[M@) + p(@))de

et par suite on a, presque partout,
MMa) 4+ p(z)=m,[3(x)].

OrA(x)n’est jamais inférieur & la mesure extérieure dans 'espace y
de E(x), ce qui s’écrit A(x)Zm, [E(x)]. De méme on a

my[3(x)] — p(z)Smy[E(2)];
donc, d’aprés ce qui précéde, on a presque partout
m, y[E(2)]Sm;,[E(2)].

Mais le signe = étant seul admissible, on voit que presque partout
E(z), en tant qu'ensemble de points de I'espace y, est mesurable.’
De plus, sa mesure, qui est une fonction de x, est mesurable dans
'ensemble des points ol elle existe, puisque dans cet ensemble elle
est égale & A(x).

Donc on a

m(E) :fmy [E(2)] dz,

m,[E(2)| existant partout, sauf pour des valeurs de # formant un
ensemble de mesure nulle; ¢’est & ’ensemble des points ot m, [E(x))
existe que l'intégrale doit étre étendue. Ou bien il faut attribuer &
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m,|E(x)] une valeur quelconque, m,,[E(x)} ou zéro par exemple,
aux points ot m,[E(x)] n'existe pas.

Si donc on appelle £la fonction égale i 1 aux points de 'ensemble E
et nulle ailleurs, on a

m@® = [ [y dr]d

Iintégrale en @ ne devant étre étendue qu’a Uensemble des points ol
intégrale en y existe. Si, pour les valeurs de @ ol cette intégrale
n’existe pas, on fait aussi /= o, alors les intégrales existent toujours.
Or, opérer ainsi, c’est restreindre E de facon que ses sections pur
x = x, deviennent mesurables, ce que nous réalisons donc en négli-
geant seulement un ensemble de points de mesure nulle.

Ainsi, en supprimant de E un certain ensemble de points de mesure
nulle, ce qui revient 4 modifier / aux points d’un ensemble de mesure

nulle, on a ]
ff(P)dP :f[ff(m,“y)dyj dx

Ceci n’est jusqu'ici démontré que pour les ensembles E bornés; mais
I'extension au cas général est immédiate.

46. Soit maintenant f(P) une fonction sommable quelconque;
supposons-la positive. Soit E, I’ensemble mesurable des points ou
Pon a /> n. En supprimant de E, un certain ensemble de points de
mesure nulle, on arrive a ¢, tel que ¢,(x) soit mesurable en y. Faisons
cela pour tous les E, correspondant aux r rationnels rangés dans un
certain ordre; cela revient a4 poser f=o aux points d’un certain
ensemble de mesure nulle. Comme apres cela 'ensemble des points
ot I'on a £ > i est 'ensemble somme de ceux pour lesquelson a f<r
(r rationnel et plus grand que ¢), la section de cet ensemble par une
variété x = x, est mesurable, et il en est évidemment de méme de la
section de I’ensemble des points ou a S /< B.

Nous désignerons par f,. la fonction égale & « dans cet ensemble et
nulle ailleurs, en supposant & = ne, § = (n + 1)e. On a alors

i=n

, f__lllll._zo n.-w(ZflE
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Peuimportelafacon dontz > otend vers zéro et-ne vers », que ce soit

simultanément ou successivement le second membre croit avec - et

M | -

avec nes donc on peut intégrer terme 2 terme et ’on a

i=n

ff(P)dp:nms:o.";“ Eff,.,sua)dp

i=0
Transformons la somme du second membre; on peut, d’aprés ce qui
précede, 'écrire

i=n

V[ fsz,e(x,y)dr dtzr:'[a(l,)dx;

i=0

a(x) tend en croissant vers [f(x,y)({y, quantité finie ou non. Si

elle n’était pas finie presque partout, pour ne assez grand et ¢ assez
petit, a(x) surpasserait tel nombre que l'on voudrait dans un
ensemble en x de mesure supérieure & un certain nombre fixe assez

petit; donc fa(ur) dx serait aussi grande qu’on voudrait, ce quiest en
contradiction avec une égalité précédente.

Ainsiff(as,y) dy a presque partout une valeur finie; négligeons
I’ensemble des valeurs de  ou elle est infinie; dans nos intégrations
on voit que, a(x) tendant en croissant vers jj(fr,y) dy, [a(m) dx

tend versf[vff(ac, y)dy] dz, etl’on adonc

[reyae= (1 [, y)dy] dz.

Cette égalité est démontrée pour la fonction ftransformée, mais il
en résulte qu’elle est vraie pour la fonction f primitive si 'on néglige
dans l'intégration des ensembles convenables; / peut d’ailleurs évidem-
ment étre de signe quelconque; donc : Une fonction sommable f(P)
étant donnée dans un ensemble B, il existe dans B un ensemble & de méme
mesure que E et tel qi’on ait

Jwyav=[ryapr= [ | s y)d.y] de.
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En d’autres termes : @ condition de négliger un ensemble de mesure
nulle convenable, une intégrale multiple peut se calculer par desintegrales
simples successives, comme dans le cas de [iniégration des fonctions
continues.

Le raisonnement est basé sur la possibilité d’intégrer les suites
croissantes terme 2 terme, et, d'aprés ce qui a été dit & ce sujet, nous
pouvons compléter le résultat en remarquant que, st l‘on suppose
seulement f(P) mesurable, on pourra affirmer qu'elle est sommable

toutes les fois que f |: f Sz, ) dyJ dx aura une valeur finte.
)

47. 1l est facile maintenant d’étudier la différentiation par rapport
a chacune des variables d’une intégrale indéfinie. Mais il est néces-
saire ici de préciser ce qu'on entend par intégrale indéfinie.

Il ne peut s’agir que de I'intégrale indéfinie exprimée a l'aide
des % variables; précédemment, nous entendions par la la fonction
§(x,, @y, ... x;) égale a I'intégrale définie de la fonction donnée f,
prise dans l'intervalle dont (0,0,...,0), (z,, r,....,2;) sont deux
sommets opposés, augmentée de £ fonctions quelconques /,, ... fx
des £ groupes formés par £ — 1 des variables. Bien entendu, si nous
laissions ces fonctions quelconques, toute dérivation serait impossible;
aussi nous prendrons la suite f,, ..., f; identiquement nulle, ou tout
au moins telle que toutes les dérivations de § possibles pour
Ji=/f.=...=/r==o0 restent encore possibles et conservent les
mémes relations. Il en sera ainsi, en particulier, si les f, ..., fi
ont des dérivées partielles de tous ordres ou encore si la somme
Si+fo+ ...+ fr peut étre remplacée par la somme C+ XA, 5
o G est une constante et A, g, une intégrale définie d’une fonction
des seules variables «, B, ..., A, prise dans un intervalle de sommets
opposés (o,...,0), (&, B,,...,A); quant & «, B,, ..., A, c’est un
groupe (uelconque formé de certaines des variables «,, @,, ..., xx en
nombre £ — 1 au plus. Ces généralisations seront évidentes quand le
casde fi=f,=...=f,==o0 aura été étudié. Je ferai donc dorénavant
I'hypothése f,=/,=...=fr==o0, de facon d éviter toute compli-
cation accessoire.

Quant & la définition des dérivées, puisqu’il s’agit ici de fonctions
de points, nous revenons & la définition ordinaire, qui s’exprime par
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I'égalité
o — 3 —lim, 05’”(‘1'[—% Ry vy ) — 32 Xy e XD
oz, T = h

Nos résultats resteraient évidemment vrais si 'on remplacait cette
définition par celle qui a été considérée au Chapitre IV pour le cas
d’une variable.

48. Nous avons, / désignant la fonction modifiée aux points d'un
ensemble de mesure nulle,

A Xy Xy ATk
F(zy, 24, ...,.,v;;)::[ f / Sz, xgy ...y xp)day. . dx,dx,:
Yoo Yo “o

done, pour chaque valeur de (x,, ..., #,), il y a au plus un ensemble
de mesure nulle de valeurs de 2, telles qu’on n’ait pas

T N Xy Xk
"_”Lﬂ__ﬂl:/ f (@ .oy xp) dag. . .ds.
L% o‘ 0

day

L’ensemble ¢ de ces valeurs exceptionnelles de (x,,...,z;) est
évidemment mesurable, car la fonction &, est mesurable et par suite
a une valeur déterminée finie pour les points d'un ensemble E, et ¢ est
I’ensemble des points extérieurs & E et de ceux out les deux fonctions

AR

Xy
mesurables &, etf / Sz, ..., 2) day, ..., dz, différent. Les
0 “0

sections & (@, ..., ;) étant de mesure nulle, ¢ est de mesure nulle.

En négligeant les points de cet ensemble ¢ il reste un ensemble sur
lequel 5 est partout dérivable par rapport a x,, sa dérivée étant finie
et 'égalité précédente étant vraie.

Exactement de la méme facon, on verra qu’en négligeant un nouvel
ensemble de mesure nulle &, existera partout et sera égale a I'inté-
grale de / prise par rapport aux autres variables. Pour prévenir toute
confusion, je précise que, si A est I'ensemble restant, ce qui est
démontré, c’est qu'en tout point P de A la dérivée .. existe, qu’on
tienne compte pour le calcul de cette dérivée en P des points exté-
rieurs 4 A ou non, et qu’en P ladérivée &, .. existe quand, pour calculer
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cette dérivée, on ne tient compte que des pointsde A, ce qui yeut dire
que I'on considére &, ,, comme la limite de

5 T (o .
Folay, a1y ) — Fo (2 2y Xy RN

{

>

quand / tend vers zéro par valeur telle que le point (#,, 2, + [, &y ..., X))
soit point de A comme (&, ., Zg, - .+, k).

En continuant ainsi, on voit qu’en négligeant un certain ensemble
de mesure nulle la dérivation successive de § par rapport & chacune
des variables x,, #,, ..., x;, prise dans I'ordre de ces variables, est
possible sur ’ensemble restant. Mais, un résultat analogue étant vrai
quel que soit celui quon a choisi des 4 ordres dans lesquels on
peut ranger @, s, ..., 2, on pourra énoncer un résultat analogue
relatif cette fois & la dérivation dans un ordre quelconque. Notons
enfin que nos dérivées d’ordre o s'expriment par £ — « intégrales
simples successives, dont le résultat, étant équivalent 4 une intégrale
multiple d’ordre £ — o, est indépendant de I'ordre des intégrations.
Donc le résultat de nos dérivations est indépendant de I'ordre de ces
dérivations.

Nous résumerons nos résultats en disant :

Une fonction sommable f étant donnée ('), en négligeant un ensemble
de points de mesure nulle, il reste un ensemble sur lequel 'tnitégrale
indéfinie § de f, exprimeée a ['aide des k variables, est dérivable une fos
par rapport a chaque variable. Ces 2* — 1 dérivées sont finies et indepen-
dantes de lordre des derivations. On passe de l'une a l'autre, a fou a 7,
par les mémes dérivations et intégrations que dans le cas ot f est con-
tinue, en ayantsoin, par conséquent, de ne pas utiliser deux dérivations
ou deux intégrations par rapport 2 la méme variable.

49. Les dérivées partielles, dont l'existence vient ainsi d’étre
démontrée, auraient pu étre obtenues par la méthode des Chapitres
précédents.

() Si f nest définie que pour les points d'un ensemble, pour la définition de son
intégrale indéfinie on lui attribue la valeur zéro 1 ol elle n’était pas primitivement définie.
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Soient fla fonction sommable considérée, #(¢) son intégrale indé-
finie. Partageonsles coordonnées en deux groupes x et y, et soit 5(x, 1)
Uintégrale indéfinie exprimée a l'aide des coordonnées. F(a, y) est
done, a4 des quantités prés qui n’interviendront pas dans nos caleuls,
Uintégrale définie de # dans l'intervalle dont (o, o), (=, y) sont deux
sommets opposés; supposons F(x,y) exactement égale & cette inté-
grale définie, pour simplifier. Tl est évident que, » étant constant,
F(a, y) est absolument continue en a«; donc ¢’est Iintégrale indéfinie
prise par rapport &  d’'une certaine fonction ¢ (z,y), et 'on a

j(-’Z‘,J') = /“"?(1")‘)[[‘&

“u

Mais on sait qu’on a aussi
R R »
Sz, ¥)= [ [f .f(-l‘x.}’)f/.)]d-lﬂ
y 0 .

)
donc on a presque partout ¢ :j Sz, y)dy.
0

Or, d’aprés les propriétés du Chapitre 1V, ¢ est presque partout la
dérivée de l'intégrale indéfinie en @, ce qui veutdire que, sil’ons’occupe
du point (x,, ,), on considere une famille réguliére d’ensembles ¢ de
I’espace a, dont «, fait partie, et dont le diameétre tend vers zéro, et
':;‘y,.(e)
ny(e)
de l'espace « qui se déduit de la fonction de point F(a, y,).

Si ¢ est 'ensemble des points de I'intervalle (o,0), (@,y) dans

I'espace @, y, tels que leur x fasse partie de ¢, cela revient a4 prendre

ﬁmr(o, ¥o)im,(o0,y,)étant la mesure dans ’espacey de

I’on prend lalimite du rapport » &, (e) étant lafonction d’ensemble

le rapport
Pintervalle (0,y,).

La considération directe de ce rapport nous permettrait de définir la
dérivée oules nombres dérivés de (&) le long de 'intervalle o= v = ¥,
de la variété @ = x,. Et relativement & ces nombres, on pourrait
reprendre toute une étude analogue 4 celle du Chapitre I'V.

De la méme facon on définirait la dérivée de 5(¢) le long d’une
partic quelconque d’une variété linéaire de l'espace (a,y); si, par

Ann. Ec. Norm., (3), XXV.I. — OCTOBRE 1g10. 55
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exemple, on se borne au cas d’une partie qui devient un intervalle
dans un certain changement de coordonnées, il suffit de prouver que
la définition conduit & un résultat indépendant, presque partout, du
changement de coordonnées particulier choisi, ce qui se fera sans
peine si I'on n'oublie pas qu’avec les nouvelles variables £;, I'inter-
valle 025,251 (=1, 2,...,£) n’a plus nécessairement pour mesure
I'unité.

On pourrait méme définir la dérivée de §(¢) le long de certains
ensembles plus généraux, et cela pourrait étre utilisé pour les change-
ments de variables dans les intégrales; mais je laisse cela entierement
de coté.

Il suffit de retenir qu'on peut définir la dérivée de §(¢) le long
d’un intervalle quelconque de 1'une des variétés paralléles aux variétés
coordonnées. Cette dérivée, qui existe presque partout, est exprimée
par I'intégrale de f prise dans I'intervalle et considérée comme inté-
grale a-uple, si I'intervalle est porté par une variété & « dimensions.

Ce résultat est évidemment en relation simple avec le précédent
relatif & £ — o dérivations successives; mais il me semble que ces
résultatssont différents, et, par exemple, on ne peut nullement affirmer
que, la ol toutes les dérivations successives sont possibles jusqu’a
I'ordre £ — «, la dérivation le long de l'intervalle correspondant & «
dimensions est possible. Mais on peut affirmer qu’en laissant de cété
les points d'un ensemble de mesure nulle convenablement choist, il reste un
ensemble B tel que, d'une part, les dérivations successives par rapport
aux k variables de ['intégrale indéfinie §(,, @, ..., x;) d une fonction
sommable [ sorent possibles et condwisent aux nombres qu’on obtient
par lintégration de f par rapport aux variables restées constantes dans
les déripations el que, d’ autre part, la dérivée de l'tniégrale indefinie (&)
de f existe sur chaqueintervalle paralléle & une variété coordonnée et dont
les sommels font partie de B, cette derivée étant I'intégrale de [ prise dans
cet tntervalle par rapport aux coordonnées variables.

50. Je vais démontrer que sur cet ensemble (') l'intégrale indéfinie

(1) 1 suffirait que sur cet ensemble les dérivées citées de & (E) existent, auquel cas les
s e 2 . -2 . . .
dérivées premitres de J (1, @9, ..., x,) existent nécessairement.
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F(xy, @y ..., ) admet une differentielle totale premiére

43 = oF dx, + oF drs—+. ..+ 0¥ dx
- r')xl ! ()‘1‘.2 2 e d.vl; ko
c’est-a-dire que la dérivée de § prise dans la direction de coefficients direc-
teurs (o, %y, ..., o) existe et est ¢gale a [ expression
oF aF T 0F
xy — Uy —— R %Y R
e 20z, e
Supposons qu’il n’y ait que trois variables @, y, =; occupons-nous
du point z,, y,, 5, de E, et soient o, §, v les cosinus directeurs de la
direction que I’on considére. Soit un point de I dans cette direction;
ses coordonnées sont &, + al, y, + B/, 5, + v/, et 'on veut calculer la

limite de i R
Fwo+al.yo+ Bl 50+ 70) — F(x0: Y. 50)
)

a

, . . . c S .
Désignons, pour simplifier, par F( ) la valeur de la fonction

a by ¢
d’'intervalle qu’on déduit de & dans I'intervalle dont a, b, cet a,, b,, ¢,
sont deux sommets opposés (*). Le rapport & ¢tudicr peut s’écrire

I zo+oal yy+ 0Bl s50+7yl Zy Yo So
-|F —F
l 0o o o o o o

. . xo+oal yo+ Bl 5047yl
_lﬂ[aﬁ/a[r@lylF< z e s
o @ Yo+ Bl syl

+l[ﬁ/p171P<0 Yo So

I zy+al  y, So+ 7yl
» —F
-1 377 ( AR

4

z, Yo o
Cal 2, o o Bl o Yo o

(1) Poir Chap. II.
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La quantité placée dans la premiére accolade du second membre
tend vers la dérivée de F(¢) au point x,, ¥, 5,, multipliée par afy;
les quantités placées dans la seconde accolade tendent vers By, oy, o3
multipliées respectivement par les dérivées de §(¢) suivant les seg-
ments (0, z,), (0,¥,), (0, 5,) des paralléles aux axes de coordonnées
mencées par z,, Yo, 5. On verrait de méme les limites des termes de
la troisiéme accolade; mais il est peut-étre plus simple de I'écrire

le:j(fl‘o—i— al, yo, 59) —j(il‘o,,7"o: z0)] + Bﬁl[j(xm}’t)"' B, 3) —f(xo:)’m:'uﬂ

+ L3 (@ 70 50+ 1) — F (@0, 0, 20)],

~

et le théoréme énoncé résulte immédiatement de cela.

Deux remarques sont cependant utiles : nous avons admis qu'il
existait des points de E situés sur la parallele a la direction considérée
et aussi voisins qu’on veut de Py(a, ¥, 50); cela n’est pas néces-
sairement vrai. De P, il pourra partir un ensemble de mesure nulle de
directions sur lesquelles celan’a pas lieu. Ce qui signifie queles droites
exceptionnelles issues de P, couvrent un ensemble de points dont la
mesure & £ dimensions est nulle. Sur ces directions exceptionnelles,
variables avec P, il n'y a pas lieu de parler de la dérivée en P, de
F(x,, 24, ...,24); mais on ne sera jamais conduit & une contradiction
en attribuant & cette direction la valeur de la dérivée que fournit la
cousidération de la différentielle totale.

Une autre remarque moins importante est la suivante : le raisonne-
ment précédent s’appuie sur la définition de la dérivée qui, avec les

notations précédemment utilisées, se déduit de m(Ze))
Py x
o . 1 g p e
définition qui se déduit de mmy(o,yo), ces deux définitions sont
bien d’accord pour m, (o, y,) 5 o; mais, pour m,(o, y,) = o, il faut
m(&)
My (0, ¥0) .
Peut-on de méme définir une différentielle seconde ? Evidemment
non, car cela n’est déja plus possible lorsque la fonction intégrée f,
étant continue, n’apas de dérivées partielles. Celarevientadire qu’étant

données deux directions issues de P,, on ne peuten général pas parler
P g pas|

et non passur la

convenir de donner & la valeur m,(e).
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de la dérivée partielle seconde de §(x,, @, ..., x;) suivantl'ensemble
de ces deux directions, ni, quand cette dérivée existe, la calculer &
I'aide des formules du changement de coordonnées.

Cela est possible cependant, on le vérifiera par un raisonnement
analogue au précédent, toutes les fois que ces formules du change-
ment de variables ne conduisent pas a prendre deux fois la dérivée
par rapport & la méme variable. Par exemple, si I'on a 4 variables «,
¥, =, £, on pourra appliquer les formules du changement de variables
pour avoir la dérivée suivant 'ensemble des deux directions

x +y =0, =0, {=o0; X =o, Yy = o, s+ ¢t=o.

Je crois devoir ici mettre en garde contre une faute trés grossiére,
mais si tentante que, pour ma part, je I’ai commise plusieurs fois au
cours de mes réflexions. Effectuer sur §(x,,x.,, ..., 2;) un change-
ment de coordonnées qui I'exprime en %, £,, ..., &, ce n’est pas du
tout former l'intégrale indéfinie de fexprimée al’aide des variables?,,
25 - --5 &k 6 par suite mettre en doute I'existence de dérivées telles
2F(2yy Tay e vey )

081 0&,
partout d'une dérivée en £,, £, de U'intégrale indéfinie de f exprimée
a l'aide des coordonnées &,, &,, ..., &. Le gros avantage qu'il y a &
considérer une intégrale indéfinie comme fonction d’ensemble, c’est
précisément qu’elle est ainsi indépendante des coordonnées choisies.

AR

que , ce n'est pas du tout nier 'existence presque

51. Ceci va nous conduire & examiner la question suivante : Pour
les points de I’ensemble, a-t-on

5[y (Zgy o)y @a(Eay )y on ] 0F Oy 0F 0z, L 0F Oz,
().C:g - dé»vl d*’;l ()J’:g Uil o ()J—'k d:_l ’

en d’autres termes, la différenticlle totale <5 peut-elle étre utilisée
pour effectuer dans & un changement de variables?

Reprenons le cas de trois variables @, y, z; pour ce cas, nous avons
défini la dérivée dans la direction o, 3, v issue de z,, y,, =, par la
considération des points x, + al, y, + B/, 5, + yI. Pour qu’on puisse
effectuer le changement de variables comme il est dit plus haut, il est
évidemment nécessaire et suffisant que les résultats concernant I’exis-
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tence de dF subsistent quand on définit la dérivée, dans la direction
z, B, issue de &, ¥y, 3, PAT la considération des points-de I’ensemble
ry 2l + Bz + v, @', y" étant trois cosinus d1rgcteurs asso-
ciés qui tendent vers o, B, v quand / tend vers zéro (*). Si nous repre-
nons le raisonnement fait plus haut, nous voyons qu’il subsiste pourvu
(que «, 8, v soient tous trois différents de zéro; mais si I'un d’eux, o,
est nul, le raisonnement ne subsiste sans changement que si le coeffi-
cient correspondant o’ est nul aussi. Si « et 3 sont tous deux nuls,
alors ' et 3" doivent I'étre aussi.

. .. 0¥ Ere o)y @s (Eqy ve)y v
Ainsi le calcud des deripées premieres Lz (& ) oF, (& ) ]

peut étre fait a Uaide de la différentielle totale si aucune des derivées ()—g'_l
J

PR s - 0z ’
(i,j=1,2,..., k) n'est nulle, ou encore si —d——‘ par exemple étant nulle
St
dx; e
pour les valeurs £}, Z0, ..., &} des &, 7z, est nulle quel que soit%, pour
-

~ T
les valeurs £, ..., & des autres .

Il faut remarquer que, dans tout ce qui précede, le fait que 5 est
une intégrale indéfinie n’est guére intervenu; nous avons prouvé en
somme que le fait pour § (,, 2., ..., ;) de correspondre & une fone-
tion d’intervalle F ayant une dérivée en tout point, quand on a négligé
un certain ensemble de mesure nulle, et le long de tout intervalle des
variétés paralléles aux variétés coordonnées qui a pour sommets op-
posés deux points de I'ensemble conservé, entraine pour # ’existence
d'une différentielle totale sur cet ensemble, laquelle, sous les réserves
indiquées, peut étre utilisée dans les changements de variables. D’ail-
leurs, en reprenant les raisonnements en sens inverse, on verra que
réciproquement I'existence d’une différentielle totale, au sens indiqué,
pour § entraine 'existence des dérivées de F. Il n’y a done dans tout
cela que des transformations d’énoncés.

Tenons compte maintenant du fait que § est 'intégrale indéfinie
d’une fonction sommable f, et reprenons le raisonnement en suppo-
sant, par exemple, « seul nul. Les termes qu’il y a lieu d’examiner
nouveau sont les trois qui contiennent o’ en dénominateurs, car ces

(1) De sorte que maintenant § admet une dérivée suivant chaque direction issue de
Loy Yoy 20
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termes contiennent des rapports qui ne sont plus relatifs a des inter-
valles réguliers et dont par suite on ne connait pas la limite. Le pre-
mier peut s’écrire

I Zo+a'l yo+ 5L :u-;--,;’l)
it | .
2 ;3[‘/[ &y Yo =

Supposons qu'on s’occupe des points d’un certain intervalle, par
exemple oSx;S1, et soit F, la fonction d’intervalle en y, = qui est

. N . ’ - 1 v - » ’
I'intégrale indéfinie def |f(2x, ¥, z)| dx. Le terme considéré est
[

c N I E i al ol O o A A N
inférieur en module & IWF,G" Pl sty ); ¢’est-d-dire au por-
Sy Yo So

duit par / d’'une quantité qui tend versladérivée de F, au point (v, z,)
si elle existe. Par suite, presque partout ce terme a une limite nulle.
Les deux autres termes sont de forme analogue ; I'un d’eux s’éerit

W
Al

’r—F<x°+ a'l y,+ B 50>_
Q/l Lo Yo o
Je dis que la limite de ce terme est nulle presque partout. En elfet, si
E désigne ’ensemble des points ou la limite est supérieure en module
i ¢, ou bien E est de mesure nulle, ou bien on peut trouver un nombre
fini de valeurs de x, tels que lasomme des mesures en y des projections
des E(x,) sur 'axe des y surpasse tel nombre qu’on veut M, E(«,)
étant la section par x = x, de E. Partageons I'axe des  en un nombre
fini de parties dans chacune desquelles se trouve un seul nombre 2.
Soient (a, b) une de ces parties, «, le nombre qu’elle contient.

A chaque point de E («,) on peut attacher une infinité de parallélé-
piptdes dont @, y,, 03 2, +«'l, y, + f’l, 5, sont deux sommets op-
posés tels que «'¢ et 3’/ tendent vers zéro et tels qu'on ait

_'__F<%+a’l Yo+ B 50\>
51

x, Xo o

/

Ne conservons que ceux de ces parallélépipédes pour lesquels on a
a<x,+a'l<b. Leurs projections sur l'axe des y sont des intervalles
couvrant I'ensemble E; (z,), projection de I (x,). Appliquant le théo-
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rome de M. Vitali, nous concluons qu’il y a une infinité dénom-
brable de ces intervalles non empiétants qui couvrent tout E, () ; ils
corvespondent & des parallélépipédes non empiétants, et on voit
F(1)|, étendue & tous ces parallélépipedes, surpasse

que la somme =

my [Ey(20)]

e
2

En opérant de méme sur chaque («, 0), on est conduit 4 une somme
totale T|F (I)], surpassant ZM, et, comme ¢ peut étre pris fixe et M arbi-
trairement grand, la proposition est démontrée ().

Ainsi, 3 condition peut-ttre de négliger un nouvel ensemble de
points de mesure nulle, le cas ot 'un des coefficients directeurs est
nul fournira le méme énoncé que le cas tout d’abord étudi¢. Il n’yaura
pas de difficultés nouvelles si plusieurs de ces coefficients sont nuls,
de sorte que nous pouvons conclure : St l'on fait abstraction des points
d'un ensemble de mesure nulle convenablement choisi, U'intégrale indefinie
(@, 2y, ooy ) d'une fonction sommable [ admet sur Uensemble res-
tant B une différentielle totale premiére permettant de calculer les nouvelles
dérivées premicres de § aprés un changement de variables quelconque.

Bien entendu, pour le calcul de la dérivée premiére de § en un
point-P de E et dans une direction PX, on peut évidemment se servir des
rapports -’(—ml};—j(&

PX, Q appartenant & K ou non; car, si Q n’appartient pas a E, on peut

~

quand Q tend vers P, de facon que PQ tende vers

(') Il me parait (rés curieux que, dans cette démonstralion, on n’ait pas tenu compte de
a=lima' = o; bien au contraire, «'/ pourrait étre infiniment grand vis-a-vis de '/ sans
que la proposition cesse d'étre exacte. Ce résultat serait d’ailleurs évident, s’il élail prouvé
que les nombres dérivés d’une intégrale indéfinie, définis a I'aide d’intervalles quelconques,
et non plus nécessairement réguliers, c'est-a-dire définis comme le fait M. Vitali, sont
presque partout finis.

Sil’on suppose &' < 8’ et &’ < ', on voit facilement que les termes que nous venons de
démontrer étre presque partout nuls 4 la limile sont partout nuls & la limite si fest
bornée. Peut-&tre en est-il encore de méme pour f sommable quelconque, de sorte qu’on
pourrait démontrer relativement aux intégrales indéfinics une propriété analogue 2 celle
que Riemann démontre pour les fonctions oblenues en intégrant deux fois une série trigo-
nométrique & termes tendant vers zéro (théoréme II du paragraphe VI du Mémoire de
Riemann). Sans pouvoir en préciser I'énoncé, il me parail d’ailleurs certain qu'un théoréme
de cette nature peut &tre prouvé en ce qui concerne les intégrales indéfinies.
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trouver Q, appartenant & E tel qu'on change aussi peu qu’on veut {e
rapport précédent et la direction PQ, en remplacant Q par Q,.

Il faudrait essayer maintenant d’étendre les résultats précédents au
cas des fonctions §(a,, @,, ..., a;), qui sont seulement & variation
bornée. Je n’aborde ici ni cette question ni les suivantes. L’exis-
tence presque partout d’une différentielle totale entraine-t-elle I'exis-
tence de dérivées partielles d’ordre supérieur? Sous quelles conditions
peut-on affirmer qu’une fonction §(x, ¥), qui, en tant que fonction
de o seul et de v seul, est une intégrale indéfinie, est une intégrale

5

indéfinie en 2y ?

VII. — Quelques théorémes généraux concernant l'intégration.

52. Je terminerai en donnant les théorémes généraux relatifs &
'approximationou au calcul exact des intégralcsf J(P)o(P)dP. Les

théorémes sur 'approximation résultent des remarques suivantes :
(a) Silon a, quel que soit i,

-
b;2o, mZa;=M,

on a N
mEb;<Za b, M b,

Si I’on suppose que ¢ varie de o & n et si 'on utilise I'identité d’Abel
avant d’appliquer les inégalités précédentes, on voit que :

(b) Siles a; vont en croissant et sont positifs, et si l'on a

mI(by+by+...b;)ZM,
on a
ma,s2a;b;Ma,.

Enfin on a la proposition exprimée par 'inégalité

Sa,b)iZaiS0l.

53. L’intégrale de /o pouvant de bien des maniéres étre considérée
comme la limite d'une suite £ «; b;, ces remarques pourront étre appli-
quées de diverses facons pour les résultats que j’ai en vue; on peut

Ann. Ec. Norm., (3), XXVII. — OcToBRE 19710, 56
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opérer comme il suit : Soient dy, dy, sy« s d, des nombres dont nous
ferons augmenter le nombre indéfiniment de facon que la différence
maximum de deux d’entre eux tende vers zéro et qu’ils finissent par
couvrir de d, i d, au moins les intervalles de variation de f, de o et
de fo. Soit E,g I'ensemble des points pour lesquels on a a la fois
dyS f < dyyy, dg S0 < g, Lintégrale est la limite de E(Ia dgm (B.p).

a B
Pour appliquer (a) on fera jouer aux d, le role des «; et aux dgm (E,p)
le role des &;; on voit ainsi que : St ¢ n’est jamais négatif et si lon a
constamment m= [ M, on a ausst

mfg(P)dpgfﬂp)@(p)dP,i_M [C_?(P)a'P.
E E R

Cest le premier théoréme de la moyenne, qui s’obtient de bien des
maniéres et qu'on a déji utilisé précédemment.

De méme, en faisantjouer & dy ym (Eqg) lerole de «; et & dg ym (Bug)
le role de &;, on est conduit & U'inégalite de Schwarts en appliquant la
proposition (c). Done, st f* et o* sont sommables, f'¢ U'est aussi et Uon a

S reyoeyae <2y ap [o2(pyap.
uf( )5 (P) ]-fEfuc ﬁq( )

54. Vinsisterai davantage sur le second théoréme de la moyenne qui
va résulter de (b). Mais, pour appliquer (), ilfaut mettre quelque ordre
dans les termes de la somme = ¢, b; sur laquelle on opere. Ici on fera

. v Y . ;
cela soit en effectuant dans Z‘da dgm(Eyg) les sommations en dg de
o«

facon 4 obtenir E(Za D,, soit, ce qui revient au méme, comme il suit.

&%

Supposons ¢ bornée; soient / et L ses limites inférieure et supé-
rieure, et prenons d,=/[<d, <d,< ... <d,=L. Désignons par
E(d:.,) Vensemble des points ou l'on a g <d,p, (') et par &, la diffeé-
rence E(di, ) — E(d;). Ona

i=n i=n

/Ef(P)cp(P)dp:;fcf(P)fg(P)dP:Zdiff(P)czp,

i=0

(*) On peut remplacer le signe < par le signe <; d’ou des modifications analogues
dans I'énoncé suivant.
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w

la derniére égalité n’étant quapprochée. Donc on a i peu pres
i=n

fﬁf(P)[c.s(P)-—z] dP :Z(di—m[ﬂv},dh

=0

o s . .

Si on pose a;=d,— I, bizfpi J(P)dP, on voit, en appliquant lu
~

proposition (b), que : Si lon désigne par Let L les limites inférieure et

supérieure de ¢ (P) dans B, et par E(%), ¥ (%) les deux ensembles

complémentaires par rapport & E ctreae points desquels on a respectivement

[So(P)<Z,  ESo(P)SL,

lintégrale f S(P)o(P)dP est cornprise entre les Limites inférieure el
E
supérieure de
L[ s@yap o jeyap,
YEE) “F1%)
Lvariant del a L.

Si, comme cela a fréquemment lieu dans la pratique, 'égalité
J(P)=2%ne peut étre réalisée pour chaque valeur de % que pour un
ensemble de points P de mesure nulle, il existe alors un nombre 2
entre /et L tel qu’on ait exacterment

ff(P)qa(P)dP:L S(PYdP +1 [ f(P)dP.
E E(§) FiZ)

Pour le cas général on peut donner un énoncé analogue. m[E ()]
est en effet une fonction non décroissante. Posons t=m[E(Z)]+%.
A une valeur de ¢ ne peut correspondre qu’une valeur de £ au plus; si
i ¢ ne correspond aucune valeur et que ¢ soit cependant compris entre
m[E(D]+et m[E(L)]+ L, c’est quon peut trouver , tel qu'on
ait - ‘ ,

| m[E(E)] -+ &=t << £ 2\ m[E(D)] + <{z=t+03

car m[E(%)] est évidemment continue & gauche.

Alors définissons un ensemble e (¢)de facon quee(¢)contiennee (')
si 'on a 2>¢, que m[e(t)] soit une fonction continue de z et que,
si ¢ correspond & &, e(z) soit identique & E(Z). Cela est évidemment
toujours possible.
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Or il est évident qu’on a toujours

/'f(P)s(P yaP=L [ j(P d}w-lf 7Py d

eil) E—eut
pour une certaine valeur de z. Pour énoncer cela d'une facon générale,
convenons de dire qu'on a une famille continue d’ensembles a (\) sila
mesure de U'ensemble des points de «(A) ne faisant pas partie de
a(1') et des points de @ (1) ne faisant pas partie de @ (A) tend vers
zéro avec A— A",

Sott a (L) une famille continue d'ensembles compris dans ’ensemble E
définie pour \ variant de o a 1 et comprenant les ensembles de points en
lesquels on @ o(P) < &, quel que soit & compris entre les limites injférieure
et supérieure | et L de o (P) et les ensembles ¢ (P)S% qui différent des
précédents de plus d'un ensemble de mesure nulle. Soit b (\) la famille
complémentaire de a (\) par rapport a l'ensemble d’intégration E. On a

[/w)a([*)dp L[ seyap+tf spyap,

w\0) b0y

pour une valeur de O comprise entre o et 1, 0S0=1.

On peut remarquer que, jusqu’ici, il n’a été fait sur fct ¢ aucune
autre hypotheése quecelle-ci: fest sommable, v est mesurable etbornée.
Supposons maintenant » monotone par rapport a4 chacune des £ coor-
données, ce quiveut dire qu'il existe des nombres 0; égaux & == 1 tels
que (0,2, 0,2,,...,0,2;) soit une fonction croissante (_le chaque coor-
donnée. Alors E (%) jouit de la propriété suivante : Si x,, ..., 2, en
fait partie, tout point &, ), ..., } de E satisfaisant aux £ inégalités
f;2,>0;2; en fait aussi partie. Si 'on considére tous les ensem-
bles A jouissant de cette propriété, il y a parmi les A un A, qui peut
jouerlerole de «(6) ('), B=E — A, jouant le role de & ().

On retrouve ainsi en particulier I’énoncé classique (*) pour le cas
d’'une seule variable, énoncé qu’on pourrait ¢tendre au cas général ;

(1) Car l'ensemble des points olt © = £ ne contenant qu’un point au plus sur chaque
paralléle aux axes de coordonnées est de mesure nulle.

(*) On trouvera une démonstration de cet énoncé, valable pour le cas d’une variable,
dans un article de M. Hobson (2).
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mais je p}*efere donner une forme du théoréme de la moyenne qui
pa‘ralt moins connue, bien qu’elle soit aussi immédiate et qu’elle soit
tres commode pour les applications.

55 Pour éviter des complications accessoires je supposerai que E
soit un intervalle ; soit O un point de E; prenons ce point pour origine
des coordonnées, et ainsi E est divisé en 2* intervalles au plus dont O
est sommet. Considérons celui pour lequel toutes les coordonnées
sont positives, soit ¢. o (P) étant supposée 4 variation bornée, nous
pouvons poser

e (P)=2(0) +¥(P)—%(P),

¥ (P) et 4 (P) étant croissantes avec les coordonnées et nulles en 0.
Appelons domaine simple contenant O un domaine tel que, siP en fait
partie, les segments paralléles aux axes coordonnés et compris entre
P et les variétés coordonnées en fassent aussi partie; un tel domaine
sera limité dans le quadrant positif par une frontiére qu'on pourra
définir par unerelation de laforme x;=F (', 24, ooy @iy Tiyy eony T4 )s
F étant une fonction non croissante des £— 1 coordonnées dont elle
dépend. On pourrait dire aussi qu'un domaine simple est celui tel que
toute paralléle aux axes de coordonnées n’ait au plus qu'un segment
commun avec le domaine; mais cette définition estinutilement large:
elle devient équivalente & la précédente si 'on ajoute que le segment
en question doit contenir un point de 'une des variétés coordonnées.
Ce sont ces domaines simples qui vont jouer pour ¢ et pour  le role
des ensembles A considérés précédemment. On a done, pour ¢ par

exemple, u désignant la limite supérieure de z,

> U(P),

A

/A.f(P)dP

ff(Pw(P)dP

A étant un domaine simple quelconque contenu dans ¢ et contenant O.

Il en résulte de suite
[r@yap
A

V désignant la variation totale de ¢ dans ¢. Appliquant cela & chaque

ff(l’)'.o(l’)dl’ —q(O)If(P)dPlgv
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partie de E, on arrive & la forme suivante : O étant un point de Uinter-
valle d'intégration E, on désigne par M la limite supérieure de la valeur

absolue de I'integrale f f(P)dP étendue a un domaine simple quel-

conque contenant O et contenu dans E. St V est la variation iotale de
¢ (P) dansE, on a

[7(P)2(2)aP —5(0) [7(P)dP|MV.
555} E

56. Relativement au calcul exact de certaines intégralesf odP,il

faut citer les deux théorémes concernant l'intégration par parties et
l'intégration par substitution. Je me bornerai aux faits les plus immé-
diats, presque aussi simples que les résultats classiques.

Soient F (2, a4, ..., @), ®(x,, 4, ..., ;) deux intégrales indé-
finies exprimées & I'aide des £ coordonnées ('), et soit E un ensemble
mesurable. Sauf aux points d’un ensemble e de mesure nulle, F et @
peuvent étre dérivées en tout point de E une fois parrapport & chaque
variable, et I'on a identiquement, aux points de E — e,

[F(xh Loy - '7‘2‘11') (I)(xlux‘.’y ey x/x‘)].l't,‘l'g....,.‘l‘k

.
= El*a,,ag.-..,azk(x;, Loy veny Ti) (I)ﬁ.,ﬁe.-...ﬁk(xh Loy o vey Th) 3

dans cette formule, o,, ¢, ..., oz est une combinaison quelconque
des 24 indices &, @y, ..., 234 0, 0, ..., 0; B, Ba, ..., B est la combi-
naison complémentaire; le signe X représente une somme étendue
toutes les combinaisons o,, «,, ..., « différentes; aprés suppression
“des zéros, les indices indiquent des dérivations.

Si fet ¢ sont les valeurs de F et @ en un point d’un ensemble ¢, U
et V leurs variations totales dans ¢, la variation totale de F® dans ¢ est
au plus (/4 U) (¢ + V), et de la il résulte de suite que F® est absolu-
ment continue puisqu’on a supposé que F et @ Iétaient. Il résulte de
la que les deux membres de I'identité précédente sont sommables

(1) Il 'y a lieu de tenir compte ici du fait que les fonctions additives qui figurent dans
la définition générale des intégrales indéfinies doivent Gtre prises convenablement dériva-
bles ; on pourra en particulier ne pas prendre de fonctions additives.
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dans E—e; doncona

[F(@y .o, 2p) (2, ..oy 2)]E
:ff [XFay o (21y o or @) Bs, g (Z0r ooy )] oty g,
E—e

Dans le second membre on pourra remplacer E—e par E si I'on
convient de remplacer par zéro la somme = 1a olt elle n’a pas de valeur
déterminée et finie. Cette formule légitime I'intégration par parties ().

On peut l'utiliser de la maniére suivante : on ne peut intervertir

les signes f f et 3, car on ne sait pas si chaque terme F, | . 4,

®g, . ..., s est sommable. Mais supposons qu’un de ces termes soit
sommable, ce qui sera par exemple toujours le cas pour les termes ou
tous les a,, ..., &; ou tous les B,, ..., Bz sont nuls. On pourra faire
sortir ce terme T du signe X et poser £ = X'+ T; dés lors on aura

fT(P)dP—_—.(Ffb)E—f S/(P)dP;
E E—e
c’est la forme méme de la formule classique d’intégration par parties.

57. Pour légitimer I'intégration par substitution, considérons un
changement de variables univoque et continu dans les deux sens, pour
éviter toute complication inutile, remplacant les «,, 2., ..., a; par
les ¥\, ¥4, .-, ¥x ou inversement. Par définition méme cette transfor-
mation fait correspondre & un domaine D, un domaine D,; je suppo-
serai que, lorsque D, est quarrable, D, I'est aussi, de sorte que I'aire
de D, sera une fonction du domaine D, ; je supposerai cette fonction
absolument continue, de sorte qu’on aura

maa) = [ [0y i dyn,
D.‘/

(1) M. Léonida Tonelli a donné une formule d’intégration par parties quelque peu diffé-
rente (43).



448 HENRI LEBESGUE.

o étant une fonction sommable non négative, presque partout égale &
la dérivée de m, (D).

Soient E,, E,; deux ensembles correspondants; supposons E, mesu-
rable; B, I'est & cause de lacontinuité des formules de transformation.
Enfermons E, dans des domaines quarrables A, que nous diminuerons

i )

progressivement, de facon que 72, (A,) tende vers m, (E,). A, corres-
pond & A,. Si 'on désigne par 7 une fonction égale & o aux points
de A, et égale & zéro ailleurs, et si I'on suppose E, et A, dans un inter-
valle I, on a

my(Az) = [ 7(P)dP;

ly

d’out, en remarquant que y (P) tend presque partout en décroissant
vers la fonction X (P) égale & o aux points de E, et égale & zéro
ailleurs,

my,(Ey) 2 fX(P)dP,

vy

F, étant le complémentaire de E, par rapport a I;; on a de méme

my(Fy s @ P)— X(P)]dP.
Mais
o ( Bz ) = M (Fr)= ? ZP;
M (Ez) + my (1 )—flycf(P)(

donc ce sont les signes = qui conviennent dans les inégalités préce-
dentes.

On voit en particulier qu’a un E, de mesure nulle correspond un E,
de mesure nulle; la réciproque n’est peut-étre pas vraie, mais, si a E,
de mesure nulle correspond E,, » est presque partout nulle sur E,.

Ceci étant, soit d’abord f(x,, ..., ;) sommable et bornée; alors,
en désignant par /7 (y,, ..., yx) ce que devient cette fonction apres la
substitution, /"o est sommable, et 'on peut comparer les deux fone-

tions d’ensembles
[. . .ff(xi, o) dzy .. dxy,

E
[\"'ff/(._yh '-'7yk)(.9()'h "-7)’/-‘)(1,)/1- '-d.)"/f-
o E,
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Puisque & E, mesurable correspond B, mesurable, on peut considérer
les deux intégrales comme des fonctions de I’ensemble mesurable E,.
Puisque & E, de mesure nulle correspond E, de mesure nulle, ce sont
des fonctions absolument continues, et, pour prouver leur égalité, il
suffit de montrer qu’elles ont la méme dérivée presque partout. La
dérivée de la premiére en un point P,, ou P,, sera £(P,) multiplié
par la dérivée en P, de m, (D,) considérée comme fonction de D, ; done
ce sera f'(P,)¢(P,), sauf peut-étre aux points P, ou o n’est pas la
dérivée de son intégrale indéfinie, lesquels forment un ensemble de
mesure nulle ey, et, sauf peut-étre aux points d’un ensemble ¢, corres-
pond & 'ensemble ¢, de mesure nulle pour lequel /' n’est pasladérivée
de son intégrale indéfinie. Mais on sait presque en tout point de ¢,,
que, ¢ (P,) est nul; done, sauf aux points P, formant un ensemble de
mesure nulle, la dérivée est /" (P,) 2 (P,). Doncon a

/... / /l(fl'“ ...... r i.') lI'.l"p..l’[.l’/L.
o Y Ep

:f. .. / Flay, oo Yo ( - Vi) Ay dy

C'est la formule d'intégration par substitution ; elle n’est démontrée
que pour f£(P,) bornée; mais il suffit de prouver que I’hypothese f(P,)
sommable entraine cette conséquence f'(P,)¢(P,) sommable pour
qn’elle soit prouvée pour le cas général.

Or désignons par /,, (Py), /, (P,) les fonctions égales & f(P.), /'(P,)
quand le module de celles-ci ne dépasse pas n et égales a zéro ailleurs.
On a

/Ifn(Pz)ld(l’x)———fIf’,}(l’,a-)@(P;-)IJ(P,»~);
E, E,

done, quand ~ augmente indéfiniment, I'intégrale du second membre
n'augmente pas indéfiniment et /'(P,)o(P,) est bien sommable.

Je n’aborderai pas ici la question trés intéressante consistant a
rechercher comment on peut reconnaitre, sur les formules du change-
ment de coordonnées, sil’on est ou non dans le cas considéré ici. Une
telle recherche trouvera mieux sa place dans une étude sur la quadra-
ture des surfaces. Je me borne & des remarques immeédiates. Dans le
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cas d’'une seule variable, le changement de variable le plus général
répondant & la question est évidemment défini par la formule

nY

x:ai/ a(y)dy,

Y'Y

o(y) étant une fonction non négative dont 'intégrale indéfinie est
constamment croissante. Cette derniere restriction n'est d’atlleurs pas
indispensable pour I'exactitude de la formule d'intégration par substi-
tution.

Pour le cas de plusieurs variables, un raisonnement classique, que
lon trouvera, par exemple, dans le Tome I du Cours & Analyse de
M. Jordan ou dans le Tome I des Legons sur les théories génerales de
[’ Analyse de M. Baire, prouve qu’on est dans le cas ot la formule d'in-
tégration par substitution est démontrée sile changement de variables
univoque dans les deux sens est détini & ['aide de formules

xi:"'!)i(t}'h,)‘ér e 'MW")’

dans lesquelles les 4; sont continues, ont des dérivées premiéres con-
tinues et telles que le déterminant fonctionnel des y; ne s’annule
pas. Ce déterminant fonctionnel est, en valeur absolue, égal &

015 Jar oo V).



