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LES PROBABILITES A PLUSIEURS VARIABLLS,

Par M. L. BACHELIER.

Dans la théorie des probabilités continues, on suppose une suite
d’¢preuves en nombre si grand que la succession de ces épreuves
puisse étre considérée comme continue et que chaque épreuve puisse
étre considérée comme un élément.

On peut assimiler chaque ¢lément & un ¢lément de temps et alors la
transformation des probabilités dans une suite d’épreuves peut étre
assimilée 4 un phénomeéne continu : on est ainsi conduiti la conception
du mouvement des probabilités.

Cette conception n'est qu’une image, il n’y est pas fait allusion dans
Pexposition de la theorie, mais cette image a ¢té précieuse par les
rapprochements qu’elle a permis avec certaines théories de laPhysique
mathématique.

La définition méme de la probabilité conduit, par analogie, & une
sorte de loi physique : La somme des probabilités de tous les cas possibles
a toujours pour valeur un; elle conserve consiamment cette valeur. La
définition de la probabilité peut donc étre assimilée 4 un principe de
conservation.

L'é¢tude des transformations des probabilités, pendant un temps
infiniment petit, est, en réalité, 'étude d’'un phénomene élémentaire;
elle a I'avantage de mettre en évidence les caractéristigues du pro-
bleme que I'on considére; ces caractéristiques peuvent ¢tre des con-
stantes, elles peuvent dépendre explicitement du temps; elles peuvent
dépendre de I’état actuel, des états antérieurs, ctc.

Un autre avantage de la division en éléments infiniment petits estla
possibilité d’appliquer directement & toutes les questions les prin-
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cipes du calcul des probabilités et Ies méthodes de I'analyse infinité-
simale.

La seconde conception, qui constitue 'une des bases de la théorie
des probabilités continues, est celle de I'unité du calcul des probabi-
lités. Pour faire de cette théorie une science méthodique et ration-
nelle, formant une chaine ininterrompue de déductions se suivantdans
un ordre naturel et logique, il faut ramener toutes les questions a un
méme type afin de pouvoir les comparer.

La comparaison étant possible, les problémes différeront les uns
des autres par des caractéres particuliers, et une classification logique
de ces caractéres permettra d’édifier une théorie 4 la fois méthodique
et générale.

Nous ramenons toutes les questions & un type unique en supposant
toujours qu’elles se rapportent & un jeu. Lorsqu’'un probléme n’est
relatif qu'a des probabilités, nous supposons qu’'d chacune de ces
probabilités corresponde un gain ou une perte; le probléme proposé
rentre alors dans le cas ordinaire, et il est de plus généralisé. La
théorie du jeu est plus générale que les théories classiques du calcul
des probabilités.

Nous imaginerons un jeu fictif, continu, tel que, s’il doit étre joué
u parties, les gains ou les pertes des joueurs soient supposés continus.
Les probabilités correspondantes s’exprimeront par des fonctions con-
tinues et enfin la quantité v sera continue elle-méme.

Lorsque nous parlerons de la pieme et de la (g + 1)ié™ partie [ou de
la piae et de la (1) épreuve], il faudra entendre que dans le
second cas p. est remplacé par p. + du..

Ce que nous appellerons les conditions du jeu pour une partie, ce sera
I'ensemble des variations possibles des gains ou des pertes desjoueurs
entre p et p. + du.

Pour bien comprendre la continuité de la quantité u., il suffit de la
considérer comme désignant le temps; nous l'avons déja remarqué.

Il est évident que les formules obtenues en supposant la conti-
nuité ne sont qu'approchées quand on les applique 4 des jeux discon-
tinus.
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Classification des probabilités. — Les conditions du jeu peuvent étre
identiques dans chaque élément du ou, si ’on veut, & chaque partie;
on dit alors que le jeu est uniforme ou qu'il y a untformite.

Les conditions peuvent étre variables d'une partie & I'autre suivant
une loi donnée d’avance dépendant uniquement du rang oceupé par
cette partie et indépendante des faits antérieurs a eette partie. On dit
alors qu'il. y a indépendance.

Lorsque les conditions relatives & un élément du. ou, si I'on veut, a
la pieme partie dépendent des faits qui peuvent se produire antérieure-
ment, on dit qu’il y a connexite.

On peut établir la classification en se placant & un second point de
vue; s'il y a n joueurs, le probléme dont on s’occupe peut étre relatif
a la détermination des gains de un, de deux,..., de (n — 1) joucurs.
On dit alors que les probabilités sont & une, deux,..., (n—1)
variables.

Une troisieme classification est ¢galement indispensable; lorsque
toutes les variables peuvent prendre toutes les valeurs de —=a + =,
les probabilités sont dites du premier genre. Lorsqu’une des variables
est limitée dansun sens, les probabilités sont dites du deuxiéme genre;
lorsqu'une des variables est limitée dans les deux sens, les probabi-
lités sont du trowsieme genre. ‘

Les probabilités sont des genres supérieurs quand deux ou plusieurs
variables sont limitées.

Le but du présent travail est I’étude des probabilités du premier
genre & un nombre quelconque de variables.

Nous résoudrons le probléeme suivant :

Les joueurs A, A,, ..., A, qui possédent chacun une jfortune infinie
doivent jouer p. parties; quelle est la probabiliteé pour que le joueur A,
perde la somme x5 le joueur A,, la somme x,; ..., le joueur A,_,, la
somme X, ?

Le joueur A, perd, dans ces conditions, la somme

Xy m— Xy — Xyg— o . —Tp 1+
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Nous supposons que p varie d'une facon continue; nous pouvons,
par exemple, 'assimiler au temps; c’est Iy, en réalité, une image que
. ne nécessite pas la théorie mais qui a 'avantage d’étre trés claire.

Nous appellerons wi® partie l'intervalle compris entre @ et
‘\u. —+ dy..

Nos formules seront exactes dans I'hypothese de la continuité de p.;
quand nous les appliquerons 2 des cas ou il y a discontinuité, elles
ne seront qu’approchées et d’autant plus approchées que u. sera plus
grand.

~ Nous supposerons encore que les conditions du jeu pour une partie
sont indépendantes des résultats antérieurs dujeu; alors la probabilité
pour que, entre les parties p., et ., le joueur A, perde la somme
2z, —X,, le joueur A, la somme z,—X,, ..., le joueur A,_, la
somme «,., — X,_,, ne dépend que des quantités p,, @, &, — X,
z, —X,, ..., ¥,_,— X,_, et peut se représenter par.

(1 J(o 2 — Xy, 23— Xy, oo, 2y — Xpmg)s

- Si nous supposions que les conditions du jeu soient les mémes &
chaque partie, f ne dépendrait pas séparément de p, et de p mais
sculement de la différence p. — p.,.

Nous ne ferons pas cette hypothése.

La probabilité pour que, en w, parties, le joueur A, perde la
somme X,, le joueur A, lasomme X,, ..., le joueur A,_, lasomme X,,_,
est ‘

(?) f(luw): P*l-, X“Xg,-.-, Xll—-l)

(&, est nul).
La probabilité¢ pour que, en y parties, le joueur A, ait perdu =, ; le
joueur A,, x,; ..., le joueur A,_,, x,_, est

(3) j‘(‘uﬂy P Zyy Ly vy xn~l)'

La probabilité pour que les joueurs A, A,, ..., A,_, aient perdu
les sommes X,, X,, ..., X,_, & la p,itwe partie et finalement les
SOMMES &y, Ty, ..., Tpey & la piém partie s’obtient, d’apres le prin-
cipe des probabilités composées, en multipliant la probabilite (2) par
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la probabilité (1) :
f(IJ‘O’ 3% Xl: Xz) ) Xll—l)f(‘u‘ll s Ty — Xn Ly— Xﬂa B Xn—l)'

En sommant toutes les expressions analogues pour toutes les valeurs
de X,, X,, ..., X,—,, on obtient, d’aprés le principe des probabilités
totales, la probabilité

f f "'f f(f"‘O? P’l’xl’ X27 "-’Xn—x)

X, ey @1— Xy, Zo— X, ooy oy — X ) X dXG L dX oy,

pour que finalement, en w parties, le joueur A, ait perdu =,; le
joueur A,, z,; ....
Cette probabilité s’exprime également par (3), on doit donc avoir

Vo: Moy L1y Loy vvvy xn—l)

—f f f f(lJ‘U! 1 Xf) X?y R ] Xn—l)

X gy oy 21— Xy &3— Xy v vvy, Ty — Xy ) dX, dX, oL dX .

Telle estI’équation de condition a laquelle doit satisfairela fonction /,
elle doit étre vérifiée quels que soient p., et p.

Siw, et p étaient entiers, I’équation qui précede admettrait une
infinité de solutions, mais p., et p. pouvant étre quelconques, et en
particulier p. — w., pouvant étre infinitésimal, I’équation suffit pour
déterminer f.

Lorsque lintervalle p. — w, tend vers zéro, la probabilité pour que
les écarts

— X, =y, 2y, — Xo = u,, cey Zpey— Xpey = Up—y
correspondant & cet intervalle soient compris entre des limites données

— a0y — Bys Bas ooo5 — Y4y Ve, doit tendre vers un; on doit done
avoir

Ya

llmj f [ Sy By Uy, Ugy ooy Upey) Auy duy o dity == 1

-1,
pour B — =0,

quelque petites que soient les quantités positives (et fixes), «,, o,

Biy oves Yar



344 L. BACHELIER.

Ces deux équations de condition suffisent pour déterminer la

fonction f par suite de la continuité de la variable p..

Equation du mouvement des probabilités.

Nous supposerons que v — &, est un infiniment petit Aw, de sorte
que &, = u — Ay et nous désignerons par u,, u,, ..., u,_, les quantités
x,— X, 2s— Xy, ..., &,y — X,—,, la premiére équation deviendra

alors

f(uth My Tyy Lay vvey Tpy )

—/I f f f("Ll) e AfJ Ty— Uy, ‘T’—”’)"wxn—l—un-l)

—e Y —x

XS — Ay iy wyy ey oy Upy)dugduy . dug, .

Développons la premiere fonction f par la formule de Taylor en
négligeant les termes qui contiennent en facteur le carré de Au. qui est
du deuxiéme ordre et, pour simplifier écriture, remplacons par F la

quantité f(w — Aw, &, &y, Uy, ..., U,—,); équation devient

Sy Py Tyy Loy ooy Tpy)

= f(Po Py Tys Xy - $a~1)f f f Fdu,...du,,

LY B
()a.,, 1/ f /—mu”_,l‘dul...du,,_.‘-k-5dﬂ/_l=E
d;vl dz,u f [mlt‘ltqrdlll gy ..

plus des termes contenant des dérivées troisizmes, par exemple

z W, Fdu,...du,._
1 H2 1 n—1
2 dai ()xq el e

et des termes contenant des dérivées d’ordres supérieurs.

On a d’abord
ff f Fdu....du,.,=1,

) d /3R £ £
—A(J.(f f f / Fdu,...du,_, — d—.i u/ f_ ---f—zu,qu,...
f / Wildua,...

duy.,—

du,_+
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égalité qui supprime les deux premiers termes de la derniére équation.

Le second terme du second membre de la derniére équation se
réduit i

o
— % (fIR

La continuité supposée de la variable p. permet de prendre Av. aussi
petit qu’on veut, de sorte que les valeurs moyennes des quantités
telles que «; e, qui multiplient les dérivées du troisiéme ordre soient
infiniment petites.

Nous ne supposerons pas que le jeu est uniforme mais nous suppo-
serons qu’il est équitable; alors les intégrales qui multiplient les

dérivées premiéres (%é, j—i, .-+ sont nulles et I’équation se réduit a
.;. g;j; ‘/::f_: . .,[_: wiFdus. .. du,
" é(()).i)‘_; [:f_: f“‘: wiFdu, ... duy, +...
<+ é ()i?,‘,{l f_:f_;[: u: Fdu,... du,,
-+ dxfjgdfa&z [:f—: --[:u[ uy, Ydu, ... dug(+...
+ 0—-1‘7:)5({:;:,[_:/:: "1:1111—211,1—1Fd111--~ diep_y :%{é

Nous allons maintenant étudier les intégrales qui figurent dans cette
équation.

L’'intégrale
© o« @®
f f .. f uiFdu,...du,_,
— — G0 — 00

exprime la valeur moyenne du carré de la perte du joueur A; dans
Uintervalle p. — dp., p : valeur moyenne qui est une donnée du
probléme et qqui est une des caractéristiques du jeu dans I'intervalle
considéré.
La valeur moyenne du carré d’'une somme de quantités indépen-
dantes est la somme des valeurs moyennes des carrés de ses parties,
Ann. Ec. Norm., (3), XXVIL. — Aout 1910, b4
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quand la valeur moyenne de chaque partie est nulle. 1l en résul%e que
la valeur moyenne du carré-de la perte du joueur A; pour p. parties est
la somme des valeurs moyennes des carrés des pertes de ce joueur
A chacune de ces parties considérée isolément.

Le double de la valeur moyenne du carré de la perte d’un joueur se
nomme la fonction d'instabilité de son jeu (supposé équitable) parce que
les gains et les pertes du joueur sont proportionnelles alaracine carrée
de cette fonction.

Si o,(u.) désigne la fonction d’instabilité relative au joueur A; pour
I'ensemble de u. parties, la fonction d’instabilité de la pi*™ partie con-
sidérée isolémentest ¢’ (p.) dp; ¢’ (1) désignant la dérivée de o(p).

-+ % -+ o -+ ®
f f f wu;Fduy ... dup_y
— — 00 — 0

exprime fa valeur moyenne du produit z; u; des pertes des joueurs
A; A; dans Dintervalle . — dix, p. et constitue une des données du
probléme.

Les valeurs moyennes des produits tels que «; «; jouissent de la
propri¢té d’addition, leur valeur pour I’ensemble de w parties est la
somme des valeurs analogues pour chacune des p. parties considérée
1solément. Ce résultat a été démontré dans mon Mémoire surla théorie
des probabilités continues (Journal de Mathématiques pures et appli-
quées, 1906, p. 323).

Soit 3 7,,;(u) la valeur moyenne de x;z; pour 'ensemble des p.
parties; la valeur moyenne de w;u; dans I'intervalle p. — ., p est
alors la différentielle 5 7 () du.

L’intégrale

Si, dans I'équation finale obtenue précédemment, on remplace les
valeurs moyennes par leurs expressions, on obtient /’éguation aux
dérivées partielles de la probabilité,

<
3
—to

/ o*f  _of

1, T
I S ch13 3oy et = Un—o,n— = .
2402 gy dzy, 2413 ey Oz, g n—2m=1 0%y 02y _, op.

Les ¢” et les 7 sont des fonctions données de p.
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Cette équation convient encore pour le cas ot le jeu n’est pas équi-
table a la condition de modifier le sens attribué aux lettres , o, 7.

Lorsque le jeu n’est pas équitable, «; ne désigne plus la perte du
joueur A;, mais cette perte augmentée de l'espérance mathéma-
tique b; () de ce joueur.

La quantité o,(w) est la fonction d’'instabilité du jeu de A, : c’est,
dans le cas du jeu non équitable, le double de la valeur moyenne des
carrés des gains et des pertes diminué du double du carré de lavaleur
moyenne des gains, ¢’est-a-dire diminué de la quantité 2[4, ()]

Lorsque le jeu n’est pas équitable, v, ;(») ne désigne plusle double
de la valeur moyenne du produit des pertes des joueurs A;, A;, mais
le double de cette valeur moyenne diminué du double produit des
espérances J,; (), b; (1) de ces joueurs. Cette quantitéy,; ; () posséde
la propriété d’addition; la démonstration de ce théoréme a été donnée
dans le Mémoire précité (n° 76).

Les quantités x, ¢, 7 étant ainsi définies, il suffit de considérer le
cas du jeu équitable, I’équation ci-dessus convient dans tous les cas
ou il y a indépendance.

Cas d’une seule variable. Rayonnement particulaire des probabilités.

Dans le cas d’'une seule variable, I'équation se réduit &

rf_ 4o
dwz'—‘q}l ()IJ’

Si le jeu reste identique & lui-méme, o est constant et la fonction f
doit vérifier une équation de Fourier.

C’estle résultat auquel je suis parvenu autrefois en exposant ce que
j’al nommé la théorie du rayonnement des probabilites (consulter
mon Mémoire sur la Théorie de la spéculation (Annales scientifiques de
I’ Ecole Normale supérieure, 19oo).

Lorsqu’il y a deux ou trois variables I'équation des probabilités
contient des dérivées secondes obliques et la loi qui régit le mou-
vement des probabilités est plus complexe que celle du rayonnement
particulaire.
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Cas général.

La probabilité pour que, en w parties, le joueur A, ait perdu la
somme ,; le joueur A,, la somme z,; ...; le joueur A,_,, la somme
a,_y, est donnée par 'expression

o N
}d agaf-+ 2}_‘ by

€

A
(vg)n_l VK d.z] e d&vn_x.

Telle est la formule fondamentale des probabilités a plusieurs
variables.
La lettre A désigne le déterminant

?1 aARE %13 — s e = At
— Y2t Q2 — %23 A28 ces T A2
A— %31 — X3.2 9?3 — Az -0 = Adn—t
— At L2 — Y3 @4 oo = Lean—t
4= An—11 o= Yn—1,2 £ An—1,3 = An—1,4 - Qp—1

Dans les quantités i on peut permuter les indices; nous avons écrit,
par exemple, pour conserver la symétrie, ¥, , au lieu de 7, ..
La somme Za,x; désigne la quantité

A&} + A&y oo+ A Th_ye

La quantité «, s’'obtient en supprimant, dans le déterminant A,
la Ai¢me Jigne et la A0 colonne.

La somme Xb,,x,2, désigne la quantité
by 02 By by s X3+ Dy @y T+ by X223 +.. .+ Onespe1 Zpan

n—1-

La quantité b,, s’obtient en supprimant, dans le déterminant A,
la Atme Jigne et la /®™¢ colonne.

Il faut prouver que la formule vérifie I'équation aux dérivées par-
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tielles
I 0*f 1 o*f af
7?‘?’1.‘2"1'—2'/.;,2 N = 37"
4 sl xi 2 day 0y~ O
Posons
. }: ak.rz -+ 2E /'h,lJ'k Xy
- K

e—j _ e
B R T

ou
A= aixf +...+ an_,x,";_‘ -+ 2b1’2x1$2+. .ot 2bn_.=_;,n_.1 Zp—aXp—1;
'équation & véritier devient

[,/ oh\? , [ OAN\? , ok \?
A ‘P:(dl.) +<?z(duc2) +"'+(.Dn—l<d_uc:>]
1|, OJr 0h , Ok 0X , aA oA
[ 1,2 +X.1,3JZ a’l__.a'*"""*"Xn—-a,n—lm Uv"u—i:l

+ — — —
2 dxy dx,

I ' ' '
— AL+ GO+ A Py
v ’ ! oy’
2%, bl,2+ 2713 bl,3+~ et 2% n—a,n—1t bn—2,n—1]

v, 0A oA JdA
=—-A——A— 4+2——.
2 A i A . - o
Les deux premiers crochets et les deux derniers termes du second
2
s X Xy o

membre contiennent des expressions en 7}, ...,
Au contraire, le dernier crochet du premier membre et le premier

terme du second dépendent exclusivement de p..

Pour démontrer la formule, il faut:
1° Prouver que les termes indépendants des  sont égaux dans les

deux membres;
2° Prouver que les coefficients d’un terme quelconque en x, par
exemple du terme en «}, sont identiques dans les deux membres.

La premiére condition consiste & vérifier qu’on a
(1 R A

JdA

-+ 2[b1,2X’1,2 -+ bi,sxrz,g +...04 bn—-z,n—ixln—z,n—-i ] = m
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D’apres la regle de la dérivation des déterminants

! ! - ! r
Q1 — V1,2 pARE = Y1n—1
OA — 2.1 @2 — 72,3 =+ Y21
g 73 — 73,2 Q3 = Z3,n—1
o /3.1 (3,2 . (3,
Eoyn1t F At T Xn-1,3 Op—1
91 — 71,2 Y13 = Yin—1
i ! ol —_—
— 2,1 Q2 AR Zz2,n—1
AR — /3.2 Oy = Y3,n—1
F Y F At T Yn—t,3 Pn—1
Q1 — 71,2 71,3 = Y11
— V2,1 Q2 — Y23 =+ L2n—1
o' o ' = -+
73,1 AN P s | T
= Yn—1,1 = An—1,2 = An—1,3 @u—1
Q1 — X1,2 71,3 Y1,n—1
AR! Qa2 — 72,3 1.2,n--2
73,1 — Y32 “F3 Y3,n—s
o’ — o ot
st Fhn-t,a = etz e Pr—1

Le premier déterminant a pour valeur, d’aprés la définition des
(quantités a et 0,

a9+ bm%%,z -+ bi,s)’,/us -+ bi,-’«Z’i,s R ok 20 T VR
Le second déterminant a pour valeur
oo+ @29y ban¥as o Dane 1 L5
le troisiéme a pour valeur
1’3,1%/3,1 -+ ba,ﬂxl:s,‘z +ayQy ...+ b3 n— "/,/3,,;-1 3
le (n — 1) g pour valeur
bn—mXIn—l,1 + bu—hixln—a,z -+ bn—l,:ix.it—-‘l,s + e Ay Py s

Sil'on ajoute ces quantités, on retrouve le premier membre, 1’équa-
tion (1) est donc identiquement satisfaite.
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Oceupons-nous de la seconde condition : 'identité des termes ind¢é-

pendants des variables  ¢tant reconnue, 'équation aux dérivées par-
ticlles se réduit i

llrg' (_Q?.. 24_@’ .,_(.)l ‘2__{_ - o __i)_L .
G TP\ oy TR\ dw, TR\ O,

ll" a2 0% , 0L 0k L 2 oL 'I‘___ A();‘x .A()'.\

Yy e g el T e = it
DRy ey L1 dey day Ln=2,n Y2y 02p_y

o .

2

Nous devons prouver que les termes en 27 sont identiques dans les

deux membres.

; . , . (v - JA

in ne conservant que ces coceflicients, en remplacant o5 bar s
valeur (1) el en supprimant les termes communs, Uidentité & prouver

se reduit a

. (tyty—— 0% g Ly oy —_ 0%
(%) af== <cy’_, 102 % SR .f{;f, L 5 B el ! "-_’..,.A_...- !J,>
TN B L S A L B R R S SR AU

-/.z,:x A e A

”!l’u o 1"”"11~»-1.|/"' L] ‘

. ! .
Y PRV A

SiPon integre /par rapport i, entre — = el - =,

[ 1 " "
::,"A"‘L | ‘-"}_,/‘h.lv"h vy

& a

o ( \/71_;)/" 1 \/A

on obtient lexpression I analogue &/ mais relative i — 2 variables,

dry ... de, dry,

-~

Xy Ly eeey Tpyys
Cette intégration s’elfectue par la formule connue

o Ve i ety 0,
/ o= O g [ e _’I""t; ¢
- Ve,
on obtient ainsi ®

e ety by L,

(ym)" " e

[ £, &, { prennent les valeurs 2, 3, 4, ..., (2 —1)].
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Cette formule est analogue a celle qui exprime f mais elle est rela-
tive & (n — 2) variables.

LI’équation (2) est, relativement & F, ce que I'équation (1) est rela-
tivement & £, c’est-a-dire qu’elle est identique.

Ainsi la quantité x5 a le méme coefficient dans les deux membres
de I’équation aux dérivées partielles. Cette équation est donc satisfaite
et la probabilité est bien exprimée par la formule que nous avons fait
connaitre.

Lorsque le jeu est uniforme, c’est-i-dire lorsque les parties succes-
sives sont identiques, la formule générale se réduit; on a

— r — ! - —
Q1= oy, ceey Pn—1= P2n-1> 2 == a0 R

!
-~

Siseevs Dnler T - -- SONticl des constantes.

La quantité p. peut alors étre mise en facteur dans les déterminants
et la probabilité pour que, en p. parties, le joueur A, ait perdu la
somme x,; le joueur A,, la somme x,; ...; le joueur A,_,, la
somme x,_,, est donnée par I'expression

al -
z agx}+ 22" IZNET Y

P A

(Vmw) YA

e
dz,...dx,_,,

A’ étant le déterminant A dont toutes les lettres sont accentuées; less
coefficients a et b se déduisent de A’ comme précédemment ils se
déduisaient de A.

Application a la théorie des épreuves répétées.

A chaque épreuve, n événements A,, A,, ..., A, peuvent se produire
et s’excluent mutuellement; la probabilité del’événement A, estp, , &
la premicre épreuve, p, » a la deuxiéme, ..., p,, & la pi™¢; a probabi-
lit¢ de I'événement A, est p,, & la premiére épreuve, p,. 4 la
deuxiéme, ..., p,, 4 la pime; 5 ]a probabilité de I'événement A,_,
est p,_,, & la premiére épreuve, p,_,. & la deuxiéme, ..., p,_, . &
la piéme,
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Quelle est la probabilité pour que, en v épreuves, I'événement A,
se produise
Piy + Py +..o.+pu +a2 fois;
I'événement A,, P21 FpPas +...+pru +ax fois;

I’événement A,_,, Pr—1at Pago=t- .o Puogy+ Xy fois?

Les quantités @, @, ..., x,, sont les écarts. On suppose que, A
chaque épreuve, il se produit nécessairement un des événements et
un seul.

Si «, désigne I’éeart relatif & 'événement A, on a évidemment

T+ Xy .. .+ Xy + X, = 0.

Supposons que » joueurs B,, B,, ..., B, perdent des sommes ¢gales
aux écarts; la probabilité pour que les écarts soient x,, @,, ..., @,_,
en p. ¢preuves est la probabilité pour que ces joueurs perdent les
sommes &, &, ..., Z,, N [ parties.

La question revienta calculer les fonctions % et 7 relatives aux jeux
de B, B,, ..., B,_,.

A la piéme épreuve il y a probabilité p, , pour que I'écart relatif &
I’événement A, augmente de (1 — p, ) et probabilité (x — p, ) pour
que cet écart diminue de p, ,; Uespérance du joueur B, est donc nulle
et son jeu est équitable.

La fonction d’instabilité pour la pi*me partie est

2[plu(1 — pop) + (C—p1u)?pPrp] = 2P1,p.(1— pry)-

Les fonctions d’instabilité jouissant de la propriété d’addition,
la fonction d’instabilité relative au joueur B, pour les w parties est
i=p
Pr1= 22 P1,i (1 —Pae)-
=1
On obtiendrait des expressions analogues pour les autres joueurs.
1l s’agit maintenant de calculer les fonctions telles que ¥, ,. Suppo-
sons que p. — 1 parties soient jouées et que les écarts correspondant
aux événements A, et A, soient x, et x,.
A I'épreuve suivante il y a probabilité p, , pour que 'événement A,
se produise; alors I'écart =, augmente de la quantité (1 —p,,)
Ann. Ee. Norm., (3), XXVIL. — Aour 19710, 45
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écart @, diminue de p,, et le produit des écarts augmente de la
quantité

2 (1 — Pr ) — Ly Pop— Po,p+ PrpPope
il y a de méme probabilité p,, pour que événement A, se produise ;
alors 'écart 2, diminue de la quantité p,,, I'écart 2, augmente de
(1 — pay) et le produit des écarts augmente de la quantité

Zy (1= Pa,u) — T2 Prp— Prop + PruP2pe
Il y a enfin probabilité 1 — p,, — p., pour que les événements A,

et A, ne se produisent pas, alors les écarts diminuent de p,,, p.,
respectivement et leur produit augmente de la quantité

— Ty Py ZoPy . PruPope

A la pime gpreuve, le produit des écarts pour A, et A, augmente donc
en moyenne de la quantité

Prpl@(1—pop) — &1 pop— pap+ PruPoyl
+ Pap @1 (1= Pap) — @aprp—prp+ Prppay]
+ (1 — Py Pay) [— Xy Pap— Zo Py p+ P1,pl’2,uj = P1,pl2p-
Lavaleur moyenne des produitsjouissantde la propriété d’addition,
la valeur moyenne du produit des écarts «,, 2, pour les p. épreuves est

i=y
—Z[M,ipa,i-

=1

La fonction y, , relative au jeu de B, et B, a donc pour valeur

l:(.L
Ai2g=— 22 P1,iP2i+

i=1

Connaissant les fonctions ¢ et y, il suffit, pour résoudre le pro-
bléme, d’appliquer la formule générale; la probabilite pour que les
joueurs By, B,, ..., B,_, perdent respectivement les sommes x,, ., ...,
Xy, C'est-2-dire la probabilité pour que les écarts aient pour valeurs x
Zay «vvy Xy €SL exprimeée par la formule

-
}_‘ cpag+ 22 gh,lan Xy

2M

e
(Varn) " yM dz,..\ dz,_,,
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M désignant le déterminant

o

Dpdi=p) Dpupsi = D pups D PriPa A—Emww e N PriPasi
PRI Y N CE NN Y NS WISV W W IPES) A
—DPuPri XPribui 2pli=pe) Xpaipii = D paiba B Y PaiPaer
21)4,,-111,:- —~Z1u,,-p2,,~ Zps,w:s.f ZP""‘(‘ = Ps.i) 21)5,1-1)5,,- :Zps,ipn-l,,—

"2]‘75"‘[)1,1’ 2/’5-"])‘2#’ —'2/)5,"1)3‘1 Zl)s,:‘[)fr,i 2}’5.1‘(‘“{'5,1‘) iEPs,iPn—-t,i

-
izpu—-l,ipLi —T—an—i,ipz,[ iEPzz~1,i1)x,t 12])11—1,1'1)!;,:' ZP::—-x.i])s,i an—i.i("‘[)n —l.i)
Les sommes s’étendent & toutes les valeurs 1, 2, ..., p. de .
La somme X¢; désigne la quantité
CLEd 4 Colty 4. . Cpeq Ly,

La quantité Gy s’obtient en supprimant dans le déterminant M
la A5 ligne et la £ colonne.
La somme Eg,,2,2; désigne la quantité

S1,0T1 %9+ G1,321Z3+ oo 10181 T + So3 L2 L3+ oo §n—2,n—1 T2 Zn—q-

La quantité g, s’obtient en supprimant dans le déterminant M
la Aitme ligne et la féme colonne.

Lorsque les p épreuves sont identiques, la formule précédente se
simplifie; le déterminant M a pour valeur

M=p*'pips... pu-s(1—Ppi—Pa—+ .= Pp-t)s .
ou, en désignant par p, la probabilité de I'événement A,,
M= p*pipy o Puetfa-
Le déterminant Cj se réduit &
Pitpa

— —2 —
Cr=p"2piPa- - Pu—tPu Pl
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Tous les déterminants g sont égaux, leur valeur est
Leg
R—2 PIP'J e pn-—l/’n .
# Pr

o —
8 =

La probabilité pour que les écartssoientz,, @, ..., Z,—, en (. épreuves
est donc

1 a3 a3 aFesr X HFXF AR 22 A+ 2 Wy e 2 X e My
TS TR D 7
e v P P Pn—1 n -

dxy ...dx, ;.

(Vam)" "' Vpipa-- - Pr-iPn

On peut mettre cette expression sous une forme plus symétrique
en introduisant I'écart «, qui correspond & I'événement A,. De I'éga-
lité

. i+ Lyt Xy = — Xy,
on déduit

X @I A 2B L+ 2 Ty 2Ty Ly = X,
et expression de la probabilité devient

1 [1';' . x3 . R - . -1;“._]

e ZELP TP Pri | Pn

(\/2 7‘[’*)"—1 Vpips .. -Pn—xpnJ

sous cette forme on peut ’obtenir par une autre méthode. [ Consulter
mon Etude sur les probabilités des causes (Journal de Mathématiques

pures et appliquées, 1908).]

Application a la théorie des probabilités mélées.

A chaque épreuve, trois événements A,, A,, A, peuvent se pro-
duire : la probabilité pour que I'événement A, se produise seul est p,,
la probabilité pour que I'événement A, se produise seul est p,, la
probabilité pour que I'événement A, se produise seul est p,. La pro-
babilité pour que les événements A, et A, se produisent simultané-
ment est ¢,, la probabilité pour que les événements A, et A, se pro-
duisent simultanément est ¢,, la probabilité pour que les événements



LES PROBABILITES A PLUSIEURS VARIABLES. 357

A, et A, se produisent simultanément est ¢,. La probabilité pour que
les trois événements A,, A,, A, se produisent simultanément est r et il
y aprobabilit¢ ¢ =1—p, — », — p,—¢,—¢. — ¢, — r pour qu'aucun
des événements ne se produise.
La probabilité pour que I’événement A, se produise & une épreuve
est donc
PrH g+ g+ 1r =3

la probabilité pour que I’événement A, se produise est
P+ g1+ g+ ' =y

la probabilité pour que I'événement A, se produise est
Pst+ go+ ¢+ =3

Si, sur un grand nombre p. d’épreuves, I'événement A, s’est produit
.o, + x, fois; I'événement A,, v, + 2, fois; 'événement A,,
2y [Py 2 3

pw, + x, fois, on dit que les écarts sont x,, x,, x,.

Quelle est la probabilité pour que les écarts soient x,, x,, x, en
. epreuves?

Supposons que quatre joueurs B,, B,, B;, B, jouent aux conditions
suivantes : les joueurs B,, B,, B, perdent des sommes égales a x,,
24, Zy; le jeu du quatrieme joueur B, est défini par I'égalité

X+ Xy+ X3+ X, =0,

le joueur B, perd la somme x,.

Le jeu de B, est déterminé; supposons par exemple que, & une
épreuve, les événements A, et A, se produisent simultanément (éven-
tualité qui a pour probabilité ¢,); le joueur B, perd alors I"augmen-
tation de I'écart x,, ¢’est-h-dire la somme (1—,); le joueur B, perd
de méme la somme (1 — ,); le joueur B, gagne la somme w,; la
perte du joueur B, pour cette épreuve est la quantité x, définie par
Pégalité

(1—w) + (1— ;) — &+ 2,= 0,
d’ou I'on déduit
&, = @+ Ty+ Wz— 2.

Le joueur B, a donc & chaque épreuve (ou & chaque partie) proba-
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bilité ¢, de perdre la somme (v, + @, + v, — 2). Le jeu de B, se défi-
nirait de méme pour chacune des autres é_venluahtés auxquelles cor-
respondent les probabilités p,, ps;, Pss G2y a5 75 2- . )

Le jeu de B, est équitable en méme temps que celui des joueurs B,
B., B,.

La question propos¢e revient a chercher la probabilité pour que,
en u parties, les joucurs B,, B,, B, perdent les sommes x,, 2., ;.

Notre formule générale (dans le cas du jeu uniforme) résout le pro-
bléme : il suffit de chercher I'expression des quantités o’ et "

Déterminons par exemple la valeurde o). Aune épreuve quelconque
il y a probabilité =, pour que I'événement A, se produise et par suite
pour que @, augmente de la quantit¢ (r—,); il y a probabilité
(1 — ®,) pour que [’événement A, ne se produise pas et par suite pour
que «, diminue de @,.

Le jeu de B, est donc équitable; la fonction d’instabilité est, par
définition,

oy=2[m,(1—® )+ (1 —w,)®] ] =26, (1 — Ty )s

Cherchons maintenant la valeur de ¥/, : supposons que les ¢earts
soient , et x, et qu'une nouvelle épreuve ait lieu.

A cette nouvelle épreuve il y a probabilité p, pour que A, se pro-
duise seul; alors @, augmente de (1 — @,); @, diminue de o, et le
produit des écarts augmente de la quantité

W Wy — B Ly — T Ly — @y + Xs.

1l y a de méme probabilité p, pour que A, se produise seul; alors
2, diminue de @,, », augmente de (1 — m,) et le produit des écarts
augmente de la quantité

W Wy — W Ly — B Ly — &)+ &y.

Il y aprobabilité (p, + ) pour que les événements A, et A, ne se
produisent ni I'un ni Pautre; alors z, diminue de ,, 2, diminue
de @, et le produit augmente de la quantité

W Wy — T Ty— WX,

Il y a probabilité ¢, pour que A, et A;se produisent simultanément,
alors z, diminue de =,, x, augmente de (1 — o,) et le produit
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augmente de la quantité
T Wy — W' | — & Ly— T+ Xy,

Il'y a probabilité ¢, pour que A, et A, se produisent simultanément,
alors @, augmente de (1 — ®,), z, diminue de @, et le produit
augmente de la quantité

W Wy — B Ly — Wa &y — &y L.

Il'y a probabilité (¢, + ) pour que A, et A, se produisent simulta-
némeunt, alors x, augmente de (1 —w,), z, augmente de (1 — =,) et
le produit augmente de la quantité

W Wy — W Xy — W — W) — Wa—+ &)+ Ly + 1.

Le produ.it @z, z, augmente donc, en moyenne, & chaque épreuve,
de la quantité

Pi(®1® — @ & — Ty — @y + 2y)

-+ P2 (0B — @2y — ©, 2y — @y + &)

+(ps+ ) (71— @2 — ®22y)

-+ 91(B1®y — Wy T — B Ly — @y + &)

-+ G2 (T By — T Ty— Ty Xy — B+ Ta)

F (1) (0T — @ Ly — @& — Ty — B+ L+ Lyt 1) = — @ @y + G5+ 7.

On a donc, par définition,
7.’1,2: —ow @+ 2(q;+r).

Pour résoudre le probléme proposé, il suffit d’appliquer la formule
générale. La probabilité pour que, en w parties, les joueurs B,, B,, B,
perdent respectivement les sommes z,, ,, ;, ¢’est-a-dire la probabi-
lité pour que les écarts sotent x,, x,, 4 en |1 épreuves, est exprimée par la
Jormule

N
O X g A2 G X Xy A2 Gy X Xy -2 g Xy

e e
(\/2_7_:;)3 \/M dxy dxs day,
M désignant le déterminant
@, (1 —w,) W Wy — 3 — I — B W+ G+ T
M= Wy — 3— 1  ®y(l — ) Wy Wg— ¢y — I |,

— W o+ WyWe— Gy — T @3 (1— ©3)
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C, est le déterminant obtenu en supprimant dans M la premiére ligne
et la premiére colonne; G, s'obtient en supprimant la deuxi¢me ligne
et la deuxieme colonne; C,, en supprimant la troisieme ligne et la
troisiéme colonne.

.. 8 obtient en supprimant dans le déterminant M la premicre ligne
et la deuxiéme colonne; g, , s’obtient en supprimant la premiére ligne
et la troisitme colonne; g., en supprimant la deuxieme ligne et la
troisieme colonne.

Pour obtenir des formules simples nous avons résolu le probléme
des probabilités mélées en supposant I'uniformité et en considérant
seulement le cas de trois variables; la méthode employée est absolu-
ment générale et s’applique a tous les cas.

Si n événements A,, A,, ..., A, sont possibles, ces événements nc
s’excluant pas et les probabilités différant & chaque épreuve, on forme
comme précédemment la probabilité totale @, , pour que I’événement
A, se produise & la premiére épreuve, la probabilité totale o, . pour
qu’il se produise & ladeuxiéme, ...,1a probabilité totale @, , pour qu’il
se produise a la piéme,

On forme de méme les probabilités totales &, ,, @y, ..., @y, pour
que I'événement A, se produise & la premiére, la deuxiéme, ...,
la pieme épreuve et les probabilité analogues pour les événements
Ay o, A

Si, en p épreuves, I'événement A, se produit

By, + Wy + ...+ Ty + 2y fois;

I'événement A,, ©,, +w,, +...+ @y + @, fois; ...; 'événe-
ment A,, @y, + Tpot+ ...+ Ty, +x, fois, on dit que les écarts
sont &, ,, ..., x,.

Assimilant les écarts a des pertes & un jeu, la question qui consiste
& chercher la probabilité d’écarts donnés n’est plus qu’un cas parti-
culier du probléme général que nous avons résolu.

Tout‘es les questions analogues peuvent ainsi étre résolues quelle
que soit la complication des données.



