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SUR UNE

THEORIE DES CONGRUENCES

A
PLUSIEURS VARIABLES,

Par M. Gustave RADOS.

Dans ce travail, je me propose d’établir une série de théorémes
relatifs aux congruences de degré supérieur a 1 et ayant pour module
un nombre premier. Ces théorémes contribueront & poser les fonde-
ments dela théorie des congruences i plusieurs variables, congruences
trés peu étudices jusqu’ici. Leur importance a été caractérisée par
M. Poincaré, dans sa conférence sur I’ Avenir des Mathématiques ('), en
ces termes : « Quand les probl¢mes relatifs aux congruences a plu-
sieurs variables seront résolus, ce seraun premier pas vers la solution
de beaucoup de questions d’analyse indéterminée ». Ce sont ces
paroles de M. Poincaré qui m’ont décidé & publier mes recherches
a ce sujet.

Pour simplifier, je me bornerai 4 ne considérer que des congruences
a deux inconnues. L'étude des congruences 4 plus de deux inconnues
peut se faire par la méme voie, quoique naturellement non sans quelque
longueur.

Les congruences a deux variables, ayant pour module le nombre
premier p, s’écrivent sous la forme

m 1

F(xzr,y)EZ EAgk)xm—iyn—-/cEO (modp).

i=0 k=0

(1) At del TP Congresso internazionale det Matematiel, p. 175,
Ann. Fe. Norm., (3), XXVII. — Mar 1g10. 28
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Le probléme consiste & déterminer tous les systémes de valeurs

Za, VB
pour lesquels
F(xy, yg) =0 (mod p).

La premiére question qui se pose, c¢’est celle de I'existence des solu-
tions; la seconde, c’est la détermination de leur nombre au cas ot elles
existent. Peut-on former des criteres qui permettent de répondre & ces
questions ?

En suivant la voie qui s’offre immédiatement, calculons toutes les
valeurs

(2o, yp)
(Zay Yp==0,1,2, ..., p—1),
pour chacune desquelles nous essayerons la division par p. St aucune
d’entre elles n’est divisible par p, notre congruencen’apas de solution
réelle ; si, au contraire, nous pouvons en trouver r divisibles par p, la
congruence aura exactement r solutions différentes. On voit que, par
ce procédé primitif, le nombre des essais sera en général égal i p*.

Tous les probléemes de la théorie des nombres ont le trait caracté-
ristique qu’un certain ¢lément expérimental entre dans leurs solutions
et que cet élément ne s’élimine jamais completement. On s’efforce de
développer des méthodes propres & réduire les essais au nombre
minimum.

Les théoremes démontrés dans ce travail vont servir & ce but. En
effet, grace a ces théortmes, on verra que, pour décider de ['existence
des solutions de la congruence

F(z,y)=o0  (modp),

iU’y aafaire qu'un seul essai, ¢’est-a-dire que les essais, au nombre
de p*, dont nous avons parl¢ plus haut, peuvent se réduire & un seul
qu’il faut effectuer sur une expression formée uniquement des coeffi-
cients de la congruence.

I. — Formes normales de la congruence et énoncé des théorémes.

Parmi toutes les solutions de la congruence

Flz,y)=0 (modp),
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considérons d’abord celles dans lesquelles nia, ni ¥ n’est divisible
par p. Nous les appellerons les solutions non nulles. S’il s’agit d’une
telle solution, nous pouvons dans le polynome F(z,y) éliminer les
puissances de x et y de degré supérieur 2 p— 2 moyennant les con-
gruences (conséquences du théoréme de Fermat)

x&p=1)+h = l,lz’ yé'(p"“""/‘Eyh (modp)
(k< p—1).

Cela étant, notre congruence prend la forme normale

p—2
(1*) F*(z,¥) EZ ((Z‘ol‘"x”—z—l- af o3 .+ a‘,,";’g)y”—"—ﬁ =o0 (mod p).
k=0

Formons maintenant des coefficients @ les matrices

k) 103} ) thy
a a0 aly ay),
(k) k) 5] A
a a coe a, ., a
f\k—. 1 2 p=2 0 ;
€3] (k) (€3) th)
af, a® ... 4, a?,

nous pouvons alors, relativement aux solutions non nulles, énoncer
les théoremes suivants :

Tukorime 1.
gruence

La condition nécessaire et suffisante pour que la con-

F(x, y)= (modp)
admette une solution non nulle, est que le déterminant de degré (p — 1)*

.A~0 A1 - Ap—3 A[)_g
Ac A .. A, A,

Apos Ao vov Apy Apey

soit congru a sero par rapport au module p.

Tutorime [[. — Pour que la congruence ait exactement r solutions non
nulles differentes, il est nécessaire et suffisant que le déterminant Cy. soit
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de rang (p — 1)* — r- [Nous entendons par cel.a que, parmi'les mineurs
de degré (p — 1) —r, il y ena un au moins différent de zéro, tous les
mineurs de degré supéricur étant nuls. |

Pour plus de clarté, nous écrirons explicitement, au cas dep=>5,le
déterminant Cy. de degré 16.

ai}m a;'o: a(so) a%n a(’n a(zl) 0(3“ aﬁ)‘z) a(lﬂ) (1‘,_?) a(Bﬁ) a(o‘s) 0(13) (lf_,” afas)
n‘eo.? a;o: a:)o) a(‘l) (l':_,” 0(31) az)i) a(]z) a(ﬂ?) a!}‘l) a(o2) a'j:i) a(ﬂd) af:‘.'i) 003)
‘7'30‘ 000 a‘li)) (I;” aE‘I) a;lj a(li\ a(g-z) (,(3'2) a(’)ﬁ} a(lﬂ) ag:l) a§‘3) CZ:)") a(l:i)
a;,o’ a;to a;o: (IE,“ aiy” a(lt; avﬁ_“x) (L'f" al.u‘zf a’l'-” (12{“ af.f) a(o:;) a(’:u a(ﬂ.&)
”'1‘\ (7(:,1‘ ag}l) a;ﬁ} a!lz) agz) a(sﬁ) abzn a(iz) a(zzs) a(as) a:)o) a(iO) ai_,‘” (Z%O)
n‘zn "‘31‘ arbu aii-z) atzz) a;z,w a(bz) a(is) a';f) c‘(‘:;” (‘(03) af,‘” a;o) a;o) ai)o)
ﬂ'ii ”i)” ”(1“ a{ﬂ-i (Zif) aﬁ)ﬂ) “(12) (l(._,3) a::s:t) ai’3) a.;:s; ago"r ag‘o) (Ii)(') a(l())
ﬂLl av’ll) (l;“ a;ﬂ at‘l) a(,” a{z‘l) a;:)) ai):) a:ls) al;n CZE‘O) as}oy a(‘D) a(z())
alﬂ; a;z‘ a%:) a;:n a(]s) a/ﬂs) al® gl gl glol g0 L) 401 (l;” af,”
l’l; a;}l) az}‘z‘) 'ia} ;‘” a(33) a(uti) ailo) a(g‘)) al;;O) abo: al‘lll a’l) a’si) a’oi)
a;: a:;.' ali‘zl a;:n a’f’ a:.):s) a'.lik‘. 0{20) ago) UE,O) a(‘m (l[_,” a(31/ (lf)“ a(l;
a;}i? a'l-zl a':‘l': a'é:s) ai}:n a(is) (23) agso) a'bo) (I"f" ar:)o) agw alt alil) a(,x)
(l‘“" aff‘:‘ a;{n} a'un; 0""‘ a’.;” aiso; azun atll) atzx a(xiv a10~2) a'? (((22) al?)
a-_.l a;;l\ (l:,:" alll)) av'.lo} [‘/30, ai)o) a‘ll) a(zl) agl) a(ull al.l‘l) a‘zz) a(32) aE)?.)
”‘33 auxr atl:: (l/zo a;o‘; a(om a(lol (,511) “(3” aﬁ,“ a(ll) a{l‘z) a(32) [[(02) a(“z)
a"u.'x‘, a»i:l' (Z‘;” 0'30) ai’o) af10) a;o) (l%” aal) a(!l) 0(2“ 122‘2) (L:;” a(l:!) af;_,Z)

St nous considérons toutes les solutions nulles ou non de la con-

gruence, il faut remplacer les théorémes I et II par deux théorémes
nouveaux. Dans ce cas, laforme normale elle-méme est différente. Cela
tient & ce qu'il faut appliquer cette fois le théoréme de Fermat sous la
forme générale

x&P+h = x/}., y),gp+le},h (IDOIJP).

En éliminant maintenant les puissances de « et de y de degré supé-
rieur @ p — 1, la congruence s’écrit finalement sous la forme normale

1]
-

»
—~y

(™) F¥(@ )= (@l ar—taPar-2p 4@ yyr—bet = (modp).

1

k

1]
o
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Formons les matrices
k ik & I3 5]
al al L. ay?, ayy all
a'f al .. ap, al +a o
A= a'® al? ... &P +a® al o
k e k : k
af, +a al ... aP, al, o
(k=o0,1,3, ..., p—1)
et de ces matrices le déterminant de degré p?
A A . A A A,
A, Ar oo Aps A, A, (0)
PF": A, Ar, e A.p_\—l—Ao ;\1 (0) ’
Ap_1+A0 A.x “ee Ap_3 A_,,__g (O)
ou la notation symbolique A,_, + A, désigne la matrice
agf ™!+ al aP"tal® ... al -+ ay)y a3
_ a4 al® alM+al .. dlV+a Faf al
alV+al +alV+al  aft4alt L. al M+ ay,

et (o) la matrice a p lignes et p colonnes
o ... O
(o) =

o o0 o o /

Cela posé, nous pouvons énoncer deux théorémes qui se rapportent i
la totalité des solutions de la congruence 1"*.

Tntorese 1. — La condition nécessaire et suffisante pour que la con-
gruence (1*") ait aw moins une solution réelle est que le determinant T'.
soit congru a zéro (mod p).

TutoreMe IV. — Pour que la congruence ait r solutions différentes, il
Jaut et i sujfit que le déterminant T.. soit de rang p* —r.,
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II. — Calcul du déterminant A[ .

Dans ce qui va suivre, nous aurons I'occasion a plusieurs reprises
d'utiliser un déterminant compliqué ; commencons parle calculer afin
de ne pas interrompre plus tard les raisonnements. Ce déterminant,

. R hept
que nous désignerons par A, s'cerit

k=1 3 k-1 k-9 k-1 =1 Jo= k=2 k=2 k=2 k-2 fe—1 Je—2
Ty Yy o Ty Y e Yoo T ) Zy "Yo e Y e &y Z,
=1 k=1 K2 k=1 =1 k=1 k-2 k=2 o k=2 k=2 Jo—1 k-2
@y Y Ty ")y SRR &Y Zy Yy Zy "V SR 41 e T Zy
N Y 2} NP | =1 k=1 k=2 -2 he=2 k-2 k=1 k~2
Ty YVieg Lo Vi Yict Lo Yici %o Y-t cce Yier e Ty z,
k=1 k-1 NS C Nkt k=1 o k=2 k=2 o k-2 k=2 k-1 fe—2
Ve o T Y X ZT Y Ty Yo o Yo cee XY Z)
k=t g k=1 k=2 k-1 =1 k=1 k=2 k=2 o k-2 k=2 -1 fe—2
vy 1 Ty Ty Y1 &y Yy zy Y BRI 4 R Zy
N N B e Tt =1 k=1 g k-2 k=2 ) k-2 k-2 -1 fe=2
Xy Yoy Xy Yk ocee Yier Ty Y-t %y T )YE-y oo Vit x Xy

e Y S Y S T 2§ k=1 k=1 ,,k—2 k=2 o k=2 k—2 f—1 f--2
L1 Yo L-1Yo e Yo Zp-1Y o Zi-1Y0 PRI 4 e Xpy Xpy
Lyh=1 k=2 0 k-1 k=1 k=1 k=2 k-2 o k=2 k-2 Jo—1 =2

Lr1 V1 Ti-1)1 LR 4 1Yy T3 Y1 1 B

k=1 o k=1 k=2 k-1 =1 k=t k=2 k=g k=23 Je—2 k- - 3
T Yitt FENYESL e JES1 FUSVESD TESIYESY e Yici ee- %l T;.%

On obtient ce déterminant (') de degré £* en partant des deux déter-

minants
pli=1 =2
Xy 2 [
k=1 fke~2
AD = x| Z'y I

-1
x/{—.j .:v,h__l ese I

4('1) Remarquons qu'on peut mettre la loi de formation des éléments du déterminant
A% sous la forme suivante

A&’j}: [ tag |
(e, =0,1,2,...,2—1),

= ph=1—=fY k-1
luf = Zy; B]a" Ba

en désignant par «' et ' les quotients et par o, B" les restes des divisions de = et 8 par £.
On a done ,
2= ka'+ o" (2" < k),

p: kp"‘"r@" (p”<]f)-
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et

Jh— =2

Yol X I
k-1 k-2

Ak —1 1 J1 I

_)‘ -_ b

A—-1 ]

Yi-r Yi-y .- 1

par un certain procédé de composition que jai étudié dans mon
travail Sur la Théorie des determinants (paru en hongrois sous le titre :
A determinansok elmé’etéhez) ('). En appliquant au cas qui nous
occupe le théoréme démontré en cet endroit, nous voyons que

A, = (A A =T (o 24 (i )"
(i<j;i,j=o0,1,2,..., k—1).

Ceci nous montre que A ne peut étre égala zéro ou congru i zéro
mod p que s'il existe dans la suite
' . Loy Xy eeny Tpe—y
ou dans la suite
)’o, yl, D) y/.‘—'l

deux valeurs ¢gales ou deux valeurs congrues (mod p).

III. — Démonstration des théorémes I et II.

Revenons maintenant a la recherche des conditions nécessaires et
suffisantes pour que la congruence (17) admette une solution non
nulle.

Supposons qu’une solution non nulle existe. Dans ce cas, aucune
des deux inconnues n’étant congrue a zéro (mod p), on peut, par
I'application répétée des relations

1,;;(p—1)+/z == .’I)/‘, yg(p—--l)+/tE yp (andp)

(conséquences directes du théoréme de Fermat), déduire, de la con-

(1) Math. es Term. Ertesits, t. IV, 1886, p. 268; voir aussi Henser, Ueber die Dar~
stellung der Determinante cines Systems, welches aus zwei anderen komponirt ist (Acta
mathematica, t. XV, 1889, p. 317).
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gruence (1°), les (p — 1)* congruences simultanées

p—2
- ul .
L k) -2 (k) D=3 5 (k) —e—2 —
F =}d(a0 aP i+ a P+ e, xH4ayl, )P k=2=o,
! k=0
p—2
* TJr = N gk —2 (k) -3 k) A k-
aF =Z((zl x? +a‘2 -3 4 af,, . x._*_a”) )yp k 250’
k=0
p—2
J.p—:‘[“tE?(aL/v} .1:P"‘3+a“" i —+ alls) T + al® p—k—2 -—
’ L 2 0 p—t s )Y =o,
k=0
p—2
VF*EZ'CZ/“” P—2 (k1) pp—-3 k+1) (h+1) o= le—2 =
K (ay P2 4 af 2P et x4 alfR) ) yri =,
k=0
p—2

| zyF* Ez(a(ka)

z + a(oln'+l) )y[l—k-2E o,
k=0

p—2

wp—2+a(2k+l) P34, a!plfj—zi)

J.’/"’"}'F*EZ(G‘/',,I‘:’.;” Pt aty g 4 Al x4 altiy ) yr-i—r=o,
k=0
........... : _,
yp-2 wEE(acol:Hz—z) aP—2 a({k-}-p-z)xp—a_*_ o+ a(p/._'_+3p—2) -+ a([/;tlz"'z‘/)yp—/d 2=,
o
Zyp-? F*________Z(a(‘kﬂr—z}xp-a+x<2k+p—z)xp 344 a},"'j.{’“”x + a(o/(.c-p—‘z)) yr—h=2=o,
V=0
RIS e, e . e
,‘\‘ wp= yr=2p* Eé(a;szp—e) B L T ARy yr-k-2 =,
i (mod p)
ot chaque fois que
s>p—2
il faut remplacer les coefficients
ar ay, af, ..., ay,

(s=p+1) (s—p
ao , “1 l+1),

(§~p+
vy a,‘__é 1).
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Les congruences (K) forment un systéme de (p — 1)* congruences
linéaires et homogeénes par rapport aux produits

x> yﬁ

(ty B=o0,1,2,..., p—2)

qui sont également au nombre de (p — 1)%. Ce systéme admet une
solution dans laquelle toutes les inconnues ne sont pas congrues A
zéro (mod p); donc son déterminant, qui n’est autre que le détermi-
nant C. considéré au n® 1, est nul (mod p).

En résumé, si la congruence

(%) F(x,»)=0 (mod p)

est vérifiée par deux valeurs « et y différentes de zéro (mod p), nous
avons
Cpr=o0 (mod p).

En d’autres termes, la (ivistbilieé par p de la valeur de Cy. est une condi-
tion nécessaire de [’ cxistence d’une solution non nulle.

Le caractere suffisant de la condition précédente sera établi par les
considérations suivantes. La congruence (1) n’est résoluble que si
une au moins des valeurs

F*(g, h)

(g, h=1,2, ..., p—1)
est congrue & zéro ou bien, puisque le module p est un nombre pre-

mier, si
p—1 p—1t

P:H HF*(g, hy=o (mod p).

g=1 h=1

Nous aurons démontré que la condition nécessaire trouvée est en
méme temps suffisante si nous faisons voir que la congruence

P = Cp» (modp)
a lieu. C’est ce que nous allons taire. Soient

(Mi) Loy, Ly, cees Xpg

Ann. Fe. Norm., (3), XXVIL. — Mat 1910, 29
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(M.) Yoo Yo oeeer Ye-ns
deux permutations quelconques du systéme des restes

1, 2, ... p—1,

et formons le déterminant

AI}“:““M [, B=0,1,....(p—1)*—1],
ol
tag= 2l
en désignant par o', 8’ les quotients et par «”, 8" les restes des divi-
sions de o et 3 par p — 1. Puisqu’on ne peut trouver dans aucune des
permutations (M, ) et (M, ) des valeurs congrues, nous pouvons affir-
mer, en vertu de la remarque faite 4 la fin du numéro précédent, que
A7 n’est pas divisible par p ou en d’autres termes que

AP =20 (modp).

Calculons maintenant le produit des déterminants Cy. et AY." en les
composant ligne par ligne et faisons usage des congruences

p=2

NY (k) -2 (k+]) p-3 FHD) Y\ k= 2

}_‘(a,. Nap a2 a ) P =2l yi B2, y6)  (modp)
k=0

(i:ja p,0=0,1,2, "'7[3'—2)?

ou il faut substituer
a b 4 a

chaque fois que
u >p — 2, > p— 2.

Notre produit s'écrit alors

F*(zy, 70) coo 2T FH (@, 30) s YRR (2, 70) coe ZETE YR (2, )
F@ny) o gl Fuy) oy Ty .. ety B, )

.......................
.............................

Nl D=2 T/, , -
F{@pm2s ypa) o 2 @y, ypa) - Yol F(@p, yps) - LYo FN (@ psy ¥ pa)

(mod p),
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ou sous une forme abrégée

(p—=12[(p—12—1] p=2 p=2

Cor AP = (— 1) : AT LEF (eooe)  (modp);
i=0 k=0
or
APTt=£o (modp)
et
(p—12[(p—1)—1]
2

est un nombre toujours pair; done

p—2 p—2

H HF*(JT[, i) = Cer (mod p),

i=0 k=0

ou, ce (ui revient au méme,

r—1 p—1
& EI[[ I[__[F*(g, ) = Cp+ (mod p),
g=1 h=1

ce qui prouve que la divisibilite du determinant Cg. par p est une condi-
tion sufjisante pour que la congruence admetle au moins une solution
non nulle.

Nous aurions maintenant &4 nous occuper de la relation entre le
nombre des solutions non nulles et le rang (par rapport au module p)
du déterminant Cp.. Cest cette relation que nous donne en effet le
théoreme 113 la démonstration peut se faire, mutatis mutandis, par la
méme voie que j'ai suivie dans mon travail (') : Sur la théorie des con-
gruences non linéaires (A [felsébbrendii kongruencziak elmeéletéhez, en
hongrois) pour démontrer le théoréme analogue relatif aux con-
gruences & une variable. Qu’il me soit permis de renvoyer le lecteur

aux endroits cités.

(1) Math. és Term. Ertesits, t. 1, p. 296, et Journal fiir die reine und angewandte
Mathematik, t. 99, p. 258; woir aussi KroNECKER, Ueber cinige dnwendungen der
Modulsysteme auf elementare algebraische Iragen (le méme journal, t. 99, p. 329), et
Léopold KroNECKER, Porlesungen iitber Mathematik, t. 11, p. 389-415.
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IV. — Démonstration des théorémes III et IV.

Si nous considérons sans distinction toutes les solutions de la con-
gruence, les conclusions du numéro précédentne sont plusapplicables
puisque nous avons exclu les solutions dans lesquelles une ou deux
des inconnues avaient la valeur nulle (mod p).

Cette fois, comme nous ne faisons aucune hypothése surles valeurs
a et v, la congruence se mettra sous la forme normale

Pt
(1) F*(x, ») Ez(a;"" aPtpaP a4 al, x4l Y yrtl=o
h=0
(mod p).
Admettons que la congruence ait une solution et appliquons le théo-
réme de Fermat

(F) 2EP+h = .‘Z‘l’, yng'hE y/L (ll’]Od p)

pour éliminer les puissances de = et y de degré supérieur a (p — 1)
dans les congruences '

F*(z, y)=o, 2F* (2, y)=o, ..., P tF* (2, y) = o,
Y (2, y)y=o, zy I (2, y)=o, ..., Pty F** (2, y)=o,

Y (2, y)=o0, ayr-iF*(a, Y=o, ..., artyr-1F*(z, yy=o
(mod p).

Nous arriverons & p* congruences nouvelles, linéaires et homogenes
par rapport aux p* produits
% yﬁ

(& B=0,1,2,..., p—1)

fc?t.le déterminant de ces congruences sera, en vertu des hypotheses
Ifnte’s, C{(.)’ngru azéro. Or ce déterminant est identique au déterminant
¥ ctudié au n° 4, nous avons donc établi que la condition

Tive=o0  (modp)

est ne ] - 1 ré
cessaire pour que la congruence (1**) soit résoluble.
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Pour démontrer que cette méme condition est suffisante, on peut
procéder comme au paragraphe III dans la démonstration du théo-
réeme correspondant 1. On n’a qu’a recourir au théoveme relatif 4 la
multiplication des déterminants et I'on trouve

p—1 p—1
(1) Lo AL = AL T T P20 00) (mod.p)
. i=0 k=0
ol les quantités
Loy Viy « o5 Tp—q

et
,VO, ]’U cevy yp-l

figurant dans A" sont deux permutations quelconques du systéme

complet des restes
0, I, ..., p~1.
Mais alors
APiso (mod p)

et ’on peut supprimer le facteur A dans les deux membres de la
congruence (I), donc

p—1 p-—1

n]jl I‘;“(wh yi)= T+~ (mod p)

i=0 k=0

ou, ce qui revient au méme,

p—1 p—1

PEIIIIF**(g, h) = Tpsx (mod p).

g=0 h=0

De lanous pouvons conclure que, si Ty est dwisible par p, un au moins
des facteurs de P est congru & zéro, ce qui signifie que dans ce cas la
congruence (1"*) a nécessarrement une solution reelle.

Quant au théoréme IV, nous aurions a répéter-ce que nous avons dit
a propos du théoréme 11.

V. — Liaison des théorémes I et II.

Si nous rangeons les colonnes du déterminant I'x.. (de degré p*)
dans un ordre convenable et si nous appliquons deux fois le théo-
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produits des mineurs, nous trouvons que I se réduit au produit des
trois déterminants suivants:

(0) 1) (p—2) (p—1)
ap’y aply ... apy a’
) (2) (p—1) (0)
L= apy Qp’y .. Qpy A ay’y [¢]
(p~1) 0) () (p=2(
a,” +a,”, a4, ... [ [¢)
(p—1) (p-1) (p—1)
ay ay e Qy_s
(p—1) (p=1) (p—1) (p=1)
M= ay ay coeagny +af
(p~1) (P-1( (p—1) (p-1)
a,’y +ay ay e Qp_y
—1)%
N= Cl()l 11%]

o @ (x,y) est ce que devient F**(«, ), si nous remplacons z?~* et
y?~! par 1.
La congruence
Tpx» === LMN (mod p)

met en lumiére le fait que la congruence (1°*) n’a de solution réelle
que si l'un des facteurs L, M, N est congru a zéro (mod p).
De plus, nous voyons immédiatement que

L=o (modp)

est la condition nécessaire et suffisante pour la résolubilité de la con-
gruence & une inconnue

F(o,y)=o0 (mod p);
que la condition
M=o (mod p)
est nécessaire et suffisante pour que la congruence & une inconnue
F(z,0)=0 (mod p)

ait une solution non nulle et enfin que

N=Cy™  (modp)
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exprime la condition pour que la congruence

F*(z,y)=0  (modp)

admelte une solution, dans laquelle ni x, ni y n’est congru  zéro.
[l est done établi, mémeau pointde vue formel (ce qui est, du reste,
évident @ priort), que la congruence

F*(z,y)=o0 (modp)

n’a de solution réelle que si 'une au moins des congruences

F(z, o)=o0
F(o, y)=o0) (modp)
O(z,y)=

est résoluble.



