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SUR LES FONCTIONNELLES CONTINUES'",
PAR M. MAUKÏCE FRÉCHET.

Développement de fonctionnelles continues en série d'intégrales multiples.

1. Les fonctionnelles continues. — Nous dirons (.[M une fonctionnelle
est définie dans un ensemble C si à tout élément A de G correspond
un nombre déterminé U^ qui sera la valeur de la fonctionnelle.
Nous nous bornerons dans ce qui sait au cas où C est un ensemble de
fonct ions réelles continues d 'une variable réelle x variant dans un
intervalle f in i J et nous supposerons aussi réelles les valeurs Uy de la
fonct ionnel le correspondant à ces éléments/^r).

Nous dirons que la fonct ionnel le est continue dans G si fn(^) 6t
/(.^appartenant à C, la quanti té [ U ^ — Vf\ tend toujours vers zéro
quand/^(rr) tend uniformément vers /(^) dans l'intervalle j . Appe-
lons écart de//; et de/et désignons par la notation (/»/) le maximum
de \fn{^) —fn{°c}\ dans J. Dire que Uy est continue dans G, c'est
dire que U^ tend vers Vf quand/restant fixe, l'écart (//,) tend vers
zéro. Nous serons alors amené naturellement à dire que IL est unifor-
mément continue dans G, si à tout nombre c ^> o correspond un
nombre T] tel quel ' inégalité (/, ç ) <;T] entraîne [ Vf — U y | < < £ , quelles
que soient les fonctions /(^)) ç(^) dans G.

Pour plus de simplicité, nous supposerons que l ' intervalle J de
variation de x est l 'intervalle (o, -n:). On voit alors que si F(<r) est la
fonction continue de période 2?: égale à/(;r) dans J et à/(-- x ) dans

( !) Le présent travail est le développement de deux Notes insérées aux Compter
rendus^ le 1 8 janvier rgog et le Ier février 1909. Voir aussi une Noie du 16 mai 1 9 1 0
parue pendant l'impression de ce Mémoire.

Ann. kc. Norm.) (3 ) , X?CVIL — MAI 1910 . '20
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(o, —-n:), la série de Fôurier de F(^) sera de la forme

«o
—= -4- ^i COS^ -+- 0^0082^ -4-. . .4- a^ COSnx -h. . . ,
V^

avec
( 1 ) û:o == ^—- i /(.r)oh?, a,i~==- •̂  / /(lr) cosn^^r.

7r ^o . ' ^^o

Je rappelle alors les propositions suivantes :

i° Non seulement la fonction continue f {oc) détermine les constantes a,
mais si les constantes a correspondent à une fonction continue^ elles
correspondent à une seule. On représente cette correspondance d'après
la notation de M. Harwitz

(2) /(^') ̂  -7= -+- ^l COS.Z- 4-^0 COS2.T +. . .;
V^

2° M. Fejer a démontré que ['expression

(3) ^j-(^)

n— -{-(n — i ) a i C O S x 4-...-+- (/?.—/3)a/)COS/?^'4-...-4-^/;-iCOs(/À — i }x
^ V2_________________________________________

/?

[déterminée par n et/(^)] tend uniformément vers /{oc) dans ^inter-
valle (0, îî);

3° Enfin, d'après Parseval^ si F on a, outre (2),

( ^ ) y(.r) r^ — -+- o^ cos.y + a, cos2a?+. . .,
V 2

on peut écrire
2 /ITC

(5) aoa.y-h Oia^ 4- 0202-4-. , .-== -- ^ /(^) 9(^) ̂ •
'̂ T </'u

De cotte égalité on déduit facilement la remarque suivante :

4° Si P^o, x^ oc.^ ...) est un polynôme homogène et de degré p par
rapport à l'ensemble des n -+-1 variables a?o, . . . , .^5 on peut lui faire
correspondre une fonction K(^, co^ .. .5 x^ continue par rapport à



SUB LES FONCTIONNELLES COISTINUES. ICp

rensemble de ses p variables x,, . . . , ̂ , telle que pour toute fonction
continue /(^), 071 Œ^

(6) P(aQ,a^ . .., a,,)

==f f ... ̂ ^(^^^^..^^/(^/(..^-O.^/^O^ri^
i/o i/o t/o

/^ a ̂ ïa/^ définis par ( 2 ).
Il suffît, en développant P sous la forme

P(a^a^ .. ..a,,) -=^y.Aa^a^.. .a^ avec oîo-4- ai -+-. . . 4- ^n=p,

de prendre
( 7 ) K(^, .. .,^,)

v i / 2 \ ^ / ï N^
-= >. A - —= COSA.ao-r-1. . . COS .Z-a,-(-ai COS 2 .r̂ +a,-M . . •

^J \TC/ \ \ /2/

X COS 2 .r̂ .̂ .̂  COS 3 .rao-4-a^a,-+.i... COS /î ̂ ;,.

2. Développement des fonctionnelles continues. — Soit . m a i n t e n a n t Uy
une fonctionnelle continue dans l'ensemble total des fonctions conti-
nues dans (o, T:). D'après le théorème de Fejer et la déf ini t ion de la
continuité de Uy, on aura

(8) Vf= limLV^),
n—- oo

cr^(^) étant défini par (3). Or si l'on pose

n y^_ 4- ( n — ï) y\ cos .a? + . .. + r/,-i ces ( n — i ) x
. \/2 " \_______________

ï/^^î Jo^y i» • • ^ y/z) = ——————————^——————————?

o ù / o ? " - • y j ^ '̂ o111- d^ constantes arbitraires, la valeur de U qui cor-
respond à la fonction G^ de x ne dépend que de ces constantes. On
peut écrire

Uç„(at,ro,....y„)^<•I>/2(yo^ • • ", V/0»

et la fonction ^(jo? • " • ? Jra) est î11^111^ u^c fonction c o n t i n u e de l'en-
semble de ses (^+ ï) variables. Car, si n restant fixe, on a

(9) | j o — — ^ û l < ^ " ^ \yn—^n\<^
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on en déduit
r i (^"-01

(io) 1 •^(..r, r,, . .., r«) - o.(^ ̂  • • - ̂ ) I < £ [^ + 2 J'

et quand s tend vers zéro ̂  .0, .... ..) tend uniformément vers
oj.r, r,, .... r.). donc ̂ (^, ..., ^) tend vers ^(ro, . ...Jn)-
1 D'après le théorème de Weierstrass, on peut considérer ̂  (jo. • • • .7^)
coimne la l i m i t e d-un polvnome e n r o , ....y,, avec convergence um-
forme dans tout domaine fini. En particulier, pour toute valeur fixe de
l 'ent ier /? , on pourra faire correspondre à chaque nombre IVL>o u n
polynôme P^ tel qu'on a i t

i
(il) |P/.(.ro-.rn . .^r j—<^(yo, . • •^)1 <~^

pour
l r o | < M / » |yi |<M,,, . . . , ] y / J < M ^

Mais si l'on prend pour M/, une valeur quelconque supérieure à M \/2,
M désignant le maximum de/(^) dans (o, rc), on aura

^^^^-r-a^...-}-asj^...^^ 1 [f{^)Ydx^'2MÏ<M^
71 Jo

quel que soit î et par suite

(m l^t^o» ̂ i. • • ^ ^ ) — P^(^o. • • • » ̂ )| < -^i'

Cette inégalité jointe à (8) qui peut s'écrire

(^) [Jy==Imi^(ao,ai , . . . , ^^

donne

( ï 3 ) U /== l îmP^(ao , a i , . . . ,a , , ) ,
« •== 30

oh P/, est un polynôme (d'un degré quelconque r/,). Cette égalité est
intéressante eu ce qu'elle rattache l'étude des fonctionnelles conti-
ïiiies à celles des fonctions d'une infinité de variables. Mais nous
allons la transformer au moyen de la remarque 4°. En effet, appe-
lons P^ l'ensemble des ternies de P/, homogène et de degré p . Il l u i
correspond, d'après 4°, unefonction continue K^Çx,,..., ̂ ) d o n n a n t
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lieu à une identité analogue à (6). De sorte qu'on aura maintenant

r ^
(i4) [J,==lim K;°'4-/ ^(^/(.TO^-h...

»=00 |_ JQ

^r . . . Ky ( ̂ i, ̂ ,..., ̂  ) /( x^ ).../( ̂ 2 )/( a?i ) ̂ .r p .. â^
• - ' O •--• 0

Dans cette formule, les fonctions K sont cont inues; mais ce ne sont
pas les seules qui puissent donner lieu à l'identité (i4)» et l'on peut
en profiter pour les remplacer par des polynômes. Nous pouvons tou-
jours en effet, par une nouvelle application du théorème cleWeierstrass,
faire correspondre à chacune des fonctions continues K^5 un poly-
nôme Q^' tel qu'on ait

( i 5 ) \W}(x^x^...,x^~^}{x^x^ ...,^) | < -71

f^pV

pour
0 ̂  X^ ̂  TT, 0 ̂  X^ "^ TT, . . ., 0 ̂  .'2,'p ̂  TT.

Or, la différence de l'accolade de (i4) avec la valeur Q^ qu'elle prend
quand on y remplace les K1^ par les Q^ est en valeur absolue

( ,6) |p.-Q,,^[M^"Ï.....^<^",

M désignant le maximum de f(^) dans (o, ic). Elle tend bien vers
zéro et par conséquent Q,^ tend aussi vers U^.

En résumé, TOUTE FONCTIOJNNELLE U^- CONTIINUE DANS LE CHAMP DES FONC-
TIONS/(.c) CONTINUES DANS UN INTERVALLE (a, 6) PEUT ÊTRE REPRÉSENTÉE SOUS

LA FORME

r r'
Uj'=\\m K^ / ^(^?1)^1/2=60 L J^̂

 .b
( A ) / +( 1 ^^)(^,^)/(^)/(^,)^^4-...

1 l/ (; ^rt

r' r 1 1 1+ / . .. j f/y{^i. ̂ 2, ..- ̂ /.,,)/(.-r/.J.../(^2)/(^i)^i^s---^/. ,
^c/ ^^ J

ou LES u^ SONT DES FONCTIONS CONTINUES Cou mêrne^ si K on veut, des poly"
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n^) ̂  ̂  Terminée, par la foncuonnelle V indépendamment de

la foriction/(^).

^ Nous voyons ainsi s'offrir une représentation analytique pour des
expressions qui ̂ ^paraissaient en être complètement dépourvues.
ï f est ^e. curieux par exemple de powoir exprimer approxzmau^
ment par une somme dmtégrales telle que celle du second membre de
l'égalité (A), la fonctionnelle

(^) V^= [minimum (ie \f(x) \ dans (a, b)].

mii esl évidemment une fonctionnelle continue ( ' ).

4. Ce résultat cependant une fois obtenu, on pourrait se demander
s'il ne serait pas possible de le simplifier et d'arriver à remplacer le
développement (A) par un développement où les indices intérieurs des
fonctions <; seraient supprimées; où par conséquent \!f serait la
somme d'une série d'intégrales multiples d'ordre croissant . La réponse
à celte question est négative. En effet, si nous remplaçons dans (A)
f(x} par cf(x),c étant une constante réelle, nous voyons que si/(^)
\^i fixe, Vcfw s'exprime par la formule (A) comme lirnite de polynômes
en c, tandis que si la modification proposée était légitime, IL/^) serait
la somme d'une série entière en cC). Or, si U,y^ est évidemment une
fonction continue en c (par suite limite de polynômes en c ) , i l n'y a
aucune raison pour qu'elle soit analyt ique. Il suffit pour le voir de
reprendre l'exemple^). Dans cet exemple, on a év idemment

V./=HV/,
et l'on sait que la fonction | c\ n'est pas holomorphe pour c == o.

5. Convergence uniforme du développement (A). — Nous venons de
remarquer que la formule (A) fournit une expression de la fonction
continue dec, Uc/^), comme limite d ^ u n polynôme en c. Mais la con-
vergence de ce polynôme est-elle uniforme? D'après le théorème de

( î ) En écrivant C/= [borne inférieure de \f(x) | dans (/f, b)]., on voit même que cette
fonctionnelle est définie et continue pour toute fonction/(.y} continue ou discontinue.

(s) D'ailleurs, nous verrons plus loin que cette condition nécessaire n'est pas suiïisanle.
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Weierstrass, on sait seulement qu'on peut représenter une fonction
continue comme l imi t e de polynômes convergeant uni formément dans
tout intervalle fini. Si ma in t enan t , procédant par analogie, nous consi-
dérons le développement de IL lui-même en faisant varier la forme de
la fonct ion f{oo\ il apparaît que ce développement ne sera pas néces-
sairement uni formément convergent dans tout le champ des fonctions
continues, mais qu ' i l l'est peut-être dans un ensemble de fonctions
jouant le rôle de l 'intervalle limité.

L'idée la plus naturelle consisterait à faire jouer ce rôle aux fonc-
tions cont inues bornées dans leur ensemble. J'ai montré dans ma
Thèse qu ' i l ne fallait pas voir là la véritable généralisation des ensem-
bles ponctuels limités. Il vaut mieux partir de ce fait qu'on peutdéfmir
un ensemble ponctuel l i m i t é comme un ensemble ponctuel tel que de
toute inf in i té de po in t s de l 'ensemble on puisse extraire une suite
ayant un point l imi te .

La not ion correspondante dans la théorie des ensembles de fonctions
sera celle d 'ensemble compact. Nous dirons ici qu'un ensemble E de
fonct ions est compact ( ' ) si do toute infini té de fonctions de l'ensemble
on peut t irer une suite de fonctions qui convergent uniformément
vers une fonc t ion l imite (appartenant ou non à E). Cette définit ion
est celle qui se prête le mieux aux généralisations de la théorie des
ensembles ponctuels limités. Pour reconnaître pratiquement si un
ensemble est compact, i l est cependant utile de savoir qu'un ensemble
compact de fonctions continues est un ensemble de fonctions bornées
dans leur ensemble et également continues (2).

Nous allons maintenant démontrer que LE DÉVELOPPEMENT (A) EST UNI-
FORMÉaiENT CONVERGENT DANS TOUT ENSEMBLE COmpâCt DE FONCTIONS CONTINUES.

6. Dans ce but , nous établirons d'abord quelques propositions inté-
ressantes par elles-mêmes.

Tout d'abord, nous avons remarqué que si f{x) est une fonction

( 1 ) Cette définition se généralise dans le cas des ensembles abstraits. Voir ma Thèse:
Sur quelques points du Calcul fonctionnel ( Refidicoîiti ciel Circolo matemcuico di Pcdermo,
t. XXII, 1906, p. 6).

( ï ) Ce théorème est dû à Arzelà; je l'ai généralisé dans ma Thèse dans le cas des en-
sembles abstraits. Foir p. 3o, 37.
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continue de o à "rr et: cr^(.z-) la somme de Fejer définie par (3), la
quantité

(/, o-/,j-) = [maximum dans (0,7:) de ]/(-r) -— ^j(^) IL

tend vers zéro quand /i croît indéfiniment. Je dis que la convergence
est uni forme dans tout ensemble compact de fonctions continues de o à T:.
Aut rement dit, si C est un tel ensemble et s. un nombre positif donné,
on peut trouver un nombre p tel que pour n ̂ >p on ait

|/(^)-0^.(^)|<£,

quel que soit x dans (o, T:) et quelle que soit la fonction f\x) de C. En
effet, dans le. cas contraire, il y aurait une valeur de £^>o, telle que
pour toute valeur de l 'entier i, il existe un entier 72, ̂ >i\ un nombre^-
de (o, ^) et une fonction /^(.%') de C pour lesquels on ait
(l8) ' |/,(^.)-^,^,(^)]^£.

Or G étant compact, on peut supposer que f/ tend uniformément
vers une fonction /(^) (en remplaçant au besoin la suite des/^par
une suite extraite des//). En posant ^iÇx)^=fiÇx') — f{x), ̂ iÇx)
tendra uniformément vers zéro. Or, d'après la définition des sommes
de Fejer, on a

cr^,^Es= o-/,,,/',— ^ti^f?
d'où

1/ (—— ^n/. 1 5 1 ?/ —— °'/ï.,9i 1 + I/—— °"«/,/ I-

On sait que le deuxième terme du second membre tend uniformé-
ment vers zéro ; il suffît donc de démontrer que le premier terme tend
aussi uniformément vers zéro pour prouver que l'inégalité (18) est
impossible. Or on sait que les sommes de Fejer d'une fonction con-
tinue restent toujours comprises entre le maximum et le minimum de
cette fonction (^.Puisque entend uniformément vers zéro, ce maximum
et ce minimum tendent vers zéro et par suite o^.^. tend uniformément
vers zéro, donc | ç; — or^. [ tend uniformément vers zéro.

7. Nous allons maintenant prouver que si C est un ensemble compact
defonctions fÇx) continues dans (o, rc), il reste compact quand on lui

( 1 ) Voir par exemple, LHBESGUE, Leçons sur les séries trigonométriques^ p. 98.
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adjoint toutes les sommes de Fejer cr,,,y(.r) | où n est; un entier quel-
conque et/'(.r) une quelconque des fonctions d e C | . l l f a u t m o i s t r e r
que si o-,^^, ^y." - • - es^ une suite inf inie de ces sommes de Fejer,
on peut en extraire une suite uni formément convergente. L'ensemble
G étant compact, on peut supposer comme précédemment que la suite
/',, /^ ... converge uniformément vers une fonction continue ç(.a?).
Alors deux cas se présentent :

i° Ou bien les entiers n , , n.^ ... sont tous inférieurs à un même
entier N; il y en a donc une in f in i t é qui sont égaux à un même
nombre ^l^N. En extrayant de la suite des a une suite convenable,
on sera ramené au cas où ils sont tous égaux à n. Alors l'expres-
sion (3 ) des sommes de Fejer montre que cette suite convergera uni-
formément vers cr^ç.

2° Ou bien en extrayant de la suite des cr une suite convenable, on
pourra supposer que m croît constamment. Or, d'après la proposit ion
précédemment démontrée , on peut faire correspondre îi tout entier k
un entier y/, te! qu'on ait

la / / . . / • (^)—.A^) l <^
pour^><7/, , oc quelconque clans (o, -Tï), f^oc) quelconque dans G. Si
main tenan t n est le premier des nombres /i,, n.^ . . . , qui est supé-
rieur à q^ et à k, on aura, quel que soit /',

]^,,/^(^)--^(^)|<F

et comme f tend uniformément versy\<r), il en sera de même de
cr., / . Dans les deux cas, on a bien extrait de la su i t e des o- une suite

-/'fc^ l'k

uniformément convergente.

7 bis. De même un ensemble compact reste compact (et devient
fermé) quand on lui adjoint tous ses éléments l imites .

8. Enfin, on démont re fac i l ement qu'une fonc t ionne l le Uy cont inue
dans un ensemble compact et fermé est uniformément c o n t i n u e dans
cet ensemble ( ' ). —

( l ) P'oir par exemple ma Thèse, p. 'xj.
Âiin. Éc. Norm., ( 3 ) , XXV1L — MAI 1910. ^
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0 appliquons maintenant ces remarques a la démonstrafon clé la
converS uniforme de la formule (A). Soit C un ensemble compact
i,on\tiptncL uni un ^ l'ensemble obtenu en adjoi-
de fonctions continues dans {o, ,.}. Soit, U l enscn
^ant aux fonctions de C leurs sommes de Fejer . /. Un a uqueD es
aussi compact. Soit D, l'ensemble obtenu en adjoignant D ° b ̂
éléments Lies; D. est compact et fermée donc 'kto^; ( l^^
continue dansD. v sera uniformément continue (n"8). Des ors . tout
nombre s > o on pourra faire correspondre un nombre -, tel que 1 ine-

Halité
('19) (/^",/X-^

vérinéepour une valeur arbitraire de l'entier n et une fonction/(.r)
quelconque dans C, entraîne
(ao) |U^-U^,|<s.

Or(n°&), on peut trouver un entier q tel l 'inégalité n > q ent ra îne
('iq) et par suite (ao) quelle que soit la fonction/(aQ de G. Par suite la
convergence de (8) ou encore de (8') est uniforme dans C. Mais il faut
arriver à celte de (i3), c'ust-à-dire de (i4), ou mieux de (A).

Le champ G étant compact, ses fonctions sont bornées dans leur
ensemble [n° 5, note (^-l. Si nous prenons pour la quantité M définie
précédemment (11° 2) la borne supérieure L des maxima de |/(,a?) [dans G,
l'inégalité (12) se trouvera vérifiée pour toute fonction de C et par
conséquent la convergence de (i3) et(i4) se trouvera assurée uniformé-
ii ient dtins C. Enfin, l'inégalité (16) pourra s'écrire

l P o l <" -I- p^| r ti —— ^/t f <-'. "̂  (/ 3

où L est Indépendant de/(a;) dans C, d'où découle l'uniformité dans G
de la convergence de la formule (A) quand on passe au cas d'un
intervalle (a, b) quelconque.

Les fonctionnelles d'ordre entier.

10. Pour obtenir un résultat plus précis que celui qui est donné par
la formule (A), nous allons sacrifier un peu de sa généralité et voir ce
qu'il devient quand on l'applique aux fonctionnelles les p lus simples.
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Une classe très intéressante de fonct ionnel les a été étudiée par Pin-
cherle et Bourlet. Je veux parler de celles qui possèdent la propriété
de distributivité

u^,=u^+u,,.
En ajoutant la condition qu'elles soient continues, on obtient les fonc-
tionnelles que M. Hadamard appelle linéaires et au sujet desquelles il
a démontré un théorème dont la formule (A) réalise l'extension aux
fonctionnelles continues quelconques.

Les fonctionnelles linéaires peuvent être comparées aux polynômes
homogènes du premier degré en ce sens que, d'après Cauchy, la fonc-
tion réelle continuey(;r) la plus générale telle qu'on ait
( 2 î ) /(Ci4-C2)=/(cO+/(c,)

est de la forme
f{x}=.kœ.

Je me suis donc proposé de définir et d'étudier des fonct ionnel les qui
correspondent de la même manière aux polynômes d'un ordre quel-
conque. Cette définit ion est toute naturelle quand on part du théorème
suivant : La fonction réelle continue la plus générale ç(^) telle quon
ait
( 22 ) 9 (y, + ja -4-... -h y,,-H ) —^ 9 ( y i , + y/, +... 4- j •/„ )

Tt

-+-2® (J'14- y'•- -l- • • • -4- ̂ '"-> ) - • • •
n— 1

4-(-ï)^?(r^)+(-i)^(o) -o
i

V indiquant qu'on doit faire la somme de tous les termes ob tenus
k

en remplaçant (^, ̂  ..., 4) par une combinaison quelconque des
(/z 4- ï) premiers entiers k à k , quels que soient les nombres réels y ^ , ... 5
yn+\ » est le polynôme le plus général de degré n au plus (^ ).

De ce théorème nous déduirons la définition suivante. Nous appel-

(r) Voir M. FRÉCÏIET, Une définition fonction/telle des p!)lj'nonies (Nouvelles ^finales
de Mathématiques, mars 1909). Au lieu de supposer la rolicLion tp(.-c) continue, il suffit
même de supposer qu'elle soit mesurable au sens de Lebesgue.
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lenms fonctionuelfe d'ordre entier n toute fonctionnelle continue lî^
renflant tidenlùé

1 [T/,-yYl-...-./n., —^ [J/„-^-/.,-^-...-+A.~h'̂  UA4-A..-^.••+A.-.l ~~ • - •
rlî) r " "-1

( ^(-i^^U^+C-iî^Uo^o,
i

f celles que soient les Çn + i) fonctions réelles f^ (^), . . . » fn^\ ('^- )» c^^--
t/mies dans im inîermitefixe (a, A).

11. l! estbien faGiledeformerdesexemplesdefonct ionnel lesd 'ordre
entier. Telles sont, par exemple,

"/=r/f^i".
/,6 ,,/» /,/.

t^) ^ / / • • • J K(^i, . .., ̂ )/(.r,)., ,/(^)/(^) ̂ i ̂ r,. . .</,r,,
^ '< f " - e t ^rt

oii K esl uïie fonction cont inue quelconque indépendante de la fonction
/(.r). En etÏet, ces deux fonctionnelles sont évidemment cont inues ;
si l'on substitue la première dans le premier membre de (B), celai-ci
devient le premier membre de (22) si l'on a soin de poser

?W-^ et j^(fLt^) |:^^..,(^-,)];

il est donc nul d'après le théorème énoncé pins haut.
Pour opérer de même avec la seconde fonctionnelle, il est néces-

saire de se servir de la généralisation suivante de ce théorème : La
fûncfùm réelle la plus générale d'an nombre quelconque p de varia-
Inès ^{r^y^ " ^ y ? ) ^i e^ continue par rapport à l'ensemble de ses
rariahles et véri/ie C identité
(^)^(^n^^)^,^^M^^n^^

,. ^...^^^^))

'-S?(yï1^.. •+yÏ^ ..., 7^-h.. .+j^)

-r-^(y^^...^y^ . . .,^4-. . .+J^) -. . .
n—ï

+ („ I)»^ y(y.^, . . .;̂ ;,)) ̂  ( _ ,)^y(o^ . . . . o) S 0,
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quels que soient les (n •+- ï ) p nombres réels y'^ ..., y^^11, est le polynôme
le plus général qui est de degré n au plus par rapport à l'ensemble de ses
p variables (1). Substituons maintenant Ici fonctionnelle (24) dans le
premier membre de (B) ; il prendra la forme

^ ^
î . . . \ \\dx^dx^, . .cl..Vn,

où R est ce que devient le premier membre de (a5) quand on y pose
p -==i n, 9 (j"i ,r^ .. ., r?) === ri 7.2 • • • r /? ^ J/^'' ~=A' (":r/)

[(=:r, 9., . . . , /? ; /r=:i,2, .. ., (^ +i)].

Il est donc aussi nul.
Nous avons ainsi deux exemples très différents de fonctionnelles

d'ordre n dont aucun ne représente la forme générale de ces fonction-
nelles d'ordres entiers.

12. Indiquons d'abord une propriété importante des fonctionnelles
d'ordre entier. AÏ Vf est une fonctionnelle d'ordre n et si/^{x},
f^Çx} . . . , f^C^) sont des fonctions continues quelconques dans
(a, ^), l'expression
(26) ^(.y\^y^ ' • • ?y / ^ ) ̂  ̂ y,f^W^y^f{-2')W+...+•y,,f(ll}{x},

oày^ 5 ..., y? sont des constantes arbitraires^ est, lorsque/^, ..., fp sont
déterminées, un polynôme eny^ ..., y ' y d'ordre n au plus par rapport à
leur ensemble. En effet, U étant d'ordre n, l 'identité (B) est en parti-
culier vérifiée quand on y prend pour les/^(^) les fonctions

f^)=/^^)+.. -h^/^^),

où lesyf sont des constantes arbitraires. Or, en opérant cette substi-
tution, l 'identité (B) donne l'identité <25). Comme, d'après (26)
o(y,, ..., y/,) est une fonction continue, ce sera bien un polynôme de
degré au plus égal à TZ.

13. En particulier, on voit que si nous reprenons l'intervalle (o, T:)
pour (a, b ) la quantité

^(^ ^i, • • •»^)^U^.,/

( 1 ) M. FRECIÏET, Une définit ion fonctionnelle des polynômes {toc. cit.).
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est un polynôme de degré p si U est une fonctionnelle d'ordre/?. Par
suite, dans le raisonnement qui a fourni la formule (A), on pourra
prendre

Pn(a^ . . .,^/J ss^Oo, . .., an)'

II en résulte que le degré r^ de P^ sera constamment égal à/^. A i n s i ,
lorsque, LY esl d'ordre entier p, une première simplification de la for-
mule (A) consistera à prendre toujours r^==p. Mais ce n'est pas tout.

14. Introduisons les fonct ionnel les homogènes.
D'après ce qui précède, si Uy-est d'ordre n, Uc/ est un polynôme en c

de degré n au plus. Nous dirons que V^est homogène et d'ordre n si IL-
est d'ordre n et tel que

(^:) U^s^Uy,

quelles que soient la constante c et la fonction continue/(.^) ( { ) . On
voit immédiatement que si, dans (26), U est une fonctionnelle homo-
gène, ç(rt, ...,y^) sera un polynôme homogène par rapport à l'en-
semble de ses variables.

Si maintenant U^ est une fonctionnelle quelconque d'ordre^, on
aura

Uc/=== UQ-}- C^+. . .-h CP Up,

quand/restant déterminé, c varie, les quantités u^ ..., ^restant
fixes.

Nous aurons donc

U,y=: ̂ + m, 4-. . .+ ̂ ^ (î=: I , 2, . . . , p -+- l).

Si donc on désigne par A^ des nombres bien déterminés (indépen-
dants de k,f, U) solutions des équations linéaires

W Af+2^+...+(^+iyA^=i° si /c^lï

( i si À- = i,
on aura

(^9) ^.=A^U/-,-A^+...+ A^.U^,,^.

damZd168 fonctionnelles homoSènes d'ordre • sont [es fonctionnelles linéaires de M. llZ
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D'après cette formule u^ est une fonctionnelle évidemment continue
de/, Uk == H^, et si on la substitue à U^- dans (B) où l'on remplace n
par/?, on obtiendra évidemment un résultat identiquement nul. Donc

(30) U./- 'VLf+ cïiy^-. . .-4- cPîiy,

ou H^ est une fonctionnelle d'ordre/? au plus, indépendante de c.
Enfin on aura évidemment , quelle que soit la constante y,

tiy) + cy W}) 4-. . . -r c/^ Hy- EEE U(,,-)y ̂  U,^ == H;y + yH^ -4-.. . + y^ îl^.

En identif iant les deux polynômes en y, on a

(31) H^EE^H^ (A-=o , i, . . . , /?) .

15. Développement des fonctionnelles d'ordre entier. — Si maintenant
nous appl iquons à H^ la méthode qui fourni t le déve loppement (A),
nous voyons que la fonct ion

^(^o,^!, . • • ) ^n) === n^,,/-

sera d'abord de degré/? au p lus puisque H^ est d'ordre p au plus;
elle sera en outre telle que

<D^(c^,^, . .,^)=H^,-H^,,,^c^H^),^^^ .. . . ,^).

Donc ̂  est homogène et de degré k exactement. Par suite, dans le
développement (A) de H^, ne figure qu'une intégrale multiple de
l'ordre fixe k pour chaque valeur de n,

.A ../.

(02) H^ = lim | ... 1 u^1^^ ...,^)/(^). . ./(^)/(^i)^ clx^..clx^
n^xj^ J^

De sorte que nous obtenons cette nouvelle simplification de la for-
mule (A) : SÏ Vf est d'ordre entier p, on pourra dans la formule (A)
prendre fa somme des limites des intégrales (au lieu de prendre la l imite
de la somme sans savoir si, chaque intégrale a ou non une l imite).

En résumé, nous obtenons le résultat suivant : Si Uy est une
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jbtècfiormelle d'on/re entier p^ on peut la représenter sous Ici forme :

| U^-= |J |̂~ liœ / ^(.^/(.ri)^ +...
(0 ' ' "^L^ J

\ ~ r 1 1 r 1 1 1
1 4-î im / . . . ^ ^(^,...,^)/(^).../(^t)^i...^ ,
i /(--.-«•y^ ,/^ j

/w fo u^ sont des polynômes indépendants de la fonction f(x).

(Dans le cas où U/'est homogène et d'ordre i, on ob t i en t le théorème
de M. Hadainard.)

16. Propriétés des fonctionnelles d'ordre entier. "- Kemarquons main-
tenant que dans (32) l'intégrale qui figure aa second membre, vérifîant
quet que soit n la condition fonctionnelle (B), où l'on a remplacé n
par À, il en sera de même de sa limite H^ et, comme celle-ci est con-
tinue, elle sera d'ordre ̂  (et non pas seulement d'ordre ̂ p). Cette
remarque jointe à (3i) montre que H^ est homogène et d 'ordre/-;
ainsi toute fonctionnelle d'ordre entier p peut être décomposée ( ' ) en une
somme de fonctionnelles homogènes H'^ d'ordre k croissant jusqu'à p

(^l U/-Uô4-H^P-h...+H,y- ( â ) .

11 est u t i le ici de faire remarquer que nous avons dû démontrer que
l ' identité H^=^H^ étant vérifiée, H^ était d'ordre k. C'estqu'eu effet

0) Une telle ̂ décomposition est unique. Car s'il y en avait deux distinctes, on y rem-
plaçant/ par cf\ oo aurait deux polynômes en c équivalents sans être identiques.

(â ) La proposition actuelle permet de simplifier l'expression générale (G) d'une fonc-
lionnelle d-ordre entier en généralisant un théorème de F. Kiesx qui a été publié pendant
que ce Mémoire était sous presse.

M. Riesx démontre que toute fonctionnelle linéaire U^ peut s^cnre sous la forme
r 1 'U/-== ï f{x)da{x)

^'n

u{x) étant une fonction à variation bornée indépendante de j\x-) et l'intégrale étant

dcnnie au sens de Stielijes, c-est-à-dire étant la limite de^/(^) |:̂ ,,,; ̂ (.,̂ |. ̂

pcu^ obtenir par la môme méthode l'expression d-une fonctionnelle homo^ne d'ordre

S^Z^ ̂  ̂ om^wl du ^ ̂  Expression d'une îonctionneile
(iorclœ entiei quelconque : IOUTE FONCTIONNELLE D'ORDRE ENTIER n EST DE LA FOUMI.

, * (i ^ . • -
V^U, -^ /(,.ri)^(,.,)-^ f(,,,^,.,^ /(.r,^ rf,,,,/,(,,, ,„, ,„ . .

-.{•/'('l)rf•rtX'/(:•")^•••/^"")^•"''"r.•^.-^
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ceci m? serait plus vrai si on rappliquait à une fonct ionnel le cont inue
quelconque. Pour en donner un exemple, considérons la fonc t ionne l le

lîy-rr: [maximum de/OzQ dans (a, b)] -4- [minimum de/(.r) dans (^v, b) |.

11 est facile de voir que celte fonctionnelle est continue et telle yue

U^-cU,.,

quelle que soit la constante c. Cependant Vf n'est pas du premier ordre.
On n'a pas tou|ours

U^-U/.-lL.-hUo^o.

Par exemple, si l'on prend f=== x2, g~= i -— 2;x?, a == o, h = 2, le pre-
mier membre devient

î —— 4 ._ ( — o, ) 4- o ̂  0.

17. Si U/-, Vy, W f sont trois fonctionnelles d'ordres /^ y, r respec-
tivement, et A, B, G trois constantes, la fonct ionnel le

AU/-+ SW/--4- éva-

sera évidemment d'ordre entier au plus égal au plus grand des trois
nombres^, y, /'.

18. De plus, la fonctionnelle
Ty-AU/VyW,.

sera une fonctionnelle d'ordre entier égal à p -4- y 4- /* et, si Uy, Vy, Wy
sont homogènes, elle sera aussi homogène. Il suFfit de démontrer la

OU Ui, Zl^ . . ., Un SO:ST DKS FONCTIONS INDEPENDANTES DE LA FONCT10N/(.Z') (la llOt-diiOll d.^

indiquant qu'on prend l'intégrale au sens de Stieltjes en considérant .vi comme variant
seul). Au contraire, on n'a aucun avantage à se servir de cette forme pour simplifier le
développement (A) d'une fonctionnelle continue quelconque. En revenant aux fonction-
nelles linéaires, on peut déduire de l'expression de M. F. Riesx, une forme

^
U/= / .f(.r)f/c(.z^4-^A,/(.^),

Jn

où y ( < r ) est non seulement à variation bornée, mais continue, et ou la fonction <'( . /• ; et les
constantes A/, -z-z sont indépendantes de la fonction /(.r), la série SA; étant absolument
convergente. Cette expression, étant seule de son espèce, met en évidence ce qu'on pourrait
appeler des résidus (les A;) et des points singuliers fixes (les .r/) de la fonctionnelle
linéaire U/.

Ann. Éc. Norm., (3), XXVII. — MAI 1910. 37
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Proposition «lans ce c'ts. Or ï, est évidemment, continue ; et l'on a

-^ "lin, f\.. F/,̂ , ...^AA.^).../^)^---^

li,n l ' 1 ' . . . ! \(.'y^. ..,^-,)/(^-/)•••/(^«)^/'4-l•••rf•''"+'/
« = x J^ J a

,/, ,„.//
_ « = x ^ ^ ...

S î m f ^ . . f^-«(^-^....,^^^V(^^^^^, ' » • • • »

d'où T.=:AHmT^

T^=r f '... ^ [>.(^, ...,^/,)(^(^-M, • • • . ̂ ^)^(^-^+l^ • • • ^ ^-W-/-)J

. ' /' X ./'( .^H-^r) . • • /( ̂ 1 ) ̂ l • • • ̂ P^r,

T'5 est évidemment d'ordre^-4-^4-7-. Elle vérifie donc (B) où n est
remplacé ^vp+q-^r et en passant à la limite T^ vérifie aussi (B).
Donc Tf est d'ordre // + q + r.

19. Des deux propositions précédentes, on déduit facilement que si
U ^ ^/ une fonctionnelle d'ordre n et si y (j) ̂  M^ polynôme de degré q,
^{\]f'} est une fonctionnelle d'ordre nq.

20. De même si U^ est une fonctionnelle d'ordre n et sif{x^ c) est un
poirnome de degré q eue et continu par rapport à x, l'expression U/^c,.)
est un polynôme en c de degré nq. Car si

/(.r, c) =:-/W (^) + cfW (^) +.. . + c^ (^),

nous savons que la fonction
?(.7o»yi» • • ^ Y ^ ) = UJo/o)-^...+.ry/•('/ï

est un polynôme de degré n. Par suite, la fonction
U^,<,)^cp( î ,c ,c 2 , . . . , c^)

sera un polynôme de degré nq.
Soit Ly une fonctionnelle d'ordre 72, je dis que si ç(^*) est une fonc-

t ion continue déterminée, Uy^y est aussi une fonctionnelle d'ordre n
par rapport à/(.r). Il suffit pour cela de prouver que

U^~U^Uç+Uo=V^
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est une fonct ionnel le d'ordre n— i. Or, c'est ce qu'on voit immédia te-
ment en appelant y^4-i la fonction ç et en formant l'expression

-̂...̂ -2 Vf^.^f,^ +2 ̂ •••-^ - • > •4- <- ' )/;"12v/.+ (- ' )" ̂
n — 1 n — î

(oùj^ • • • ? 7 % n<î peuvent prendre que les valeurs ï y 2, ..., ^ et non
pas / À - i - i ) . On constate alors que cette expression se rédui t au pre-
mier membre de (B) qui est n u l par hypothèse. Comme Vy est évidem-
ment continue, elle est bien d'ordre n — î . Donc

U^y==l^+Uy--[Jo4-V^

est d'ordre n en y.

21. Il est maintenant bien facile d'obtenir la généralisation de la
formule de Taylor. En effet, si Uy est homogène et d'ordre n, U^+^
est un polynôme homogène et d'ordre n par rapport aux constantes
arbitraires c, rf,

U^/^(/:p === c ' 1 UQ 4- c'"~1 ciu^ -4- . . . 4- d11 Un,

Mais U^+ç étant d'ordre n par rapport à/ quand o est déterminé, on a
vu que

u^/^y -= Uy •+- c ny ) +. . . + ̂  Wj1,
où, quand cp est déterminé, H^ est homogène et d'ordre n en/'.

Donc
c" ̂  + c^--1 ^i -+-...+ ^== u^ -h cw^ +... -4- c^ iiy^ ;

par suite u^ est ^r:!!1?"70 homogène et d'ordre {n — k ) en /. De mente
u^ est homogène et d'ordre k en ç. En sorte qu'on pourra écrire

U^ = Uç 4- A^P Uy +... 4- A^ Oc,

o a A / Uy doit être considéré comme un tout représentant une fonc-
t ionnel le homogène et d'ordre/c par rapporta/ , homogène et d'ordre
( n — À-) par rapport à cp.

Si l'on passe au cas d'une fonction non homogène au moyen du
théorème du n° 16, on arrive au résul ta t annoncé :

Si Vf désigne une fonctionnelle cl ' o r d r e entier n, on a

(33) U^^=lJç4-A, l )Uç+...4-Ay)l!^
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çw A'^ Us représente une fonctionnelle d'ordre n —k par rapport à o,
homogène et d'ordre k par rapport à f.

2i>. On a d'ailleurs une signification simple de A^Uy par exemple
en considérant le cas où o(rr) dépend d'un paramètre a et admet une
dérivée en a uni formément con t inue par rapport à x et a. Alors cher-
chons la dérivée de lJy^,a? p^r rapport à a. Si p — x est très petit,

9( . r ,p )=:ç(^ ,a )4- ( i3- -a ) ©aC^, 7 ' ) ^

Y é t a n t compris entre a et p. Donc, d'après (33),i
^r;:^,^) — t-^fA'.aS • A,;.,̂ U^- (p ~ a)A,^lJ,-h. . .-r (p - a)^A^Uy.

De sorte qu'à la limite
^U^iim '̂1^^^^ - q.^\ 5 - a 7 dy. 3(.c,a)-

Avec les notations du Calcul des variations^
W) âU^^U,,

aulrement dit /a variation d'une fonctionnelle d'ordre n : IL est une fonc-
tionnelle d'ordre n — i par rapport à o et l inéaire Çcesl-à-dire homogène
etd'ordre i) par rapport doy. Ce dernier résultat satisfait à l a c o n d i t i o n
< i u e M. Hadainard considère comme seule essentielle quand on veut
étendre aux fonct ionnel les les méthodes du Calcul différentiel ( ') .

23. Enfin considérons des séries de fonct ionnel les . On d é i n o i ï t r e
faci lement que si u n e série de fonct ionnel les cont inues est uni for-
mément convergente dans tout ensemble compact de fonc t ions con-
t inues , sa somme est une fonct ionnel le continue. On peut même
démontrer que si chacun des termes de la série est une f o n c t i o n n e l l e
d'ordre au p lus égal au nombre fixe /?, la somme de la série est u n e
fonct ionnel le qui est d'ordre entier au p lus égal à n. 11 suffî t de remar-
quer que l'égalité (B) se conserve à la l imi te .

Les fonctionnelles analytiques.

2î. La tormiile(A) peut s'exprimer de la façon suivante : la sonnne

< 1 } f^ir ,L HADAMAUD, Levons .mr leCalcul des -vflnaîions, p. ^83.
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des intégrales multiples qui figurent dans le second membre est,
d'après les remarques faites précédemment, une fonct ionnel le d'ordre
7\, Y^. Posons
Vf = vy^ uy) = Yp' — v^1, ..., u^ ' --= v?' — vy-^
Les V^ seront des fonct ionnel les d'ordre entier et l'on aura

( D ) Uj-:^ [j^^uy1 - t - . . . -^U7 f -+- . . . .
On obtient alors un théorème qui correspond complètement au théorème
de Weierstrass [toute fonct ion continue peut être représentée par une
série de polynômes qui converge uniformément dans tout ensemble
compact de po in t s (1 )| à savoir :

TOUTE FONCTÎONPsELLE CONTINUE PEUT ÊTRE REPRÉSENTÉE PAR UNE SÉRIE DE

FONCTIONNELLES D'ORDRES ENTIERS, SÉRIE DONT LÀ CONVERGENCE EST UNIFORME

DANS TOUT ENSEMIîLE COMPACT DE FONCTIONS CONTINUES ( 2).

La formule (A) fourni t même un résultat plus précis puisqu'on peut
même prendre pour U'^ dans le développement (D), une somme d'in-
tégrales nuilliples qui donne une fonctionnelle d'ordre entier (l'espèce
part icul ière .

25. Le développement (D) sera souvent utile en permettant de rem-
placer approximativement une fonct ionnel le continue quelconque par
une fonct ionnel le d'ordre entier .

Mais il présente l ' inconvénient de ne pas être seul de son espèce
pour une fonct ionnel le Uy déterminée. Il n'en est pas de même pour
une classe particulière de fonc t ionne l l e s que nous allons maintenant
étudier en poursuivant l'analogie avec les fonctions d 'une variable.
Nous par t i rons pour cela des deux propriétés suivantes :

26. Si une fonctionnelle Vf peut êire représentée par une série conver-
gente de fonctionnelles homogènes d'ordres enfiers croissants, elle ne peut
l'être que d'une seu/e façon.

( l ) Dans le cas dos ensembles linéairos, nous avons remarqué que les notions d'en-
semble compact et crenseinblc limiLé se confondent.

(• 2 ) G'est-à-dirc tout ensemble de fonctions bornées dans leur ensemble et également
continues.
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En effet, supposons que les deux séries de fonct ionnel les homogènes
d'ordres indiqués par leurs indices
(35) H^+H^-l-... + Iï^+. . ., K^-4- K^-h. ...+- Ky.°4-.. .,

soient convergentes et de même somme. Notre raisonnement supposera
même seulement cette condition réalisée dans un domaine borné D^.
[Nous appellerons ainsi l 'ensemble de toutes les fonctions cont inues
dont le maximum des valeurs absolues dans (a, b) est inférieur à un
même nombre [x.j Si le maximum Mêle [/'(a?)) dans (a, b) est infé-
rieur à (x, il en sera de même de celui de | cfÇx) \ où c est une constante
telle que | c j <~ Par suite, on aura

H^ 4- cliy) -4-... 4- c^îiy -4- . . . = K^ -+- cK)1:1 -+-. . . -h c^K^ -h-. . .,

pour ] c\ <^ — Les deux membres sont deux fonctions holomorphes en c

égales dans l'intervalle ( ± — ) - Leurs coefficients sont donc égaux.
Les deux séries (35) sont donc non seulement équivalentes, mais
identiques terme à terme dans D^. Si les deux séries étaient équiva-
lentes dans D^, c'est-à-dire pour toute fonction f(^') cont inue, elles
seraient partout identiques.

27. Si l'une des séries (35) est convergente clans tout l'ensemble D^,
elle sera absolument convergente dans tout cet ensemble, car d'après ce
qui précède la série

Iiy5 -4- cîiy 4- . . . 4- ̂  H^ 4- . . .,

par exemple, est convergente pour | < " | < ^ - — elle est, par suite, aussi

absolument convergente pour | c \ <^ r. et en particulier pour c = i.

28. Nous généralisons maintenant la n o t i o n de fonction analy t ique
de la manière suivante :

Nous dirons qu'une fonctionnelle \]^ est holomorphe pour y==^ s ' i l
existe un nombre jj-^>o tel quon ait clans tout l'ensemble Du des fonc-
tions continues f{^} pour lesquelles \f(^) — ç (.r) | < ^ dans (a, b)
(36) U^ H{;1^ Hî}iç,+ ..+ H[^+...,
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H^ étant une fonctionnelle homogène d'ordre n et la série convergeant
uniformément dans tout ensemble compact formé de fonctions/^) de
l'ensemble D^.

D'après ce qui précède, la série convergera absolument dans E, y
représentera une fonctionnelle continue et y sera représentable sous la
forme (36) d'une seule manière,

29. Il est facile de donner des exemples de fonctionnelles analyti-
ques. Tout d'abord, d'après la formule (33), toute fonctionnelle d'ordre
entier est holomorphe près de toute fonction continue ç(^). On peut
aussi donner des exemples de fonctionnelles analytiques qui ne sont
pas d'ordre entier. Telle est, par exemple, la fonctionnelle

n ^)\^f=e v - /,

qui est aussi holomorphe près de toute fonction continue, ainsi que la
fonctionnelle plus générale

U,== a,f(^) + ̂ [/(a,)P 4-. . .+ ̂ [/(a,)]^. . .,

où les a^ sont compris dans (û, &), et les a/bornés en valeur absolue
dans leur ensemble. Une forme très générale de fonctionnelle analy-
tique sera la suivante :

r'(87) Vf=u^ j z/i(.yi)/0ri)^4-...
^11

r 1 3 r1'+ f .. . f ^(^n .. .,^)/(^).. ./(^i)^...â?^2+. ..,
^ft v d

où les u^ sont des fonctions continues telles que, par exemple,
, . . , K
\Un(^i, . ..,^/0] < ̂ T»

pour
a^x^b {{-==. i, 2, . .., n),

K étant un nombre fixe.
Une telle série est absolument et uniformément convergente dans

tout domaine borné ; elle représente une fonctionnelle holomorphe
près de toute fonction continue de x. Une telle expression a déjà été



216 M.VXJlîtCE VKliCHEï. — SUR LES FONCTIONNELLES CONTINUES.

considérée par M. Volterra qui la considère comme la f o n c t i o n n e l l e
analytique la plus générale en partant d'un point de vue di f férent du
nôtre (voir la note (1) du n0 31).

30. On voit facilement que si U/est liolomorpheprès de la fonction
©(a?), l'expression VcQ^cf[x} [oùîp(.r) et/(,r) sont deux fonctions
continues déterminées etc une constante arbitraire J est une fonction
holomorphe de c. La réciproque n'est pas vraie. Par exemple, la fonc-
tionnelle U/- définie au n° 16 est telle que U^- ==^U^ . Cependant, elle
n'est pas analytique, car elle serait alors nécessairement d'ordre i, ce
qui n'est pas comme nous l'avons vu.

31. Si Uy1, Vy, Wy sont trois fonctionnelles holomorphes près de la
même fonction ç(^), on voit immédiatement qu'il en est de même de
Uy+V^-î-Wy et de AUyV^W^, A étant une constante quelconque. Si
î\c) est un polynôme en c, on volt que F(Uy) sera aussi une fonc-
tionnelle holomorphe. l ien serait encore de même si F(c) était une
fonction holomorphe près de U^ .

Inversement si cp(,r, X) est u n e fonction uniformément continue par
rapport à l'ensemble des variables x et \ et qui est holomorphe en À,
et si Uy est une fonctionnelle holomorphe de/, V^\] se^^ ^n^ fonc-
tion holomorphe en X( 1 ) .

( 1 ) D'après la note ( 2 ) du n" 16, on voit que toute fonctionnelle holoinorphe près de
zéro (par exemple) pourra s'écrire sous la forme

^
U ^ = U o + / /(^i)^i(^i)+.. .

^ti
^ ^ b b

+ / f(^i)d^ /(.râ)rf.,^.. \ /l(.r„)^^^(,rl,...,.r/,)-T-...
^a t-/n ^a

on ^i, u^ ..., u^ ..., sont des fonctions indépendantes de./. Celte expression est plus
générale que (37).


