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SUR LES FONCTIONNELLES CONTINUES",

Pir M. Mivrice FRECHET.

Développement de fonctionnelles continues en série d'intégrales multiples.

1. Les fonctionnelles continues. — Nous dirons qu'une fonctionnelle
est définie dans un ensemble C sia tout élément A de C correspond
un nombre déterminé U, qui sera la valeur de la fonctionnelle.
Nous nous bornerons dans ce qui suit au cas ou C est un ensemble de
fonctions réelles continues d'une variable réelle x variant dans un
intervalle fini J et nous supposerons aussi réelles les valeurs Uy de la
fonctionnelle correspondant & ces éléments f(x).

Nous dirons que la fonctionnelle est continue dans C si f,(x) et
S (x)appartenant a C, la quantité [U, — U,| tend toujours vers zéro
quand f,(x) tend uniformément vers f(x) dans I'intervalle J. Appe-
lons écart de f, et de fet désignons par la notation ( f,, /) le maximum
de | f,(z) — /f,(x)| dans J. Dire que U, est continue dans C, c’est
dire que U, tend vers Uy quand f restant fixe, ’écart (£, f,) tend vers
zéro. Nous serons alors amené naturellement & dire que U, est unifor-
mément continue dans C, si & tout nombre > o correspond un
nombre tel quel’inégalité (£, o) <n entraine | Uy — U,|<e, quelles
que soient les fonctions f(x), ¢(x) dans C.

Pour plus de simplicité, nous supposerons que l'intervalle J de
variation de « est I'intervalle (o, =). On voit alors que si F () est la
fonction continue de période 2w égale & f(x) dans J et & /(— ) dans

(1) Le présent travail est le développement de deux Notes insérées aux Compties
rendus, le 18 janvier rgog et le 1 février rgog. Foir aussi une Note du 16 mai 1910
parue pendant I'impression de ce Mémoire.

Ann. Be. Norm., (3), XXVIL. — M 1gto, 23
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(o, —=), lasérie de Fourier de F(«) sera de la forme

a
= 4 @, COST + @ CO82L ...+ A, COSRT +.. .,
e

avec

\/; = 2 =

1 Ay = *— x)dx, a,— — z) cosnz dx.

0 ™
0 Yo

™

Je rappelle alors les propositions suivantes :

1° Nonseulement la fonction continue f(x) détermine les constantes a,
maits st les constantes a correspondent a une fonclion continue, elles
correspondent & une seule. On représente cette correspondance d’aprés
la notation de M. Hurwitz

(2) Sfla)~ L

= - @, COST + A3 COS2Z +. ..}
Vo

2° M. Fejer a démontré que 'expression

(3) Gnslz)

a . .\
n=L 4 (n—1)@,COST 4ot (R — P)@pCOSPL 4vud- Uy COS(R —1) 2

=V

n

[déterminée par n et f'(x)| tend uniformément vers f(x) dans U'inter-
valle (0, ™);
3° Enfin, d’aprés Parseval, st l'on a, outre (2),

7

a
(4) @(x)m-\—/—i+a’1cosx+a;coszx+...,
2

on peut écrire

(5) @@y + a, @y + aza’y+ . . ::.%f 'f(x) o(z)dz.
0

De cette égalité on déduit facilement la remarque suivante :

4° SiP(xy, x,, x,, ...) est un polynome homogéne et de degré p par
rapport a 'ensemble des n + 1 variables ,, ..., x,, on peut lui faire
correspondre une fonction X (x,, ,, ..., ©,) conlinue par rapport &
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’ensemble de ses p variables x,, ..., &, telle que pour toute fonction
continue f(x), on ait
(6) Plag, ay,...,ay)
T
0

T ke
:f f .. / K(zy, @0y ..y @) f(2p) f(2poa). . fl2)do, dxy. .. dry,
0 0

les a étant définis par (2).
11 suffit, en développant P sous la forme

P(ay, a, ...,a,l):?Aaf,‘oai‘l...affu avee Cly= oty . . oy = P,

de prendre
(7) K(‘z‘h-'wxp)

a\ P 1 \ %
=>» A{-= — | cOs@yq...COSLyrny COS2Lg gt - - -
T \/2

]
XK COS2 Xy 4y oy COS O Ly tetiel - - - COS NN

2. Développement des fonctionnelles continues. — Soit maintenant U,
une fonctionnelle continue dans I'ensemble total des fonctions conti-
nues dans (o, =). D’aprés le théoréme de Fejer et la définition de la
continuité de Uy, on aura

(8) Uf: lim Ugmj(x),

o r(2) étant défini par (3). Or sil’on pose

ng//_._, +(n—1))yyCo08x—+...+ ¥,y c08(n—1)x
2
(ID,,_(.‘L', Yor Yis <+ yn): v 3

n

ol y,, «--, ¥ sont des constantes arbitraires, la valeur de U qui cor-
respond a la fonction ¢, de  ne dépend que de ces constantes. On
peut écrire

Usia, yoree ) = P (Yos oo oy ¥u)s

et la fonction @, (y,, -+, ¥») est méme une fonction continue de l’en-
semble de ses (n—+ 1) variables. Car, si » restant fixe, on a

(9) l)'0—50]<5’ cees [Yn— 50| <5,
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on en deduit

. <o+ =0,
(10) “;,:\‘I‘.L\'O,...._}',,9——;),,((1‘,4‘,,...,N,,, e \/E 5

et quand ¢ tend vers z6ro 2, (¥, Sos - oo z,) tend uniformément vers
S (X Voo covs va)y done D, (5, o 5,) tend vers C.I),L'(_yo, ey Va)-
Dapres le théoréme de Weierstrass, on peut considérer @, (¥, --- ,y,‘,)
comme la limite d'un polynome en v, ..., ¥,, aVec convergence uni-
forme dans tout domaine fini. En particulier, pour toute valeur fixe de
entier n, on pourra faire correspondre a chaque nombre M,>o un

polynome P,, tel gu’on ait
I
(11} [Pu( 3o ¥ ooor Ya) —Qu( Yoy o ) | < 3

)
n-

pour

[ el < My, |y < Mg, ¥u| < Ma.

Mais sil'on prend pour M, une valeur quelconque supéricure & M y/2,
M désignant le maximum de f(«) dans (o, ©), on aura
) 2 [T . ) ) )
(V¥zal+ai+...+a}+...2 7—_/ [f(x)]PdeZaM2<< M.
"
quel que soit 7 et par suite
\ I
(123 [@n (g, ayy oo yay) —Pu(ag, .., a,) | < ~

Cette inégalité jointe & (8) qui peut s’écrire

(8" Ur=lim®,(ayay, ..., a,)
n=aw

donne

(15) Uf:”n)-pn(a();an S @),
n=x

f)il P, est un polynome (d'un degré quelconque r,). Cette 6galité est
intéressante en ce qu’elle rattache I’4tude des fonctionnelles conti-
nues a celles des fonctions d’une infinité de variables. Mais nous
allons la transformer au moyen de la remarque 4°. En effet, appe-
lons P, , 1’e11§eml‘)le des termes de P, homogeéne et de degré p. 11 lui
correspond, d’aprés 4°, une fonction continue K7 (z,,...,2,) donnant
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lieu & une identité analogue 4 (6). De sorte qu’on aura maintenant

Ur=1lim [K;?‘—*—[ K (@) flae))doey—+. ..
A

n=w

+v[o. .. .l‘[ .K',,’n‘(ml.;rg, cer @) flep) oo f(2e) f2y) dizy. . .dx,":| .

Dans cette formule, les fonctions K sont continues; mais ce ne sont
pas les seules qui puissent donner lieu & I'identité (14), et 'on peut
en profiter pour les remplacer par des polynomes. Nous pouvons tou-

_jours en effet, par une nouvelle application du théoreme de Weierstrass,

faire correspondre & chacune des fonctions continues K“' un poly-
nome Q%' tel qu’on ait

. : I
(15) [ QW (@, @ayee oy 2p) — KPP (@), 22y ooy ) | < m»

pour
olxim, o-a,5T7, . olz,im.
Or, la différence de I'accolade de (14) avec la valeur Q, qu’elle prend
quand on y remplace les K’ par les Q"' est en valeur absolue
o M2z (M) 1
) I < T - AN __MT
(16) | P, Q,,]=122[31r+ ST et 1 »<n26 s
M désignant le maximum de f(x) dans (o, ). Elle tend bien vers
zéro et par conséquent Q, tend aussi vers Uy.
En résumé, ToutE ¥oNCTIONNELLE Uy CONTINUE DANS LE CHAMP DES FONC-
TI0NS /() CONTINUES DANS UN INTERVALLE (&, ) PEUT ETRE REPRESENTEE SOUS
LA FORME

b
U,=lim [ + f WP () fn) day
n=w a

0 b
-+ [ f W (g, 2,) fl2,) f(o) deydey+. ..

b b
+f . f W (2, Zay oons 20 (2,000 f203) [ (2) d;cldxg...f[x,."] ,

oU LES %" SONT DES FONCTIONS CONTINUES (ou méme, si L'on veut, des poly-
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nomes) qui sont determinées par lu fonctionnelle U indépen damment de
la fonetion /().

3. Nous vovons ainsi s’offrir une représentation analytique pour des
expressionsqﬁi a priori paraissaient en étre complé'.toment dépogrvugs.
1l est asses curiewx par exemple de pouvoir expruner approvinatiye-
ment par une somme d intégrales telle que celle du second membre de

l'égalite (A), la Jfonctionnelle

(17) V= [minimum de | /(x)| dans («, b)].
qui est évidemment une Jonctionnelle continue (")

4. Ce résultat cependant une fois obtenu, on pourrait se demander
s'il ne serait pas possible de le simplifier et d’arriver & remplacer le
développement (A) par un développement ou les indices inféricurs des
fonctions «* seraient supprimées; ot par conséquent U, serait la
somme d’une série d’intégrales multiples d’ordre croissant. Laréponse
i celte question est négative. En effet, si nous remplacons dans (4A)
Sf(z) par ¢f(x), c étant une constante réelle, nous voyons que si /()
est fixe, U,y s’exprime par la formule (A) comme limite de polynomes
en ¢, tandis que si la modification proposée était légitime, Uz, scrait
la somme d'une série entiére en ¢(*). Or, si U,z est évidemment une
fonction continue en ¢ (par suite limite de polynomes en ¢), il n’y a
aucune raison pour qu’elle soit analytique. Il suffit pour le voir de
reprendre I'exemple (17). Dans cet exemple, on a évidemment

'V‘_f: I c ‘ Vf)
et 'on sait que la fonction | ¢| n’est pas holomorphe pour ¢ = o.

5. Convergence uniforme du développement (A). — Nous venons de
remarquer que la formule (A) fournit une expression de la fonction
continue de ¢, U, 7., comme limite d’un polynome en c. Mais la con-
vergence de ce polynome est-elle uniforme? Daprés le théoréme de

. o TT - . ,
( ) En éerivant 'Uf‘._[bome inférieure de | ()| dans («, 6)], on voit méme (que cetle
foyitlon{xglle est définie et continue pour tonte fonction Jt) continue ou discontinue.
(*) Drailleurs, nous verrons plus loin que cette condition nécessaire n’est pas suffisante.



SUR LES FONCTIONNELLES CONTINUES. 199

Weierstrass, on sait seulement qu'on peut représenter une fonction
continue comme limite de polynomes convergeant uniformément dans
tout intervalle fini. Si maintenant, procédant par analogie, nous consi-
dérons le développement de U lui-méme en faisant varier la forme de
la fonction f(a), il apparait que ce développement ne sera pas néces-
sairement uniformément convergent dans tout le champ des fonctions
continues, mais qu'il I'est peut-étre dans un ensemble de fonctions
jouant le role de I'intervalle limité.

L’idée la plus naturelle consisterait i faire jouer ce role aux fonc-
tions continues bornées dans leur ensemble. J’ai montré dans ma
These qu’il ne fallait pas voir la la véritable généralisation des ensem-
bles ponctuels limités. Il vaut mieux partir de ce fait qu'on peut définir
un ensemble ponctuel limité comme un ensemble ponctuel tel que de
toute infinité de points de ’ensemble on puisse extraire une suite
ayant un point limite.

La notion correspondante dans lathéorie des ensembles de fonctions
sera celle d’ensemble compact. Nous dirons ici qu'un ensemble I de
fonctions est compact (') si de toute infinité de fonctions de 'ensemble
on peut tirer une suite de fonctions qui convergent uniformément
vers une fonction limite (appartenant ou non a E). Cette définition
est celle qui se préte le mieux aux généralisations de la théorie des
ensembles ponctuels limités. Pour reconnaitre praliquement si un
ensemble est compact, il est cependant utile de savoir qu'un ensemble
compact de fonctions continues est un ensemble de fonctions bornées
dans leur ensemble et également continues (*).

Nous allons maintenant démontrer que LE DEVELOPPEMENT (A) EST UNI-
FORMEMENT CONVERGENT DANS TOUT ENSEMBLE COMPACt DE FONCTIONS CONTINUES.

6. Dans ce but, nous établirons d’abord quelques propositions inté-
ressantes par elles-mémes.
Tout d’abord, nous avons remarqué que si f(x) est une fonction

(1) Cette définition sc généralise dans le cas des ensembles abstraits. Zoir ma Thése:
Sur quelques points du Calcu! fonctionnel ( Rendiconti del Circolo matematico di Palermo,
t. XXII, 1906, p. 6).

(2) Ce théordme est da & Arzeld; je l'ai généralisé dans ma Thése dans le cas des en-
sembles abstraits. #oir p. 30, 37.
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continue de o & = et g, () la somme de Fejer définie par (3), la
quantité

(f, ou.7) = [maximum dans (o, ) de | f(x) —an s (2)]],

tend vers zéro quand ~ croit indéfiniment. Je dis que la convergence
estuniforme dans tout ensemble compact de fonctions continues de o a =.
Autrement dit, si C est un tel ensemble et ¢ un nombre positif donné,
on peut trouver un nombre p tel que pour n >p on ait

[f(z) —onr(2)]| <

quel que soit .z dans (o, ) et quelle que soit la fonction f(x) de C. En
effet, dans le cas contraire, il y aurait une valeur de e > o, telle que
pour toute valeur de I’entier z, il existe un entier 2,>>¢, un nombre x;
de (o, =) et une fonction /; (z) de C pour lesquels on ait

(18) Ifi(l'i)—-qzz;.fi(xi)lze'

Or C étant compact, on peut supposer que f; tend uniformément
vers une fonction /() (en remplacant au besoin la suite des f; par
une suite extraite des fi). En posant ¢:(x)=fi(x) — f(x), 2:(x)
tendra uniformément vers zéro. Or, d’apres la définition des sommes
de Fejer, on a
dont Tniv9e= T fi™ Tnof>

{fl'— Tnifi I s |9 Cnye l -+ If— Tnif I

On sait que le deuxiéme terme du second membre tend uniformé-
ment vers zéro ; il suffit donc de démontrer que le premier terme tend
aussi uniformément vers zéro pour prouver que I'inégalité (18) est
impossible. Or on sait que les sommes de Fejer d’une fonction con-
tinue restent toujours comprises entre le maximum et le minimum de
cettefonction(*). Puisque o;tend uniformément vers zéro, ce maximum
et ce minimum tendent vers zéro et par suite o, ., tend uniformément
vers zéro, donc | 9; — g, | tend uniformément vers zéro.

7. Nous allons maintenant prouver que s C est un ensemble compact
de fonctions f(x) continues dans (o0, «), il reste compact quand on lui

(1) oir par exemple, LEBESGUE, Legons sur les séries trigonométriques, p. 98.
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adjoint toutes les sommes de Fejer 5, () ol n est un entier quel-
conque et f(x) une quelconque des fonctions de C|. Il faut montrer
que si 5, ;. G, .. --- est une suite infinie de ces sommes de Fejer,
on peut en extraire une suite uniformément convergente. L'ensemble
C étant compact, on peut supposer comme précédemment que la suite
Jis fas --. converge uniformément vers une fonction continue o ().
Alors deux cas se présentent :

1° Ou bien les entiers n,, n,, ... sont tous inférieurs & un méme
entier N; il y en a donc une infinité qui sont égaux & un méme
nombre n=N. En extrayant de la suite des & une suite convenable,
on sera ramené au cas ol ils sont fows égaux i n. Alors I'expres-
sion (3) des sommes de Fejer montre que cetle suite convergera uni-
formément vers o, . '

2° Ou bien en extrayant de la suite des & une suite convenable, on
pourra supposer que »; croit constamment. Or, d’apreés la proposition
précédemment démontrée, on peut faire correspondre & tout entier £
un entier ¢, tel (u’on ait

l7n () — Lol <s,
pour n>gq;, x quelconque dans (o, w), f(x) quelconque dans C. Si
maintenant r,, est le premier des nombres n,, n,, ..., qui est supé-
rieur & ¢, et & £, on aura, quel que soit £,
I

| Tt (£) =S, (2) [ < 70

et comme f, tend uniformément vers f(x), il en sera de méme de
Tyt DANS les deux cas, on a bien extrait de la suite des o une suite

dniformément converge nte.

7 bis. De méme un ensemble compact reste compact (et devient
fermé) quand on lui adjoint tous ses ¢léments limites.

8. Enfin, on démontre facilement qu'une fonctionnelle U, continue
dans un ensemble compact et fermé est uniformément continue dans
cet ensemble (V).

(') Foir par exemple ma These, p. 2g.

Ann. Ec. Norm., (3), XXVII. — Mar1 1g10. 206
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enant ces remarques i la démonstration de la
convergence uniforme de la formule (A). Soit G un ensemble comp.a(ft
de fonetions continues dans (o, =). Soit D Pensemble obtenu en adjoi-
gnantaux fonetions de Cleurs sommes de Fejer Tz On a vu que D est
aussi compact. Soit D, Uensemble obtenu en adjoignant & D tous ses
¢léments limites; D, est compact et fermé; done, la fonctionnelle U,
continue dans D, v sera uniformément continue (n° 8). Dés lors, & tout
nombre £ >0 on~p0urra faire correspondre un nombre 7 tel que I'iné-

9. Appliquons maint

galité

(19) (frouy) <<

vérifiée pour une valeur arbitraire de I'entier 2 et une fonction /()
_quelconque dans G, entraine

(20) | Uy — Ug, ] <=

Or (n° 6), on peut trouver un entier ¢ tel I'inégalité » > ¢ entraine
(19) et par suite (20) quelle que sott la fonction f(x) de C. Par suite la
convergence de (8) ou encore de (8') est uniforme dans C. Maisil faut
arriver a celle de (13), ¢’est-a-dire de (14), ou mieux de (A).

Le champ C étant compact, ses fonctions sont bornées dans leur
ensemble [n° 5, note (*)]. Sinous prenons pour la quantité M définie
précédemment (n®2) laborne supérieure Ldes maxima de | f(x)|dans C,
Uinégalité (12) se trouvera vérifice pour toute fonction de G et par
conséquent laconvergence de (13) et(14) se trouvera assurée uniformé-
ment dans C. Enfin, Pincgalité (16) pourra s’écrire

1
IP”—-Q”I\’;_—_’(;U‘,

ot L estindépendant de f(a) dans C, d’ott découle 'uniformité dans G
de la convergence de la formule (A) quand on passe au cas d’un
mtervalle (@, b) quelconque.

Les fonctionnelles d’ordre entier.

!O. Pomj obtenir un résultat plus précis que celui qui est donné par
la formule (A), nous allons sacrifier un peu de sa généralité et voir ce
quil devient quand on I'applique aux fonctionnelles les plus simples.
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Une classe tres intéressante de fonctionnelles a été étudiée par Pin-
cherle et Bourlet. Je veux parler de celles qui possédent la propriété
de distributivité

Upir,=Up+ Uy
En ajoutant la condition qu’elles soient continues, on obtientles fone-
tionnelles que M. Hadamard appelle Znéaires et au sujet desquelles il
a démontré un théoréme dont la formule (A) réalise 'extension aux
fonctionnelles continues quelconques.

Les fonctionnelles linéaires peuvent étre comparées aux polynomes
homogénes du premier degré en ce sens que, d’aprés Cauchy, la fone-
tion réelle continue /() la plus générale telle qu’on ait

(21) J(er+ )= fler) +f(e)

est de la forme

flx)=Ax.
Je me suis donc proposé de définir et d’¢tudier des fonctionnelles qui
correspondent de la méme manitre aux polynomes d’un ordre quel-
conque. Cette définition esttoute naturelle quand on part du théoréme
suivant : La fonction réelle continue la plus générale () telle gu'on
ait
(22) o1 +y2a+.. -+ Yun) _‘2 (¥, + Yoy 0%,)

n

+2‘P(.}/11 +y"2+‘ ‘ '.‘-y“u—»l) -

n—1

—I—(—I)"Zcp(y,}) + (—1)**o(0) =o0

1

[2 indiquant qu'on doit faire la somme de tous les termes obtenus

k
en remplacant (7,, 7,, ..., i;) par une combinaison quelconque des

(n+ 1) premiers entiers £ & /»] , quels que sotent les nombres réelsy,, ...,

Ynei» €St le polynome le plus geéneral de degre n aw plus(*).
De ce théoréme nous déduirons la définition suivante. Nous appel-

(1) Poir M. Frécner, Une définition fonctionnelle des polynomes ( Nouvelles Annales
de Mathématiques, mars 19og). Au lieu de supposer la fonclion ¢(.r) continue, il suffit
méme de supposer qu'elle soit mesurable au sens de Lebesgue.
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lerons fonctionnelle d'ordre entier n toute Sfonctionnelle contnue Uy

vértfiant lidentité

. - - .
\ U./‘l SR e “‘\_‘ U./';,-f-./'i,*—--~+f.‘,. +L Ufn—’—fg+-~~+fi,.,, ot

By . " n-t

(B l —i-(—l)"ZUff."“(—")"’HUO:O,

1

quelles que sotent les (n + 1) fonctions réelles f, (x), cons S ( ), con-
tinues dans un tntercalle fixe (a, b).

I1. Hestbien facile de formerdes exemples defonctionnelles d’ordre
entier. Telles sont, par exemple,

(23) U,:‘f(“': )J ,

Al NG
(24) Up= / / e / K(zy, ..o, 20) /f(en). o f () fley) deydey. o odey,

“va *a Ya

olt K est une fonction continue quelconque indépendante de la fonction
J(x). En effet, ces deux fonctionnelles sont évidemment continues ;
si I'on substitue la premiére dans le premier membre de (B), celui-ci
devient le premier membre de (22) si 'on a soin de poser

b .. :
(H_') [i=1,2, ..., (n+1)];

o)== an et y,-:f;(

2
\

il est donc nul d’apres le théoréme énoncé plus haul.

Pour opérer de méme avec la seconde fonctionnelle, il est néces-
saire de se servir de la généralisation suivante de ce théoréme : La
Jonction réelle la plus générale d’un nombre quelconque p de varia-
bles 5( v\, ¥av -5 ¥,) qui est continue par rapport @ lensemble de ses
variables et verifie {'identite

03 (e 1) A2) A1) a0 (2 +1)
(20) g+ e T + Yy )+"'+.7(2"+“’"")’;»l)+y;a2)+'"+«V;’"H))

——v g(y"’x*,l. _+y(i,.\ (i‘\'i*‘ + 1[,.\)
e R 1,-‘.,)”, -},I'

n
- , ' .

+ ¥ Gyt e Ly e ) —
PRI 1 KRN S) “en 71' e
n—1

-+ (— 1}ILEQ(J~"‘.\, ...,y‘l‘;d)_i_(_l)n—e—ltp(o’ e 0)=o0,
1
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quels quesotent les (n + 1) p nombres réels »'y, ..., v, est le polynome
le plus géncral qui est de degré n au plus par rapport a U'ensemble de ses
p variables ('). Substituons maintenant la fonctionnelle (24) dans le
premier membre de (B); il prendra la forme

b N
f . / R dz, dury. . .dzn,
14 b

a

olt R est ce que devient le premier membre de (25) quand on y pose

p=n, C?(ﬂ‘h Ya,y . -:.Vp) =V 20V 1l/) :/I.'(-T,')

[t=1,2,...,n; k=1,2,...,(n+1)].

11 est donc aussi nul.

Nous avons ainsi deux exemples trés différents de fonctionnelles
d’ordre 2 dont aucun ne représente la forme générale de ces fonction-
nelles d’ordres entiers.

12. Indiquons d’abord une propriété importante des fonctionnelles
d’ordre entier. St U, est une fonctionnelle d’ordre n et st [ (x),
S (x), ..., [0 (x) sont des fonctions continues quelconques dans
(a, b), l'expression
(26) ’-."(.}’u.}’-z‘ LELR ’yp) = Uy,j(’)(.):')-\\—y:f("')(.'z:)+...+_1‘,, f‘}"(x),

OLY,,y -.vy Yy Sont des constantes arbitraires, est, lorsque f, ..., f, sonl
déterminées, un polynome eny,, ..., y, d ordre n au plus par rapport a
leur ensemble. Bn effet, U ¢tant d’ordre n, 'identité (B) est en parti-
culier vérifite quand on y prend pour les fi:(x) les fonctions

Jilx) =y 0 () ..y S0 (@),
ot les y© sont des constantes arbitraires. Or, en opérant cette substi-
ok

tution, lidentité (B) donne l'identité (25). Comme d’aprés (20)
o(¥i, ---, ¥p) est une fonction continue, ce sera bien un polynome de
degré au plus égal a n.

13. En particulier, on voit que si nous reprenons lintervalle (o, ©)
pour (a, b) la quantité

D, (ag @y, - ap)=Us,,

(1) M. Fricurt, Une définition fonctionnelle des polynomes (loc. cit.).
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est un polynome de degré p si U cestune fonctionnelle d’ordre p. Par
suite, dans le raisonnement qui a fournila formule (A), on pourra

prendre
P,(as, ...,a,) = D, (ay, ..., an).

Il en résulte que le degré r, de P, sera constamment égal & p. Ainsi,
lorsque U, est d'ordre entier p, une premiere simplification de la jfor-
mule (A) conststera & prendre toujours r, = p. Mais ce n’est pas tout.

4. Introduisons les fonctionnelles homogénes.

D’aprés ce qui précéde, si Upestd’ordre n, Uy estun polynome en ¢
de degré n au plus. Nous dirons que Uy est homogeéne et d’ordre n si Uy
est d’ordre n et tel que

(27> UcfE C"Uf,

quelles que soient la constante ¢ et la fonction continue f(z)('). On
voit immédiatement que si, dans (26), U est une fonctionnelle homo-
géne, o(v,,..., ¥,) sera un polynome homogéne par rapport & I’en-
semble de ses variables.

St maintenant Uy est une fonctionnelle quelconque d’ordre p, on

aura
Uep= ug+ cuy+...+cPu,,

quand f restant déterminé, ¢ varie, les quantités u,, ..., u, restant
fixes.
Nous aurons done

Upp=tty+ i, +. . .+ iru, (i=1,2,...,p+1).

Si donc on désigne par A® des nombres bien déterminés (indépen-
dants de £, £, U) solutions des équations linéaires

(28) A+ 2 AP o (pr A, =10 ST R
si k=1,

on aura

(29) Up= A(l/“.)Uf‘i" A(Q/f)Ugf‘*-. oo A;’L U(p-H)f‘

dafr:) ;Jes fonctionnelles homogenes d’ordre 1 sont les fonctionnelles linéaires de M. Ila-
ard.
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D’aprés cette formule u; est une fonctionnelle évidemment continue
de f, uy _—_H“}", et si on la substitue & Uy dans (B) ol I'on remplace »
par p, on obtiendra évidemment un résultat identiquement nul. Donc

(30) Uy HY + cHY . ..+ e HY,

olt H‘}" est une fonctionnelle d’ordre p au plus, indépendante de e.
Enfin on aura évidemment, quelle que soit la constante v,

HY 4 ey Hp . eryP B = Ueyyp== Uygopy= HY - y HY . . yP HE),

En identifiant les deux polynomes en y, on a

(31) H% = ¢t HIP (k=o,1,...,p).
15. Développement des fonctionnelles d’ordre entier. — Si maintenant

nous appliquons a HY la méthode qui fournit le développement (A),
nous voyons que la fonction

‘h . R p— i
D (g, tyy ooy ay,) = Il,;m/.

sera d’abord de degré p au plus puisque HY est d’ordre p au plus;
elle sera en outre telle que

O (eay, cay, o o cay) =HE =W, =L =@ (a,, . ..., a,).
Donc @ est homogene et de degré £ exactement. Par suite, dans le
developpement (A) de HY, ne figure qu'une intégrale multiple de
Pordre fixe £ pour chaque valeur de »,

Al )
(32) H}f = “lll‘/ .. f W@y, ooy ) floen) .. S(@) (@) day day .o day.

n=w

De sorte que nous obtenons cette nouvelle simplification de la for-
mule (A) : St Uy est d’ordre entier p, on pourra dans la formule (A)
prendre la somme des limites des intégrales (au lieu de prendre la limite
de la somme sans savoir si chaque intégrale a ou non une limite).

En résumé, nous obtenons le résultat suivant : S& Uy est une



208 MAURICE FRECILET.

Sfonctionnelle d' ordre entier p, on peut la représenter sous la forme :

!

N
\U_,:l:o-;_mn [/ u,,“(x)f(xﬁd.r,] ..

n==

(€ PO
’ -+ lim [ [ Wz, ...,.r,,)f(xzfj,)..._/'(;z“t)d;rl...d.r,,] ,

nmw |

ott les u® sont des polynomes independants de la Jonction f(x).
(Dans le cas ot Uy est homogéne et d’ordre 1, on obtientle théoréme

de M. Hadamard.) ‘

16. Proprietés des fonctionnelles d’ordre entier. -- Remarquons lpain—
tenant que dans (32) l'intégrale qui figure au second membre, vérifiant
quel que soit 2 la condition fonctionnelle (B), ot Pon a remplacé n
par 4, il en sera de méme de sa limite H‘Af“ et, comme celle-ci est con-
tinue, elle sera d’ordre $4 (et non pas seulement d’ordre = p). Cette
remarque jointe & (31) montre que HY est homogéne et d’ordre £
ainsi toute fonctionnelle d'ordre entier p peut éire décomposce (') en une
somme de fonctionnelles homogénes H‘.’}’ d’ordre k croissant jusqi a p

(D) Up= U+ H P - - B ().
Il est utile ici de faire remarquer que nous avons du démontrer que

Pidentité Hfy = ¢* H' étant verifiée, H® était d’ordre 4. Cest qu’en effet

(1) Une telle décomposition est unigue. Car s'il y en avait deux distinctes, ¢n y rem-
plagant f par ¢f, on aurait deux polynomes en ¢ équivalents sans étre identiques.

(*) La proposition actuelle permet de simplifier 'expression générale (C) d'une fone-
tionnelle d’ordre entier en généralisant un théoréme de F. Riesz qui a 616 publié pendant
(que ce Mémoire élait sous presse.

M. Riesz démontre que toute fonctionnelle /indaire U peut s’éerire sous la forme

b
Uy = / 1) dulx)
“va .
w(.x) élant une fonetion & variation hornée indépendante de f(x) el I'intégrale étant

o N Y , T . - )
définie au sens de Sticlijes, ¢'est-a-dire étant la limite de Zj(a:i) [tCa, oy) —ula;)] On
peut obtenir par la méme méthode Pexpression d’une fonctionnelle homogéne d’ordre
cntier et en faisant usage de la décomposition du n® 16, I'expression d’une fonctionnelle

d'ordre entier quelconquoe : TOUTE FONCTIONNELLE D’ORDRE ENTIER 7 EST DE LA FORME
N

b b
Up=T0, + / Flay) duy (ey) + [ fan) zl.‘.‘/ SCrs ) dyuiy (g, ) +. ..

b b b
-+ [ I (.u)([.z-lf ./'(;z:._,') Aoy ... f f<_r”) ety (g, gy oo, 2y )
@ “ «
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ceci ne serait plus vrai si on Iappliquait i une fonctionnelle continue
quelconque. Pour en donner un exemple, considérons la fonctionnelle

Uy==[maximum de f(z) dans (a, £)] + [minimum de /() dans («, 0)].
1l est facile de voir que cette fonctionnelle est continue et telle que
U’C_/E C Uf,

quelle que soit la constante c. Cependant Uy n'est pas du premicr ordre.
On n’a pas toujours
Ui — Uy — Uyt Uy = 0.

Par exemple, sil'on prend f=z*, g=1— 22, a=o0, b =2, le pre-
mier membre devient

I—4—(—2)+o0=Fo.

17. si Uy, V,, W, sont trois fonctionnelles d'ordres p, ¢, r respec-

tivement, et A, B, C trois constantes, la fonctionnelle
AU, + BV,+ CW,

sera évidemment d’ordre entier au plus égal au plus grand des trois
nombres p, g, 7.

18. De plus, la fonctionnelle

T,= AUV, W,

sera une fonctionnelle d’ordre entier égal i p + g+ ret, si Uy, Vp, W,
sont homogénes, elle sera aussi homogéne. Il suilit de démontrer la

OU uy, Ua, - -, U, SONT DES FONCTIONS INDEPENDANTES DE LA FONCTION f( ) (la nolation d,,
indiquant qu’'on prend l'intégrale au sens de Stieltjes en considérant x; comme variant
seul). Au contraire, on n’a aucun avantage a se servir de cette forme pour simplifier le
développement (A) d’une fonctionnelle continue quelconque. En revenant aux fonction-
nelles linéaires, on peut déduire de I'expression de M. F. Riesz, une forme

b
Uy= [ flx)del(a) - S A; f(x;),

olt ¢(x) esl non seulement 4 variation bornée, mais conlinue, el ott la fonclion ¢(.a) ¢t les
constantes A;, x; sont indépendantes de la fonction f(.z), la série A, étant absolument
convergenle. Celte expression, étant seule de son espéce, met en évidence ce qu’on pourrait
appeler des résidus (les A;) et des points singuliers fixes (les x;) de la fonclionnelle
linéaire Up.

Ann. Ee. Norm., (3), XXVII. — Mar 1g1o. 27
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proposition dans e cas. Ov Ty est évidemment continue; et Pon a

- N b )
oA tim ' . f Un (L o venilp) fl2p)e o [ (@) Ay .(‘lx,,]

Lu TRy v

b PR
lim .. j O (Lpts vees ;r,,,,_,,)f(;zr,,+,l)...f(.L?I,H Y ALy oee dlz',,H/:l

A

- W b
4 lim / ... / 0 (X gty o 0s T prqer) (X prger) e f(Zpyqer1) AL pigere - de,igir|,
- o « ','”
d'ou
T,=Alim T
n-" oo
avee
R Wb )
'l‘f"l = / v / ["u('l'ls sy ‘lvp)"n(tl"[:—f-ly ey 'Z'[)-l-f/)“"n(‘rll-"’l‘i‘“ vy Lpygir )l
ta v

X S Tpager)e o Jl2y) dxye o AT pygqrs

% est évidemment d’ordre p +¢—+r. Elle vérifie donc (B) ol n est

remplacé par p 4+ ¢ -+r et en passant & la limite T, vérifie aussi (B).
Done Ty est d’ordre p+g 7.

19. Des deux propositions précédentes, on déduit facilement que st
U; est une fouctionnelle d’ordre n et si o(y) est un polynome de degré q,
2(U,) est une fonctionnelle d’ordre nq.

20. De méme si Uy est une fonctionnelle ’ordre n et si f(x, c) est un
polynome de degré q en c el continu par rapport a x, ’expression Uy, .
est un polynome en c de degre ng. Car si

Slr,e)=fO(z)+ cf®(z)+...+ 2 f9 (=),
nous savons que la fonction
(o 'ty v v g) = Uy g0y s
est un polynome de degré n. Par suite, la fonction
Upgg=0(1,¢,¢% ...,c7)
sera un polynome de degré ng.
Soit Uy une fonctionnelle d’ordre 7, je dis que si ¢ (2) est une fonc-

tion continue déterminée, U/ est aussi une fonctionnelle d’ordre n
par rapport & /(). I suffit pour cela de prouver que

Uf"'?'—' Uf—' U?-i— U0= Vf
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est une fonctionnelle d’ordre n — 1. Or, ¢’est ce qu’on voit immdédiate-
ment en appelant /., la fonction ¢ et en formant I'expression

' O AN
s 7 s Il —1 7 ' T
Vet 3 V Sirewsi, T S \ R (=)t ) ‘f'. +(—=1)"V,

n—1 n—2

(ow/,, ..., J, ne peuvent prendre que les valeurs 1, 2, ..., n et non
pas n-+1). On constate alors que cette expression se réduit au pre-
mier membre de (B) qui est nul par hypothése. Comme V,est évidem-
ment continue, elle est bien d’ordre n — 1. Done

Uf+¢: U,+ U;?—— Uy+ Vy,
est d’ordre n en f.

21. Il est maintenant bien facile d’obtenir la généralisation de la
formule de Taylor. En effet, si Uy est homogéne et d’ordre n, U,/ 4,
est un polynome homogéne et d’ordre n par rapport aux constantes
arbitraires c, ,

Upprap== ¢t ty+ c"du,+. ..+ d" u,.
Mais Ug,o étant d’ordre » par rapport & / quand g est déterming, on a
vu que 7
Usripg=Us+cHP 4+ ... 4 ¢ H}",
ou, quand ¢ est déterminé, H}” est homogéne et d’ordre 2 en f.
Done
ctugt ety 4o u=Up - cHPY 4. L L 4- en Hy s

par suite u est == 1% homogéne et d’ordre (» — £) en f. De méme
uy est homogene et d’ordre £ en ¢. En sorte qu’on pourra écrire

T — A1) (n)fi

Uprg= U+ AP U+ ..+ AU,
ol A , Uy doit etre considéré comme un tout représentant une fone-
tionnelle homogene et d’ordre £ par rapport a /; homogene et d’ordre
(n -- k) par rapport & o. .

St P'on passe au cas d'une fonction non homogene au moyen du

théoreme dun® 16, on arrive au résultat annoncé :

Si Uy désigne une fonctionnelle d’ordre entier n, on a

(33) Uspg= Ug+ AP Ug ...+ AP U,
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e

ot A5 U, représente une fonctionnelle d’ordre n — k par rapport a 3z,
homogene et dordre k par rapport a f.

29, On a d'ailleurs une signification simple de A}’ U, par exemple
en considérant le cas ot (@) dépend d’un parameétre o et admet une
dérivée en 2 uniformément continue par rapport i @ et . Alors cher-
chons la dérivee de Uy, par rapport & «. Si § — = est trés petit,

v(w. Bl =o(x,2) + (B —a) 92(2, 7),

‘3

v étant compris entre z et 8. Done, d’aprés (33),

NN i
e A?i

i Up (B = @) Adley Ug oo (B — 2)" 1 AGH o U

De sorte qu'a la limite

Vomty— Unws N d

" . siz.fi ol

A:’J‘V?‘: !i]l'n (——*—3—‘__—;——"‘— ) p— ;/;L?(x‘a).
B=a ; A 4

Avee les notations du Caleul des vartations,
(349) 3U,= AL U,

29
autrement dit la variation d’une fonctionnelle d ordre n: Uy est une fonc-
tionnelle d’ordre n — 1« par rapport & et linéaire (c'est-a-dire homogene
et d’ordre 1) parrapport acs. Ce dernierrésultat satisfait a la condition
que M. Hadamard considére comme seule essentielle quand on veut
¢tendre aux fonctionnelles les méthodes du Caleul différenticl (*).

23. Enfin considérons des séries de fonctionnelles. On démontre
facilement que si une série de fonctionnelles continues est unifor-
mément convergente dans tout ensemble compact de fonctions con-
tinues, sa somme cst une fonctionnelle continue. On peul méme
démontrer que si chacun des termes de la série est une fonctionnelle
d"ordre au plus égal au nombre fixe 2, la somme de la série est une
fonctionnelle qui est d’ordre entier au plus égal i 2. Il suffit de remar-
quer que 'égalité (B) se conserve  la limite.

Les fonctionnelles analytiques.

D4 a £ N ) o - Y n f M
24, Laformule (A) peut ’exprimer de la facon suivante : la somme

A -
tb Foir 3o Havavaw, Lecons sur le Caleul des vartations, p. 283.
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des intégrales multiples qui figurent dans le second membre est,
d’apres les remarques faites précédemment, une fonctionnelle d’ordre
s Vi Posons

U= Vg, U = Vi — Vi, oy U=V — Vi,
Les Vi seront des fonctionnelles d’ordre entier et 'on aura
(D) Uy=U00 4+ U0 o+ U+

On obtient alors un théoréme qui correspond complétement au théoreme
de Weierstrass [toute fonction continue peut étre représentée par une
strie de polynomes qui converge uniformément dans tout enscmble
compact de points (*)| a savoir :

TouTE FONCTIONNELLE CONTINUE PEUT RTRE REPRESENTEE PAR UNE SERIE DE
FONCTIONNELLES D’ORDRES ENTIERS, SERIE DONT LA CONVERGENCE EST UNIFORME
DANS TOUT ENSEMBLE COMPACT DE FONCTIONS CONTINUES (‘))

La formule (A) fournit meéme un résultat plus préeis puisqu’on peut
méme prendre pour U dans le développement (D), une somme d’in-
tégrales multiples qui donne une fonctionnelle d’ordre entier d’espece
particuliére.

25. Le développement (D) sera souvent utile en permettant de rem-
placer approximativement une fonctionnelle continue quelconque par
une fonctionnelle d’ordre entier.

Mais il présente I'inconvénient de ne pas étre seul de son espéce
pour une fonctionnelle Uy déterminée. Il n’en est pas de meéme pour
une classe particuliere de fonctionnelles que nous allons maintenant
étudier en poursuivant I'analogie avec les fonctions d’une variable.
Nous partirons pour cela des deux propriétés suivantes :

26. St une fonctionnelle U £ pelt élre représenitée par une seérie conyer-
gente de fonctionnelles homogenes d’ordres entiers croissants, elle ne peut
l'étre que d'une seule fugon.

(1) Dans le cas des cusembles lindaires, nous avons remarqué que les notions d’en-
semble compact et d’ensemble limité se confondent.

(?) Cest-a-dire tout cnsemble de fonctions bornées dans leur ensemble et également
continues.
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En effet, supposons que les deuxséries de fonctionnelles homogenes
d’ordres indiqués par leurs indices

(33) HP'+HP+. . +HP+.. ., K@+ K+ . +KP+.. .,

soient convergentes et de méme somme. Notre raisonnement supposera
méme seulement cette condition réalisée dans un domaine borné D,.
[Nous appellerons ainsi I'ensemble de toutes les fonctions continues
dont le maximum des valeurs absolues dans (a, 4) est inférieur & un
méme nombre w.| Si le maximum M de | /()| dans (@, b) est infé-
rieur A &, il en serade méme de celuide [¢f (x)|ol ¢ est une constante
telle que |¢| <ﬁ- Par suite, on aura

HY + cHY 4.+ " HP o+ = KO o K KP4

. g .
pour |c| < \(_l Les deux membres sont deux fonctions holomorphes en ¢
égales dans l'intervalle <i —,‘;—Ji> Leurs coefficients sont donc égaux.
4
Les deux séries (35) sont donc non seulement équivalentes, mais
identiques terme 4 terme dans D,. Si les deux séries étaient équiva-
lentes dans D, c’est-d-dire pour toute fonction f(a) continue, elles
seraient partout identiques.

27. Si lune des séries (35) est convergente dans tout I'ensemble Dy,
elle sera absolument convergente dans tout cet ensemble, car d’aprés ce
qui précéde la série

HY + cHY + . o= e HP

par exemple, est convergente pour |¢| < %Li; elle est, par suite, aussi

absolument convergente pour | ¢ | <C —1% et en particulier pour ¢ = 1.

28. Nous généralisons maintenant la notion de fonction analytique
de la maniere suivante :

Nous dirons qu’une fonctionnelle U, est holomorphe pour [==< il
exisic un nombre p.>o tel qu'on ait dans tout lensemble D, des fonc-

tons continues [ () pour lesquelles | f () — o (x)| < 1 dans (a, b)

(36) Up=HP o+ HE g+ ..+ Hlg+. ..,
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H") étant une fonctionnelle homogéne d’ordre n et la série convergeant
uniformément dans tout ensemble compact forme de jfonctions f(x) de
Uensemble D,,.

D’aprés ce qui préceéde, la série convergera absolument dans E, y
representera une fonctionnelle continue et y sera représentable sous la
Jforme (36) d'une seule maniere.

29. Il est facile de donner des exemples de fonctionnelles analyti-
ques. Tout d’abord, d’aprés laformule (33), toute fonctionnelle d’ordre
entier est holomorphe pres de toute fonction continue ¢ (). On peut
aussi donner des exemples de fonctionnelles analytiques qui ne sont
pas d’ordre entier. Telle est, par exemple, la fonctionnelle

UJ‘:e ( - )’
qui est aussi holomorphe pres de toute fonction continue, ainsi que la
fonctionnelle plus générale

Uy=aflen) + 2 f(@)] +. o 2 f(an)]

ou les a; sont compris dans (a, &), et les a; bornés en valeur absolue
dans leur ensemble. Une forme trés générale de fonctionnelle analy-
tique sera la suivante :

b
(37) Uf:zzo—i-/ uy(xq) flx,) deg+. ..

a
b b
—l—f .. f Un(Zry ooy X)) J(Z0) ... f(2y) dey. . dacg+. ..,
“nw nw
ol les u, sont des fonctions continues telles que, par exemple,

K
|n( @y ooy @) | < ik
pour
alx;Sb (i=1,2,...,n),

K étant un nombre fixe.

Unc telle série est absolument et uniformément convergente dans
tout domaine borné; elle représente une fonctionnelle holomorphe
pres de toute fonction continue de . Une telle expression a déja été
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considérée par M. Volterra qui la considére comme la fonctionnelle
analytique la plus générale en partant d'un point de vue différent du
notre (vorr la note (') dun® 31).

30. On voit facilement que si U, est holomorphe pres de la fonction
o (@), Uexpression Uyperw [00 9(2) et f(2) sont deux fonctions
continues détermindes et ¢ une constante arbitraire | est une fonction
holomorphe de ¢c. La réciproque n’est pas vraie. Par exemple, la fonc-
tionnelle U, définie au n° 16 est telle que U, =cU,. Cependant, elle
n’est pas analytique, car elle serait alors nécessairement d’ordre 1, ce
qui n’est pas comme nous l'avons vu.

31. SiU,, V,, W, sont trois fonctionnelles holomorphes prés de la
meéme fonction z(), on voit immédiatement qu'il en est de méme de
U;+V,+Weetde AUV, W,, A étant une constante quelconque. Si
F(c)est un polynome enc, on voit que F(U,) sera aussi une fonc-
tionnelle holomorphe. Il en serait encore de méme si F(c) était une
fonction holomorphe prés de U,.

Inversement si ¢(, A) est une fonction uniformément continue par
rapport a I'ensemble des variables x et A, et qui est holomorphe en 2,
et si U, est une fonctionnelle holomorphe de f, U, ,, sera une fone-
tion holomorphe en A (*).

(1) D'aprés la note (2) du n" 16, on voit que toute fonctionnelle holomorphe pres de
zéro (par exemple) pourra s'écrire sous la forme

b
Ur= Uo+/ Sl dug(zy) +...

b b b
+ f f(-rl) d-'-‘xf f("z) dey oo / ﬂ-’-‘n) Ay Un (L1, ooy g ) 00

Ol g, Ugy «- .y Un, ..., sont des fonctions indépendantes de f. Celte expression est plus
générale que (37).



