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SUR LES COURBES
TRACEES

SUR LES SURFACES ALGÉBRIQUES,
PAR' H. POINCÀRÉ.

I. — Introduction.

On sait quelle est, pour la théorie des surfaces algébriques, l'impor-
tance d'un théorème récemment démontré par MM. Enriques, Castel-
nuovo et SeverL D'après ce théorème, le nombre des intégrales de dif-
férentielles totales de première espèce dépend de l'irrégularité de la
surface, c'est-à-dire des systèmes cont inus algébriques, non linéaires,
de courbes algébriques qu'on peut tracer sur cette surface.

Je me suis proposé de trouver une nouvelle démonstration de ce
théorème en me plaçant à un point de vue purement transcendant. Ce
qui fait l'intérêt de cette démonstrat ion, c'est qu'elle montre la dépen-
dance entre le nombre de ces intégrales de différentielles totales de
première espèce, et le nombre et la distribution de certaines valeurs
dey que j'appelle critiques et qui jouent un grand rôle dans l'analyse
qui va suivre. Le nombre de ces intégrales de première espèce dépend
également de la différence en t re le genre p des sections planes de la
surface et le nombre des surfaces d'ordre n — 3 qui passent par la
courbe double de la surface.

Les mêmes considérations conduisent également à une classification
des courbes algébriques tracées sur une surface.

Bien que je nefasse, la plupart du temps, que retrouver des résultats
déjà connus, j'ai pensé qu'il n'était pas inutile de les aborder par une
voie nouvelle et par conséquent sous un aspect nouveau.
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II. — Définition des fonctions ^.

Soit/(.r,y,^) == o l 'équation d'une surface algébrique; coupons
cette surface par un plan variable y == const. et soit

TT / ^ < •̂£'

(I) ^J1^
\^/

une intégrale abélienne de première ou de deuxième espèce relative à
la courbe d'intersection

(2) /=o, y == const.

Nous supposons que "R est une fonction rationelle de x , y e t z ; toutes
les intégrales de la forme (i) peuvent se mettre sous la forme suivante :

(3) U= p^i-+- paM2-+-* • - -+-p2p^2p+n,

où p est le genre de la courbe (2) ; ^, ^2, ..., u^ sont ^ p intégrales
particulières de la forme (i); p^ p s , . . . y p^p sont des fonctions ration-
nelles dey; II est une fonction rationnelle de x , y , z. Nous poserons

- FR dxdx
~d^
ds,

-J^T^Vu,= { R

que j'écrirai aussi
dx(•-, dai«,=JR^

pour définir les ip intégrales abéliennes particulières u^ u^, ..., u^p.
Mais pour en achever la définition, il faut se donner les limites d'inté-
gration. L'hypothèse lapins simple est que les deux limites d'intégra-
tion sont deux valeurs fixes de x, indépendantes de y et que nous
appellerons x^ et^, et nous supposerons d'abord que le chemin d^in-
tégration entre x^ et x^ est également indépendant de y. Dans ces
conditions, l'inlégrale (i) est une fonction dey, et la différentiation
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sous le signe f nous donne

m ^ ~ fF-^ /^ ̂  - -^ ̂ R^ ^11 f^
<y J L^r V. 7 ̂  ^ LA Y ^yj /^ '

Cette expression est encore une intégrale de première ou de deuxième
espèce de la forme (i) et peut, par conséquent, se mettre sous la
forme (3); mais comme nous avons maintenant affaire non plus à
des intégrales indéfinies, mais à des intégrales définies, il faut, dans
l'expression (3), remplacer H par II, -- Ho, ïïo et I I , représentant les
résultats de la substitution dans II de^o et de x, à la place de x. Pour
obtenir ^5 il suff î t de remplacer R par R, dans l'équation (4) ; nous
obtiendrons ainsi
, ̂  . ciltf
(^) ^.=p^,,-(-pi^4-...4-p^^^4,ni-IÏ^

p^ étant la valeur de p/, et IP' celle de H qui correspond au cas de
, R = R,.

J'écrirai cette équation sous la forme

(^) A^.==IP,-IPo,

en posant, pour abréger,

. dn.i vi . diti ,
^ft= ~dy -ZP ̂  7/7- ̂ ul -••'- P^^-

La même équation subsistera si les points XQ et x^ restant fixes, le
chemin d'intégration x^x^ au lieu de demeurer invariable, se déforme
d'une manière cont inue quand y varie; cela ne change rien en effet à
l'intégrale u^ Supposons maintenant que x\ se confonde avec x^ et
que le chemin d'intégration se réduise à un contour fermé; alors u,
représente une des périodes de l'intégrale correspondante; et l'on a
n ^ = i i o e t
(^) A^,=o. ,

C'est là l'équation dont M. Picard a si fréquemment fait usage dans
ses.recherches sur les surfaces algébriques.

Ann. Éc. Norni., ( 3 ) , X X V Ï Ï . — FÉVRIER 1910. 8
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Supposons maintenant que la limile supérieure x^ au lieu d'être
indépendante dey, varie avec y de façon que le point x^ y, z ^ décrive
une certaine courbe algébrique G située sur la surface. Soit — la
dérivée de l'intégrale u^ calculée en supposant que le point x^ y, z^
reste sur la courbe G; e t—^ la dérivée calculée en supposant que x^
reste constant; on aura

cl i i i oui àifi àx^
cly '"" ày ôx^ ôy }

— nous sera donné par l'équation (5), c'est-à-dire qu'on aura

D'autre part,

à Ut
'ày =^p^+ni--n^

au,_ V^
àx^ f,

est une fonction rationnelle de x, y , z et, pour avoir—1? il suffit d ydx \
remplacer x et z par x^ et ^ ; si

o(^,j)=o

est l'équation de la projection de la courbe G sur le plan des xy, on
aura

^i^ ^(^.r)
ày ~~ ^{'vi.y)'

ce qui est encore une fonction rationnelle de x^ ety, de sorte que

^=M^,^)=M;

est une fonction rationnelle de x ^ y , z^ Notre équation peut donc
s'écrire

C^) ' A^=M^ni-ir,. • ..'
Dans le second membre, nous avons donc la différence d'une fonc-

tion rationnelle de ̂ ,y, z, et d'une fonction rationnelle à e x ^ y , ^o.

.:„ ^uî

^'l5
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La courbe C coupe le plan y = const. en un certain nombre de
points variables (m points par exemple). Soient x^ y, ^ ; x^, y,
^2 î • • • ; lr/^ y? ^/«? ces m points. Nouspouvons considérer m valeurs de
l ' intégrale, en la prenant depuis la limite inférieure fixe x\y jusqu'à
l'un de ces m points comme l imi te supérieure. Soient

,A ,,2 f.rït
"/• » ul 9 • • * 9 ui

ces 772 valeurs; nous envisagerons leur moyenne arithmétique

vt':=^{i^ ^-^-.--i-^)-

Il est clair qu'on aura

(5^) A^==IF-IPo,

où H^ désigne la moyenne arithmétique des m expressions

W{x,,y,z,) -4-IP'(^i,y,^),
W\x^y, ̂ ) -h W^x^y, ̂ 3),

W(x^,y, s/,,) +• W\x^y, ̂ ).

A^o^.? remarquerons que tP ^^ une fonction rationnelle de y.
Nous allons maintenant traiter la limite inférieure d'intégration

comme nous avons traité la limite supérieure. Nous supposerons que
le point XQ, y, ^ qui sert de limite inférieure, au lieu d'être tel que
XQ = const., décrive une courbe algébrique Go; on aura alors

A ^ ^ M l + n i — M ^ — n ^ ,
Mo étant formé avec la courbe Co et le point a?o, y, So comme M', avec
la courbe C et le point œ^ y, z ^ .

Si la courbe Co coupe le plan y = const. en mo points variables,
nous désignerons par p, la moyenne arithmétique des mm^ intégrales u^
calculées en prenant pour limite inférieure l'un des m^ points d'inter-
section du plan y == const. avec la courbe Co et pour limite supérieure
l'un des m points d'intersection de ce même plan avec la courbe C; on
aura, d'ailleurs,

Vi= V',—(>.
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où ̂  désigne la moyenne arithmétique des m intégrales où la l imi te
supérieure est l'un des 772. points de C et la l imite inférieure une valeur
fixe X, et où ^ désigne la moyenne arithmétique des m^ intégrales où
la limite supérieure est l'un des m^ points de ('40 et, la limite infér ieure
la même valeur fixe X.

Nous voyons ainsi qu'on a

• : •A.,=^(M^no-^(Mi4-n;), •

oùV (M^ -h-IT^) est la sommexiesm fonctions analogues relatives aux

m points de C et oùV (M^ -h ITç) est la somme des /Ho fonctions ana-
logues relatives aux m^ points de Co< Mais ,

^(Mi+ni)=ii, ^^(M^ÏH)=H?i
mo .

sont des fonctions rationnelles dey ; nous arrivons donc à l'équation
linéaire . . .

(5<Q Ap,=H~H?,

où le second membre est une fonction rationnelle dey.
On peut remplacer la courbe C^ par un ou plusieurs points fixes de

la façon suivante :
Revenons aux coordonnées homogènes, et soit

f(x,y,z,l)-=o

Féquation de la surface en coordonnées homogènes. Celle du plan
j == const. deviendra ̂  = const. ; cela posé, la droite y === t = o appar-

tiendra à la fois à tous les plans y- = const. ; elle coupera la surface en
' ! •• ' , ! . . fr

un certain nombre de points, égal au, degré de la surface et nous pour-
rons, sans restreindre essentiellement la généralité, supposer que tous
ces points sont distincts. Prenons l'un de ces points pour limite infé-
rieure; ce point sera un point à l'infini de la courbe (2), caractérisé
par des valeurs infinies de^o ̂  de ZQ et par une valeur finie du rap-



SUR LES COURBES TRACÉES SUR LES SURFACES ALGÉBRIQUES. 6l

port^-j la variable y restant finie, mais variant quand le plan
y = const. tourne autour de la droite y == t == o. La limite inférieure
correspond ainsi à une valeur fixe de x^ et H? se rédui t à un seul terme
M^ -+- n^, qui se réduit lui-même àIT^, parce que M'y = e ; si en effet on
donne à ;z?o Gt ^o ^-l0'8 valeurs infinies, dont le rapport est fini et donné,
îlt Çœ'Q, y, z ^ y ^t évidemment une fonction rationnelle dey.

Nous pouvons encore prendre la moyenne arithmétique de m^ inté-
grales dont la limite inférieure est l'un des points d'intersection de la
surface avecy== ^ === o. Supposons, par exemple, que la surface soit
de degré 5, et que A, B, C, D, E soient les cinq points d'intersection
avec y==-t = o. Nous pourrons prendre, par exemple, m^ == 10, en
admettant que quatre des limites inférieures se confondent avec A,
3 avec B, 2 avec C, i avec D, ou faire toute autre hypothèse analogue.
On aura alors

^-^S"^ ^=°-
Nous prendrons le plus souvent m ==m^^ ce qui est toujours pos-

sible, en prenant, par exemple, pour la courbe Co, rn fois l 'un des
points d'intersection de la surface avec la droite y == t == o.

III. — Propriétés des fonctions ^-.

Reprenons les fonctions P; définies dans le paragraphe précédent;
la courbe C sera une courbe algébrique rencontrant les plansy== const.
en m points variables ; la courbe Co sera remplacée par un des points
d'intersection de la surface avec la droite y = ï = o pris m fois; ce
point , je l'appellerai 0. Les expressions

u^ z/2, ..., up

seront des intégrales de première espèce; nous laisserons de côté les
intégrales de deuxième espèce u^^ u^, . . . , u^, et les fonctions cor-
respondantes p^n, cy^? • - • ? p^- L^s fonctions

R,, Ra, . . . , 1 ,̂ ' . .
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seront des polynômes entiers en x et z de degré n — 3 si n est le degré
de la surface; ce seront des fonctions rationnelles de y; elles s'annu-
leront sur la courbe double de la surface.

Si l'on élimine (^4,1, <^a, .. .y ̂  e n ( ' c I^s équations (5e) du para-
graphe précédent, on obtiendra un système de p équations du second
ordre, linéaires, à coefficients rationnels et à second membre rationnel.
Examinons de plus près les propriétés de ces fonctions P^ Pa, ..., Vp.

Quand y décrit un contour fermé, ces fonctions se changent en

^ 4- ̂  ̂  ^4-. ̂  ̂ , . . . ^ ^ +- ̂  ̂ p,

Q( étant l'une des périodes de l'intégrale u^ et û^- la période corres-
pondante de l'intégrale Ui. Si les p équations du second ordre déduites
des équations (5 e) par l'élimination de (-^.i, ..., (^ s'écrivent

(i) D(^)=:S,,

où D (?,) est une expression linéaire (à coefficients rationnels en^y)
par rapport aux (^ et à leurs dérivées des deux premiers ordres, et où
S, est rationnel en y, les û, satisferont aux équations sans second
membre

(2) D(a,)=o.

Quelles seront les valeurs de y qui serviront de points de ramifica-
tion? Parmi les plans y = const. il y en aura qui seront tangents à la
surface; soit y =yo l'un de ces plans; il coupera la surface suivant
une courbe qui aura un point double de plus que l'intersection de
cette même surface avec le plan y ==yo 4- e et qui sera, par conséquente
seulement de genre p— i. Ce sont les valeurs jo qui seront les points
de ramification en question.

Mais il convient d'examiner d'un peu plus près la nature des diverses
singularités qui peuvent se présenter. Considérons nos p intégrales
abéliennes u^ et les 2p périodes normales de la première et de la
deuxième série. Soit a^ + \/-~ ia^ la k1^6 période normale de lapre-
ïnière série de u, et soit ?^ + V— i ̂  la ^utme période normale de la
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deuxième série de iii. Considérons, d'autre part, les expressions

ak=^^iaik 4" ̂ 'a^; bk ̂ ^L ̂ 'P^- "h ̂  i3^

ck ̂ S ̂ 'a^' "h ̂ a l / c ) ; ^^.S ̂ ^^ '~t~ ̂ ^);

la fonction
^ (<2/,<4— ̂ ^) == l^/J-, ̂ , ̂  ^)

est une forme bilinéaire par rapport à y^ ^ et à v, v' qui s'annule :

1° Quand on a p., = v^ ^ = v^. ;
2° Quand on a ;^.== ^ — i ^/? ̂ = V /— I v / ? car alors aA, b/,, c/,, d/,

sont les périodes normales des deux intégrales abéliennes

2^'"^ 2

3° Faisons maintenant

^•^-.

de sorte que
^•==T;,, ^.=——jj;^

F ( ^ , — ^ ^ ^ ) = : < D ( ^ ^ )

devienne une forme quadratique en ^ et en v. Il est aisé de voir que
dans ce cas

<%/,.-4- /—• i c/,, bi, 4- \/— i /̂.;

sont les périodes normales de l'intégrale

U=^(^^\/^=^v,)u^

Donc, en vertu d'un théorème connu, notre forme $ est égale à l'in-
tégrale double // ̂  '-•
étendue à la surface de Riemann tout entière {de représentant le
produit de la partie réelle par la partie imaginaire de <&).

Cela posé, nous pouvons avoir une singularité :
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1° Si l'une des périodes s'annule à la fois pour toutes les inté-
grales ^-, ou plus généralement si l'on peut trouver des entiers m/,, m^
tels que

^WA-(^+ V'̂ .̂A.) ̂ ^^/Xi^A- -+- \/— i ̂ ik)

devienne plus petit que toute quant i té donnée, et cela s imul tanément
pour toutes les intégrales u^ Cette condition peut s'énoncer autre-
men t ; elle signifie que le déterminant à ^ p lignes et ^p colonnes
formé avec les a et les a', les ? et les ̂  devient nul. Or, le discrimùiant
de la forme $ est égal au carré clé ce déterminant. Ce discriminant doit
donc s'annuler. Il existe donc des valeurs réelles de {x et de v, diffé-
rentes de zéro, pour lesquelles la forme î5 est nulle, pour lesquelles
par conséquent l'intégrale U est telle cpe l'intégrale double (3) s'an-
nule et comme tous les éléments en sont positifs, telle que -T- soit
identiquement nul. Donc, la condition nécessaire et. suffisante pour que
la circonstance en question se produise^ c'est quil existe des nombres
\ •== a •+• \/— i v, tels qu'on ait identiquement

-—O, [\, + À2R,+...+ ̂ Rp) = o.
f V \[d.)

Les valeurs dejpour lesquelles il en sera ainsi s'appelleront valeurs
critiques et nous dirons pour préciser que cette valeur critique appar-

tient à l'intégrale U =^^iul'
Le cas le plus simple est celui où la surface n'ayant pas de courbe

double on a
' ! / . . ( / Z ~ l ) ( / l ~ 2 ) ^ ,, ; ^ , ^ , ^ ! . .

a

Nous pouvons supposer alors qu'on a

L : . . , R ï==p^M^,

p^ étant unefonction rationnelle dey et M^un monôme entier de degré
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n — 3 au plus en x et z. On devra avoir alors

^Pi-.: o.
'df^
^ d z )

Si nous laissons d'abord de côté le cas oùyest inf in i , nous pouvons
écrire cette équation sous la forme

^•p,==o.

Toutefois tous les \- ne pourront pas être nuls à la fois ; il faut clone
que l'un au moins des p^ s^annule. Les valeurs critiques de y sont celles
qui annulent l'un des p,.

De plus y =00 peut être valeur critique; pour nous en rendre
compte, passons aux quatre coordonnées homogènes x, y, z, ty et
soit

Ui= j '¥{x,y,z)dx=

nous obtiendrons l'expression correspondante en coordonnées homo-
gènes en écrivant

/ ^ fx y z\ dx /""pM dx
^ ^-t-r-t)w- T r̂J w

où pM doit être homogène de degré n — 2, et, par conséquent, p homo-
gène de degré n — 2 — q si le monôme M est de degré y. Ainsi p sera
une fonction rationnelle homogène de degré n — 2 — q en y et t; si
l'une des fonctions p, ainsi rendues homogènes s 'annule pour t = o,
c'est quey ='x; doit être regardée comme une valeur critique.

Comme on a q^n — 3, le degré de p; est toujours positif; donc
p, s'annulera toujours, soit pour ï=o, soit pour une valeur finie de^-
II y a donc toujours des valeurs critiques de y. En revanche, on peut
toujours choisir les fonctions p/, de telle sorte que ces valeurs cri-
tiques soient telles valeurs dey qu'on voudra.

Ami. Éc\ Norm.^ (3) , XXVII. — FÉVRIER 1910. 9
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Plus généralement, prenons
rR^r

"^J "TT5

/^ sera homogène de degré n — i et R/c de degré n — 2 en ;r, y, -3, ^, et
l'on aura

B/,==^p/A-M/,

les M^- étant les mêmes monômes en oc et t et les p(/c étant des fonctions
rationnelles homogènes en y et t. Les valeurs critiques de y nous
seront alors données en écrivant que le déterminant des p^ qui a

p = ——-—n-—— lignes et autant de colonnes s'annule. Comme ce
déterminant estime fonction rat ionnelle homogène en y et / de degré
positif^ il est certain qu'il y aura des valeurs critiques.

Supposons maintenant que la surface ait une courbe double
d'ordre d de telle sorte que

p=^-^1)^-^-^ ^<(^J)^2);

le nombre des B/c sera alors plus petit que celui des M^; les p^ doivent
être choisis de façon que les B^ s'annulent sur la courbe double. Pour
avoir les valeurs critiques dej il faut écrire que les déterminants con-
tenus dans le Tableau p^ (Tableau où il y a plus de colonnes que de
lignes) s 'annulent tous à la fois. Il peut alors très bien se faire qu'il
n'y ait pas de valeur critique, car il peut arriver que ces déterminants
ne puissent s'annuler tous à la fois.

Quelques exemples le feront mieux comprendre : soit une surface
du quatrième ordre avec une droite double (p== 2). Les surfaces RÀ=O
devront couper le plan y = const. suivant des droites (/i — 3 == i)
rencontrant la droite double. Elles seront d'ailleurs du second ordre;
or, par la droite double, on peut mener deux plans linéairement indé-
pendants

P.,=0, Pa=0,

-ce qui nous permet d'écrire
', ^ • Ri=:S^P,, R^S^P,.
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Si et S^ étant deux polynômes du premier degré en y et en f, on
aura donc deux valeurs critiques pour Si == o, et pour S^ = o.

Supposons, au contraire, que notre surface du quatrième ordre ait
deux droites doubles ne se rencontrant pas (p = i) ; la surface Ry.= o
devra couper le plan y == const. suivant des droites rencontrant les
deux droites doubles, elle sera d'ailleurs du deuxième ordre, c'est donc
un paraboloïde s'appuyant sur ces deux droites. Comme ce paraboloïde
est indécomposable et comme par conséquent son équation ne peut pas
être identiquement satisfaite pour une valeur constante dej, il n'y a
pas de valeur cr i t ique.

Comme troisième exemple, supposons une surface du sixième ordre
admettant une hiquadratique double et u n e droite double ne la ren-
contrant pas; on a

p -=, 5, n—2==4? / i—3-^=3 .

Les surfaces B^==osont du quatrième ordre, elles doivent couper
les plans^y = const. suivant des cubiques rencontrant les deux courbes
doubles. Nous devons rechercher s'il existe des surfaces du troisième
ordre passant par ces courbes doubles. Soient

2i =o, l^=o, ?i=o, l\=o

les équations de la biquadratique et de la droite doubles, les S étant du
deuxième ordre et les P du premier. Cela nous fait quatre surfaces du
troisième ordre distinctes passant par ces courbes

^Pi=o, liï\=o, ^Pi=o, 2^2=0;'

nous pourrons prendre

Ri=S^I\, R,=S^P,, -Ï^=S,I,P,, R,=S^P,;

les S étant des polynômes du premier degré en y et t\ les valeurs criti-
ques correspondantes seront les zéros des S. Mais cela ne fait que
quatre R^; comme p = 5 il en existe une cinquième, indépendante des
quatre autres et qui ne peut être mise sous cette forme. Il v a donc
une intégrale abélienne pour laquelle il n'y a pas de valeur critique.
On voit par là quelle relation il y a entre le nombre des valeurs cri-
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tiques d'une part, et, d'autre part, la différence entre le genre p et le
nombre des surfaces d'ordre n— 3 passant par les courbes doubles.
Cela est d'autant plus important que ce nombre est lié, comme on le
verra plus loin, à celui des intégrales de différentielles totales de pre-
mière espèce» Mais cette discussion ne serait pas complète si nous ne
pariions ici des valeurs critiques apparentes.

Supposons, par exemple, que/==o soit un cône du troisième degré
ayant son sommet à l'origine. On pourra écrire alors

r~ f(ay-h^)^
~j — — A '

la valeur critique est donnée par aj 4- ̂ t= o; nous pouvons la choisir
arbitrairement, prenons donc ay +- ̂ t ==y,

F y d x

^J-TT
La valeur critique y = o devient alors apparente. Nous avons

démontré que, si l'une des périodes s'annulait (ou plus généralement
si l'on peut former des périodes de module aussi petit qu'on veut), on
a u ne valeur critique de y annulant identiquement u\ mais nous n'avons
pas démontré la réciproque,Ici l'intégrale est homogène de degré zéro
en <y,j, z\ les périodes co ne dépendent pas dey, donc elles ne s'annu-
lent pas quand y prend la valeur zéro qui n'est qu'une valeur critique
apparente.

Supposons maintenant que la surface f = o admette, à l'origine, un
point conique où le cône tangent soit de genre j/>> o et de degré h.
Considérons nos p intégrales

r^icdx
^J-TT-

Nous supposerons que R^ soitdivisible par y de façon que y = o soit
une valeur critique apparente ou effective.

Posons

• : : ^==lr. ^=Çy; f^y^, R/,=:j^S/,,'

et, en effet, après ce changement de variables, / deviendra divisible
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pary^; quand à R^, qui était déjà divisible par j, nous supposerons qi-T il
devient divisible par v^ après le changement de variables» et que S/,
n'est pas divisible pai\y; il vient alors

fj^-^S^
^J ——-——

Si UL > À — 2, ta valeur y == o est une valeur critique effective pour
notre intégrale; si [M == A — 2, ce n'est qu'une valeur critique appa-
rente; si (X-<À — 2, ce sera une de ces valeurs pour lesquelles u/,
devient infini et que nous appellerons bientôt valeurs critiques de la
deuxième sorte. Ces exemples suffiront pour faire comprendre ce que
nous entendons par valeur critique apparente.

Je dis qu'on peut toujours choisir les R^- de telle sorte qu'une valeur
donnée yo ne soit pas critique. Écrivons, en effet,

R^^

où Y est un polynôme homogène de degré v en y et en l, le même pour
toutes les fonctions R/, et où P/= o est une surface de degré 7?.-+-v — 2
passant parla courbe double. Supposons quejo sort critique d'ordre A,
c'est-à-dire qu'il y ait q combinaisons linéaires des P,, ^X^P^qui

soient divisibles par (y — yo)^ et de telle sorte que ^^== À.
Nous poserons alors

^^p^^^y^^p^ (A:=I,.,...,,),

S^^^.S^^- çk= l9 25 • - > fp ̂ q)f

les ^ étant des coefficients choisis de telle sorte que le déterminant
des X et des p. ne soit pas nul. Nous formerons les R^., les p^., les u, avec
les P,., comme les R,-, les p^- et les u, le sont avec les P/.

Comme jo est critique d'ordre A, tous les déterminants tirés du
Tableau des p^ sont divisibles par (j —yo)^ sans l'être par une puis-
sance plus élevée. Les déterminants tirés du Tableau des p^, s'obtien-
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dront en multipliant les déterminants correspondants du Tableau
des p , / , par le facteur

(r-rA^^ ^.r-yiV
v—jo7 ' Y j — y o /

Ces déterminants ne sont donc pas tous divisibles p a r j — V o , ce
qui veut dire q u e y ^ n'est pas critique pour les u^

C. Q. F. 1).

2° Nous appellerons valeurs critiques de la deuxième sorte les
valeurs de y pour lesquelles l 'une des expressions R^ devient ident i -
quement infinis. Ce sont dans les cas où il n'y a pas de courbe
double les infinis des p,, et plus généralement ce sont les zéros du
dénominateur Y; ce dénominateur pouvant être choisi arbitrairement,
les valeurs critiques de la deuxième sorte peuvent être choisies arbi-
trairement. Nous verrons au paragraphe 8 qu'on peut s'arranger pour
qu'il n'y en ait aucune.

3° Nous appellerons enfin valeurs singulières des y celles qui sont
telles que le planj == const. soit tangent à la surface, ou plus généra-
lement que la courbe Ky intersection de la surface par ce plan, ait un
genre plus petit que/?. Il arrivera, en général, que ces valeurs singu-
lières seront des points de ramification pour les périodes considérées
comme fonctions de j. Cela ne peut avoir lieu que si une période
devient nulle ou in f in ie ; si la valeur singulière n'est pas en même
temps critique, il ne peut y avoir de période nulle, donc il doit y avoir
une période infinie.

Dans le cas d'un plan tangent ordinaire, on peut, en choisissant les
périodes d'une façon convenable, les ranger dans l'ordre suivant :

C^i, û)^? ..., W-îp,

qui se changent respectivement en

c«>i4- coa, û)a, . . ., û>3/,,

quand y tourne autour de la valeur singulière; la première co^ deve-
nant seule infinie.
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Les valeurs critiques pouvant être choisies arbitrairement, nous
pouvons toujours supposer qu 'aucune valeur n'est à la fois singulière
et critique; toute valeur qui n'est ni singulière, ni critique sera ordi-
naire.

Cela posé : i° dans le voisinage d'une valeur ordinaire, les fonc-
tions v et les périodes o> sont des fonctions holomorphes de y; 2° dans
le voisinage d'une valeur singulière, il peut arriver que

cessent d'être des fonctions holomorphes de y , mais on pourra trouver
un système de périodes de nos p intégrales n^ à savoir :

^, ^, ..., ,̂
tel que

^^ ^^p- •- ^-i-^

restent holomorphes. En effet, c, est la moyenne arithmétique des inté-
grales Ui prises depuis un point de Co jusqu 'au point correspondant de
C, et le long de certains chemins d'intégration. Si, quand y prend la
valeur singulière, aucun de ces chemins d'intégration ne va passer par
le nouveau point double (point de contact de là surface avec le plan
y==cons t . ) les fonctions ^ resteront holoniorphes. Si l'on remplace
les chemins d'intégration par d'autres, les ^ se changeront en

P.+^,

Qi étant une période. Or, on pt/ut toujours trouver des chemins d'inté-
gration qui ne passent pas par le nouveau point double. Donc on peut
toujours trouver une période telle que les ç^+ •]L Qi restent holo-
morphes.

Ce ra i sonnement se trouverait en défaut dans deux cas : i° si la
courbe C allait passer par le nouveau point double, les chemins d'in-
tégrat ion devant aboutir à ce nouveau point double ne pourraient être
tracés de façon à l 'éviter; 2° si la courbe Ky se décompose et si l'un
des points d ' intersection de Ky et de Co est sur l 'une des composantes
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pendant que le point d'intersection correspondant de K ^ e t d e C est sur
l'autre. Une serait pas alors possible d'aller de l'un à l'autre en restant,
sur la courbe Ky et sans passer par Fune des intersections des deux
composantes, c'est-à-dire par l'un des nouveaux points doubles. Il est
aisé d'éviter ces deux cas exceptionnels. Car ils ne se présenteront, pour
une même surface et pour une même courbe Cy que pour un certain
choix des axes des coordonnées, choix qu'il sera toujours possible
d'éviter.

Les différentes déterminations de la fonction ^ sont, nous l'avons
vu, toutes de la forme ^-4- — û ^ ; on remarquera cependant que je n'ai
pas dit que l'une des déterminations clés ^ doit rester holomorphe,
parce que je ne sais pas si toutes les expressions p;+ -^Q^ peuvent
s'échanger entre elles, ni par conséquent si elles sont toutes des
déterminations des t^.

3° Qu'arrive-t-il près d'une valeur critiquer de la première sorte
que nous supposerons non linéaire. On pourra trouver entre les R^-une
relation linéaire

^a,R,.=o,

où les a sont des coefficients constants et qui sera identiquement satis-
faite pour y ==jo quels que soient x e ts; en d'autres termes pour
y ==yo9 les ï^ cesseront d'être linéairement indépendants.

Mais nous pouvons choisir des fonctions rationnelles cr^(y) dont
le déterminant ne soit pas nul pour y=y^ et telles qu'en posant

RA-^^R»

la valeury==ro critique pour les R; ne le soit plus pour les R^; nous
avons dit, en effet, qu'on peut choisir les Rde telle façon qu'une valeur
déterminée de y ne soit pas critique. Si alors on désigne par u^ les inté-
grales analogues aux u^ et par ^ les fonctions analogues aux ^-formées
avec les R^., on aura

^^^^«o ^^^ffîkU^ (^:=>0^^.
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La valeur y ==yo n'étant pas critique pour les R^., les P .̂ devront rester
holomorphes pour Y =^0; on en conclut que non seu lement les ^
doivent rester holomorphes, mais que l'expression ^a^» correspon-

dant à l'intégrale "S^'^/ à laquelle appartient spécialement la valeur
critique, doit s'annuler pour y =y^.

y Dans le voisinage d 'une valeur critique de la deuxième sorte, les
choses se passent de même ; on peut trouver des fonctions rationnelles
a-^. telles que la valeur ne soit plus critique pour les R^.= V^/A-R/ -
Alors les .̂ doivent rester holomorphes, mais les p/ peuvent devenir
infinies.

En résumé, si y^ est une valeur critique, de telle sorte que "S^-R/

soit divisible par (y —joV'? 2° '̂ ̂ evîta être div^ble par (y — y^1;
si YQ est une valeur critique de la deuxième sorte, les ^ pourront
devenir infinis du même ordre que les R,. Nous dirons alors que les
fonctions ^ se comportent régulièrement.

Si, par exemple, la surface f = o est du troisième degré, on n'aura
qu'une intégrale de première espèce que j 'écrirai, par exemple,

__ ry(.r-i)^.
J (y—^)f. î

ses deux périodes seront co et œ'.
Si on laisse de côté les valeurs singulières, pour toutes les valeurs

dey autres que o, i ou 2, ç\ co et co' restent finis; pour y == o ou i, ^,
(A) et o/ s 'annulent de façon que ^- et -^ restent finis; poury== 2, v, co

et a/ deviennent infinis de façon que - et -- restent finis.
- Ci) Cii)

II nous reste une dernière remarque à faire. Soient y^ y^ ..., y^
les différentes valeurs singulières dej. Joignons-les à l'origine par des
coupures Q,, CL, ..., Q^. Supposons que ces coupures ne se rencon-
trent pas mutuellement et qu'un mobile qui décrirait un cercle de
rayon très grand les rencontre successivement dans l'ordre numérique
des indices. Supposons que quand on franchit la coupure Çhc, ^ se

Ânn. Éc. IVorm.y (3), XXVII. — FÉVRIER 1910 . ï O
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change en ^-h ^-H-. Il arrivera nécessairement que, quand on fran-
chira successivement toutes les coupures Q,, Q^, . . . » Qy, p/ reviendra
a sa valeur primitive.

Supposons, pour simplifier, trois coupures seulement Q,, Qa, Q;j, et
supprimons l'indice z. Quand on franchira Q,, Q^ ou Q;ï, ^ se changera
respectivement en ^4- -^-û^, 9 -h -l-fP), e 4- ^ fP^; quand on f ran-
chira Qa, -û^ se changera en ^w; quand on franchira Q:t, û^ se
changera en û'^ et û^ en Û^ et alors, quand on franchira successi-
vement les trois coupures, v se changera en

ç, -+. L. (^/(l) 4- ̂ W + ̂ (3),)
77Z '

et l'on dhevra avoir

(4) û^^^^-h^^o.

Encore une remarque : M. Picard a montré que par une transforma-
tion bi ra t ionnel le on peut toujours ramener une surface a u n e au t re
ne possédant d'autre singularité qu 'une courbe double avec des points
triples et que les seules valeurs singulières dey sont alors celles pour
lesquelles le plan y = const., est tangent à la surface. Nous pourrons
toujours choisir les axes de coordonnée de telle sorte que ces plans
tangents soient des plans tangents ordinaires. Alors la façon dont se
comportent les périodes est particulièrement simple. Soit

&>/, œ;., u",, ...

les périodes de u,; on pourra toujours choisir les périodes normales de
telle sorte que œ,, coj, ..., ne change pas quand y tourne autour de
la valeur singulière tandis que ̂  (qui devient infini lôgarithmique-
ment pour cette valeur), se change en co^ 4- co,. Quant à u, il se change
en i^4-p.co^ où y. est un entier qui dépend de la détermination choisie
pour Ui.

Nous dirons quej===jo est P0111* ^ u"e valeur critique du ^Hlmft

ordre, si les diverses périodes û, de rintégrale u, y deviennent nulles
ou infinies du ^kme ordre au plus; il faut alors que (^ y devienne nul le
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ou intime du n1^ ordre au moins; et c'est là une autre manière
d'énoncer les condit ions 3°et4°- Une valeur critique d'ordre n^> i peut
être regardée comme obtenue par la réunion de n valeurs critiques du
premier ordre par la même convention q u e pour les racines multiples
des équations algébriques.

Quand des fonctions (^ satisferont aux condi t ions énoncées dans le
présent paragraphe nous dirons qu'elles sont normaks.

IV. — Courbes correspondant aux fonctions r/.

Réciproquement, je suppose qu'il existe on système de fonc-
tions ^,, ^, ...,^, qui soient normales^ c'est-à-dire qui satisfassent
aux conditions suivantes :

i° Elles seront fonctions holomorphes de y sauf pour les valeurs
singulières ou critiques;

2° Dans le voisinage d 'une valeur s ingul ière , elles pourront devenir
infinies ou cesser d'être uni formes; mais il existera une période û^
telle que

^^
reste holomorphe;

3° Dans le voisinage d'une valeur c r i t ique , les rapports ̂  resteront
holomorphes.

Je dis qu'il existera une courbe algébrique C correspondant à cette
fonction.

Nous pourrons d'abord toujours supposer m=p, puisque nous
pourrions mul t ip l ier notre fonction par la constante — - Nous savons
maintenant que si l'on considère une courbe algébrique de genre p et
si M, , u.^ ..., u^ sont les intégrales de première espèce correspondante,
si ^, , ç^, ..., Vy sont des constantes données, on pourra toujours définir
les abscisses x^ x^y ..., Xp de p points de la courbe par les? équa-
t ions

/^•i ^ /-^
(i) f du^ dui -+-...-+ 1 du,=p^/ ( ^ = = 1 , - 2 , ...,/)).

'- .r'* *-' .»•" *' a'0
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Les limites inférieures d'intégration ̂ , ..., oc^ sont choisies une
fois pour toutes d'une façon arbitraire.

i° Les équations (i) déterminent les inconnues x^ x ^ y . . . , x^ d'une
façon univoque;

2° II y a exception pour certains systèmes exceptionnels de valeurs
des constantes <^; ces systèmes exceptionnels correspondent aux cas
où les p points M|, ML, ..., Mp dont les abscisses sont x^ x.^ ..., Xp
sont sur une même adjointe d'ordre n — 3 ;

3° Les solutions des équations ne changent pas quand les seconds
membres/?^- augmentent d'une période.

Appliquons cette règle au cas qu i nous occupe. Prenons d'abord,
d'après notre convention,

yO —— ^0 —— —— .̂0a / ^ — 3 C - ^ — . . . — s c ^

dételle façon que le point d'abscisse oc\ qui sert de l imite inférieure
soit l'un des points d'intersection de la surface avec la droite y == t •= o.

Substituons ensuite aux ^ les fonctions du système envisagé.
Quand y variera, les points Mi , Ma, . . . ,M, d'abscisses^,,^, ...,^
vont se déplacer sur la surface et engendrer une certaine courbe que
j'appelle C.

Quand y décrira un contour fermé autour d'une des valeurs sin-
gulières, il y aura d'après l'hypothèse des périodes Û, telles que
les ^ 4- -^ restent holomorphes; mais quand y tourne autour d 'une
valeur singulière, û, se change en û, ~ û;., û; étant une autre période.
Alors ^ devra se changer en ^+1^., c'est-à-dire que les deuxièmes
membres des équations ( ï ) augmenteront d'une période. Donc, le
système des points M,, AL, .... M ,̂ reviendra à sa situation primitive.

Il résulte de la que la courbe C coupera le plan y = const. en/? points
mobiles seulement. Mais il ne s'ensuit pas nécessairement que la
courbe C soit une courbe algébrique et surtout une courbe algébrique
de degrép. En effet, elle peut passer par les points qui appartiennent
à tous les plans j== const., c'est-à-dire par les points d'intersection
de la surface /==o avec la d r o i t e y = = = ^ = = o. Soient A, , A^, ..., A/,
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ces n points d ' intersection; si le point A/, est pour la courbe C un
point multiple d'ordre ̂  et que ̂  soit f in i , la courbe G sera algébrique
d'ordre p -h Y ^; si l'un clés ;x/, est in f in i , la courbe C sera transcen-
dante. Comment déterminer ^-/,; soient

Cl\k) ^2/c? • • • » apk

les valeurs des intégrales u^, u^ ..., Up qui correspondent au point Â^ ;
nous pouvons remarquer que pour l'un de ces points, Ai par exemple,
toutes les quantités^//,, sont nulles puisque ce point a été, d'après notre
convention, pris comme limite inférieure commune de toutes nos
intégrales.

Pour que la courbe C passe en A;,, il faut que l'un des points M, M^
par exemple, vienne se confondre avec A^ pour u n e certaine valeur
de y; on a alors

,,M, /,M,. -M,,-i

p \\ — au, = ^ du, -4- j du.i 4-... 4- J du,.

Rappelons-nous alors l ' une des propriétés fondamentales de la fonc-
t ion ©; on peut choisir les limites inférieures d'intégration de telle
façon qu 'on ait ident iquement (quelles que soient les limites supé-
rieures M ^ , ML, ..., M^_i),

/ ,̂-i- .̂du. == o.

C'est là un théorème bien connu de Riemann. Mais je préfère
l'énoncer de la manière suivante, de façon à conserver la convention
que nous avons faite plus haut au sujet des limites inférieures de nos
intégrales : On peut trouver des quantités h-^ qui ne sont fonctions que
de y et pour lesquelles on ait identiquement

4- / du,— hi •= o•/
ou

( 2 ) © (p^i — au, — hi) = o.
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Mais Riemann a démontré, en outre, que, si l'on considère les
2p-— 2 points d'intersection d'une courbe de genre/? avec une adjointe
d'ordre n — 3, les points doubles étant laissés de côté, et qu'on fasse
la somme

(3) ^f du^

en étendant la sommation aux ^p — 2 points M en cluestion, on aura

.,M

(3 bu) V / du/= 2//,.

D'autre part, d'après le théorème d'Abel, si l'on reprend la somme (3)
en l'étendant cette fois à tous les points d'intersection de la courbe
donnée avec une courbe quelconque de degré &, on obtiendra une
constante. Si, par exemple, A = = i , cette constan(e ̂ i^^^/c? puisqu'on

trouve cette valeur ^a^ quand on considère, en particulier, la
droite y ==-1 == o ; si k == n — 3, cette constante sera

(^—3)^ a//,.

Telle sera donc la valeur de la somme (3) appliquée à toutes les inter-
sections de notre adjointe d'ordre n — 3, points doubles compris. Je puis
donc écrire

(4) 2Â,4-^==(^-3)^^v,

OÙ
/,M

^•==^ ^ du,,

la sommation étant étendue aux points doubles; chaque point double
nous donne deux intégrales correspondant aux deux branches de
courbe qui passent par ce point.

Inutile d'ajouter que les équations (3 bu) et (4) et les équations
analogues ne sont vraies qu'à un multiple près des périodes. L'équa-
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tion (2) devient alors

,,., „ / i , n — 3 ̂  \
(5) ê pr /— ff/v,+ -^— ——- >,^.) = o.

\ 2 A •«—— ^/

Dans cette équat ion l ' inconnue est.j; nous avons autant d'équa-
t ions (5) que de points A/,, c'est-à-dire n. Si l 'ensemble de ces
équations (5) possède q racines distinctes, la courbe C est algébrique
et de degré p -h y; si nous avons une i n f i n i t é de racines, la courbe G
n'est pas algébrique.

Comment pourrait-il se faire que nous eussions une infinité de
racines? Il faut que, dans le voisinage d'une valeury^ de y, ces racines
soient infiniment condensées, de sorte que y^ appartienne à l 'ensemble
dérivé de l'ensemble de ces racines. Il faut alors que le premier membre
de l'une des équations (5) cesse d'être algébroïde pour y ^jo- Nous
sommes ainsi conduits à examiner de plus près la forme analyt ique de
ces premiers membres.

Les fonctions p^-, a^, &/,^a^ sont normales, c'est-à-dire qu'elles
jouissent toutes de propriétés analogues à celles que nous avons
énoncées au début de ce paragraphe; seulement le nombre m n'est pas
le même pour toutes.

La fonct ion © est comme on le sait de la forme suivante :

^e^\

ou
pl == 2 mi wh p2 == ? 2 mi fnîc cik ;

les m sont des entiers, les w et les c des variables et des constantes
que nous allons définir.

i° Considérons nos intégrales u, et leurs périodes normales de
première espèce; soitœ,, la^^ période normale de u^ nous introdui-
rons des arguments correspondant à ces intégrales et que nous conti-
nuerons a appeler u^ et nous poserons

27T:\/~ l U^=Z^^UW^
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Nous devons remplacer ces arguments par les valeurs qui figurent
dans l'équation (5), ce qui nous donne les équations

,—— / i n — 3 ̂  \ ^i
(6) Q.7T:\/—i[pVi—a/k-+--bi——-— /, a/A t == ,> c^y w j ,

\ 3 3 ^ssw l —ulu—

qui définissent les (-P.

2° Considérons maintenant les périodes normales de deuxième
espèce et soit co- lay^"^ période normale de deuxième espèce de u.i\
on aura

(7) â'!T\/^7ûJ^=^&)/yC^-,

qui définissent les c.
On voit que © est une fonction holomorphe des w et des c, et ne

cesse de l'être que si les w deviennent infinis, ou si la partie réelle
de Pa cesse d'être une forme définie négative.

Considérons d'abord une valeur ordinaire dey; pv^ a^., b^ sont des
fonctions holomorphes dej; il en est de même des oo^ et des co^.; de
plus le déterminant des co^ n'est pas nul, sans quoi nous aurions une
valeur critique. Donc, en vertu des équations (6) et (7), w et les c
sont des fonctions holomorphes de y; la partie réelle de Pa ne peut
non plus cesser d'être définie négative, ce qui ne peut avoir lieu que
pour des valeurs critiques. Donc © est une fonction holomorphe
de,y.

Soit maintenant une valeur critique non singulière. Nous avons vu
que les valeurs critiques sont arbitraires, c'est-à-dire qu'on peut rem-
placer les Ui par d'autres intégrales

(8) u^=z^p^u^

où les p^ sont des fonctions rationnelles dey, et choisir cette transfor-
mation linéaire de telle sorte que la valeur considérée ne soit plus
critique. Nous avons supposé au début, et ceci est essentiel^ que près
d'une valeur critique les ^ se comportent régulièrement; il en est de
même, d'après le paragraphe 3, des fonctions a^y .... Si donc nous
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posons, pour un instant,
i n — 3 •'T^

(9) u,= /-^—^•-4- ̂  ̂ — ———— ̂  ̂ •A,

les ^ se comporteront régulièrement, et il en résulte que, si l'on
considère les ^ comme dé f in i s parles équations (9) et les u^ par les
équations (8), les u^ seront finis.

Mais la transformation linéaire (8) ne change pas les w, ni les c.
Donc, même pour une valeur critique, © est fonction holomorphe
de y.

Considérons enfin une valeur singulière que je puis supposer non
critique. Nous avons vu à la fin du paragraphe 3 qu'on peut supposer
que cette valeur correspond à un plan tangent ordinaire, et qu'en
tournant autour d'elles toutes les périodes normales reprennent la
même valeur, à l'exception de l'une d'elles de deuxième espèce, o)^ par
exemple, qui se change en co'̂  -4- œ^ ; quant à pVi, d'après l'hypothèse
faite au début de ce paragraphe, il se changera en pv, 4- Aœ,, , k étant
un entier. De même, en vertu des résultats du paragraphe précé-
dent, a^ et b^ se changent en a^ + ^ ^i\ 9 &/ 4- ̂ ^n, K et k" étant des
entiers.

Cela, il est vrai, suppose un choix particulier des périodes normales,
et l'on peut concevoir u n e infinité de pareils choix à chacun desquels
correspond une fonction®. Peu importe, puisque le théorème est indé-
pendant de ce choix et que les valeurs de y y pour lesquelles la courbe C
vient passer par l'un des points A/c, ne peuvent être infiniment con-
densées, dans le voisinage d'une valeur j-o, que s ipour j==jo doutes
ces fonctions © cessent d'être holomorphes.

Qu'arrive-t-il alors de
i , n — 3 ̂  -

pVi— Oij, 4- -bi— —^—J^/A9

Cette expression augmentera de

K !
- .̂

K étant un entier. 11 en résulte, grâce aux équations (6), que w^ aug-
Ann. Éc. Norm., (3), XXVII. — FÉVRIER 1910. 1 1
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mente de K ^ y — - i et que les autres PP' ne changent pas. Quant aux c,
on voit par les équations (7) que Ci augmente de 27: \ / — i et que les
autres c ne changent pas. L'expression P^ 4- P^ augmente donc de

K m^ \/— i 4- — m ^ \/— i.
2

Si K est impair, e^^- ne change pas, et 0 ne change pas; si K est
pair, deux valeurs de © s'échangeront quand y tournera autour de sa
valeur singulière; soient ©, et ©a ces deux valeurs; i l s'agit en somme
de démontrer que les zéros du produit

Oi ©,»

ne sont pas infiniment condensés dans le voisinage de la valeur sin-
gulière considérée.

Le produit Q,@^ et la somme Q^ -h ©2 sont des fonctions uniformes
de y; je d i sque ces fonctions restent holomorphes; et, en effet, e^,
et<f* restent des fonctions holomorphes dey, bien que w^ et c^ devien-
nent logarithmiquement infinies; or, dans le développement de © ^ © 2
ou de @ i + © 2 , w, et c< ne figurent que par les exponentielles e^'1
et 0e*. Donc, la fonct ion © est une fonction algébroïde de r, ce qui
s'oppose à ce que ses zéros soient inf in iment condensés.

Ainsi, la courbe G, ne pouvant passer par les points Aj, qu'un nombre
fini de fois, est algébrique.

c. Q. F. D.

Il importe de remarquer le rôle d'une de nos hypothèses. Si pour
une valeur critique p, restait fini, mais sans que les ^ se comportent
régulièrement, la courbe C passerait par le point A^ une inf ini té de
fois dans le voisinage de cette valeur critique.

Le théorème de Riemann, sur lequel nous nous sommes appuyés,
suppose p>î. Dans le cas de/? = i, il suffirait d'introduire la fonc-
tion o' de Weierstrass et de remplacer l 'équation © = o par a1 = o ; rien
ne serait d'ailleurs à changer au raisonnement.

Nous devons, avant de quitter ce sujet, signaler que lques cas parti-
culiers,
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• 1° II peut arriver que les p points d'intersection de la courbe C avec
le plan y===const. se réduisent à p fois l'un des points A^, la courbe C
se réduit alors à p fois le point A/,. Elle pourrait aussi se réduire, par
exemple, à cf fois le point A/c et p — q fois le point Ay. Il pourrait se
faire aussi que, de nos p points, q restent constamment confondus
avec A^ et que les p — q autres soient variables.

2° Si nous considérons une période cjo^, par exemple, comme fonction
d e y , elle satisfera aux conditions énoncées au début de ce paragraphe.
La courbe C correspondante se réduit évidemment à p fois le point A,
qui nous a servi d'origine; en effet, en ce point les u^ sont égaux à zéro
ou à une période.

3° Les équations (i) ne déterminent pas toujours les points x^ d 'une
façon univoque; pour certains systèmes exceptionnels de valeurs des ̂
ces points x^ sont indéterminés. Si les ^ ne prennent ces valeurs
exceptionnelles que pour certaines valeurs particulières dey , il n'y a
pas à nous en inquié ter ; il suffira de lever l ' indétermination, en prenant
les limites vers lesquelles tendent ces points x^ quand y tend vers une
de ces valeurs particulières. Mais il n'en est plus de même si les <^
prennent ces valeurs exceptionnelles quel que soit j. Ces valeurs
exceptionnelles n'existent que pour p ^> i ; pour/? > 2, on peut satis-
faire aux équations (ï) en prenant x^ ===^, les autres x étant alors
déterminés par les équations mêmes; la courbe C ne rencontre plus le
plan y = const. qu'en p — ï points mobiles.

V. — Classification des courbes algébriques.

Maintenant se pose la question suivante : Existe-t-il toujours des
fonctions normales satisfaisant aux conditions énoncées au début du
paragraphe précédent? Si elles existent, comment les classer? Com-
ment classer par conséquent les courbes tracées sur la surface?

Envisageons le |)lan des y :
Soient r^, "y^, .".., r^ les différentes valeurs singulières; joignons

ces différents points à l'origine par des coupures que nous appelle-
rons Qi, Qa, . . . , Q/,. Comme nous supposons que chacune de ces
valeurs singulières correspond à un plan tangent ordinaire, chaque
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coupure sera caractérisée par le fait suivant : quand y franchira la
coupure Q^ l'une des périodes o^se changera en œ^ 4" in^; ̂ k) étant
une autre période, et il y aura ^ p — i autres périodes qui ne change-
ront pas. Alors, la fonction ^ devant être normale, il y aura un
nombre entier } ,̂ tel que

p—^^

reste holomorphe en Y]/c, c'est-à-dire tel que ^- se change en ^- -h-^n^.70

quand on franchit la coupure Q/,. Nous représentons par œ^ et ^ ' ) les
périodes de u^ qui correspondent à oo^ et CT^.

Remarquons que les nombres ^ ne peuvent pas être choisis d'une
façon tout à fait arbitraire; le choix doit être fait de façon à satisfaire
à la condition (4) du paragraphe 3.

Soient maintenant a^ ocs, ..., oc^ les valeurs critiques de la première
sorte; soient R i , (L, ..., ocelles de la. deuxième sorte; nous pourrons
toujours supposer que toutes ces valeurs critiques sont du premier
ordre de multiplicité; il demeure bien entendu que les valeurs cri-
tiques e^c/îp^ entrent seules en ligne de compte, les valeurs critiques
apparentes étant laissées de côté. Les ^ se comportent régulièrement
aux points a, et cette fonction peut devenir infinie aux points (3.
Donc ^ devra être de la forme

M p l V ̂  C ^))^Y ̂ V A.,. ^ /,(I) ^^T^1^^'^^
les A^ et C étant des constantes. Nous désignons par Y la variable par
rapport à laquelle on intègre; l ' intégration doit s'étendre à toute la
coupure Q^, et (^/ï)) n'est autre chose que ^/f) où y est remplacé
par Y.

On voit tout de suite que ^ satisfait aux conditions relatives' aux
coupures Q^; il reste à voir si l'on peut disposer des constantes arbi-
traires A/<; et C de telle façon que les ^ se comportent régulièrement.
Le nombre des paramètres arbitraires A/c et C est v 4- ï ou^(v -+-1)
pourlesp fonctions p^; celui des conditions à remplir est le même que
celui des points a, c'est-à-dire [J-; comme ces conditions a remplir sont
des équations linéaires en A/, et G et qu'il est aisé de voir que le
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déterminant de ces équations linéaires ne peut s'annuler, on voit qu'on
pourra toujours satisfaire aux conditions pourvu que

(2) F^O+ï).

Si l'inégalité (2) est satisfaite, il existera des fonctions normales et
par conséquent des courbes G correspondant aux différents systèmes
possibles de valeurs des entiers À/,.; mais ces systèmes de fonctions-
normales ne seront que des combinaisons linéaires à coefficients
ent iers d'un certain nombre d'entre elles, que nous pourrons nommer
fonct ions normales primitives. Les courbes correspondantes pourront
s'appeler courbes primitives et nous verrons bientôt sur des exemples
simples comment les courbes non primitives peuvent se déduire des
courbes primitives. Ces courbes primitives ont été rencontrées par
une autre voie par M. Severi (Annales de l'École Normale^ t. XXV»
p. 449)? qui les a rattachées à l'invariant p de M. Picard.

Les différentes fonctions normales, primitives ou non, forment des
systèmes discontinus, et l'on passe de l'un à l'autre en augmentant
les À/,- de nombres entiers. Mais on peut se. demander s'il peut exister
un système continu de fonctions normales. Pour un pareil système, les
nombres "Â .̂ doivent avoir des valeurs constantes, puisque ces nombres
ne peuvent prendre que des valeurs entières. D'où il suit que la diffé-
rence de deux fonctions normales appartenant à un même système
continu doit être une fonction rationnelle dey. Cette différence est
elle-même une fonction normale pour laquelle tous les entiers \jç sont
nuls. Donc, l'existence d'un système continu de fonctions normales est
liée à celle de fonctions normales rationnelles.

On peut déjà se rendre compte (et nous reviendrons plus loin sur ce
point) que l'existence d'un système continu algébrique (non linéaire)
de courbes algébriques, tracées sur la surface, est liée à celle d^un
système continu de fonctions normales et par conséquent à celle de
fonctions normales rationnelles.

Supposons que notre système continu de fonctions normales soit q
fois infini. Alors nous pourrons écrire

Vi -==. Ai 9^1 4- Ag y/s +... 4- Ay y/y,

Ai, Aa, ..., Ay étant des constantes arbitraires et les <p étant pq fonc-
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tions rationnelles. On pourra alors trouver?2 fonctions rat ionnelles p^,
telles que

"̂  (YP,/, •= A/,, • .

si k^ q et que
^^•p^^o?

si k^>q.
Au lieu des intégrales fondamentales

i i i , ^a, . . .» ^/;,

nous pouvons prendre les suivantes :
] Ui, U,, . . . , Up;
en posant

u^=^«/p//,.

Alors le rôle de p, , ^, ...,^ sera joué pa rV , , V^ ..., V^ où

V/c==^^P/-A-,

et les équations précédentes deviendront

V,=A^ (^^^), ^=0 (/O^r).

Avec ce nouveau choixdes intégrales fondamentales, nos fonctions
normales se réduisent donc à des constantes; elles ne peuvent donc
devenir ni nulles^ ni infinies, ce qui veut dire quU ny a pas de valeurs
critiques au moins de la première sorte.

Nous devons donc conclure qu'il y a y intégrales linéairement indé-
pendantes

Ut, U2, . . . , Ur/,

pour lesquelles il n'y a pas de valeurs critiques effectives.
D'après le théorème de MM. Enriques, Casteinaovo et Severi, dont

nous allons donner une démonstration nouvelle dans le paragraphe
suivant, l'existence d'un système c o n t i n u algébrique de courbes aigé-
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briques est liée à celle des intégrales de différentiel les totales de
première espèce.

Nous terminerons en donnan t quelques exemples, et nous commen-
cerons par la surface générale du troisième degré. Le nombre des
valeurs s ingulières, c'est-à-dire des plans tangents menés par la
droite y === t == o, est 3.2.2 == i2. Le nombre/? est égal à i . L'intégrale
unique z/ i est, de la forme

r^dx
JTT

où F est homogène de degré ï en y et t; nous pouvons donc supposer
qu'il n'y a pas de valeur critique de deuxième sorte et une seule de
première sorte; l'inégalité (2) est donc satisfaite. Donc, à tous les
systèmes possibles des entiers À;,- correspondra une courbe C. Les
entiers X/, q^i sont au nombre de 12 doivent être choisis de façon à
satisfaire à la condition (/i) du paragraphe 3. Cela leur impose
deux conditions.

En effet, d'après cet te condition, nous devons avoir

(3) 2w(/l) =r 0,

où ^(À) a la signification suivante : lorsqu'on franchit la coupure Q^.,
ç^-se change en^- 4- X/^.^et lorsqu'on franchit ensuite successivement
les coupures Q/,.+,, QA-^? • • • » Q/<» ̂ se change en une autre période ^ / { )

de l'intégrale u^ Ici nous n'avons qu'une seule intégrale u^ qui n'a
que deux périodes fondamentales s et ^ ; nous pouvons donc poser

z^^^s^^,

les (^ et les p .̂ étant des entiers, de sorte que la condition (3) se décom-
pose en deux

w Î ^S}^.^,=0.

Cela fera i t donc 12 — 2 == ic courbes primitives; mais il y a encore
des déductions à faire, car nous avons vu que certaines fonct ions
normales ne correspondent pas à des courbes proprement dites, mais
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à des points. Nous avons d'abord les deux fonctions normales
Vi=e, ^i^,

qui sont des périodes e tqui correspondent par conséquent au pointA,
qui nous a servi d'origine; nous avons ensuite deux autres fonctions
normales qui correspondent aux deux autres points A^ et A^ d'inter-
section de la surface avec la droite y = t= o. Il faut donc déduire 4
du nombre précédent et il reste 10 — 4 = 6 courbes primitives.

Il est aisé devoir quelles sont ces 6 courbes primitives. Considérons
les 27 droites de la surface. Voici quelles sont les valeurs de u^ == ̂
pour ces 27 droites : soient

7U 72; /3. 7^ 7s* 76, ^

sept quantités liées par la relation^y==o. On aura pour—- == 15 droites

pour 6 droites

pour 6 autres droites

Mi= Pl:=—y,-.y^

^1=: pi ==^4- y/,

^1= ^i==7/— ê

(en tout i5 + 6+• 6= 27 droites). Cela résulte des relations de
position de ces droites. On voit que nous avons en tout 6 arguments
elliptiques linéairement indépendants puisque les y sont liés par une
relation. Il n'y a donc que 6 de ces droites qui soient primitives.

Il est aisé de voir sur cet exemple simple comment on peut déduire
les courbes non primitives des courbes primitives. Soient deux
courbes C et C' correspondant respectivement aux fonctions normales ̂
etç^, il s'agit de construire la courbe C" correspondant à la fonction
normale ^-+-^ ; pour cela je coupe par un plan y=const. qui
coupe C et C'en M et en M'. La droite MM' coupe la surface en un
troisième point N; je joins N au point A^ qui nous a servi d'origine, la
droite NA^ coupera la surface en un troisième point M" qui appartiendra
à C' et qui engendrera cette courbe quand on fera varier j. Ce procédé
se généraliserait aisément pour le cas plus compliqué où ^>3,^?>i .

Considérons maintenant la surface générale du quatrième degré. Le
nombre des valeurs singulières esfe 4.3.3 == 36 ; on a p = 3, et par
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conséquent on a C périodes. On aura donc 6 relations analogues à (4)
et il resterait a ins i 3G — 6 == 3o courbes pr imit ives . Nous devons
encore en déduire 6 pour les périodes, et 3 pour les points d ' in ter-
section de la surface avec y = t == o, le point origine étant laissé de
côté; il reste ainsi 3o — 6—3 = 21 courbes primitives. Mais ce n'est
là qu 'un maximum, car la condi t ion (2) n'étant pas remplie, il
n'est pas certain qu'à tout système de. valeur de 7 .̂ correspond une
fonction normale.

Quels sont en effet les nombres a et ^ ? Nous pourrons prendre ici
(pour les fonctions R; du paragraphe 2)

RI = pi ,3?, R2==:p^ R3==p3.

Ces fonctions doivent être homogènes clé degré 2 en x, y, ^, t;
cloue p, et p^ sont des fonctions homogènes de degré i en y et t, tandis
que p3 est de degré 2. On aura donc

^=o, ^-=4

puisque les R ne peuvent devenir infinies, que p, et p^ s ' annulent
chacun i fois et p;, deux fois, d'où

p. =z 4 > 3 =~. p ( v 4- T )

ce qui n'est pas conforme à la condition (2); d'où il résulte que nos
21 courbes primitives n'existent pas en général. Ce résul ta t doi t être
rapproché d'un résultat démontré par Nôther et d'après lequel toute
courbe tracée sur la surface la plus générale de degré 4 ou au-dessus
est une intersection complète.

Supposons main tenant que notre surface du quatrième degré admette
une droite double. Le nombre des valeurs singulières se réduit à 20;
comme on a ip = ̂ , n — i = 3, en faisant les mêmes déductions que
plus haut, on trouve : 2 0 — 4 — - 4 — 3 = 9 courbes primitives. Ces
courbes primitives existent effectivement car on peut prendre

Ri-=pJ\, R,=p,P,,

P^ ==o, Pa == o étant deux plans passant par la droite double tandis
que p, et py sont homogènes de degré i eu y et t de sorte qu'on a

^ =: 2 -= 2 (0 -+- ï ) ==/)(^ -4- j).
Ânn. Éc. Norm., (3), XXVII. — FÉVIUEU 1 9 1 0 . 1 2
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Supposons enf in âne surface du quatrième degré avec deux droites
doubles; alors p = i et l'on peut prendre, pour R, , le premier membre
de l'équation d'un paraboloïde passant par les deux droites; il n'y a
donc pas de valeur critique y et il existe un système con t inu de
courbes C. Il est aisé de voir ce que sont ces courbes, puisque la
surface est réglée; ce sont les génératrices.

Mais je voudrais faire remarquer que, par suite de l'existence d'une
intégrale de différentielles totales de première espèce, les règles pour
la déterminat ion du nombre des courbes primitives doivent être
appliquées avec discernement, en tenant compte des circonstances
suivantes :

i° Les valeurs singulières peuvent n'être qu'apparentes, parce que
dans le voisinage d 'une valeur de y correspondant à un plan tangent,
les périodes peuvent rester des fonctions holomorphes dey; c'est ce qui
arrive ici, les périodes étant constantes;

2° Les périodes œ étant constantes rentrent dans le système c o n t i n u
de fonctions normales et ne constituent pas des fonctions normales
distinctes;

3° De même les valeurs de ^-relatives aux poin ts d'intersection de
la surface avec y ====/ -=== o sont des constantes et ne constituent pas des
fonctions normales distinctes.

Remarquons, en terminant, que s'il existe un système continu de
courbes algébriques, ce système sera forcément algébrique; et, en
elîet, ce système étant cont inu, la courbe la plus générale du système
sera forcément de degré ou de genre déterminé et rentrera dans un
type déterminé de la classification des courbes gauches de Halphen
(ce sera par exemple une cubicjue gauche, ou une biquadratique
gauche de genre r , ou une courbe gauche unicursale du quatrième
degré, etc.).

De plus, elle devra passer un nombre déterminé de fois par chacun
des points A,.

Or, on pourra écrire l'équation générale des courbes gauches d'un
type déterminé de Halphen, sous la forme de deux ou plusieurs rela-
tions algébriques entre les coordonnées et un certain nombre de para-
mètres arbitraires. En exprimant que la courbe est sur la surface, et
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qu'elle passe un nombre dé te rminé de fois par chacun des po in t s A^,
on obtiendra certaines re la t ions entre ces paramètres et ces relations
seront algébriques. Le système est donc algébrique; cette remarque
très simple nous sera ut i le dans le paragraphe suivant.

VI. — Intégrales de différentielles totales de première espèce.

Nous avons vu que s'il existe q intégrales u^ qu i ne possèdent pas de
valeurs cri t iques effectives, il existera un système cont inu y fois inf in i
de fonct ions normales et par conséquent un système cont inu algé-
brique y fois I n f i n i de courbes algébriques tracées sur la surface. 11
nous reste à voir que c'est là également la cond i t i on nécessaire et
suffisante pour qu'il existe q intégrales de différentielles totales de
première espèce, ce qui nous donnera la démonstra t ion du théorème
de MM. Enriques, Cas te inuovo et Severi.

Supposons d'abord qu' i l existe q intégrales de différentielles totales
de première espèce. Si dans chacune d'elles nous regardons y coinme
un paramètre constant , nous voyons qu'elles se rédui ront à y de nosp
intégrales u^ dont les périodes seront constantes.

Nous dis t inguerons donc, parmi les intégrales u^ deux sortes d'in-
tégrales : les q intégrales U/qui sont celles dont nous venons de parler,
et les p — q intégrales V/ qu i son t les autres .

De même, nous dis t inguerons deux sortes de périodes : d'abord
celles que nous appellerons les a^ et qu i sont nul les pour les inté-
grales U, puis les périodes ^ dont nous pourrons toujours supposer
qu'elles sont l inéa i rement indépendan tes en ce qui concerne les U,
c'est-à-dire qu ' i l n'y a entre elles aucune relat ion l inéaire à coefficients
entiers, qui soit vraie pour toutes les intégrales U.

i° Quand y décrira un circui t fermé, a^- se changera en ^ -+" y;
et ^ en j^- 4" o^, les y/ et les o^ é t an t d'autres périodes. Mais pour les
intégrales U, les périodes sont des constantes; donc les "y^- et les S
doivent s 'annuler pour les U; ce sont donc des combinaisons des a.

2° On sait qu'entre les périodes normales de deux intégrales abé-
lieiines on a la r e l a l ion b i l inéa i re

V
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et, si, comme nous le faisons ici, on prend un au t re système de périodes
que le système normal; il y aura une forme Mlinéaire F des périodes
des deux intégrales qui devra être nulle. La relation

F = = o
peut s'écrire

Z^^SP^'0-
Les ^ et les ^ sont des périodes de la première intégrale, les £/ et

les^ des combinaisons linéaires de ces périodes; les a^, ̂  , t., t[ sont
les périodes correspondantes pour la deuxième intégrale.

Quand y décrit, un contour fermé, a^ et [3, se changent en a, -4- y^
3,-+-o/, et de même £, et ̂  en £ ,+0^ ^+Y], ; les y, les o, les 0 et
les Y; sont des combinaisons des a. De même a^ (^., s^ ^ se changent
en a^.+y^ (^+^., £^-4-0^^+ ^. Laformebil inéaireF doit demeurer
inaltérée, non seulement comme valeur numérique, mais comme forme
algébrique. Or, elle devient

S^^^^4^^^^!;^^!;!6^^
Le coefficient de ?, doit rester le même; or, les y et les 8 ne dépen-

dent que des a et pas des ?; on a donc

^=^+^,

c'est-à-dire que ̂  est identiquement nul ; cela veut dire que (es ̂  sont
des fonctions uniformes dey, et comme les périodes sont des fonct ions
normales, ce seront des fondions rationnelles clé y et cela pour toutes
les intégrales U ou V.

3° Je dis mainlenant que pour une intégrale U tous les t ne peuvent
pas s'annuler à la fois. En effet, la forme F doit prendre une valeur
réelle positive, si l'on y remplace les variables de la première série
linéaire par les périodes d\me intégrale a.bélienne et celles de la
deuxième série par les imaginaires conjuguées des périodes de cette
même intégrale. On aura donc

^^£?4-Vp,Ç?>o,
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les £^ et les Ç? étant les imaginaires conjuguées des £^ et des 'Q. Or,
pour U les a sont. nuls; si donc tous les "(̂  et par conséquent tous les^°
s 'annulaient , l'inégalité serait en défaut

4° Désignons par ^ la période ^ de l'intégrale u^ (où u/, est. une
intégrale U si k^q, et une intégrale V si ^ > y ) , et envisageons les
systèmes de fonctions rationnelles de y

Ç/ï ? Ç/2i • • • » ^ip'

Je dis qu'on peut toujours trouver au moins q de ces systèmes
qui so ien t l inéairement indépendants (je leur at t r ibuerai les
indices ^ = 1 , 2 , . . . , y). Je dis donc que l'on ne pourra avoir, quel
que soit l'indice k, une relation de la forme

( i ) ^Eà^'^0-^'==i
l é s a / é t a n t g coefficients. Sans cela on pourrai t toujours trouver une
combina i son des intégrales U où toutes les périodes '( seraient nu l les .
Nous pourrions, en efïet, trouver des coefficients constants b/, qui satis-
feraient aux équations

Â-=r/

( 2 ) ^b/^c7c=o ( ^ = = 1 , 2, . . . , / /--l) .

Si alors on avait une relation de la forme (i), la relation (2) serait
encore vraie pour i == q et pour les autres valeurs de i et l'inté-
gra leV^U/^ aurait toutes ses périodes Ç nul les .

11 résulte de là que le système

]̂ Uu.

où les A sont des coefficients constants arbitraires, représente un
système continu q fois i n f in i de fonctions normales; or, l'existence
d 'un pareil système est précisément ce que nous nous proposions
d'établir.
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La réciproque exige plus d'attention. Supposons qu'il existe un
système continu algébrique q fois infini de courbes algébriques. Nous
pourrons définir ce système (puisqu'il est algébrique) par a -h i para-
mètres

^î t ^2i ... , ^<7-+-lî

liés par une relation algébrique

(0 ^(^n £^ • • .î^-n^ o,

de telle façon qu'à tout système de valeurs des ^ satisfaisant à la rela-
tion (i) corresponde une courbe du système continu et une seule .
Considérons maintenant le système c o n t i n u de fonctions normales
correspondant. Nous avons vu au paragraphe précédent qu'on peut
choisir les intégrales

^n /^î ..., Up,

de façon que ce système de fonctions normales s'écrive
î7! "̂  7i i ^ = y a » ..., (-^ = yy, (.̂ i = t.^3 =...-= p^ =: o ;

les y étant des constantes arbitraires. Considérons les y comme fonc-
tions des Ç :

i° Les y ne peuvent jamais devenir infinis, puisqu'il en est ainsi
des Ui qui sont des intégrales de première espèce et par conséquent
des ^ ;

2° Quand les ^ reviennent à leurs valeurs primitives, après un
circuit quelconque, lesy^y, se reproduisent à une période près;

3° Par conséquent, les dérivées partielles des y par rapport aux ^
sont des fonctions rat ionnelles des S ; c'est-à-dire que les y sont des
intégrales de différentielles totales de première espèce relatives à la
varié té ( i ) ;

4° Les périodes de ces intégrales de différentielles totales sont des
constantes indépendantes de y, puisque les y sont des constantes indé-
pendantes dey;

3° Si donc les ^décriventun contour fermé quelconque, ou bien/?y,
revient à sa valeur initiale, ou bien ^y, augmente de oo,, œ, étant une
période de u^ période qui doit être une constante indépendante de y ;
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6° Les p^, ont au moins ^ q périodes effectives dis t inctes; en effet ,
représentons l ' ensemble des systèmes de valeurs des p^i qui sont
entièrement d i s t inc tes (deux systèmes n'étant pas entièrement distincts
s'ils dif ïèrent d'une période). La représentation devra se faire dans
l'espace à 2<r/ d imens ions , puisque nos coordonnées sont les q parties
réelles et les y. parties imaginaires des y. La région de cet espace
occupée par notre ensemble sera limitée par 2 h variétés planes,
parallèles deux à deux s'il y a h périodes ; mais elle ne peut s'étendre
à l ' i n f i n i , puisque les ^ ne peuvent devenir inf in is ; c'est donc un
prismatoîde fermé, qui doit être limité par 4<7 variétés planes, de sorte
que nous avons ^q périodes.

7° Supposons que les ^ décrivent un circuit fermé, la courbe algé-
brique du système continu reviendra à sa position primitive. Si elle
coupait le planer == const. aux points

Mi, Ma, . . . , M,,,

et si u^\ ^', .. . , ̂ ) étaient les valeurs correspondantes de u^ on
avait dans la position in i t ia le

pç^a!,[)•+-u!^}•+...-+-u(/)}.

Dans la position finale, les points M se seront seulement échangés
entre eux, de sorte que les u"^ se reproduiront à l'ordre près et à une
période près. Donc p v ^ se changera en /n^ + œ/, o^- é tan t une période.
On remarquera que

/?('!, pV^ . . . , p V y

se changeront en

p(\ -+- ûOi, /^a + ^2» . • ^ P ^ p •+• ^p ;

a),, co^, . . . , co^ étant des périodes correspondantes.
Il peut arriver q u e toutes ces périodes soient nu l l e s ; il peut arriver

aussi que
û)i, (jja, . . ., (ĵ y

ne soient pas nulles, et d'après le théorème ci-dessus (6°) cela arrive
de 2 y manières l inéa i rement indépendantes . Dans ce cas, d'après 4°
et 5°,

CO} , (X^, . . . , Ct)y



Qt) H. POÎNCAHÉ.

sont des constantes. D'autre part, comme p î^+.i? 7^^4-2» . . . y ^ ^ s o n t
coïlstaiBïnent nuls, on aura

Donc : il existe cui moins 2 q périodes distinctes qui sont des constantes
pour ii^ u^ ..., Uq et qui sont nulles pour ^4-1, u^y ..., u^.

8° Cela nous montre que nous nous trouvons dans un des cas de
réduction des intégrales abéliennes. Les intégrales Uy^^ ^4-2, ..., Up
sont réductibles puisqu'elles n'admettent que 2.p— 2 q périodes
distinctes; il en résulte qu'il existe q autres intégrales réductibles.
Yoici comment on peut les former :

Désignons par co^ la h^6 période de^/; d'après ce qui précède co^est
une constante si i ^q , h<^2q et elle est nulle sil^xy^ h 5 2^; pour
qu'il en soit ainsi, il faut choisir et ordonner convenablement les
périodes fondamentales, sans s9 astreindre à choisir des périodes normales;
nous aurons alors entre les périodes des relations de la forme

F(Û)^,^\ ...,^\^y\^\ ...,G)^)=:O,

F étant une forme bilinéaire, d'une part par rapport aux œ^ d'autre
part par rapport aux coy; cette forme joue, par rapport à nos périodes
non normales, le même rôle que la forme

^ (Cû;.2^ Cû}'27^ — Gû)2^^;.2^^),

par rapport aux périodes normales.
Soient

U=^^,

une intégrale quelconque et û^ ==^\.cof° ses périodes; nous devrons
avoir

F(^\œ^)=o,

Nous prendronsy> q, de telle sorte que, pour h^iq, œ^ est nul ;
il n'y aura donc que 2p - 2 q des co^ qui soient différents de zéro;
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écrivons
F(^, c^r^CO^II^,

II^ est un polynôme linéaire à coefficients entiers par rapport aux û;
on obtiendra les intégrales réductibles, en écrivant

( a ) 11^^=11^^=.. .=lï^)==o,

c'est-à-dire en égalant à zéro les coefficients de tous les o)^ qui ne
sont pas nuls. Cela fera 2/? — 2 y équations entre les û, c'est-à-dire
entre les X. Ces équations admettront 2 q solutions l inéai rement indé-
pendantes. Pour particulariser ces solutions, nous supposerons
que A , i , À^, ..., \sont tous nuls, sauf l 'un d'entre eux qui est égal
à i, les autres A se déduiront des équations (2). Nous obtiendrons de
la sorte q intégrales réductibles

Ui, U,, .... U^,

U/, étant caractérisée par ce fait que les q premiers À sont nuls,
sauf A/, q u i est égal à i ; on aura alors

^=^P (A-5<7, /^2<7) ,

car sauf le terme' \^^ = œ^, tous les termes ^•o^ s'annulent parce
que 'X^== o pour ^y, et (jù^ == o pour i^> q.

Les autres périodes de U/; sont liées aux périodes «û^ par les rela-
tions (2) qui sont des relations linéaires à coefficients entiers. Donc,
les û^ (ou leurs sous-multiples) sont les seules périodes dis t inctes
de l]/f. Donc, toutes les périodes de U^ sont des constantes,

9° Alors U/, est une fonct ion de x^ y, z , qui ne peut devenir inf inie ,
qui se reproduit à une période cons tante près quand x , y ^ z décrit un
circui t fermé quelconque.

Donc, ses dérivées par rapport à x ou y sont des fonctions ration-
nelles de x, y, z.

C'est donc une intégrale de différentielles totales de première
espèce. Donc, notre surface possède q intégrales de différentielles
totales de première espèce, c. Q. F. D..

Ânn. Ec\ Nor/n., ( 3 ) , XX V U . — MARS 1910. l3
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VII. — Systèmes linéaires.

Nous allons considérer, d'une façon plus générale, des courbes C
correspondant à une valeur quelconque du nombre m (c'est-à-dire
rencontrant le plan y = = c o n s t . en m points mobiles), sans nous
astreindre à prendre m ==p. Considérons deux courbes C et (7 corres-
pondant à une même valeur de 7??. Je suppose de plus que les différents
points A( , A^, . . . ,A/^ d'intersection de la surface avec la droi te y = t = o
sont, pour les deux courbes C et C, des points multiples d'un même
ordre de multiplicité.

Si les deux courbes G et (Y appartiennent à un même système
linéaire, le théorème d'Abel nous montre i m m é d i a t e m e n t que les
fonctions ç^- sont les mêmes pour les deux courbes. Et nous pouvons
en conclure, en particulier, ce que nous avions admis jusqu'ici comme
presque évident, que s'il exisie un système continu de fonctions normales
au sens des deux paragraphes précédents^ le système continu de courbes
algébriques correspondant n est pas un syslême linéaire.

Soient maintenant C et C' deux courbes quelconques ; soient

m, .̂i, ^2, .... ^

les nombres des points d'intersection mobiles de la courbe C avec
y= const. et le degré de multiplicité pour cette courbe des points A ^ ,
As, .,..., A.n; soient

m', ^, ^4, ..., ^

les nombres correspondants pour G'. Soient ^ et ^- les fonctions p,
pour G et pour (7.

Soitâ^ lavaleurde u, aupointA/ , ; si les deux courbes appar t iennent
à un même système linéaire, on aura

(Q ^^s^^^^s^
^ ̂  + ̂  ̂  a^ = m' ^ ̂ -^lA ̂ .

11 nous reste à montrer que réciproquement si ces condit ions (i)
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sont remplies, les deux courbes appart iennent à un système linéaire.
Les deux courbes G et (7 sont alors de même degré

M == m ̂ V^^ ̂ -^-S ̂ /-

Nous avons, en outre, la surface donnée qui est de degré n et sa
courbe double qu i est de degré cl. Par la courbe G et la courbe double
je fais passer une surface de degré q suff isamment élevée; soit

F==o

l 'équation de cette surface; son intersection avec la surface donnée
sera de degré qn et se composera de C, de la courbe double et d'une
courbe Q de degré

qn — M — 2 d.

Soit K la courbe d' intersection du plan y ==- const. avec la surface
donnée f == o.

La surface F = o coupe le p l an j=cons t . suivant une courbe de
degré q qui passe par les d points doubles de K, par les m points mobiles
d'intersection de G, par les qn — M — d points d'intersection du plan
avecQ, et qui au point A/, a avec la courbe K u n contact d'ordre p./, — ï.

En vertu du théorème d'Abel, la seconde équat ion (ï) signifie qu'on
peut trouver une courbe S dans le plan de K qui soit de degré q, q u i
passe par les m' points d'intersection mobiles de K et de G', par les d
points doubles de K, par les qn — M — d points d'intersection de Q et
de K, et qui au point A^ ait avec K un contact d'ordre ^— ï. Même
si q^n on peut en trouver une infinité et l'on peut lui imposer

(q — n -+- ï) (<7 — n 4- a)
———————————————————————————————— ,

2

conditions arbitraires. Nous achèverons de déterminer la courbe S en
l'assujettissant à rencontrer ^ / — ^ • + - 1 ) ^ — n 4-2) droites données
de l'espace.

Quand on fera varier y, cette courbe S engendrera une certaine
surface < D = = o ; cette surface sera algébrique, mais elle peut être de
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degré siipérieur à y/par exemple q + À; son intersection avec la surface
donnée/==o se compose alors, cuire la courbe G', la courbe Q et la
courbe double, de h courbes planes

KI, K.â, . . ., K.//,, •

ayant respectivement pour équat ions

/^J—Ji^O, /=y—ja=o, ..., /=)-—y^=o.

Formons alors le système linéaire suivant de surfaces algébriques
de degré q + h :

( j -~yi)(7—j2)- .(r - y/O F-h À<ï> == o,

où X est un paramètre arbitraire.
Ces surfaces coupent la surface donnée f-— o en un certain nombre

de courbes fixes, qui sont Q, K,, IL, ..., K^ et la courbe double, et en
une courbe mobile G" de degré M qui se réduit à G pour À == o et à G'
pour \ très grand; de sorte que G et G' appartiennent à un même
système linéaire, c. Q. p. n.

Indiquons, pour terminer, un procédé qui pourrait aider à l'étude de
ces systèmes linéaires. Adjoignons a u x / j intégrales de première
espèce

«i, u^ ..., ii y

m— p intégrales quelconques de troisième espèce,

Formons alors les m fonctions ^, p,, . . . , ̂  relatives à ces m inté-
grales. Donnons pour un instant à y une valeur constante; à tout
système de valeurs des m fonctions ^, ^, .... ^ correspond un
système de m points de la courbe K intersection de/= o et dej =^ const.
et un seul; c'est là le résultat de Fanalyse que Glebscli et Gordan
appellent das erweùerte VmkerproUem. Une courbe coupant K en
^points mobiles sera donc définie par ces m fonctions, et l'on conçoit
qu'une étude des fonctions ^, p,, ..., ç^ analogue à celle que nous
avons faite des fonctions ç^, ̂  ..., ^ dans les paragraphes 3 et 4,
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puisse nous renseigner sur ces systèmes l inéaires . C/est ce que je ï'ne
réserve de faire dans un Mémoire u l t é r i eur .

VIII. — Nombre des valeurs critiques.

Commençons par observer que si la surface n'a pas de point conique,
il n'y aura pas de valeurs critiques apparentes. En effet, si YQ es^ une

valeur critique apparente, il y aura une fonction R; qui sera divisible
pa r r — j o ? tandis que l'intégrale correspondante

Ui
M/ dsc_ rR^

~~'J f.

n'aura pas toutes ses périodes nul les ; il en résultera que l'intégrale
/ ,_ ̂  ., aura des i)ériodes inf inies; ce qu i ne peut avoir lieu que

«-/ \ J JF 0 / J s

si la courbe K, intersection de f=o et de y=yo, dégénère; il faut
donc que le plan y =jo passe par un point conique ou soit tangent à
la surface. Dans le second cas, il suffira de changer un peu les axes
pour que tous les plans tangents menés pai\y == t = o soient des plans
tangents ordinaires, et dans ce cas nous ayons vu comment les choses
se passent et qu'on n'a pas une valeur critique apparente. Une sem-
blable valeur ne peut donc exister que dans le cas d'un point conique.
D'après un théorème bien connu de M. Picard, nous pouvons toujours
nous arranger pour que la surface n'ait d'autre singularité qu'une
courbe double avec des points triples; par conséquent pas de points
coniques; nous n'avons donc plus à nous occuper de cette question.

Cela posé, soit
n pi
i\i~= x - 7

Y étant un polynôme entier homogène de degré ^ en y et t, et P^- u n
polynôme homogène de degré / z+v -— 2 en x, y, z et /, où x et s
n 'entrent qu'au degré n — 3. Les racines de Y = o sont les valeurs
critiques de la deuxième sorte; pour trouver les valeurs critiques de la
première sorte, il faut chercher les valeurs de y pour lesquelles les p
polynômes P, ne sont pas l inéairement indépendauls .
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Cherchons à former un système c o n t i n u de f o n c t i o n s normales
comme aux paragraphes 5 et 6; nous aurons

(i) p, X^
Y :

où X, est un polynôme homogène de degré v en y et en /. Nous avons
dans la formule (i) p polynômes X, de degré v ; soit en tout (v -h î)p
coefficients ; mais ces coefficients ne sont pas entièrement arbitraires.
Si YQ est une valeur critiquo de première sorte, telle que Va/P, soit
divisible par y—y^ on devra avoir pourj==ry

(2) ^(xt'^t=o^

ce qui nous donnera entre les coefficients des X, autant de relations
qu'il y a de valeurs critiques de la première sorte, soit a; il restera
alors q coefficients indépendants, ce qui nous donnera un système
continu q fois infini de fonctions normales, et l'on aura

(3) ^0-H)jo—-^

J'écris S parce que les relations (2) peuvent n'être pas toutes dis-
tinctes.

Ce système continu q fois inf ini n'est pas tout à fait le même que
celui que nous avons étudié au paragraphe 6 et où (par suite d'un choix
particulier des intégrales u,) toutes les fonctions normales se rédui-
saient à zéro ou à des constantes; cependant les raisonnements de ce
paragraphe 6 (dans la démonstration de la réciproque) lui seront
applicables à peu près sans changement.

Soit

(4) P,=^y/,Q^. (î'==ï, 2, ...,^; Â"=I, 2, . . . ,< r / )

notre système de fonctions normales; les y sont des coefficients arbi-
traires, les ç des fonctions rationnelles dey; il y aura entre les ^ au
moins/)— q relations linéaires don t les coefficients seront des fonc-
tions rationnelles de y; ces relations s'obtiendraient en é l iminant les y
entre les équations (4); s o ù p — q ' le nombre exact de ces relations^
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on aura q^cf. Soient

(5) S^'^-00^0

les/.? — y' relat ions en quest ion.
Les y seront des fonctions des variables ^ de la relation (i) du para-

graphe 6. Pour déterminer ces fonctions, il suffisait au paragraphe 6
d'évaluer les valeurs de ^ en donnant àj une valeur déterminée. Pour
faire cette déterminat ion, il faudra ici évaluer les ^ pour un certain
nombre de valeurs déterminées dey, au p lus v -4- i ; soientjv, y ^ y ...
ces valeurs.

On verrait, comme au paragraphe 6, que les y ne peuvent devenir
infinis , puisque les v ne peuvent devenir i n f i n i s que pour les valeurs
cri t iques de la deuxième sorte et que le choix des valeurs y ^ y ^ , ...
étant arbitraire, nous pouvons toujours supposer q u e y i , } ^ » * • • n^
sont pas des valeurs critiques. On verrait ensuite que les y sont des
intégrales de différentielles totales de première espèce relatives à la
variété (i) du paragraphe 6.

Si les ^ décrivent un contour fermé, -y/c augmente de œ^. et Vi
de -û^ et l'on auraP

P
î^i-==:Y ^/f9/Â- (^/ étant une période de ^/).

Nous aurons, d'autre part, par les relations (5)

(6) ^,d^(.r)=o.

On verrait, comme au paragraphe 6, que le nombre des périodes en
question est au moins égal à 2y. On aura donc p — q' intégrales
^^•^.(j) qui auront ^q périodes nul les . Il faut donc que y = q ' ,
car si l'on avait: y^> q\ le déterminant à 2p lignes et ip colonnes formé
avec les parties réelles et imaginaires des ' i p périodes de nos p inté-
gra les / /^ . serait nu l , et nous avons vu au paragraphe 6 que cela est
impossible pour des intégrales abél iennes non dégénérées.

Cela posé, considérons les diverses valeurs critiques de la première
sorte; dire que y ==y/, est critique, c'est dire qu'il existe des coefH-
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cients constants cx.^ tels que

2^^
s'annule identiquement pourj ==r/c ; alors de deux choses l ' u n e :

i° Ou bien parmi les expressions ̂ ,^1/^1 0° ̂  P^t trouver/? qui
sont linéairement indépendantes; nous pourrons alors poser

^^f^ti^U/c^r^^ { l , / €= I, 2, . . . , /->),

b étant l 'une des valeurs critiques de la deuxième sorte; alors

2^^
P^ = : ( y — ^ ) — — — — — — — —7 ^ J~ Vi-

sera un polynôme entier puisque Va^.P, est divisible p a r y — j A »
et ce polynôme sera divisible pai\y—b, de sorte que b ne sera plus
critique de la deuxième sorte pour le u^ on aura donc réduit d 'une
unité le nombre v des valeurs critiques de la deuxième ?orte ;

2° Ou bien parmi les expressions ̂ j'^ik^i il î^y en aura que p — h
qui seront linéairement indépendantes ; nous poserons alors

^a/^=:^4 ( ^ = ï , 2 , ..., p;k-= i, 2, . . . , / 7 — A ) ,

les autre u\ étant définis d\ïne manière quelconque. Cela revient à
dire que nous pouvons toujours supposer que dans les expressions
2^^' ne figurent que des ui où l'indice/'^/? — À. Mais les coefficients
des polynômes X^- sont assujettis aux conditions

^ a,/,X,= o pour y == y^

Dans ces conditions, les h derniers polynômes X ne figurent pas,
c'est-à-dire que ks A(v- j - - i ) coefficients de ces polynômes sont
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arbitraires. Nous avons alors

q=h(v-^-i) 4- l

coefficients y arbitraires, / é tan t le nombre des coefficients arbitraires
des p — h premiers polynômes X. Si nous reprenons les équations (4)?
on verra figurer, dans les p — h premières, / coefficients y dist incts et
dans les h dernières h(y -+- i) coefficients y tous distincts des précé-
dents. En éliminant ces / coefficients entre ces p — h équations, il
restera au moins p— h — /relations entre les ^-correspondants; c'est-
à-dire qu'en reprenant le nombre appelé plus haut q ' on aura

d'où
p — c / ^ p — h — l;

q^hv-^c/, q>qf,

ce qui, nous l'avons vu, est impossible. Cette deuxième hypothèse doit
donc être rejetée ; on peut donc toujours réduire le nombre v des
valeurs critiques de la deuxième sorte ; on peut donc toujours supposer
que ce nombre est nul.

Soit donc v == o; alors l'équation P, = o sera celle d'une surface de
degré n — 2 passant par la courbe double et par la droite y == £ = o.
Soit d^autre part 6^ le nombre des surfaces d'ordre À qu i passent par
la courbe double. Les polynômes X^- se réduisent ici à des constantes,
et il s'agit de savoir combien, parmi les relations

(7) ^^A=o,

il y en a de distinctes; ce nombre ne sera autre que /?—q . L'équa-
tion (7) signifie que ̂ .^^i ^st divisible par y—y^, et alors l'équa-
tion

2^^S^.== ————— == o
y-y/.

est celle d'une surface d'ordre n — 3 passant par la courbe double. Si
les équations (7) ne sont pas distinctes, c'est qu'on a entre les oc^

Ann. Éc. Norm., (3), XXVII. — MARS 1910. l4
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des relations de la forme

(8) ^^a^==o ( ^ = : t , 2 , . . . , p ) ,

ce qui entraîne l'identité

W 2^(2^^) =2^.(y-^)S,.==o.

L'équation (8) étant une Identité» l'expression ^^^(y^—j/^S^sera
divisible parj —yo et l'équation

^^(yo-~jA-)SÂ-
(10) ———————————= o

J—Jo

sera celle d'une surface de degré n — 4 passant par la courbe double.
Le nombre des relations (7) distinctes sera celui des surfaces SA =o,

c'est-à-dire O^g, diminué du nombre des relations delà forme (8). Or,
à toute relation de la forme (8) correspondra, comme nous venons de
le voir, une surface adjacente d'ordre n — 4.

Le nombre des relations (8) est donc O,,.,., et l 'on a

q=P—Q^^-Qn-k'

Le nombre 6,,_a — O^ représente le nombre de courbes planes
linéairement indépendantes qu'on peut regarder comme section du
plan y == const. par une surface adjointe d'ordre n — 3.

Le résullat précédent ne diffère donc pas de celui de M. Picard
(^Fonctions algébriques, t. II, p. 438).

Nous avons à revenir sur quelques points de détail.
Il faut d'abord établir que toutes les adjointes d'ordre n — 3 sont

des combinaisons des surfaces S/, == o. Soit, en effet, S == o une
pareille adjointe. L'intersection de cette adjointe par le plan y = const.
sera une adjointe d'ordre n — 3 de la courbe K; on devra donc avoir
pour cette valeur dey

^=^^i,

les a, étant des coefficients finis, sauf pour les valeurs critiques. Ces
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coefficients sont 'des fonctions de Y évidemment rationnelles qui ne
pourront devenir infinies que pour les valeurs critiques. Si donc II est
un polynôme homogène d'ordre a en y et i (pi s 'annule pour les
valeurs criliquesy/,. et pour elles seulement, on aura

IÏS=^c?,(y)P.,

les ^i étant des polynômes homogènes d'ordre ^ — i en y et / ; on
devra avoir, pour y ==y^

^cp,(y/,)P,=:0,

ce qui veut dire que ^(r/c) = £,a^,£/, étant un coefficient constant;
d'où l'identité

^ p^Cn)!^ = ^iAy —y je} SA-

Or, <^i étant de degré moins élevé que II, on a

<?/( r ) _'v 9/(r/.-)
,11- -Z^r—y^

d'où
S ̂ ^^S/,.

G. Q. F. D.

Il faut ensuite démontrer que toutes les adjointes d'ordre n — 4
peuvent se mettre sous la forme (10). Soit en effet T == o une sem-
blable adjointe, et posons, en vertu du théorème précédent,

^=2^^ jT^S4®^
nous aurons l'identité

2.(..y-..os.=2;̂ (2.«P,)=o.

Mais pour toutes les valeurs dey, sauf les valeurs critiques, les P^
considérés comme fonctions de x et de z sont linéairement indépen-



108 H. P01NCARÉ. -" SUR LES COURBES TRACÉES, ETC.

dants. Tous les coefficients de la relation précédente doivent donc
s'annuler c'est-à-dire qu'on a (en faisant par exemple ; = i)

2«^=»,
et ce doit être une identité quel que soitj. Cela ne peut avoir lieu que
si.^'y^^ se réduit à une constante L. et l'on a alorsy "-VA A

^^a^=o ( ï '= i ,2 , . . . ,^) ,

ce qui est une relation de la forme (8).
c. o. F. D.

Nous avons vu au paragraphe 5 qu'on pouvait déduire toutes les
courbes tracées sur une surface d'un certain nombre de courbes pri-
mitives ; nous avons donné le maximum du nombre de ces courbes et
nous avons dit que ce maximum est effectivement atteint si une cer-
taine relation (2) du paragraphe 5 se réduisait à une égalité

(n) (x:=^+i).

Dans le cas contraire, le maximum n'est pas atteint en général.
D'après ce qui précède la condition (n) est équivalente à la suivante :

0/^4=0.

Ainsi donc le maximum du nombre p des courbes primitives sera
atteint pour les surfaces de genre géométrique nul, il ne le sera pas
en général pour les surfaces de genre géométrique plus grand que zéro.


