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SUR CERTAINES FAMILLES

DE

RESEAUX CONCOURANTS,

Par M. EmiLe MERLIN.

———— Y

PRELIMINAIRES.

1. Géncéralisant la notion de réseaux paralléles, nous dirons que
dewx réscawx correspondants de Uespace B, & » dimensions se coupent
lorsque, en deux points correspondants quelconques, les tangentes
aux courbes correspondantes des deux réseaux se coupent.

Des réseawx de B, en nombre quelconque, seront appelés concou-
rants lorsque, aux points correspondants, les tangentes aux courbes
correspondantes des réseaux sont concourantes.

Nous allons ¢tablir plusieurs propositions relatives 4 des familles
de réseaux concourants dont les points correspondants sont & chaque
instant en ligne droite. Les figures que nous ferons, se rapporteront
a l'espace & trois dimensions, mais les raisonnements seront vrais
dans un espace 4 un nombre quelconque de dimensions.

2. Considérons dewx réseaur (M) et (M,) qui se coupent et une sur-
Sace % telle que, auwx points M, d’intersection de % avec les droites MM,
qui joignent dewr poinls correspondants de (M) et de (M,), le plan
tangent passe par la drode commune aux plans tangents a (M) et
a(My)yen M et M. Je dis que les développables de la congruence des
droites MM, déterminent sur X un réscau (M, ), qui, avec (M) et (M,),
Jorme un systéme de trots réseaux concourants.
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Démonstration géométrique. — Soient, en M et M, MP, M, P les
tangentes aux courbes de parametre o5 MP,, M, P, les tangentes aux

IFig. 1.

courbes de paramétre w. Par hypothése, le plan tangent en M, & X est
le plan PM, P,.

On sait que les développables de Ta congruence engendrée par la
droite PP, correspondentivcelles de lacongruence engendrée par MM .
De plus, les points focaux P et Py de la droite PP, sont situés dans
les plans focaux de la droite MM, chaque point focal se trouvant
dans le plan focal qui ne Tui correspond pas (*). 1l en résulte (*) que
les développables de la congruence des droites MM, interceptent
sur X un réseau (M, ), qui forme avee (M) et(M, ) un systeme de trois
réseaux concourants.

Démonstration analylique. — On sait que Pon peut choisir les coor-
données homogenes &, ..., &, 5 ¥y oo on Ve de M etde My de telle
mani¢re que 'on ait

\ Ly,

() ou T ou (
1 == n-1).
( Dy; 0xy T )
Jde v’
N . 0Ly du o, . ,
D’ailleurs ==, SEEEL o 220 220 sont les coordonnées

du’ T g T et T e
homogenes des points P et P,.

(1) G. DARBOUX, Legons sur le théorie des surfuces, 2 partie, p. 230.
(2) G. DarBoux, Lecons sur le théorie des surfuces, »¢ partic, p. 231.
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Les coordonnées du point M, sont done de la forme suivante :
3=y ma (=1, ..., n+1),

o désignant une certaine fonction de « et de ¢. Comme le plan PM, P,
est tangent & X en M,, le point de coordonnées

ﬂ Vi mry) DY+ mrpy)
Jdu ’

du

se trouve dans le plan PM,P,. On a donc, en tenant compte des équa-
tions (1), les 72 -+ 1 relations suivantes :
dx, dx; D oz ox;
2) h— 0) —— A —— = o (YA ) A B Y =
(2) du " 0n Tign Yisoa) du de

(=0, ooy 1
b ’ >

%, B, v ¢tant trois fonclions convenablement choisies de « et de ¢.
Mais les points M, M, P, P, ne sont pas dans un méme plan. Les rela-
tions (2) entrainent done les suivantes :

de

—— O T 0
du ’

* =0,
o0 — B =o,
7 =0
desquelles on déduit

— — o0, ="+ o

En exprimant que le point de coordonnées

Dy ey (Vi1 + Oy 1)
YL I T
Je Je

est dans le plan PM,P,, on trouverait de méme

()’l) ol o
Jo =0, a'== o, 5'— o, V' =1+ o,
Y - - dx; dxy y. 1
o', i, ¥ désignant les cocllicients de y; + o, Wfl’ To dans lesrela-



520 EMILE MERLIN.

tions analogues 4 (2). Nous pouvons donc écrire les 22 + 2 relations

0z; dx;
3 DZ—(/I‘F‘(.)) ()[[,’ (. *’—)
(=1,...,n+1

dv ) e

qui montrent que X est coupée par les développables de la congruence
des droites MM, suivant un réseau conjugué.

De plus on voit que les coordonnées homogenes des points M,
peuvent s’écrire sous la forme suivante :

(4) STy Xy (E==1, ..., n~1),

w ¢tant une constante.

Réciproquement les points dont les coordonnées peuvent se mettre
sous la forme (4) engendrent le réseau le plus général conjugud i la
congrucnce des droites MM, et formant avee (M) et (M,) trois réscaux
concourants.

3. Les deux propositions quisaivent, montrent le rapport qui existe
entre la nature des fonctions £ et L de «w et de ¢ ¢t la nature du lieu
des points focaux des droites MM,.

Appelons F, le foyer dont la trajectoire est tangente 2 MM, lorsque
wvarie seul, F, l'autre. Les coordonnées de FF, seront

(3) Yi— ha; (fe=1,y euvy n~1);
celles de F,

(6) _)’i"—l-"fi (£==1, ..., n—~1).

1° h =/ caractérise le cas ot les droites MM, sont concourantes et
entraine la relation

(7) fo = [ = const.

Celte proposition est évidente. En effet, dans le cas oit 2 et £ sont
égaux, les expressions (5) et (6) montrent que F, et Fitoincident.
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La congruence des droites MM, est done formée de droites concou-
rantes. La condition d’intégrabilité du systéme (1) conduirait i la
relation (7).

2° [ = U, Udésignant une fonction quelconque de u, caractérise le cas
ot la nappe liew des arétes de rebroussement des deéveloppables de para-
métre u se réduil a une courbe.

En effet, si le licu de F, se réduit & une courbe, on a
(8) yi—le;= U o(u, ) (=1, ..., n=+1),

U; désignant des fonctions de w«, ¢ une fonction convenablement
choisie de w et de o5 d’on, en différentiant (8) par rapport 4 ¢ et en
tenant compte de (1),

al . do

({==1, ..., n41).

Mais le point de coordonnées x;, ..., 2, décrit un réseau. Il en
résulte que les relations (o) entrainent la suivante :

al o
de
¢ est-h-dire
(1o) (=10,

U désignant une fonction quelconque de w.
Raciproquement, de la relation (1o), on déduit, en différentiant
(6) par rapport a ¢,
Nyi—twi)
ov -
¢ est-i=dire
yi— b, = U,

La nappe licu de F, se reduit done & une courbe.
On verrait de méme que 2 =V, V désignant une fonction quel-
conque de g, caractérise le cas ott le lieu de F, est une courbe.
Donnons maintenant quelques propriétés de congruences particu-
litres que nous rencontrerons plus loin.

Ann. Ec. Norm., (3), XXI1l. — Novexenk 1906, 66
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4. Lorsqu'une des nappes de la surface focale d’une congruence,
par exemple le liew des arétes de rebroussement des développables de
paramétre u, se réduit a une courbe; le long des lignes de parametre u
d’un réseau quelconque conjugué a la congruence, les tangenies aux
lignes de paramétre ¢ sont concourantes. Leur point commun se (rouve
sur la tangente & la courbe focale au point qui correspond a la ligne
de parametre u considéree.

Soient (fig. 2):

C la courbe focale le long de laquelle « varie seul;

F, un de ses points;

M le point ott une droite F,M de la congruence perce un réseau
conjugucé.

IPig. o.

Lorsque ¢ varie seul, M déerit une courbe K le long de laquelle les
tangentes aux lignes de parametre ¢ vont couper la tangente F,T 4 C.
D’autre part, ces tangentes doivent engendrer une surface dévelop-
pable. Celle-ci est par suite un cone dont le sommet se trouve sur MT,
ou un plan qui ne peut étre MF,T.

Dans les deux cas, le théoreme est démontré.

5. Si parmi les réseaux conjugucs @ une congruence il en cxiste un
dont une des familles de lignes conjuguces est formée de courbes de
contact de cones circonscrits, une infinité de familles de réseaux con-
Jugucs concourants, dépendant d’une fonction arbitraire d’une variable,
et Uune des nappes de la surface focale joutssent de la méme propriélé;
les sommets des cones circonscrits sont les mémes pour lous ces réseauz.
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St Lon considere quatre {’entre eua, ou trots et la nappe focale qui jowt
de la propriéie, le rapport anharmonique de quatre points correspondants
demeure constant, lorsqu’on se déplace sur les courbes conjuguées aux
courbes de contact de cénes circonscrits.

Démonstration géometrique. — Soient (fig. 3) :

F,F, une droite de la congruence;
F, et F, les foyers;
M un point décrivant un réseau conjugué.

Par hypothese, lorsque ¢, par exemple, varie seul, la tangente MT
ala courbe de paramétre ¢ passe par un point fixe F.

Fig. 3.

Sur la développable engendrée par les tangentes & la courbe MN de
paramitre w, tracons une courbe quelconque QP. Faisons ensuite
varier u scul et déplacons chaque point tel que P sur la tangente MT',
a laquelle il appartient, de maniére que la tangente a la trajectoire
de P passe par F.

Lorsque w et o varient arbitrairement, la droite FP engendre une
congruence harmonique au réseau M. Il existe donc une infinité
simple de réseaux (R) conjugués i la congruence et dont les plans
tangents passent par FP ('), Le long des courbes de parametre u de
ces réscaux, les tangentes aux courbes de paramétre ¢ passent par F.
Les courbes de paramétre w sont done des courbes de contact de cones
circonserits.

De plus, comme la courbe QP est arbitraire, on voit qu’il existe

(1) Poir notre Note insérée dans les Comptes rendus, . CXXXIX, 4 juillel 1904, p. 32.
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autant de familles de réseaux jouissant de la propriété qu’il y a de
fonctions d’une variable.

Lorsque ¢ varie seul, le plan focal I, MT, qui est tangent en F, & la
surface focale, passé par un point fixe F. Il en résulte que, sur la
nappe lieu de Fy, les courbes de paramotre w sont encore des courbes
de contact de cones circonscrits de sommets F.

Faisons varier « infiniment peu, F viendra en F', FF” ne coincidant
pas avec MT. Les plans FI'M, FI'R, FI'F, sont les plans osculateurs
des courbes v = const. en M, R, F,. Ils forment un faisceau qui coupe
le rayon infiniment voisin en M’, R', F,. Donc le rapport anhar-
monique de quatre points correspondants de quatre réscaux tels
que (R), ou de trois d’entre eux et du point correspondant de la
nappe lieu de F,, reste constant lorsque « varie seul.

Démonstration analytique. — On peut choisiv les coordonndes
homogénes @,, ..., .x,, dupoint M de manicre que les coordonnées
()"I"/li-l‘ i

. ~ . o
du point F soient ===,
du du

A condition pour que les lignes

w=-const. soicnt des courbes de contact de cones circonserits de
sommel F s'éerira alors ainsi qu’il suit :

o

(11) = (=1, vouy e 4=1);5

du

d’ou, en différentiant par rapport e et ¢liminant Uy,

(11" %y _ Jlogp ’)ii
du de Jdv  du

Kerivons ensuite les coordonnées d’un point quelconque P de la
tangente MT’, & savoir

-.._‘_',}_)Jx,‘. (E=1, .., n1);

et exprimons que la trajectoire de P admet PF comme tangente en P,
lorsque « varie scul. 1l viendra

0t o oy o.r; __— .
m -} (—)71- R /,I W -+ [J.I (")T’- = A .'L‘,‘) =y ”t (L il B I l)
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ou, en tenant compte des ¢quations (r1) et (117),

o ) S OED
(—)% i x4+ N p U+ p.’( 05’ —l-—)\'.'z',) =v'U; (i=1, ..., n+1).

. . . PE .
Mais les points de coordonnées x; 7(—! et U; ne sont pas en ligne

droite. On dédait, par suite, de Péquation precédente

p'=o,
Jar .
du
Jpy. .
(-)—[; - l.'[J. — v/,

La premicre donne !, la dernitre, v'. La deuxieme donne 2’ et 'on
voit que les coordonnées du point P sont de la forme suivante :

(ll)’) — \[.17[,

Vo designant une fonction arbitraire de o.

Lorsque w et ¢ varient, la droite FP engendre une congruence
harmonique i la congrucnce des droites F,F,. Par suite, il existe
une infinité de familles de réscaux conjugués o la congruence des
droites FF, et concourants ('), dont les tangentes passent par les
points I et P. On voit, de plus, que cette infinité dépend d’une fonce-
tion arbitraire V d’une variable.

Considérons la congruence harmonique FP correspondant & V=o0
et un réseau (N) conjugud i la congruence des droites F, F, qui coupe
le réseau (), en I et P. On pourra choisir les coordonnées y; de N
de telle maniére () que

dy: , dxy
(13 S du s du
1) ? _(2'_[/ . lfjll

de 0

(V) Loc. cil.
() (3. DARBOUX, Legons sur la théorie des surfaces, 2° partie, p. 228.
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6

En écrivant la condition d’intégrabilité on trouve I'¢quation de
Laplace relative au réseau (M). D’autre part, cette équation n’est
autre que (11). [dentifions ces deux équations, il viendra

oh

dv_ dlogp ol
T h—1" "0 Ju

d’ou 'on tire
(14) =V,

V, désignant une fonction de ¢ seul.

Réciproquement, si Zest de la forme (14), les congruences définies
par les relations (13) sont du type considéré, car la condition d’inté-
grabilité des équations (13) pourra s’écrire alors sous la forme (11");
d’ou Pon déduit (11) par intégration.

Donnons & présent & V toute sa généralité, on déterminera sans
peine les coordonnées z; des points du réseau le plus général conjugué
4 la congruence considérée, dont les tangentes passent respective-
ment par F et P. On (rouvera ainsi

(15) s Yo+ Vi,
V, désignant une fonction de ¢ satisfaisant & Péquation linéaire
(16) VL=V (V- V,).

Lintégration de Iéquation différentielle (16) aménerait une cons-
tante arbitraire et 'on voil encore qu’il y a autant de familles de
réscaux conjugués concourants que de fonctions arbitraivres V d’une

variable.
Ecrivons maintenant les coordonnées du foyer F,, i savoir

(17) Yi— Vl.'l,‘,'.
On en déduit par différentiation

. VDR VAP
Wi Vi o v)yuu,

it
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sil’on tient compte des équations (13) et (x1). On voit donc que la
nappe de la surface focale jouit de la propriété énoncée.

Dailleurs, si, dans 'équation (16), on fait V= et V,=—V,, on
obtient une solution limite qui montre que la nappe lieu de F, jouit
de Ta propriéte.

Les ¢quations (15) et (17) montrent que, si 'on prend quatre
réseaux, dont un peut étre la nappe lieu de F,, le rapport anharmo-
nique des points correspondants est constant, lorsqu’on se déplace
sur une courbe de parametre ¢. Le théoréme est done démontré.

De plus, il résulte de ce qui précede, que le condition [l =V, carac-
l(/"l'/..s'(f ces (.f()/lg‘l'll(fll(,'(f.s'.

6. St, parmi les réseaux conjugués a une congrucnce, on en considere
trois tels que, aux points correspondants, les tangentes aux courbes d’un
méme paramdelre ¢ se coupent en un méme point et si Lon peul leur
adjoindre un quatriéme réseaw non concourant, ou la nappe de la surface
Jocale, licu des arétes de rebroussement des développables de parametre u,
de maniére que le rapport ankarmonique de quatre points correspondants
de ces quatre rescanx depende uniquement de v, la congruence appartient
aw lype du théoréme précédent.

BEn ellet, considérons (fig. /) les trois réseaux (P), (Q), (R) con-

[fig. 4.

jugués i la congruence des droites F,F, et tels que les tangentes PF,
QF, RF aux courbes de paramétre ¢ passent par le méme point F.
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Soit (S) un quatriéme réseau qui jouisse de la propriété suivante :

(P,Q,R,8)=YV,

V désignant une fonction de ¢ seul.
Si u varie seul, P vient en P’ sur PF, Q en Q" sur QF, R en R’
sur RF, Sen S’ etl’'on a

(p/’ (\)I’ Rl’ Sl) ::(l), Q, R, S).

Il en résulte que SS’ passe par F.

Cela étant, (P), (Q), (R), (S) étant des réseaux, quand ¢ varie
seul F doit se déplacer dans les plans tangents en P, Q, R, S aux
réseaux (P), (Q), (R), (S) qui, par hypothése, ne sont pas concou-
-ants. 11 en résulte que F reste fixe, quand « reste constant. Les
lignes « = const. sont donc, sur les résecaux (P), (Q), (R), (S), des
courbes de contact de cones circonscrits. La proposition est dé-
montrée.

Si S est remplacé par le point de contact F, de Ta droite F, I, avec
la nappe focale, lieu des arétes de rebroussement des développables
de parametre «, on démontrera de méme que, lorsque ¢ varie seul,
F doit se déplacer dans les plans tangents en P, Q, R aux ré-
seaux (P), (Q), (R) et dans le plan tangent

F, P, P Q'R

a la nappe focale lieu de F,. On arriverait donce & la méme conclusion.

7. S pour deux réseaux conjugués a une méme congrucnce les
courbes v = consl. sont des courbes de contact de cénes circonscrits dont
les sommels ne sont pas les mémes pour les deux réseavx, la nappe licu
des arétes de rebroussement des développables de paramétre ¢ se réduil a
une ligne.

Soient ( fig. 5) V, et V, les sommets des cones circonscerits dont les
courbes de contact sont les courbes ¢ = const.

Lorsque « varie seul, F,F, engendre une développable et coupe
constamment V, V,. Il en résulte que cette développable est un cone
ou un plan. Dans le premier cas, la proposition est démontrée.
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Dans le second, si la nappe focale considérée ne se réduit pas &
une courbe, le plan renferme évidemment les tangentes en I, 4 la
courbe de parametre « ot i la courbe de parametre ¢. Par suite, ce

plan est tangent en I, & la nappe focale, qui est done développable.
I, I, sont les génératrices rectilignes; il n’existe plus de congrucunce.
[T en résulte que, dans le second cas, la nappe focale lieu de F, se ré-
duit encore & une courbe.

En vertu de la proposition du n°4, la droite V,V, est tangente en I,
ala ligne focale.

Dans la Section I, nous montrerons le role que joue 4 et/ dans
Petude des réseaux conjugudés aux congruences définies par les équa-
tions (1).

SECTION 1.

PROPRIETES DES FONCTIONS /4 BT L

8. Considérons dewx congruences correspondantes dont les dévelop-
pables se correspondent et supposons que chacune o’ clles admette trois ré-
seaux conjugues concourants (X, (Y), (Z); (X)), (Y'), (L) joulssunt
de lu propricté sutvanie : « chaque instant les drottes XX', YY', ZL et les
droites joignant les foyers correspondants de XY et X'Y' sont concou-
ranies, ow louchent une méme conique tangente ¢ XY el X'Y', ou se
trousent sur une méme quadrique. Je dis qu’a toul réseaw conjugué & la

Ann. le. Norm., (3), XXl — Decemsie 1406, 67
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premiere congruence, on peul [aire correspondre un réseau conugué a
la seconde, de telie maniére que deux réseaux correspondants aient méme
équation aux dérivées partielles. De plus, a toute famille de réseaux con-
courants conjugurs a la premicre, correspondra une famille de réseaux
concourants conjugués a la seconde.

Soient, en effet,
X1y ey Lni1s }’1, ceey y,M,l; S, ey S

les coordonnées homogenes des points X, Y, Z de trois réseaux con-
courants conjugués i la premiere congruence. On peut choisir conve-
nablement z; et y; de maniére i vérifier des relations de la forme
suivante :

Ay _ , 0z
ow "o

(l) (L:l,...,/¢+l)_
Ui . o

de T dy

Nous avons vu que les coordonnées des points d’un réseau conjuguc
& la congruence, et concourant avec (z;) et (y;), sont de la forme

Vi W&,

w étant une constante. Sans changer la forme des relations (1), on
peut choisir ; de sorte que les coordonnées des points du troisiéme
réseau s’écrivent
(2) 57T Yi— e

Nous avons également montré dans les préliminaires, que les coor-
données des fovers F, ¢t F, sont

b 4 2

(3) Fi, E! =Yi— Joxg,
(4) Fo, ti=y;— lu,.

Appelons i présent

! ’

' y . / / . ~ -
Ly,  ceey Xpyqs Yir o Yaeis Vi st Nuag

les coordonnées des points X/, Y/, Z' de la seconde congrucnce, (ui
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correspondent aux points X, Y. Z de la premiere, ces coordonnées
¢tant choisies de maniere que 'on ait les relations

o/ ,
( 20 ::' — Y, ‘1';‘7
oy ,().‘p})
(1) Jdu Ju
| Wi 0]
L Jde Jde

v e - ’ , ~7 . .
Soient & et 7 les coordonnées des foyers I et F) qui correspondent
a Iy et Fy. Nous pourrons écrire

(3) Uy L=y,
(4") K., nj=yi— 'zl

Cela étant, la relation qui doit exister entre les trois réseaux et les
foyers de la premitre congruence, 'une part, et les trois réseaux et
les foyers de la seconde congruence, d’autre part, peut s’exprimer
comme suit :

(X, Y, 7, 1) = (X, Y, 7, k),
(X, Y, 2, Fy) — (XL YL 2, 1),

Ces dernitres équations peuvent s’éerire

(%) =",
(6) U =L

Cela établi, sur deux droites correspondantes des deux congruences,
appelons points correspondants deux points tels que la droite qui les
joint passe par le point de concours des droites XX', YY', ZZ', ou
soit tangente & la conique qui touche ces trois droites et les rayons
correspondants des deux congruences, ou appartienne a la demi-
quadrique dont ces trois droites sont trois génératrices. A un réseau
de coordonnées

Z,- = .)’l' — )..I)[

ron
‘

conjugué i la premitre congruence correspondra le systéme

1,= yi—dha.
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Mais, pour le résean Z; ('), A est.de la forme

0 étant une solution de I’équation de Laplace relative aux réscaux a;
et 0,, Pune des fonctions qu’on déduit de 0 par I'équation aux diffe-
rentielles totales
00 a9
/1= —a - [ —dv ).
(7) db, '/A(/z ()"‘(/[l - l()v”>

Or Péquation de Laplace relative & @; ne dépend évidemment que
de Z et de L et, par suite, est relative & 2. On en conclut que Z; est un
résean conjugué i la seconde congruence. De plus (*) les équations
de Laplace relatives & Z; el Z; sont les mémes.

Considérons & présent trois réseaux conjugués 4 la premicre con-
gruence. Les coordonnées de leurs points seront
0, 9 v,

, e . LIPS
Vi g Vi g

Yim= g Wi Vi g

ol 0, 0" et 07 désignent trois solutions quelconques de I'équation de
Laplace relative o, 0,, 07 et 0] les fonctions que Pon en déduit par
la relation (7).

Les coordonnées des points des réseaux correspondants de la
seconde congruence seront

01 0/ 0//
Vi g ®y Vi g & Vi g e

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que les (rois pre-
miers réseaux soient concourants, ne renferment que les six fone-
tions 0, 07, 07,0, 07, 0. 11 en résulte qu'a toute famille de réseaux
concourants, conjugués a la premiére congruence, correspond une
famille de réseaux concourants, conjugués a la seconde.

La proposition est done établie.

(Y) On le voil aisément, en employant une méthode toute semblable a celle que nous
avous suivie dans nolre Note insérée dans les Comptes rendus, le 4 juillel 19o4,
1. CXXXIX, p. 3.

(%) Loc. cu.
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9. Réciproguement, les deux congruences définies par les réseaux
Ty ) L. P N ;o ’ .
() et (y;) d'une part, (2)) et (¥)) dautre part, z;, y;, @, v, salis-
faisant aux conditions suivantes :

ovi o,
Ju — 0w’
i _ /ﬁ
av T 9o’
dy: _, 0x;
o0 Mo
dy: [(}.1.';
de Do’

satisfontaux conditions de P'énoncé de la proposition précédente.
Considérons, en effet, sur la premicre congruence, les trois réseaux

EaT) s ]'| ’ ey Yoars .}’1 — Xy, cey _yu—H — T4t

et les deax nappes
Y1 /’"I:h e YT hx, 13 Yi— ['7'11 BN T R /'Z'IH—l

de a surface focale. Soient, de méme, sur la seconde congruence, les
trois réseaux

! ! . ! 4 . ! ! ! 4
L ceey s Y vy yru-n )’1""~7«‘u ey yn,+1_xn+1

et les deux nappes

' ¥ ’ J . 1 oo / ’
Yi——hrl, ol Ve R Yi—1lZh oy Y — L&

de la surface focale.

Les trois couples de points @, @5 yi vis vi— @i y; — @ déter-
minent, surdeux droites correspondantes des deux congruences, deux
divisions homographiques. Les fovers des deux droites sont deux
couples de points correspondants des deux divisions homographiques.
Il en résulte que les cing droites qui joignent ces cing couples de
points correspondants sont & chaque instant coucourantes, ou tan-
genles i une méme conique tangente aux rayons correspondants des
deux congruences, ou sur une méme quadrique.

10. Considérons deux congruences correspondantes dont les develop-

pables se correspo ndent. Supposons que, pour chacune de ces congruences,
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il existe trois réseaux conjugues concourants (X), (Y), (Z); (X'), (Y"),
(L), tels que les drottes XX, YY', 27 et les droites qui ./'()z'gnen[ les fovers
non correspondants des deux congruences sotent a chaque tnstant ou
concouranles, ou tangentes & une méme conique langente aux rayons
correspondants des deux congruences, ow sur une méme quadrique.
Ces réseaux déterminent, sur chaque congruence, une famille %' de
réseaux conjugueés concourants. Je dis qu'on peul faire correspondre ces
deux familles, de maniére qu’'a toul réseaw de la premicre corresponde
un réseau de la seconde, les équations de Laplace relatives a dewx réseawx
correspondants ayant les mémes invariants, @ lordre pres.

Employons les mémes notations qu’au n® 8. Il viendra, dans I’hy-
pothese actuelle,
(X, Y, 7, F) = (X, Y, 7, 1),
(X, Y,7,F,)= (X, Y, 7, F,l )
¢’est-d-dire
ho 1,
==,

Appelons points correspondants, sur deux droites correspondantes
des deux congruences, deux points tels que la droite qui les joint
concoure au point d’interscction des droites XX', YY', Z7Z, ou soit
tangente a la conique qui touche ces trois droites et les rayons corres-
pondants des deux congruences, ou appartienne a la demi-quadrique
définie par ces trois droites.

Au réseau lieu des points

(8) 1= y;— ha; (A = consl.)
correspondra le réscau lieu des points
(9) 1i=yi~— b
L’équation de Laplace relative au réseau Z; est la suivante :

o* 7 oH 1 7 JL. 1 J7.
(10) dude TR U= Lou dul Lo =™
ol 'on a posé

1 1

et e




() ¢
oo
Ut
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Eertvons Péquation de Laplace relative au réseau Z), i savoir

o A PR Sl R/
Jdu dv de L—1H du du L—1 ov =

Il viendra ensuite, pour les invariants de '¢quation (10),

o*H oll oH

I — (m—1L) dude  du do
= (H— L) ’
0L oL ol.

[ (I —1L) du do o Jdv

(T -y

Les invariants correspondants de I'équation (11) s’obtiennent en
changeant, dans les expressions de I, et de I,, Hen Let Len I, On a

done
0*L ol oL
. (L. — 1) dudv du de ]
L (H— L) o
)21 i1 o1l
(I,—ll)-(w[ dil o

Adu do

On voit ainsi qu'aux réscaux de la famille simplement infinie que
représentent les équations (8), correspondent des réseaux de la famille
définie par les équations (), de telle sorte que, pour deux réseaux
correspondants, les invariants sont les mémes, & 'ordre pres.

1. Réciproquement, soient, a présent, deux congruences définies
par les deux couples de réseaux @, et y;, a; et y; tels que

[ () [ 1).1'/
\ o
dede’
S Wi 0
Ju e
Jdy! dx}
s

On verrait sans peine que ces deux congruences satisfont aux
conditions énoncées dans la proposition précédente.
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Les no 8 et 9 font connaitre une propriété qui lie les solutions
d’une équation générale de Laplace. Le n° 10 et celui-ci fournissent
une relation entre les solutions de deux ¢quations de Laplace dont
les invariants sont ¢gaux a lordre pres.

Dans le numéro qui suit nous ferons deux remarques, qui seront
utiles dans les sections suivantes.

12. Considérons une des congruences définies par les équations

Ay, dr;
S P T
(12)
[ 07: 0
R T
el posons
L
a

o désignant une constante. Les équations (12) pourront s’éerire

vy .y
s | N0 4 2
Ju e
Ay o,
e gt
Jy e

' ’ J
Xy Loy ooy Xy

sont devenues ha et la. Il est done loujours possible de choisir les

sont encore les coordonnées du pointa;, mais /el /

coordonnées homogenes x; du poinl decrivant le reseau () de manicre
que, dans les équations (12), h et [ deviennent respectivenent ha et lo
sans que la congruence ni les deux réseawr ( ;) et (v;) changent, o de-
sigrant une constante.

Dans les équations (12) remplacons le réscau (a;) par le réscau
(yi+ox;), « étant une constante; (y; 4 2a;) est un réscaun conjugué
ala congruence et forme, avee (x;) el (y;), un systéme de trois re-
seaux concourants.

La congruence considérée peut done aussi étre définie par les
réscaux (x;) et (y;+ ax;), entre lesquels existent les relations

J( vt or) ).r;
{ALA‘.,‘_L.[\.,Z‘NL'.“ - o 0 ,
du )
O v+ cua;) Ry
S -~ [ o
Jy ( ) Jdy
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/

Dans les équations (12), on peut donc remplacer h et | par I + o
et |+ o, o (/("signanl une constante, sans que la congruence ni le re-
seauw (x;) changent, le deuxitine réseaun étant remplacé par un réscan
qui appartient a la famille des réseaux conjugués concourants deétinie

par («;) et (y;).

SECTION 1I.

NOMBRE ET NATURE DES RESEAUX A INVARIANTS EGAUX QUI FONT PARTIE
D'UNE FAMILLE DE RESEAUX CONCOURANTS CONJUGUES A UNE MEME CON-
GRUENCE. CAS PARTICULIERS.

13. Considérons une famille de réseaux concourants conjugués a
une méme congruence. On peut choisir les coordonnées homogenes
gy oos Xppys Vir ooor Varr des points M et N de deux quelconques
de ces réscaux de maniere quelles satisfassent aux 2(n2 + 1) équa-

tions suivantes :

()]’,' — ()(L'l-

Ju ' ou .

(r) (i==1,2,...,n—41).
Wi 9%
T

Les coordonnées z,, ..., 5, du point P d’un troisiétme réseau,

d’ailleurs quelconque, de la famille, qui se trouve sur la droite MN,

seront données par les formules

(2) = yi Ay,

A étant une constante. ‘
Des relations (1) et (o), on conclut que les coordonnées sy, ..., Zayy

satisfont & Péquation de Laplace

Y _()";: R , U3 _/z—%—),()f,
(3) Jdude h-+1i Jdu 5 [+ A = v

Ann. Fe. Norm., (3), XXII. — Decemsre 1go6.
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si I'on pose

i)./.’
Jdv
Y o
(4 P = ke
4 | ol
Jdu_
Q= =

sauf si & =/, auquel cas tous les réseaux de la famille satisfont & la
méme équation de Laplace.

Nous nous proposons de rechercher combien, parmi les réseaux de
la famille considérée, il en est qui sont & invariants égaux.

Remarquons tout d’abord que, en vertu des équations (4), les
équations (3) ne dépendent que de 4, £ et A. Au point de vue qui
nous occupe, toutes les familles pour lesquelles les fonctions /2 et {
sont les mémes, ne different donc pas essentiellement. Nous les
appellerons des familles (A, 1). Nous avons montré, dans la Section
précédente, la relation géométrique qui existe entre les réscaux
conjugués aux congruences définies par deux familles (4, 7).

Nous dirons que deux familles (%,¢), (£',1") se ramenent une i
autre, lorsque, & tout réseau de la premicre, on pourra faire corres-
pondre un réscau de la seconde, de telle manicre que, pour deux
réseaux correspondants, les ¢quations de Laplace aient les mémes
invariants, & 'ordre pres. Par exemple, si, dans les équations (1), on

1 I 1 . . . L :
change 4 en 2> Len 25 ce qui revient au fond & ¢changer les notations

qui définissent les deux réseaux initiaux, on obtiendra une famille
(%; }); qui se ramene 4 la famille (A, £), car au réscau <,)/,~—|— /'1,‘)
de I'une correspondra de la sorte le réscau (y; + Ax;) de Pautre.

Il résulte encore de cette definition et des théorémes établis précé-
demment, que les familles (zA -+ §, ol + ), ol 2 et § désignent des
constantes, et les familles (4, /) se ramenent & une famille (4, 7).

‘Cela étant, nous nous occuperons d’abord, alin de les exclure de
notre étude, du cas olt la congruence conjuguée aux réscaux de la
famille (4, /) est formée de droites concourantes, et de celui out les
deux nappes focales se réduisent & des courbes. Nous étudierons
ensuite le cas ot 'une sculement des nappes focales se réduit & unc
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courbe. Knfin, dans la troisicme Section, nous traiterons le cas gé-
néral, olt aucune des nappes focales ne dégénére en une ligne.

14. Dans le cas ot la congruence conjuguée aux réscaux étudiés
est formée de droites concourantes, lequel est caractérisé par la con-
dition 2 =1{, qui entraine la suivante : A = /= const.; ou tous les
réseaux sont & invariants ¢gaux, ou auncun n’est & invariants égaux.

St les deux nappes focales se réduisent a des courbes, en vertu d’un
théoreme énoncé au n° 4, tous les réseaux conjugués a la congruence
sont formés de deux familles de courbes de contact de cylindres, ou
de cones circonserits, dont les sommets sont sur les tangentes aux
deux courbes focales. Tous les réseaux sont done d invariants égaux.
D’apres une proposition du n® 3, ce cas caractérise les familles (V, U),
U et V ne se réduisant pas 4 la méme constante et désignant, en
général, respectivement une fonction de « et une fonction de .

15. Une seule nappe [ocale se rédutt a une courbe. Démontrons
d'abord que, st dewr réseaux conjugucs de la congruence considerce
sont a (nvarianls égaux, lous les réseaux conjugueés concourants avec
ces deux réseaux sont & incariants égaux el sont formés de courbes de
contact de cones ow de cylindres circonscrits.

Fig. 6.
~ \\\“
R e \\\
__,“ N\ \‘\\-
~ \ U U,
\\
@ \"

Soient (fig. 6) :

FI” une droite de la congruence;

I le foyer qui appartient i la courbe focale, le long de laquelle w varie
seul;

[ Pautre.
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Le long des lignes de paramitre « d’un réseau (M) quelconque,
conjugué & la congruence, les tangentes aux lignes de paramdtre ¢
sont concourantes, le point de concours U étant sur la tangente en F
4 la courbe focale (n° 4).

Si le réseau (M) est & invariants égaux, les courbes de paramétre ¢
jouissent de la méme propriété, le point commun aux tangentes aux
courbes de parametre «, le long d’une courbe de paramétre o, étant le
point V.

Si le réseau (N) est encore & invariants égaux, il sera de méme
nature que le réscau (M). De plus, le point de concours des tan-
gentes aux courbes de paramétre w, le long de la courbe de para-
métre ¢, qui correspond i celle que nous avons considérée sur le ré
seau (M), est encore V (n°® 7). Il en résulte que tous les réscaux de la
famille définie par les réscaux (M) et (N) sont formés d’une famille
de courbes de contact de cylindres ou de cones circonserits de som-
mets Vet d'une famille de courbes de contact de eylindres ou de cones
circonscrits, dont les sommets U, U,, ... sont situés sur la tangente
en F a la courbe focale. Siun ou plusicurs de ces réscaux élaient
plans, cetlte derniére phrase n’aurait plus quun sens conventionnel,
que 'on comprend clairement. Ces réseaux sont donc i invarian(s
¢gaux et la proposition est démontrée.

16. Déterminons les ¢quations finies des réscaux d'une telle
famille.

Dans les ¢quations (1), £ sera fonction de w seul, puisque le licu
des points focaux Fest une courbe (n° 3). Ensuite, comme la famille
g = constl. qui compose chaque réseau est formée de courbes de
contact de cones circonserits de méme sommet, on a
-(gr)‘{-i‘f::).\/’,- (£==1,2, ..., n+1),

Vi, Voo oo, Vogy désignant des fonctions quelconques de ¢, De (5),
on déduit par différentiation par rapport a u, Péquation aux dérivées
partielles du réscau (@;), laquelle doit étre identique a (3), ot P'on
fait A == =. On trouve ainsi

oh

— =0
v ’
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ou
h= f(u).

Si & se réduisait & une constante (n° 14), les deux nappes focales
se réduiraient & des courbes. Nous pouvons done poser, U désignant
une fonction de «,

(6)

~
|
|

[’équation de Laplace relative & (x;) s’écrit alors comme suit :

Px U dx
duadv U oo

On en conclut, en tenant compte de 'équation (5),

(7) ;= UV, 4 Ul

En vertu de la premicre des équations (1) et de la premiére des
équations (6), on peut ensuite éerive la valeur de y; comme suit :
(8) o= w(UV; - Uy) + UV, 4 U4 Wi(0),
W;(¢) désignant une fonction de ¢.

Diflérentions (8) par rapport & ¢ et tenons compte de la derniere
¢quation (1) et de la deaxiéme équation (6), il viendra

ot
U (0) = const.

“isons rentrer la constante dans U, Nous pourrons alors, en vertu
de (7) et (8), ¢erire les coordonnées homogenes z; d'un réseau quel-
conque de la famille sous la forme

() it (u [—]—I 7‘..\)/—}‘ <u l:— i)/v".

On voit que, pour ces réseaux, la famille des courbes de para-
métre ¢ est formée de courbes de contact de cones circonscrits de
sommets Vet la famille des courbes de parameétre w de courbes de
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contact de cones circonserits de sommels

(* — ey Ul U,
(A— )l +U

Les formules (6) montrent que les familles de réseaux que nous
venons d’étudier sont des familles

<— u E——-u)
[y 0 i ).

Il est d’ailleurs évident, par raison de symétrie, qu’elles ne dif-
ferent pas des familles
Vv
V/ — (1’ J— (7 .

17. 1l nous reste maintenant & déterminer les familles qui con-
tiennent un scul réseau & invariants égaux.

Conservons les notations du numéro précédent et soit M le réseau
a invariants égaux. La famille « = const. de ce réscau est formée de

Kig. 7.

F

courbes de contact de cones circonserits de sommet P ( fig. 7), situé
sur la tangente en I & la courbe focale. Les courbes ¢ = const. sont
aussi des courbes de contact de cones circonserits, de sommet Q (n°5)
situé sur la tangente en I & la courbe de paramétre w.

Cela étant, si U] désigne les coordonnées convenablement choisies
dePetV;, cellesde Q, les coordonnées homogenes du point M pourront
s’écrire

('O) X ’P( Uj -t V,-),

o désignant une fonction de w et o.



SUR CERTAINES FAMILLES DE RESEAUX CONCOURANTS. 543

D’ailleurs, comme le point focal F décrit une courbe, la seconde
¢quation (1) devient la suivante :

()yi T ()J,
90 =Uo0

U désignant une fonction de «. Intégrons cette derniére équation, il
viendra

(x1) vi=Uz;+ W, (w).

Eerivons que les valeurs de x; et y;, fournies par les équations (10)
et (11), satisfont & la premiere des équations (1), nous aurons

o Ty A % — (_)2 [T V — L4 . —
(12) (U @ - U(m /z()u)(U,—{ Vi) + (U = A)oUj+ Wi(u)=—=o.

Cette équation exprime que le point de coordonnées W («) est un
point de la droite MP. Comme ce point reste fixe lorsque ¢ varie seul
de méme que le point P, il en résulte qu’il doit coincider avec P,
puisque M déerit un réseau. On peut donc poser

W)y =y (u)Uy

7 (w) désignant une fonction de w, on une constante. Si y («) est une
constante, on pourra la choisir égale & — 1, en multipliant les coor-
données @; par une constante. Si 7 () est une fonction de u, on
prendra une nouvelle variable « de maniére que 7 («) devienne — «,
ce dernier u désignant la nouvelle variable. Nous considérerons donc
les deux cas suivants :

y(w)=——n1, = — U},

y(u)y=—u, V= — U4 U;.

Mais avant, remarquons que x; et U; étant les coordonnées de deux
points distincts, on déduit encore des équations (12) les relations
suivantes :

do
(13) U'o —k—(U——-Iz)—d—L't:o,

(14) w(u)+(U—1l)o =o.
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Premuer cas :
7(u)=—r1, Wi(u)=—U
On tire alors des équations (13) et (14)

o _,
ou 7
c’est-a-dire
h="fonction de ¢.

Les deux relations
(=10, h =fonction de ¢

montrent qu’il existe deux courbes focales (n® 141). Nous
done rejeter cette hypothese.

Deuxieme cas :
() = —u, Wi(w)=—wlU:+ U,.

Des équations (13) et (14), on déduit, en éliminant U — £,

(IJ) ._(l_ ..I‘\ o LK
Jdu rp) -
Posons
_[_J:_I :‘—‘10”'
u ’
d’out

U=u0O'~. 0.
Puis intégrons I'équation (15), il viendra
1
; — ! = 1:),
3)
© désignant une (onction de ¢.
Il s’ensuil que z; pourra s’écrire

!
(l(')) fy 2 R U,-—:!:_'V,-

ClEaTy

pouvons

Les équations (11) donneront ensuite, en tenant compte de la

valeur de W;(«),
U: -+ V,’

— N 1Y —
(17) .y,'_-(llU ()) /(()l__*__-(:)

wUj~+ U



~

SUR CERTAINES FAMILLES DE RESEAUX CONCOURANTS. 545
© n'est certainement pas constante, sinon le réseau (y;) et, par
suite, tous les réscaux de la famille seraient i invariants égaux. On
peutdone prendre © comme nouvelle variable indépendante; rien ne
nous cmpéche de désigner par ¢ cette nouvelle variable.
Des équations (16) et (17) on conclut alors que les coordonnées
homogtnes des points des réseaux qui composent la famille sont
données par les formules

S;i= (V' — O 4 ) (U + V) — (w0 — U (O 4-0).

Les sommets des econes circonscerits le long des courbes de para-
metre ¢ ont pour coordonndées

O (U;— wlU)) 4+ (' — O 4- 1)UL

On voil que, si © est constante, ces sommets coincident avee P.
En derivant z; deax fois par rapport a ¢, on trouve que, le long des
courbes ¢ = consl., les plans osculateurs aux cowrbes w = const. passent
par un point fixe N, qui se trouve sur la tangente en ) a Q.
Eufin, si Fon cherche la valeur de 4, laquelle est donnée par la for-
mule (14), on trouve
o= — ) — ue.

Les familles de réseau que nous obtenons ici sont donc des fa-
milles (—© — we, uv’ — ).

Nous résumerons les résultats qui précedent, en disant que, lorsque
la congruence conjuguée aux réseanx co-sideércs admet une seule courbe
Socale, si la famidle est (U,, U,) o (V,,V,), Uy, U, designant des fonc-
tions qu lconques de w, V,, V,, des fonctions quelconques de ¢, tous les
réseaux sont @ weariants égawx; st la famille est (—© —ug, €' — V)
ow (90—, — © —uy), un seul réseaw @ invariants égaux ; enfir, sc
la famille 0’ appartient ¢ aucun des dewx types précédents, elle ne con-
lient aucun réseaie @ InVariants égau.

Nous allons nous occuper a présent du cas ou la congruence con-
juguée admet deux surfaces focales.

Ann. Ee. Norm., (3), XXI. — Decessre 1gofi. 69
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SECTION 1.
NOMBRE ET NATURE DES RESEAUX A INVARIANTS EGAUX QUI FONT PARTIE

D'UNE FAMILLE DE RESEAUX CONCOURANTS CONJUGUES A UNE MEME CON-
GRUENCE. — CAS GENERAL.

18. Conservons les notations du n° 13. Pour que I'¢quation aux
dérivées partielles (3), relative i un réseau de la famille, soit & inva-
riants égaux, il faut et il suftit que Pon ait

A D N O [ -4
— - —_ A —=0 ) = o.
() du\ -4 ! > ()c'( {2 ‘) N

En développant celte expression et en chassant les dénominateurs,

on trouve une ¢quation dont e premier membre est un polynome du
quatritme degre en A et dont le second membre est zéro. On en con-
clut La proposition suivante :

In genéral, dans wie fumille de réseawe concowrants con ugucs a wne
méme congruence, i n’cxiste pas de réscawr a ineariants éganx. Toule-
Jois o peat y enavour un, dewx, (rois, qualre ow cing. S'tl en cxiste cing,
tous les réscaux de la famil'e sont @ invariants €gawr.

Il nous reste & ¢tudier séparément ces diverses hypotheses. Nous
ne parlerons pas du cas otvil n”’existe qu’un réseauvinvariants ¢gaux :
on peut en elfet supposer alors que () est ce resean el prendre
pour P et Q les dérivées particlles, par rapport i g el par rapport i u,
d’une meéeme fonction. Les fonctions & et £seront alors définies par les
équations (4) de la Section 1, dont la résolution est équivalente &
celle de I'équation aux dérivées particlles adjointe de Péquation de
Laplace relative au réscau (2;). HBn genéral, la famille ne possédera
pas d’aulres réscaux h invariants ¢gaux. Si toutefois elle en contenait,
nous la retrouverions dans 'étude des autres hypothéses. Nous nous
occuperons done successivement des cas suivants :

12 Tous les réscaux de la famille sont & invariants égaux;

2° Deux réscaux sont i invariants ¢gaux;
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3° Trois réseaux sont i invariants ¢gaux;
4° Qualre réseaux sont i invariants ¢égaux.
Nous traiterons le premier cas dans le paragraphe I, le second dans
le paragraphe 1, Tes deux derniers dans les paragraphes HT et IV (1),

I. — Tous les réseaux de la famille sont a invariants égaux.

19. S 1ous 1es reseanx de la famille sont @ ineariants égaux, la
Jamulle est (0, ©), O, © désignant respectivement une fonction de w et
une fonction de ¢, et réciproquement . Les courbes qui composent les divers

réseauwr sont des conrbes de contact de cones ou de cylindres circonscrits.

En effet, pour que tous les réseaux soient & invariants égaux, il
faul et il suffit que Péquation (1) ait licu quel que soit le parametre A,
ou cncore, en tenant comple des ¢quations (4) du ne 13, il faut et il
suffit que les equations suivantes :

J
[+ 17 EF(/' + 1) o D o, ¢)
e -2 ho— o - ol ’

(2 / )
(
oo (LA

Ik du Fh) _ do(u, )
{2 h— o du

soient satisfaites quel que soit A, ¢, désignant des fonctions conve-
nablement choisies de «, ¢.

A ces deux ¢quations ajoutons les suivantes, qui en sont un cas
particulier,

ol
de Do (u,0)
) h—1" de ’
() ol
D Do (u,0)
h—1 du )

(1) Los résultats contenus dans cette Section et une partic de ceux de la Section pré-
cédente ont 616 communiqués dans une Note insérée dans les Comptes rendus de U’ Aca—

démic des Sciences de Paris (L. CXLIL 15 janvier 1906, p. 139).
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Soustrayons membre & membre les premicres, puis les secondes
équations (2) et (3), il viendra

dh
do 0(v—u,)
Z-{j - dJe
Jdl
Ju __do—o,
{7 " 0u

Le probleme est ainsi ramené au suivant : determiner les fonctions h
et | qui satisfont a l'équition
dh Jal
) de J
) AL AL A L
du fo—- 0" de L2
quel que soit .
Développons done (4) et identifions les deux membres, nous trou-
verons les quatre équations

& !) . ()i{ .
dude " dude’
(h—1 I dh ol dlJl —
(5) ) ) Taae Jdu Jv du do
5
gy O Oh O 0Ol
(=0 duado "[()11 de 7 4 duade
J*h oh ol Jdl ol
hih—oy L OOk 0Ll
Li(n )()11 v + ! du Jv / du v ©

o*h Ol ol ol 0l

Ecrivons le déterminant des coefticients de ——-, =— =, = == dans
dude du de” du d¢

ces trois dernicres équations, il viendra, aprés simplification,

h— )5

Comme £ est different de £ (n° 3), on conclut des ¢quations (5) les
deux suivantes :
Ol Oh
du dv
Jt ol
du gy
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Mais nous supposons qu'aucune des deux nappes ne se réduit a une
courbes les équations précedentes conduisent done (n® 3) aux deux
relations

oh ol

-— =0 —_— =0
v ’ du

b
qui vérifient, réciproquement, les équations (5).

On peut done éerire, en choisissant convenablement les variables
indépendantes,

(6) h=u, {=.

D’ou il résulte que tous les réscaux de la famille sont formés de
courbes de contact de cones ou de cylindres circonserits (voir la fin
du n® 5) et que, sur Pune des nappes de la surface focale, les courbes
de parameétre w et, sur Pautre, les courbes de parametre ¢, sont des
courbes de contact de cones ou de eylindres circonscrits.

Des ¢quations (6) et des ¢quations (3) et (4) dun® 13, on tire suc-
cessivement

P=0=o,
0 Y
Jude
d’ou
(7) xy= Ui + Vi,

U; et V; désignant des fonctions quelconques, respectivement de « et
de g. '
De (7) et de Péquation (1) du n® 13, on déduit ensuite

yi= uU;—U;+ ¢V — V.

Les coordonnées d’un point d’un réseau quelconque de la famille
sont done de la forme

3,0= ([l -+ ))U;—— U1+ ((’ -+ ).)V,’—' V[.
Les sommets des cones circonscrits sont les points de coordon-

nées U et Vi, tant pour les réseaux que pour les deux nappes de la
surface focale.
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II. — Deux réseaux de la famille sont a invariants égaux.

20. Sans restreindre en rien la généralité, nous pouvons supposer
que les deux réseaux i invariants ¢gaux sont (z;) et (y;). Ainsi que
le montrent les équations (2), les conditions pourront s’écrire comme
il suit :

ah
do o
h—17 " o0’
8
(8) o
’-()” . A
h—1— D
et
ol
Loae 0y
) Lol — 1 e’
C {
) ol
A ou__ 9%,
L h— 1 du

Soustrayons membre & membre les premivres, puis les secondes
¢quations (8) et (g), il viendra

dlogh Dy —wo

de T T g0
dlogl Dy —uw),
du A ?

d’ol, en intégrant la premiere par rapport a ¢ et la seconde par rap-
port aw:

S fo = Uel~?%,
(r0) .

[ L =Vet?,

U désignant une fonction de w, V une fonction de ¢. Portant & présent
ces valeurs de 2 et de £ dans les équations (8), ces dernieres s’ écriront

dy 0y

s vyl

(x1)
& ( U ()'?_ —_V Jy,

du du
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Les équations de condition (8) et (¢) sont ainsi remplacées par les
¢quations (ro) et (11). Ces dernicres feront connaitre 2 et 7, les équa-
tions (10) fourniront ensuite 2 et /.
En vertu des équations (8) et des équations (3) et (4) dun® 13, les
coordonnées a; seront des solutions de I'¢quation de Laplace

(12) D Jo dx do dx
h dudy  dv Jdu Juay %

dont Pintégration se ramene a celle de Péquation suivante :

(3) 100 ’,?4)2(:“‘?
° 0 duoe T owoy’

si 'on pose
(14) x = e%0.

Les ¢équations (1) du n® 13 montrent que Pon obtiendra ensuite les
coordonnées y; par quadratures.

21. Etadions tout d’abord le systeme (11). 11 convient d’examiner
sé¢parément les trois hypothéses suivantes :

1° Uet Ve sont pas des constantes;

22 U n’est pas constante, V Iest;

30 U etV sont constantes;
Phypothese ot Vone serait pas constante, alors que U le serait, étant
rejetée, puisque les variables w et v jouent ici des roles symétriques.

10 U et V one sont pus constantes. —- Prenons U el V comme nou-
velles variables indépendantes etappelons-les w et o, Les équations (11)
s’¢eriront

Jdo 175
QO —t = —/‘:
. Je Jy
10
(15) do 0 Jdy,
Ju — Jdu
Posons
p L 0T
(16) YT du v’

on pourra intégrer les ¢quations (15), qui seront ainsi remplacées
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par les suivantes :

o dT 1 Ji
Y= = e T = 5
(17) . w Qudy u du
-
/ w 0w 1 01

En égalant ces deux valeurs de 7, on (rouve que Ja fonction = doit
satisfaire une certaine équation aux dérivées partielles du second
ordre, & savoir

d*m 0 on w  Or

—_— ——— e — ==
du dy + w?— % Ju w* — % Jy
Réciproquement, si = vérifie cette derniére équation, les fone-
tions o ct 7 données par les équations (16) et (17) vérifieront les
relations (15).
Si nous posons

e, ¢ 3,
1 Ton . ‘ : rafart 1 a Q@
équation & laquelle satisfait = deviendra la suivante :

ot 1 I or 1 1 or

— s T 0,

L T S e e
doadp 2 a—p3 0z 2 a-—[Ip
qui n’est autre que 'équation
, - 1 I -
(|8) h(—*:, ‘—;’) =0,

dont dépend la détermination des surfaces qui admettent pour repré-
sentation sphérique de leurs lignes de courbure un systeme de coniques
homofocales (*). Toutefois, lorsqu’on aura une solution = de I'équa-
tion (18), il faudra encore trouver = + 1 solutions de P'équation cor-
respondante (13), pour que le probleme s’achéve par quadratures.

22. 2° U n'est pas constante, N lest. — On peut, en multipliant A
et { par une méme constante (n° 12) faire V=1. Prenons de plus U

(1) Foir ). DarBoUX, Lecons sur la théorie générale des surfuces, L. 10, p. 7o
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comme nouvelle variable w: les ¢quations (11) s'éeriront comme il
suit :

’)(‘D —_— u ().“
g T
1
(19) o _ oy
du — Jdu
Posons
(0‘0) [ — 27—_ bl
! Ju

(ar1) '/':':ll,f—-———TE.

Exprimons que les valeurs de o et de 7 fournies parlesrelations (20)
et (21) satisfont & la premicre équation (19). Nous trouvons ainsi
que = doit satisfaire & la relation suivante :

J*r u I
e — — =0
du do ut—1 Jy ’

qui s’intégre facilement et donne
(22) m - V=1 - U,

U désignant une fonction de w et V une fonction de ¢. Les équa-
tions (20) et (21) conduisent ensuile aux valeurs suivantes pour g ety :

o

23 o \,—._,——— +U’,
(23) ' Vi —1
I
(2 g = Ve 4 u U = U.
X L T

Pour que le probleme s’achevat par quadratures, il faudrait encore
intégrer Uéquation (13), oft Pon donnerait & ¢ la valeur (23).
23. 3° Uet Vsont constantes. — Posons
U=aq, V=2,

a étant différente de b, sinon on aurait A =/, cas exclu. Les équa-
Ann. Ee. Norm. (3), XX, — DEceMBRE 1006, 70
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tions (11) s’écriront comme il suit :
do  dJy
[)(75 _a?)?)
Jo . dy
=l g

On en conclut, en intégrant,
bg—ay—=1"U,

ap—by=YV;

U désignant une fonction de «, V une fonction de ¢. De ces relations

on tire les suivantes :
aV— 00U

at— b*

o bV—al

T at— bt

- ’

Prenons ensuite pour variables indépendantes
U Vv

u

- 5 =)
at-— bt a -— bt

et désignons par u et ¢ les nouvelles variables. Il viendra

¢-—=ay—bu,

(25)
(26) v=by—au.
D’on
/l — (‘(:(I/- a) (et V),

Pour achever le probleme par quadratures, il faudra encore inté-

grer Péquation suivante :
1 0*0

1/,
® dudo ’
qui se raméne & I'équation connue
0%z
e == Z.

dx dy ~
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ITI. — Trois réseaux de la famille sont & invariants égaux.

24. Nous pouvons supposer que les trois réseaux a invariants ¢gaux
correspondent (n° 12) & A =-ec, A=0 et A= 1. En vertu des ¢qua-
tions (3) et (4) du n° 13 les équations de condition s’¢eriront comme
il suit :

ol
P . Jv
(27) Y
’ Jdu _Jo
h—1— du’
' oh
L Jdv oy
hh—17 " 99’
(28) ol
,/l. Jdu _Jdy.
Th—17" Jduw
oh
514—1 Jo oY
N h—14 7 do’
(29)

_()_/.
’ he+1 du {)'!{
(1 I — 1 u

En opérant comme au n® 20, nous déduirons de (27) et (28) les
relations
= Ul(:l"?,

3¢ J )
(50) | {=V,ete,

puis, de (27) et (29), les suivantes :

f o4+ 1= Uet=?,
'( l 1= Ve"f’"'?,

(31)

U et U, désignant deux fonctions de w, Vet V,, deux fonctions de ¢.
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Remarquons que A et /representent les rapports des dérivées par-
tielles de y; et de x;, prises respectivement par rapport & w« et par
rapport & v; A+ 1, [+ 1, les rapports des dérivées partielles de z; et
41 {41
T

Cela étant, je dis que nous pouvons supposer U, et V, non con-
stantes. Si, en effet, U, ou V, élaient constantes, on prendrait (s;)
comme second réseau, & moins que U ou V ne soient constantes.
Placons-nous donc dans cette derni¢re hypothese et supposons, par
exemple, V, constante. Des ¢quations (30) et (3r) on déduira les
suivantes :

de z;: » les rapports des dérivées partielles de 5; et de y,.

g o= O /,
(32) : . .
{ 2o+ 1= (0, ou ) (L+1),

© el o, désignant des fonetions différentes de w, sinon on aurait o =/,
et ©,, unc fonction de .

Sil'on prend o, on trouve A et £ fonctions de wscules ce cas a ¢Lé
traité plus haut (n° 1G). '

Si lon prend ©y, on déduit des ¢quations (32)

ho-- 1
Th
[ o’
i

O el n'étant pas conslantes, car autrement A et £ seraient fonctions
d’une méme variable, ou constantes. Il en résulte qu’en prenant les
réseaux dans Pordre suivant : (y;), (5;), (2;), on pourra supposer U,
et V, fonctions respectivement de «w et de o.

En changeant de variables, les ¢quations (30) et (31) pourront
done s’écrire
R TAER

(33) )
| L —=vel #

. ho—=U eV o 1,
(34) !
( [ —=Ve? %—1.

Eliminons 4% et €%, ¢l résolvons les ¢quations obtenues par rap-
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~J

port & Z et 4, nous (rouverons

K

S o w(U—V)

(35) T uV—¢U
' (lu"fU~V>.
T uV —oU

Portons dans les ¢quations (27) ces valeurs de A et de ¢ et expri-
mons que la condition d’inteégrabilité est satisfaite, il viendra

U'Viiw-— o (u-+ o)(eVi—ol?)
+ UuV(u—o)(U=V)(ulU—9pV)
+ VolU(u—¢)(U=V)(a«lU—vV)
+(U—= V3P (U+V)(»*U—wV) =o.

(F) ,

Lorsqu’on aura résolu I'¢quation fonctionnelle (F), les équations (35)
donneront 2 et £, puis les ¢quations () du n® 13 fourniront P et Q.
On aura done Péquation de Laplace relative aux réscaux (o;). Connais-
sant (x;), on obtiendra (y;) par des équations aux différentielles
totales, comme le montrent les équations (1) du n® 13.

25. Avantde résoudre completement I'équation (F ), nous traiterons
le cas particulier ot U et V sont constantes. Comme U est différente
de V, sinon en vertu des cquations (31), A serait égale a [, 'équa-
tion (F) conduit alors & la relation

U=—V.

Comme, d’autre part, on peut multiplier 2 et / par une méme con-
stante sans rien changer aux réscaux, nous pourrons poser

U-—=1, V=—i.
Les équations (35) fourniront les valeurs de 4 et de /, & savoir

2U

/L.’::——- I
o~ ¢
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lesquelles montrent que les familles (4, {) correspondantes ne ren-
ferment pas une infinité de réscaux a invariants égaux (n° 19). Il est
d’ailleurs aisé d’¢tablir qu’elles en conticnnent quatre.

En effet, des ¢quations (36) on déduit

4o  —o2u—+¢(u+0)
l+v —o04 (w4 v)

Pour v =12, o, 1, 2, ce rapport devient égal respectivement a 1,

D’apres ce que nous avons vu au numéro précédent, il'y a donc ici
quatre réscaux i invariants égaux.

Le rapport anharmonique des points correspondants des quatre
réscaux & invariants égaux (y;), (¢), (), (x;), lequel est con-
stant ('), devient dans ce cas-ci harmonique. On a, en elfet,

(Yi> biy Sy i) == (0, 2, 1, D) === 1.

Dans les scconds membres des équations (36) supprimons le fac-
teur — 2 (n®12) et portons dans les ¢quations (1) du n° 13 les valeurs
ainsi obtenues, il viendra

’())’i — J tp—
¢ _(-).(‘l = ;)f, ('l’[ yi)’
Qi 9
“Coo ();'("t Yi)-

Nous avons deja rencontré des équations toutes semblables au ne 24
et nous avons vu qu’elles peuvent &tre remplacées par le systéme sui-
vant :

{ -+ 0%,
Xy=m Yy e
YT 0w
(37) v Jimy 1 JTy w O*m; 1 0T
b YT e el T e - ey
7 Y w Judy u du v dudy v Jy
Jim; v dn w I o
dudy  ut— vt Ju wie— ot Jo

\

(') Poir notre Note insérée dans les Compies rendus, t. CXXXIX, 4 juillet 1gog, p. !
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Nous avons montré que la derniére peut se ramener i I'équa-
. 1 T
tion E<—— =, — —> — o.
2 2
Ainsi, dans le cas qui nous occupe, le probleme s’achevera par les

2

, . . . . ., 1 I
équations finies (37), si l'on sait résoudre E(— =y — -) = 0.
2 2
Dans le paragraphe IV, nous nous occuperons de la résolution de
I'équation fonctionnelle (F) et nous en déduirons les familles de

réseaux qui possédent trois réseaux a invariants égaux.

IV. — Résolution de I'’équation (F) du paragraphe précédent
et solutions que 1'on en déduit.

26. Montrons d’abord que les fonctions U et V qui satisfont (F)
sont algébriques.

Il est bien entendu que les surfaces considérées sont analytiques.
dx; dxy dy; Jy;
da’ o0’ ou’ I
de méme de 4, [, » et g, ¢t par suite de U et V. Il s’ensuit que V,
par exemple, est holomorphe autour d’un point ¢ = ps£o, et, dans ce
domaine, 1l existe un systeme de valeurs

Yar suile, sont des fonctions analytiques. Il en est

v = a, V=0,

telles que ab =£ o, sinon V serait identiquement nulle et / serait con-
stante, en vertu de la derniere ¢quation (34), cas exclu. De plus,
comme V est une fonction continue dans le domaine considéré, autour
du point v = a et dans unc aire finie, V n’est pas nulle.

Si, dans ce domaine, V' ¢tait constamment nulle, Vserait constante,
et, en vertu de équation (F), il en serait de méme de U; nous serions
done dans le cas particulicer traité au paragraphe II. En résumé, nous
pouvons admettre qu’il existe un systéme de valcurs

p=a V=0, Vi=c,
b4

telles que abe = o.
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Cela étant, donnons & ¢ la valeur «, (F) s’éerira

(e +a)(u—a)(b*a—al?)cl’
+ (e - a)y(U—=0)(uU—ab)bull
+(u—a)(U—0)(«eU—ab)acU
+ (U+0)(U—10)(a?U — bu*) =o.

(F")

Remarquons que (F') n’est pas identiquement vérifiée, quelles que
soient u, U et U’, sinon on aurait @« = o. Ensuite les équations (I7)
et (F) ne sont pas identiques, quelles que soient «, U et U'; sinon, en
considérant les coelflicients de U*, U?, w?®, nous trouverions les
relations

et V.V

er— I e T -
«* atl Ot

desquelles on déduit les suivantes :
V= [), [ 12;

dont la dernitre est absurde.

Cela dit, entre (I') et (F) ¢liminons U’, nous trouverons une équa-
tion en U et u, qui ne sera pas identiquement satisfaite, quelles que
soient w et U. En groupant tous les termes dans le premier membre et
en chassant les dénominaleurs, nous arriverons ensuite & une équa-
tion dont le premier membre est un polynome entier en wet U. Il en
résulte que U est une fonction algébrique de w.

On démontrerait de meme que Voest une fonction algébrique de .

Comme telles, ces fonctions ne sauraient devenir indélerminées
pour aucune valeur de leurs arguments.

Si nous faisons u = o, les cas suivants pourront seuls se présenter :

10 U=p£o, o
2° U :=o;
30 U=-c.

On voit d’ailleurs sans peine que ce troisi¢me cas se ramene au
premicr en prenant les réscaux dans Pordre (5;), () et (2;). I reste
done a examiner les deux premicres hypotheses.
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27. Avantde commencerladiscussion, faisons quelques remarques.
Tout d’abord, si U(w), V(¢) forment un systeme de solutions de
Péquation (F), en prenant les réseaux dans Uorvdre (y;), (x;), (5;),
on verra que équation (F) sera identiquoment satisfaite si 'on sub-

(H) Vie)

. N I 1 L e )
stitue & w, ¢ @ - et =5 el alUetV: el » les dérivées étant

prises par rapport a I—'{ et ;- Il en l'ésult(s que, st U(w) et V(v) forment
un systéme de solutions, ull ( :[> el oV ( ‘1) en forment un autre, qui ne
differe pourtant pas essenticllement du premier, au point de vue qui
nous oceupe.
Nous avons vu au n® 13 que la famille (4, /) se rameéne a la famille
,0). Or, permuter et /, revienth remplacer dans les équations (35),

(P < nn. Y O 1 rmI ! N \/ ¢],.14.' L 6 1 I
w el e respectivement par il et U, V 1(sp(¢.tlvcmcnt par UV

On en conclut quc, si Pon remplace dans (F) U et V respectivement

par » () sera encore identiquement satisfaite, puxs-

1A ‘
U(w) et V(c
qu'elle Pest quand on y remplace « el ¢ respectivement par Letl,
u 1%

J Viy
et U, V respectivement par l-(l»;-'-), (v‘).

Par conséquent, s¢ U(w)

el V() forment un sysieme de solutions, »[T%-- v (7 - en forment un
autre, qui, a notre point de vue, ne differe pas cbb(,nti(_allement du
premier.

Remarquons encore que si, dans (F), on fait ¢ = u, on trouve

Ve(w)y==U*(u).

Yassons i present ala discussion de 'équation (F)

28. 1° u=o0, U(o)=p fo. — Enfaisant u=o dans I’équation (F")
el en se souvenant que abe =4 o, on voit qu’il convient de distinguer
fes deux cas sutvants :

U'(o)=o0,
U'(o)=q¢q,

g designant une quantité qui n’est ni nulle, ni infinie.
Ann Fe. Norm., ( 3), X XI1Il. — Dicesnre 19o6. 71



562 EMILE MERLIN.

A. U(o)=o0. — Introduisons dans (') le systeme

u =0, U(()) = P, U' (o) == o,

il viendra ‘
oVV/ e pr —Vizo.

Intégrons cette derniére équation, nous trouverons

Vi= oo -+ pb,
o désignant une constante. En vertu de la derniere remarque du
numéro précédent, nous aurons aussi

U= a’u? + p*.

D’ailleurs, en multipliant U et V par une méme constante, opération
qui n’altére pas 2 et/ et en changeant convenablement de variables
indépendantes, on voit que le systéme trouvé plus haut se ramene aun
suivant :

S U=zt —

(A) [ Vi r— %,

On véritie aisément que les équations (A ) donnent bien un systéme
de solutions de (F).
B. U(o)=¢ — Faisons dans (I"):

=0, U(o)-—=p, Uo)=—q,
il vient

. dV . )
(38) T lrgr—=oV(p—V)]=(p-+V)(p—V).

Cette dernicre équation est une équation de Bernoulli, st P'on con-
sidére V comme variable indépendante.

En I'intégrant on trouve

(39) iy [Eerr e e e i)

G désignant une constante.
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Introduisons, dans 'équation (38), cette valeur de =, nous obtien-
/ ‘l
drons la relation suivante :
VIpgVV VYV —=p g YV +p)]
=VVa+p(CYV—p =qyV+p)

Pour V= — p, I'équation (3g) donne ¢ = o et I'équation précédente,
V'.( =o.
Si G est differente de zéro, il existe done un systéme de valeurs
telles que, pour ¢ = o,
V=—p#o el Vi=o.
Mais ce cas n’est autre que le précédent, car tout est symétrique

en w et g par suile, nous pouvons poser

‘

= o.

I équation (3¢g) peut alors s’éerire

L 1
o V—p
ou
(4o) V=qg¢-+p.

4 >0 «
V ([() . 'J

el

U(o)=p,
on peut éerire
(41) U=qu-+p.

En introduisant dans les ¢quations (35) les valeurs de U et de 'V,

fournies par les ¢quations (4o) et (41), on trouve
o u
h = —/——>

[)
[ = 1Y,

n
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Nous avons vu au n° 19 que tous les réscaux de la famille consi-

dérée sont alors & invariants égaux.

29. 2° u=o0, U(o)=o0. — U élant une fonction algébrique de «,
'une de ces deux variables pourra s’exprimer en série convergente
procédant suivant les puissances commensurables croissantes de
lautre. De plus, nous pouvons ranger les réseaux i invariants égaux
dans un ordre tel, que le développement de U en série commence par
un terme dont 'exposant soil au moins égal & 1.

Nous avons vu au n° 27 que, si U, V forment un syst¢me de solu-

[

tions, %— el ¢ en forment un autre, qui n’est pas essenticllement dif-
férent. Or, si le développement en série de U commence par un terme
% et —(\%(lcvicn(.lron(, des quantités finies différentes de zéro
pour u = ¢ =o. Nous avons trait¢ ce cas au n
Il reste donce i considérer les cas ot 'on a

en u,
0 DN
L.

Usz At o Bt vmvn e

m, n, ... ¢ctant des nombres commensurables et positifs.
Introduisons cette valeur de U dans Péquation (IF), il viendra

(- ¢) (e — ) (V2= A2 2o | )A(1 -+ m ) V'] ]
(w0 — o) (At 1] = V) (A ) — o V) A (1= m) ut V[ u]
(2) (=) (At u] = V) (A u]—eoVIAurr oV |
= (Aatt | w] 4+ V) (At [w] — V)E(Autrmelu | —w*V) o,

[«] étant la notation employée par Halphen.
Cette ¢quation devra étre vérifice identiquement, quelles que soient
uety.
Nous ferons successivement les hypothéses suivantes :
m <1,
m==1,

m 1.

A. m < 1. — Divisons par «'*" tous les termes de Péquation (42)
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et faisons 1w = o, 1l viendra
eV —=V.
D’ou, parintégration,
V=ouyv,

o désignant une constante. C'est le cas que nous venons d’exclure, ol
le développement de U ou de V commence par un terme en o.

B. m=1. — Divisons par «* tous les termes de U'équation (42) et
faisons == o, nous lrouverons

A3V — A2V —V2—=o,

En intégrant cette équation de Bernoulli, on arrive a la relation

suivante :

o A o2
N Ot
En vertu d’une remarque du n® 27, on peut faire correspondre a
cetle solution la suivante :
1 A
\'V -—-) = e—
'y G—4¢
U W e ,
laquelle, pour ¢ = o, se réduit a c Si G est différente de zéro, on
trouve une solution qui, pour ¢ = o, devient une quantité finie, cas
traité.
Si(C=o0,0na

En échangeant les deux premiers réscaux, on trouve pour les rap-
non ) . . . ,

A TT{_/’ A et ¢ ctant les nouvelles fonctions A et /, et p’ étant
' P . .. ,

la constante qui définit le troisiéme réseau :

ports

i 1
A u i A i,
—_ T e T — _— e — D ——,
! I 0, U+ ! 1 1

¢ 91

w, et v, étant les variables qui jouent maintenant le role de u et v.
Si nous nous reportons au cas ou U etV sont des constantes, nous
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voyons que celui-ci n’en differe qu’en ce que le quatritme réseau du
n° 25 est devenu ici le troisi¢me.

Passons donc & la derniére hypothese.

C. m>1. — Divisons par «* tous les termes de I'équation (42) et
faisons ensuite « = o, nous trouverons:
V=o.

Ce dernier cas ne conduit done & rien.

30. Revenons maintenant au systeme (A) (n° 28), qui seul peut
nous fournir des solutions nouvelles du probleme proposé.
Posons

(43) «==sina, ¢ == sinf.
Des équations (A) on déduitalors

(44) U = cose, V= cosp.

/ . .o |- (j
sine sin ——
o
i IS S
----- .
COS
2
(45) ;
; -
sin 3 sin
[ = e
o —f
, CO8 —ee (,
: 2
On en tire
: A ) . o -—
; sinesin “t+p ) cos ot
(46) b . S
) e e
sin 3 sin -..“,,‘,,(_{ T oS _..h,E
? 2

Si l'on exclut les valeurs 2. = o et & = — 1, qui fournissent les deux
réscaux (y;) et (5;), on démontre aisément que le rapport (46) ne
se réduil pas au quotient d’une fonction de o par une fonction de f.

(1) En multipliant par — 1 les seconds membres, ce qui est permis, £ et [ pouvant
&tre multipliées par une méme constante.
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En effet, en faisant successivement = o et B == et en divisant les
deux résultats membre & membre, on devrait trouver une constante,
quelle que soit e, & ayant une valeur convenablement choisie, autre
que o et — 1. On devrait done avoir identiquement

’
o it 2
2 81

%

|

{
T
~

B
2COS”

® IR

K désignant une constante.
En faisant o == o ¢l @ == dans cetle identité, on trouve 'équation
suivante :

qui conduit i A = — 1.
Yar conséquent, dans le cas (qui nous occupe, il n’existe que trois
réseaux i invarianls ¢gaux.
Ecrivons I'équation de Laplace a laquelle satisfont les coordon-
nees a;, a4 savoir :
ARG sino cosa dr sinfBeosp Jdwx
)z a3 sin*e —sin*f Jz sinfa —sin* Jp

= 0.

Ses invarian(s sont tous deux ¢gaux i Pexpression suivante :

3 I 1 [

N oL
hosint(ae—p) A sin*(a +[5)

Par suite, 'intégration de Péquation (47), dont dépend la solution
du probleme, & des quadratures pres, se ramene a Uintégration de
Péquation harmonique suivante :

00 3 1 1 I

—— T — . = - = f.
o Jf5 osint(a—f) 4 sin*(a+(3)

31, En résumé, ctant donnée une famille de réseaux concourants,
conjuguds a une méme congruence dont les nappes focales ne se réduisent
pas « des lignes :

19 Tous les réscaux seronl a invariants égaux, st la famille est

(U, vy,
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et réciproguement ; U désignant une fonction quelconque de ws; V, une

fonction quelconque de ¢.
2° Quatre réseaux et quatre seulement seronl a invariants égaux, si

la famille est
OoU A2
Cryrv AT ﬁl_v)’

et reciproguement ; a et b étant des constantes; U, une fonction de «;

V, une fonction de ¢.
3° Trois réseaux el trots seulement seront a invariants égaux, si la

Jamulle est

sinaUsin(U -+ V) 4+ acos(U—=V) sina Vsin(U + V) + acos(U-- V),
(sinzl!sin(U—i— V)i+bceos(U—V) sinaVsin(U 4 V) /u-os([,l—-\"j)’

et recproquement ; a, b, U, V ayant la méme signification que
plus haut.
4° Deux réscaux aw moins scront @ inparvants égawx; la famille sera

alors
U e 7V alet 7

(\'U' N VA R :/;,)’

St Uet N ne seréduisent pas a des constantes, o ety ont lesvaleurs (17),
ow w et ¢ seront remplaces par U et V. StV est constante, on fait V = 1
et l'on donne & g ety les valeurs (23) et (24), ot u est remplacée par une
Jonction quelconque de w. Enfin, s¢ U et N sont égales respectiverment
aaelb; @ ety ont les valeurs (25), wel v élant remplacces par U et V.

5° Un réseau au moins est @ tnpariants égaux; la famille est

h-t-a l-+a

J Ay /))’
h et étant fournies par les équations (4) dun® 13, o P et Q) désignent
les deripées particlles d’une fonction quelconque, prises respectivement

pur rapport @ v et u.

FIN DU TOME VINGT-TROISIEMI.



