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SUR CERTAINES FAMILLES
DE

RÉSEAUX CONCOURANTS,
PM\ M. EMILE MIÎRL1N.

PRÉLIMINAIRES.

i. G é n é r a l i s a n t la no t i on de réseaux parallèles, nous dirons que
deux réseaux carres pondants (le l'espace E^ a n d imensions se coupent
lorsque, en deux p o i n t s correspondants quelconques , les tangentes
aux courbes cor respondantes des deux réseaux se coupent.

Des réseaux de E//, en nombre q u e l c o n q u e , seront appelés coucou»
rants lorsque, aux p o i n t s cor respondants , les tangentes aux courbes
correspondantes des réseaux sont concourantes.

Nous a l l o n s é tabl i r p lus ieurs propos i t ions relatives à des familles
de réseaux concourants dont les poin ts correspondants sont à chaque
i n s t a n t en l igne droi te . Les figures que nous ferons, se rapporteront
à l'espace a t rois d imensions , mais les raisonnements seront vrais
dans un espace à un nombre quelconque de dimensions.

2- Considérons deux réseaux (M) et (M.i) qui se coupent et une sur-
face S telle âne, aux points ML d'intersection de S avec les droites MM,,
a ai. joignent deu'v points correspondants de (M) et de (M<), le plan
tancent passe par (a droite commune aux plans tangents à (M) et
à ( M ^ ) en M. et M^ Je dis que les développables de la congmence des
droites MM, déterminent sur ï un réseau (M^), qui, avec (M) et (M^),
forme an système de trois réseaux concourants.
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Démonsira f.ion géométrique. — So ien t , en M et M, , MP, M , P les
tangentes aux courbes de paramètre v\ M P ^ , M',, Pi les tangentes aux

courbes de paramètre u. Par hypothèse, le plan tangent en 1VL à ï est
le plan PMJ.V

On sa i t que les développables (le la congruence engendrée par la
droite PP, correspondent a cel les de la congruence engendrée par MMi.
De plus, les points locaux P et I\ de la droi te PP, sont situes dans
les plans foc/aux de la dro i te MM), chaque point focal se trouvant
dans le plan focal qui ne lui correspond pas (^. II en resuite (y) que
les développables de la congru en ce des droites MM, interceptent
sur S un réseau (M^), qui forme avec(M ) et( 'Mi ) un système de trois
ré s e a u x c o n c o u ra n t s.

!)ém.(}nslralion aiuitytlqu.e. — On sait que l'on peut choisir les coor-
données hornogènes x^, ..., x^.^', y^ .. ., v^^\ de M et de M, de telle
manière que l'on ail

•s-\i • i i àj'i ()Xn.^ . r).L] <}.^n+i . t i /I,) ailleurs "—? • • • ? —", -•1-1- et •—-? • • • ? ——l. sont Ifis coordonnées
(}u ou. ô^ û^

homogènes des poin ts P et P,.

( 1 ) G. DARBOUX, Leçons .^(i-r Lu thcoi'K1 (If's siu'facoUf '^ parl/Kî, j>. '^'îo.
(2) G. DAIUÎOUX, Leçons sur la lltéonc fies surfn.ccs, •^' ^iïl'in^ p. '^ii.
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Les coordonnées du p o i n t M, sont donc de la forme suivante :

.̂ -=. y/. + ̂ Xi ( / •== î , . . . , n -4- i),

co désignant une certaine fonction de // et de <\ Comme le plan PM^Pi
est tangent a S en ML, le point de coordonnées

()( y^.j,., ^ , , . ^ } ^(y^...,._i-h o).r^,^i)
^// î 7 ^^

se t rouve dans le plan PiVLP,. On a donc, en tenant compie des équa-
tions (r.), les n 4- i relat ions suivantes :

/ ^ / à^i O^/ à^} , , - àxi ôxi( 9, ) // 4- ^ 4-. ,^. ^ ̂  y/ -}" F,) .r/) -+- 6 -— -i- y ——
<^^ ^^ ^// " ' ' ou ' àc

(f ̂  i, . . ., //, -^ i),

a, [il, y étant trois fonctions convenablement choisies de a et de v.
Mais les points M, Mi, P, P, ne sont pas dans un mèiïie plan. Les rela-
t ions (2) ent ra înent donc les su ivan tes :

ô^
—— —- W,} -=. 0,
ou

a"= o,

//. 4- r») —- p •== o,

y=:o;

desqu(dles on (léduit

<^»> /., ,
— =o, p =. h •+- &).
</^

En exprirnant que le point de coordonnées

Ô(Y^ -4- f,).ri) ^ ^ <) (^^^^-4-^^4-1)
^c ? ? ^(7

est dans le plan PM\J\, on t rouverai t de même

—-'- =„.<), £//== o, p'"='= o, y'==: l -^- (t),

a', ^ / , Y' désignant les coeiïicients de y^- -+- co^-, ,—'» -y2 dans les rela-
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t ions analogues à (2). Nous pouvons donc écrire les 2/z -h 2 re la t ions

àzf ôxi
—— -==. (h -+- r,)) -y-î
OU OU.

(3) (/:-=.!, . . ., ^ -4" î )
^ / , , ^ àx,
—— = ( l -1-Û3) ——-
(̂  <^

qui m o n t r e n t que S est coupée par les développables de la congruence
des droites MM, suivant un réseau con jugué .

De plus on voit que les coordonnées homogènes des p o i n t s My
p e u v e n t s'écrire sous la forme suivante :

( 4 ) ^i = Yi -+- û) ̂ i ( i — i , .. ., n "n ),

a) é tant u n e cons tan te .
Réciproquement les p o i n t s d o n t les coordonnées peuven t se me t t r e

sous la f o rme (4) engendren t le réseau le p lus général con jugué a la
congruence des droites MM, et f o rman t avec (M) et (M, ) trois réseaux
concouran ts .

3. Les deux proposi t ions q u i s u i v e n t , m o n t r e n t le rapport qui existe
entre la nature des f o n c t i o n s li et / de // et de ^ et la n a t u r e du l i eu
des points focaux des droites M M < .

Appelons F, le foyer d o n t la t ra jectoire est t an^enle à M M < , lorsque
u varie seul , F^ l 'autre. Les coordonnées de F^ seront

( 5 ) J/ — II Xi ( l ::= j , . . ., //, 4- î ) ;

celles de Fy,

(6) y,— I x i (l-= î , . . ., n -4- i ) .

1° h === / caractérise le cas où les droites MM^ sont concourantes et
entraîne la relation

(7) A=r <fr=: const,.

Cette proposition est év idente . En ef fe t , dans le cas ou h et / s o n t
égaux, les expressions (5) et (0) mon t ren t que F^ et Fî 'boïncident.
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La congruence des d ro i t es MM., est donc formée de droites concou-
rantes.' 'La c o n d i t i o n d ' i n l é g r a b i l i t é du système ( î ) conduirai t a la
relat ion (7).

2° / == U, U désignant une fonction quelconque de u, caractérise le cas
ou la nappe lieu des are/es de rehro(îssemeîU des cléveloppables de- para-
mètre u se réduit à une courbe.

En elïet, si le lieu de F, se réduit à une courbe, on a

( Si ) y/ - l.r, —. U/ 9 ( u, (Q ( (• = i, . . ., ^ -h i ),

U, désignant des (onct ions de u, 9 une fonction convenablement
choisie de u et de ^; d'où, en dif ïerenl iant (8) par rapport à v et en
tenant compte de fa,

_ à l ^ (,=,,..,.+1).
' -^ <)^ ()^

Mais le point de coordonnées x^ ..., oc^ décrit un réseau. Il en
résulte que les relations (()) enSraînent la, suivante :

01
— -=:0,
<)^

c'est-à-dire

O o ) ^U,

U désignant une (onction quelconque de u.
Réciproquernent, de la relat ion ( 1 0 ) , on déduit, en différentiant

(()) par rapport à v,
^.yi^^ -= o,^^

c^^st-a-dircî
./.r,=U/.

f '{ nappe lieu de F. se réduit donc à une courbe.
On verrait de même que h === V, V désignant une fonction quel-

conque de ̂  caractérise le cas où le lieu de F, est une courbe.
Donnons maintenant quelques propriétés de congruences particu-

lières qi)e nous rencontrerons plus loin.
66
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4. Lorsqu'une des nappes de la surface focale d'une congruence,
par exemple le lieu des arêtes de rebroussement des développables de
paramètre u, se réduit à (me courbe; le long des lignes de paramètre u
d'un réseau quelconque conjugué à la congruence, les tangentes aux
lignes de paramètre v sont concourantes. Leur point commun se irowe
sur la tangente à la courbe focale au point qui correspond à la ligne
de paramètre u considérée.

Soient (y/^. 2) :

C la courbe focale le long de l aque l l e u varie seul ;
Fa un de ses po in t s ;
M le p o i n t où une droi te P\M de la congruence porce un réseau.

c o n j u g u é .

Lorsque v varie seul , M décri t une courbe K le long de l aque l l e les
tangentes aux. lignes de paramètre v vont couper la tangente F/F à C.
D'aut re pari, ces tangentes doivent engendrer u n e sur face dévelop-
pable. Celle-ci est par sui te un cône d o n t le sommet se t rouve sur MT,
ou un p l a n qui ne peut être MF/L

Dans les deux cas, le théorème est démontré .

5. Si parmi les réseaux conjugués à une congruence i l en existe un
dont une des familles de lignes conjuguées est formée de courbes de
contact de cônes circonscrits, une infinité de familles de réseaux con-
jugués concourants, dépendant d/une fonction arbitraire d'une varial)le,
et l'une des nappes de la surface focale Jouissent de la même propriété ;
les sommets des cônes circonscrits sont les mêmes pour tous ces réseaux.
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S/ l'on considère quatre (rentre eux, ou trois et la nappe focale c/ui jouit
de la propriété, le rapport anharmonique de quatre points correspondants
demeure constant, lorsqu'on se déplace sur les courbes conjuguées aux
courbes de contact de cônes circonscrits.

Démonstration ^éoméiriaue. — Soient( f is ' 3) ;

F,F^ une droite (lo la congruerice;
.F, cl F^ les foyers;
M un point décrivant un réseau conjugué.

Par hypothèse , l o r s q u e c, par exemple , var ie seul, la tangente MT
à la courbe de paramètre c passe par un p o i n t fixe F.

Sur la d é v e l o p p a b l e engendrée par les tangentes à la courbe MN de
paramèh 'e ///, t raçons u n e courbe q u e l c o n q u e QP. Faisons ensui te
va r i e r // seul et dép l açons chaque p o i n t tel que P sur la tangente MT,
à l a q u e l l e i l a p p a r t i e n t , de maniè re que la tangente a la trajectoire
de1 P passe par F.

Lorsque u et v v a r i e n t a rb i t r a i r emen t , la droite FP engendre une
congruence h a r m o n i q u e au réseau M. Il existe donc une inf in i té
s i m p l e de réseaux ( R ) conjugués à la congruence et dont les plans
t a n g e n S s passent par FP ( i ) . Le long des courbes de paramètre u de
ces réseaux, les tangentes aux courbes de paramètre v passent par F.
Les courbes de paraméi re u son t donc des courbes de contact de cônes
circonscri ts .

De p lus , comme la courbe QP est arbi t raire , on voit qu'il existe

( l ) ^olr notre Noto mvérw (hms les Compter rendue L. CXXX1X, 4jainet 1904, p. 3%.
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autant de famil les de réseaux j o u i s s a n t de la propr ié té qu ' i l y a de
fonct ions d 'une variable.

Lorsque avar ie seul, le p lan focal F i M T , qu i est tancent en F\ à la
surface focale, passe par un p o i n t fixe F. Il en résul te que, sur la
nappe lieu de Fa, les courbes de paramètre // sont encore des courbes
de contact de cônes ci rconscr i ts de sommets F.

Faisons varier u i n f i n i m e n t peu, F v iendra en F', FF" ne c o ï n c i d a n t
pas avec MT. Les p lans FF'M, FF'R, FF'F,, sont les p lans osculaleurs
des courbes v = const. en M, R, F^ Ils Forment, un faisceau q u i coupe
le rayon i n f i n i m e n t voisin en M', B/, F',. Donc le rapport anhar -
mon ique de quat re po in t s correspondants de q u a t r e réseaux tels
que (R) , ou de trois d 'en t re eux et du p o i n t correspondant de la
nappe l i eu de F^, reste cons tan t lorsque u, var ie s eu l .

Démonstration cm a/y/ ù/uc. — 0 n | ) e u S c 11 o i s i r le s c o o r d ï ) n n é o s
homogènes x^ . . . , .r,^ du po in t M de m a n i è r e que les coordonnées
du po in t F so ien t —1, • • • ? (—^. La c o n d i t i o n pour que les l ignes
^==cons t . soient des courbes de contact de cônes circonscri ts de
sommet F s'écrira alors a in s i q u ' i l su i t :

(n) ^:=^ (^:^ . .^ /^4-î) ;

d'où, en d i f f é r e n t i a n t par rappor t à 9 ol é l i m i n a n t U,,

( 1 1 / ) iLEL — ^10^- ̂ .
() u ôv (}ç> an

Ecrivons ensuite les coordonnées d ' u n p o i n t q u e l c o n q u e P de la
tangente MT, à savoir

fj^y •
-j^ ^Vx, (/m, ..., n^ i); '

et exprimons que ia trajectoire de P admet PF comme tangente en P,
lorsque u varie seul. 1.1 v iendra

^ (W ^ô^i , / ( ) . r , ^ \
^ + ̂ ,,,+ ̂  +^(^ ̂  ̂ ^ ̂ ^ (J, (^ ., . . , „ 4- i)
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ou, en t e n a n t compte des é q u a t i o n s (i i) et (i i ' ) ,

^U/+^>^+À^U/+^(^ /4-^.r/)=. / l^^ (.=i,...,.z+i).

M a i s les p o i n t s de coordonnées x^ — et U/ ne sont pas en l igne
dro i te . Un d é d u i t , par s u i t e , de r é q u a t i o n précédente

p. ~::z o,

<)V̂^o,

<)[j. - , ,^,-,'^y.

La première donne u.\ la dernière, v'. La deuxième donne A' et l'on
voit que les coordonnées du point P sont de la forme suivante :

(,.,, ^v..,

V d é s i g n a n t u n e f o n c t i o n a r b i t r a i r e de ^.
Lorsque, a et v v a r i e n t , la dro i te F.P engendre u n e congruence

t ) a r i n o n i ( j u e a la cong ruence des d ro i t e s F^ F^. Par s u i t e , il existe
u n e i n f i n i t é de f a m i l l e s de réseaux conjugués a la congruence des
droi tes F, V^ et c o n c o u r a n t s ( 1 ) , d o n t les tangentes passent par les
p o i n t s F et P. On v o i t , de p l u s , que cette i n f i n i t é dépend d'une fonc-
t i o n a rb i t r a i re V d 'une v a r i a b l e .

C o n s i d é r o n s la congruence h a r m o n i q u e FP correspondant à V == o
et un réseau ( N ) c o n j u g u é à la congruence des droi tes F\ F^ qui coupe
le réseau (^), en F et P. On pourra choisir les coordonnées ji de N
de t e l l e manière C2 ) que

(^•=/A
\ ou un

à y / ^^^

( ' } Lac. c i l .
{ ± ) G. DAiUîoux, Leçons sur la Uîéoric des surfaces, 2" partie, p. aaS.
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En écr ivant la cond i t i on d ' in tégrab i l i t é on trouve l 'équat ion de
Laplace relative au réseau (M). D'autre part, cette équat ion n'est
autre que (i i'). Identif ions ces deux équa t ions , i l v i end ra

àh_
à ^ _ ()\o^^ ()l _

——— _———————» _—— ————__:——— 5 —— ——— Q ^

h — i ôv On
d'où l'on tire

(i/i) /==¥,,

Vi dés ignant une fonction de ^ seul.
Réciproquement , si /est de la f o r m e ( ï4 ) . l^s congruences dé f in ies

par les re la t ions (i3) sont du type considéré, car la c o n d i t i o n d ' in té-
grabi l i té des équat ions (ï3) pourra s'écrire alors sous la (orme ( i ï ' ) ;
d'où l 'on d é d u i t ( i ï ) par in tégra t ion .

D o n n o n s à présent à V toute sa géné ra l i t é , on dé le rminera sans
peine les coordonnées s/ des points du réseau le p lus général c o n j u g u é
à la congruence considérée, dont les tangentes passent respective-
men t par F et P. On trouvera a i n s i

( r5 ) ^:=y,+Va.ï,,

V^ désignant une fonction de ^ satisfaisant à l'équation linéaire

( î 6 ) V,=V(^4--V,).

L ' in t ég ra t i on de l 'équat ion d i f l e r e n t i e l l e (16) a m è n e r a i t u n e cons-
tante arbi t ra i re et l'on voi t encore qu ' i l y a a u t a n t de f a m i l l e s de
réseaux conjugués concourants que de f o n c t i o n s a rb i t ra i res V d ' u n e
variable.

Kcrivons main tenant les coordonnées du foyer F\, à savoir

07) y^Y^.

On en d é d u i t par d i - f Ïe ren t ia l ion

^(.n—Vp^.)———^——— ̂  (/, _ y^ )^
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si l 'on t i en t compte des équa t ions ( i3) et (11). On voit donc que la
nappe de la surface focale j o u i t de la propriété énoncée.

D'ailleurs, si, dans l ' équa t ion (16), on fait V= ̂  et Va =-= — V ^ , on
obt ien t u n e so lu t ion l imi t e qui montre que la nappe lieu de F 2 joui t
de la p ropr ié té .

Les équa t i ons ( i 5 ) et (17) mont ren t que, si l 'on prend quatre
réseaux, d o n t u n peu t être la nappe l ieu de F.^, le rappor t anilarmo-
nique des po in t s correspondants est constant , lorsqu'on se déplace
sur une courbe de paramétre v. Le théorème est donc démontré .

De plus, i l résul te de ce qui . précède, que la condition, l ==V\ carac-
térise ces congrue nccs.

6. Si, parmi les réseaux conjugués à une congruence, on en considère
trois tels que, aux points correspondants, les tangentes aux courbes d'un
même paramètre v se coupent en un même point et si L'on peut leur
adjoindre un ([uatrièrne réseau non concourant, ou la nappe de la surface
focale, lieu des arêtes de rebroussernent des dé^eloppables de paramètre u,
de manière que le rapport anfiarmonique de quatre points correspondants
de ces quatre réseaux dépende uniquement de ̂  la congruence appartient
au type du théorème précédent.

En edét, considérons (Jig. f[) les trois réseaux (T), (Q), (R) con-

jugués à la congruence des droites V, F, et tels que les tangentes PF,
QF, R,F aux courbes de paramètre v passent par le même point F.
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Soit (S) un quatrième réseau qui jouisse de la propriété suivante :

( P , Q , R , S ) = V ,

V désignant une fonction de ^ seul.
Si u varie seul, P v ien t en P' sur PF, Q en (Y sur QF, R en IV

sur BF, S en S7 et l'on a
( P ^ Q ^ I V . S ^ ^ P . Q . R . S ) .

II en résulte que SS" passe par F.
Gela étant, (P), (Q), (R), (S) é t a n t des réseaux, quand ^ varie

seul F doit se déplacer dans les p l a n s t angen t s en P, Q, B, S aux
réseaux (P), (Q), (R), (S) q u i , par hypothèse, ne sont; pas concou-
rants. I l en résulte que F reste fixe, q u a n d u reste cons tant . Les
lignes u ==const. sont donc , sur les réseaux (P), (Q), (B), (S), des
courbes de contact de cônes circonscri ts . La proposi t . ion est dé-
montrée.

Si S est remplacé par le p o i n t de contac t Fy de la droite F, F^ avec
la nappe focale, l ieu des arêtes de rebroussernent des développables
de paramètre ///, on démontrera de même que, lorsque v varie seul,
F doit se déplacer dans les p lans tangents en P, Q, R aux ré-
seaux (P), (Q), (B.) et dans le plan tangent

FiFj^cnv
à la nappe focale lieu de F^. On arr iverai t donc à la même conc lus ion .

7. Si pour deux réseaux conjugués à une même congruence les
courbes v == const. sont des courbes de contact de cônes circonscrits dont
les sommets ne sont pas les mêmes pour les deux réseaux, la nappe lieu
des arêtes de rebroussemeni des développables de paramètre v se réduit à
une ligne.

Soient Ç f / ' g ' 5) V\ e t V ^ les sommets des cônes circonscrits dont les
courbes de contact sont les courbes 9 == const.

Lorsque u varie seul, F/F^ engendre une développable et coupe
constamment Vi Vy. Il en résulte que cette développable est un cône
ou un plan. Dans le premier cas, la proposit ion est démontrée.
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Dans le second, si la nappe focale considérée ne se réduit pas à
une courbe, le plan ren fe rme évidemment les tangentes en F, a la
courbe de paramètre // el à la courbe de paramètre e. Par suite, ce

plan est langent en F, a la nappe focale, qui est donc développable.
F, F^ sont les génératrices rectilignes; il n'existe plus de cong menée.
Il en résulte que, dans le second cas, la nappe focale lieu de V^ se ré-
duit encore a une courbe.

En vertu de la proposition du n°4, la droite V/V.^ est tangente en F,
a la ligne focale.

Dans la Section I, nous montrerons le rôle que joue A et l dans
l'étude des réseaux conjugués aux congruenccs définies par les équa-
t ions ( i ) .

SEŒM ï.
PKOPKŒTÉS DES FONCTION S // ET /-

8. (Ondulerons deu.v co/igruences correspondantes dont les dévelop-
pahles se carres-ffondciil. et suf)posons r/ue chacune ('/'elles admette tfoss ré-
Sf-aiw conjugues concourants^^ (Y), (Z); (X'), (Y'), (Z') J(nnssunt
de la propriété suivante : à chaque instant les droites XX/, YY\ ZZ' el, les
d roi/es joignant les foyers correspondants de XY et X'Y sont concou-
rantes, ou louchent une même conùfue tangente à XY et X'Y', ou se
trouvent sur une même (/uar/ru/ue. Je dû quà tout réseau conjugué à la

Ann. hc. ^urm.y (3), XXHI. - DI.CEMUHK 1906. D7
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première congruence, on peut faire correspondre un réseau conjugué à
Ici seconde, de tehe manière que deux réseaux correspondants aient même
équation aux dérivées partielles. Déplus, à toute famille de réseaux con-
courants conjuguas à la première, correspondra une famille de réseaux
concourants conjugués à la seconde.

Soient, en effet,

•^l? • • • ? ^^.-+-1 î y\ f ' • ' i y/t-^l^ ^i7 • " • » ^n^-ï

les coordonnées homogènes des points X, Y, Z de trois réseaux con-
courants conjugués à la première congruence. On peut choisir conve-
nablement x^ et yi de manière à vér i f ier des relat ions de la forme
suivante :

àyi _ . àxj
au "~~ au.

( î ) ( 1 = 1 , . . . , / < + î) .
àyi _ ôxi
ai' ôv

Nous avons vu que les coordonnées des points d 'un réseau c o n j u g u e
à la congruence, et concourant avec (.-z^) et (y/), sont de la forme

y i — ro,z-/,

û) étant une constante. Sans changer la forme des re la t ions ( î) , on
peut choisir .r, de sorte que les coordonnées des poin ts du t r o i s i è m e
réseau s'écrivent

( 2 ) ^—y^.^.

Nous avons également mont ré dans les p ré l imina i res , que les coor-
données des foyers F^ et Fa sont

(3) Fi, ^^y/—"A.T, ,

( 4 ) Fi,, -fu-==-yi— l^i.

Appelons à présent
/f' y • y' V' ' -/ '-'w î > • • . , w fl+i J J 1 » . . . , J ^.^ j , *» j , . . . , ^ ̂  ̂  j

les coordonnées des points X/, Y\ Z 'de la seconde congruence , q u i
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cor responden t aux p o i n t s X, Y, Z de la p r e m i è r e , ces c o o r d o n n é e s
é t a n t cho i s i es de maniè re que l 'on a i t les r e l a t ions

(^) ^^-.r

(V)
^J -.k10^,
()u an
ày\ _ à a'',
()^ ~ ()^ '

Soient .̂ et Y]^. les coordonnées des foyers F', et F', qu i co r r e sponden t
a F, et F^. Nous pourrons écrire

(3') F,, ^=7;-/^;,
W) F^ Yï^y;-/^;.

Céda étant : , la r e la t ion q u i doi t exister entre les trois réseaux et les
foye r s de la première con^ruence , d 'une part, et les trois réseaux et
les foyers de la seconde congruence, d'autre part, peut s 'exprimer
comme s u i t :

{\,\/L,V,)^(^'^'//\V\).

(X.V^F^-^XM^F,).

(;es dernières équations peuvent s'écrire

0) //:-//,

(6) l '= l .

Cela é t a b l i , sur deux droites correspondantes des deuxcongruences ,
a p pelons/^/^.y correspondants deux poin ts tels que la droite qu i les
j o i n t passe par le p o i n t de concours des droites XX\ YY', ZZ', ou
soit t angen te à la conique qu i touche ces trois droites et les rayons
correspondants des deux congruences, ou a p p a r t i e n n e à la demi-
q u a d r i q u e dont ces trois dro i tes sont trois génératrices. A un réseau
de coordonnées

Z<= Yi—\Xi

conjugué à la première congruence correspondra le système

Z^y—À.4.
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Mais, p o u r le réseau 7^ ( / 1 ) , 'X est de la forme

^,

0 étant une so lu t ion de l 'équat ion de Laplace re la l ive aux réseaux .r/
et 0^ l 'âne des fonctions qu 'on dédui t de 0 par l 'équat ion aux diffé-
rent ie l les totales

Or l 'équat ion de Laplace relative à x^ ne dépend év idemmen t que
de h et de l et, par s u i t e , est r e l a t i v e à x'^ On en c o n c l u t q u e Z^. est u n
réseau con jugué à la seconde congruence . De plus ( 2 ) les équa t ions
de Laplace relat ives à Z^ el Z^ sont les mêmes.

Considérons à présent trois réseaux conjugués à la première con-
gruence. Les coordonnées de l eu r s po in t s seront

^i 0\ 0\
y / - - — • ] ( • / , Yi—- /7 .^/, _ ) ' / - 1 1 - _ .'r/,

où 0, 0 'e t f f d é s i ^ n o n t trois s o l u t i o n s que l conques de l ' é q u a t i o n de
Laplace relative à x^ 0 ^ , 0, et W\ les fonc t ions que l 'on en d é d u i t par
la relation (7).

Les coordonnées des points des réseaux correspondants de la
seconde congruence seront

r'^Ïl.r' y^^,./ // ^,/J t Q ^ ' l ' ï J i j j j ^ / , J , — . „ . ! , .

Les c o n d i t i o n s nécessaires et sijlïïsantes p o u r que les trois pre-
miers réseaux soient concouran t s , ne r e n f e r m e n t que les six f o n c -
t ions 0, 0', (T, 0 < , Û ^ , 0 ^ . Il en résulte qu'à tou te f a m i l l e de réseaux
concourants , conjugués à la, première congruence, correspond une
f a m i l l e de réseaux concourants, conjugués à la seconde.

La, p ropos i t ion est donc établie.

( 1 ) On Je vo i t aisômoiït, on employant inio méLhode toute sembkibkî à celle ({ne nons
avons suivie dans notre Note insérée dans leâ Comptes rendus, le 4 j n i l I e L H)O/Î,
t . C X X X I X , p. :h..

{ î ) /.OC. C i l , .
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9. Réciproquement, les deux congruences dé t î n i e s par les réseaux
( . T / ) et (y,) d ' u n e pari, (.^) et (y;.) d 'autre part, x^ y , , x\, y\ satis-
f a i san t aux condi t ions s u i v a n t e s :

àyi ^ , d^
c^ an

^2j' — /°^
àv ~" ^ ;

[ ày'i . àx\\ —— r— //. —— ?
\ ()u < ) l t

ày,
^c

^
u^

s a t i s f o n t aux c o n d i t i o n s de l ' énonce de la p ropos i t ion précédente .
Considérons, en effet , sur la première congruence, les trois réseaux

,^1, . . ., :c,^ ; j,, . . ., y , , ,.i ; j/i -- ^i, . , ., y,,^ — ,y,^i

et les d e u x nappes

./l - ff^\. • • • . J// 1 1 - // '^n 1 - 1 ; Jl — ^'1, • • » r/M -1 — ̂ -M

de la s u r f a c e focale. So ien t , de morne, sur la seconde congruence, les
trois réseaux

''-r i » " - • f 'T n+i ? y \ "• • • • » y'/t+i î ./i •^'i» • • • » y'nJr\ "^/i+i
et les deux nappes

y^ h:^ y'n^ -^n; • ̂ / Jl J^/?,+

de la s u r f a c e focale.
Les trois coup les de po in t s x^ a'^; y^ y\^ y ^ — x ^ y\ — x\ déter-

ïn ine .n t , sur deux d ro i t e s cor respondantes des deux congruences, deux
d i v i s i o n s h o r n o g r a j ) l s i < | u e s . Les foyers des deux droites sont deux
couples de po in t s c o r r e s p o n d a n t s des deux d i v i s i o n s homographiques.
I l en résul te que les c i n q droi tes qu i joignent ces cinq couples de
po in t s cor respondants sont à chaque ins t an t coucourantes, ou tan-
gentes à u n e même c o n i q u e tangente aux rayons correspondants des
deux congruences, ou sur une même quadrique.

10. Considérons deax congruences correspondantes dont les dévelop-
pables se correspondent. Supposons que, pour chacune de ces congruences,
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il existe trois réseaux conjugues concourants (X), (Y), (Z); (X'), (Y'),
(Z7), tels que les droit es XX/, YY", 7J^ et les droites qui. joignent les foyers
non correspondants des deux congruences soient à chaque instant ou
concourantes, ou tangentes à une même conique tangente aux rayons
correspondants des deux congruences, ou sur une même quadrique.
Ces réseaux déterminent, sur chaque congruence, une famille co1 de
réseaux conjugués concourants. Je dis quon peut faire correspondre ces
deux familles, de manière quà tout réseau clé la piermère corresponde
un réseau de la seconde, les équations de Laplace relatives a deux réseaux
correspondants ayant les rnfimes invarianfs, à. V ordre près.

Employons les mêmes nota t ions qu 'au n° 8. Il v iendra , dans l'hy-
pothèse actuel le ,

(X/Y^FJ^X^Y^AF,),
(X,Y,Z,F,)"=(,X/,r,Z /,F^,

c'est-à-dire
h :=.. / /,

Appelons points correspondants, sur deux droites correspondantes
des deux congruences, deux po in t s tels que la droi te q u i les jo in t
concoure au po in t d ' i n t e r sec t ion des droites XX/, YY', ZZ', ou soit
tangente à là con ique q u i touche ces trois droites et les rayons corres-
pondants des deux congruences, ou appar t ienne à la d(Mn-quadrique
définie par ces trois droites.

Au réseau l i eu des po in t s

(^ ) Z/ ""̂  y i — ̂ - (À = const.)
correspondra le réseau l i e u des po in ts

(9) Z;=j~L^,.

L'équation de Laplace relative au réseau Z, est la su ivan t e :

( ,o) J^L ̂ (m_[_^^.()L î ()7Â

ou. àv ()^ H - j, au 7)u. H~L ̂  "rl ( )?

ou 1/on a posé

T~J =z Hl? 7=1 ̂  L-
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Ecrivons l'équation de Laplace relative au réseau Z\, à savoir

ô^ ^L _i_ <ÏL1 _ ^H i àï_ _
( / JT/"^ + ̂  1. "—"Ïi <)/7 ~ Thf L— il "̂ ~ ""' °"

11 v iendra ensu i t e , p o u r les i n v a r i a n t s de l ' e q u a l i o n ( 1 0 ) ,
„ , , ôMI ()R (M

( Ï Ï - L )
],=: (H-S . ) 2

„ , . <)•• îâ. ai. ai.(Il _ j, — - + . .„„
<y« </(' on u^

- — ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ '

Les i n v a r i a n t s cor respondan ts de l ' é q u a t i o n { ï i ) s ' ob t i ennen t en
changeant, dans les expressions de î\ et de la, II en L et L en II. On a
donc

(L^ID^L..-^^
/ J ^ff ̂ l' ^ ( { ^('I ^ ̂  ....,..,..__^̂ ^̂ ——— = ].„

.. ^• ;SI ^ 1 1 ^ 1 8
( I.— S I } . — - , - + -.— .--1^// (î^ on <h1 .1 2 "- • ~" ' - • ' — ( j r r - j T ) . - = ̂

On v o i t a ins i qu ' aux reseaux de la f a m i l l e s implement i n f i n i e que
représentent les é q u a t i o n s (\S), correspondent des réseaux de la famille
d é f i n i e par les équa t ions (9), de te l le sorte que , pour deux réseaux
correspondants , les i n v a r i a n t s sont les mêmes, à l'ordre près.

1 1 . /îéc'iproqiiemefîl, soient, à présent, deux congruences définies
par les deux couples de réseaux x^ etj/, x\ et y\ tels que

(^A
' (){' Ô^

On verrait sans peine que ces deux congruences satisfont aux
condit ions énoncées dans la proposition précédente.



,')3() EMILE M E R L I N .

Les n08 8 et 9 font connaître une propriété qui lie les solutions
d'une équation générale de Laplace. Le n0 '10 et celui-ci fournissent
une relalion entre les solutions de deux équations de Lapiace don(
les invariants sont é^'aux à l'ordre près.

Dans le numéro qui suit nous ferons deux remarques, qui seront
utiles dans les sections suivantes.

12. Considérons une des congruences d é f i n i e s par les équa t ions

( 1 2 )

et posons

à fi _ , ()^'i
()u au

^ — /^
<)v ()^ ?

a désignant une constante. Les équations (12 ) pourront s'écrire

( ) } • / , i).ï'',
- 1 . ~ 1 ::= fia '.
( } l ( ( H f

< ) Y ' „. f,,0-^——— ..-,,.. /, V. - , - - .
( } ( ' Ô\'

x1,, x[^ ..., ̂ ,. sont encore les coordonnées du point.r/, niais// et /
sont devenues Àa et /a. 1 1 . est donc toujours possi.hie de choisir les
coordonnées fiomogéfies x/ du poinl. décrivant te rcseau ( .z"/) de manière
c/ae, dans les équations ( î 2 ^ . II et 1 deviennent respectivement. Aa ci /a
sans que la eongruence ni les deux résean.v ( ^ i ) al (.y/) changent, a dé-
signant une constante,

Dans les équat ions ( i ^ ) rentplaçons le réseau ('T/') par le réseau
(y/-+-a^), a étant une constante; (y/-h a;r,) est un réseau conjugué
a la congruence et tonne, avec ( ^ i ) et (,y/). un sysiénie de trois ré"
s (l a u x co n c o u r an t s.

La congruence considérée peut donc aussi être définie par les
réseaux (^) et ( y^-+- a.f/), entre lesquels ex is tent les relations

( ) ( r /4 a . r , } ( ) ^ : ,-_^.__,,,//.,^^,
()(:.Yl±a:'••l.--u +y/^.

<){' ()v
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Dans /es équations (12) , on peut donc remplacer h et l par li 4- a
et /-4- a, a désignant une ronslafUe, sans c/ae la congraence ni le ré-
seau,(xi) changent, le deuxième réseau étcU-il remplacé par un réseau
qui appartient à la famille des réseaux conjugués concourants définie
par(,^-) et (y,).

SECTION II.
NOMBRE ET NATURSÎ DES RESEAUX A I N V A R I A N T S ÉGAUX QUI FONT PARTIE

D'UNE FAMILLE DIî RÉSEAUX. CONCOURANTS CONJUGUÉS A UNE MÊME CON-
GRUENCE. Î,;AS PARTICULIERS.

13. Considérons une famille de réseaux concourants conjugués à
une même congruence. On peut choisir les coordonnées homogènes
x^ ..., -Tn+i 5 ,Xi» • • • -> y^-t-i ^ ( t s points M et N de deux quelconques
de ces réseaux de manière qu'elles satisfassent aux 2 (^4 -1 ) équa-
tions suivantes :

^Zl^h^
()u au

(i) (i=î,9., . . ., n -4- i).
^-^ l^
()v ' ()v

Les coordonnées z^ . . . , ^+.1 du p o i n t P d'un troisième réseau,
d ' a i l l eu r s quelconque, de la f ami l l e , qui se trouve sur la droite MN,
seront données par les forrnules

(^) ^,=- j//-h l^y,

À é ta n t u n e co n s tan t(.ï.
Des relations ( i ) et (^), on conclut que les coordonnées

satisfont à l\k)uation de JLaplace

^L ~ /-tÂ g> ^r - A + À ( ) ̂
('->) ÏT^"^ '"::: /m ' ^^ /-+- À " ^i '5

Auri. Kc. Nonn., (3), XXIII. — DUCEMBRË 1906. ^0
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^

1--À'
i ^o- ^^_.
l v A - / '

sauf si À === /, auquel cas tous les réseaux de la fami l le sa t i s fon t à la
même équat ion de Laplace.

Nous nous proposons de rechercher combien, parmi les réseaux de
la famille considérée, il en est q u i sont à inva r i an t s égaux.

Remarquons tout d'abord q u e , en vertu des é q u a t i o n s (4), les
équations (3) ne dépendent que de A, / et X. Au p o i n t de vue q u i
nous occupe, toutes les famil les pour lesquel les les fonct ions h et /
sont les mêmes, ne d i f fé ren t donc pas essent ie l lement . Nous les
appellerons des familles (A, F). Nous avons mon t ré , dans la Section
précédente, la relation géométr ique q u i existe entre les réseaux
conjugués a u x congruences déf in ies par deux f a m i l l e s (À, /).

Nous dirons que deux fami l l es (A, / ) , ( h ' , 1 ' ) se r amènen t l ' u n e h
l'autre, lorsque, à tout réseau de la première, on pourra faire corres-
pondre un. réseau de la seconde, de telle m a n i è r e que, pour deux
réseaux correspondants, les équa t i ons de Laplace a i e n t les mêmes
invariants , à l 'ordre près. Par exemple, si, dans les équa t ions (i), on
change h en j-> / e n -.-, ce q u i rev ien t au fond à échanger les n o t a t i o n s
qui définissent les deux réseaux i n i t i a u x , on o b t i e n d r a une f a m i l l e
( ï ? , ) ? qu i se ramène à la famille (À, /), car au réseau ( y^-4- j-vA
de l 'une correspondra de la sorte le réseau (j/ •+- A^-) de l'autre.

II résulte encore de cette d é f i n i t i o n et des théorèmes établis précé-
demment , q u e les f ami l l e s ( a A + p, a/+ p), où a et |Ï dés ignent des
constantes, et les famil les ( /, li) se r a m è n e n t à une fami l le (A, /).

'Cela étant, nous nous occuperons d'abord, a f in de les exclure de
notre étude, du cas où, la congruence conjuguée aux réseaux de la
fami l le (A , / ) est formée de droites concourantes, et de celui où les
deux nappes focales se réduisent à des courbes. Nous étudierons
ensui te le cas où l 'une seulement des nappes focales se rédui t à une
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courbe . E n f i n , dans la t ro is ième Sec t ion , nous t r a i t e r o n s le cas gé-
n é r a l , où aucune des nappes focales ne dégénère en u n e l igne .

'14. Dans le cas où la congruence conjuguée aux réseaux étudiés
est formée de droi tes concourantes , l eque l est caractérisé par la con-
d i t i o n h •==. /, q u i e n t r a î n e la s u i v a n t e : h == / == const. ; ou tous les
réseaux sont à i n v a r i a n t s égaux, ou a u c u n n'est à invar iants égaux.

Si les deux nappes focales se réduisent à des courbes, en vertu d 'un
théorème énoncé au n° 4 , I o n s les réseaux c o n j u g u é s à la congrucnce
sont formés de d e u x f a m i l l e s de courbes de contact de c y l i n d r e s , ou
de cônes c i rconsc r i t s , dont les sommets sont s u r les tangentes aux
deux courbes focales. Tous les réseaux sont donc à i n v a r i a n t s égaux.
D'après u n e proposit ion du n° 3, ce cas caractérise les familles (V, U),
(J et V ne se r édu i s an t pas a la même cons tan te et dés ignant , en
général , respect ivement u n e fonc t ion de u et une fonction de v.

1 5 . Une seule nappe focale se réduit à une courbe. Démontrons
d'abord que, si deux réseaux conjugués de la congrues ce considérée
son/ a invariants égaux, fous les roseaux conjugués concourants avec
ces deux réseaux sont a invariants égaux et sont formés de courbes de
colUact de cônes ou de cylindres circonscrits.

Soient (fig- 6 ) :

FF'' une d ro i t e de la c o n g r u e n c e ;
F le foyer q u i a p p a r t i e n t a la courbe focale, le long de laquelle u varie

seul ;
F ' l ' aut re , .
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Le long des l ignes de paramètre u d'un réseau (M) que l conque ,
conjugué à la congruence, les tangentes aux l ignes de paramètre c
sont concourantes, le poin t de concours U é tan t sur la tangente en F
à la courbe focale (n° 4).

Si le réseau (M) est à invariants égaux, les courbes de paramètre v
jouissent de la même propriété, le point commun aux tangentes aux
courbes de paramètre u, le long d'une courbe de paramètre v, é tan t le
point V.

Si le réseau (N) est encore à invariants égaux, il sera de même
nature que le réseau (M). De plus , le point de concours des tan-
gentes aux courbes de paramètre u, le long de la courbe de para-
mètre v, qui correspond à celle que nous avons considérée sur le ré
seau (M), est encore V (n° 7). Il en r é su l t e que tous les réseaux de la
f a m i l l e définie par les réseaux (M) et ( N ) sont formés d 'une f a m i l l e
de courbes de contact de cyl indres ou de cônes circonscr i ts de som-
mets V et d 'une fami l l e de courbes de contact de cy l indres ou de cônes
circonscrits , don t les sommets U, U^ ... sont s i tués sur la t fmgenle
en F à la courbe locale. Si u n ou p lus ieurs de ces réseaux é t a i e n t
plans, cette dernière phrase n ' au ra i t plus q u ' u n sens c o n v e n t i o n n e l ,
que l'on comprend clairement. Ces réseaux sont donc a i n v a r i a n t s
égaux et la proposi t ion est démontrée.

16. Déterminons les équations f i n i e s des réseaux d 'une telle
fami l le .

Dans les é q u a t i o n s C i ) , l sera fonction de ce seul, p u i s q u e le l i eu
des po in t s focaux F est u n e courbe (n ° 3). E n s u i t e , comme la f a m i l l e
( ;==const . q u i compose chaque réseau est formée de courbes de
contact de cônes c i rconscr i ts de même sommet, on a

(5) ^=:^ (,=l,2,...,^hl),

V^ V^, ..., V^^i dés ignan t des fonc t ions q u e l c o n q u e s de ^. De (5),
on dédu i t par d i l ï e r o n t i a î i o n par rapport a //, l ' é q u a t i o n aux dérivées
par t ie l les du réseau (^/), l a q u e l l e do i t être i d e n t i q u e à ( 3 ) , où l 'on
fait À ==. co. On trouve/ ainsi.

àh
7^ """"oî
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Si h se réduisa i t à u n e constante (11° 14), les deux nappes focales
se r é d u i r a i e n t à des courbes. Nous pouvons donc poser, U dés ignant
une f o n c t i o n de //,

1 h—-~ u,
(6) U

( / "= HP ~ u-

L'équation de Laplace re la t ive à (.T/) s'écrit alors comme sui t :

.̂r _ W àoc
1hi7h> ~ W ^~*

On en conclut, en tenant compte de l'équation (3),

(7 ) ^-^U^-hU;.

Eu vertu (le la première des équations (i) et de la première des
équat ions (G), on peut ensui te écrire la valeur dey/ comme suit :

(8) y/.—— ^([.J /V/-..h U1,) + [JV/-4- U/-+-lF,0'),

Wi ( v ) d é s i ̂  n a n t u n e f( ) î i c (, i o u d e ().
Diffère ri f i ons ( 8 ) par rapport a y et tenons compte de la dernière

équation (i) et de 1 la deuKièine équahon (6), il viendra

ou
•q^ ( r ).-::,,. o

i l^((>) -rconsl.

Faisons rentrer la constante, dans U/. Nous pourrons alors, en vertu
de (7) et (8), écrire les coordonnées homogènes ̂  d'un réseau quel-
conque de la fami l le sous la (orme

/ u / \ / IJ \ \T( "'-V, (^
TT— /. y' ' \ i i ---- /.(,) ,,-(^^.J.,.(^_^v,

On voi t que, pour ces i'tisc;mx, la t 'amil le des courbes de para-
mètre v est formée de courbes de contact de cônes circonscrits de
sommets V .̂ et la f a m i l l e des courbes de paramètre u de courbes de
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contact cl e c ô n e s ci r c o n s c r i i s d e s o in rn o t s

[ g -^ )ij;-+- u/r
[ ( / _ ^ ) U / - + - u J '

Les formules (6) montrent que les famil les de réseaux que nous
venons d'étudier sont des familles

/ U \
t-^u"^}

II est d 'ai l leurs év ident , par raison de symétr ie , qu'el les ne dif-
fèrent pas des familles

/V \
(j/-^-^.

17. Il nous reste m a i n t e n a n t à déterminer les f ami l l e s qui con-
t i e n n e n t un seul réseau à i n v a r i a n t s égaux.

Conservons les no ta t ions du numéro précédent et soi t M le réseau
à i n v a r i a n t s égaux. La f a m i l l e // == const. de ce réseau est formée de

courbes de contact de cônes circonscrits de sommet P ( J l g . 7), s i tué
sur la tangente en F a la courbe focale. Les courbes (7 = const . sont
aussi des courbes de contac t de cônes circonscri ts , de sommet Q (n° 5)
situé sur la tangente en F' à la courbe de paramètre u.

Cela étant, si (JJ désigne les coordonnées convenab l emen t choisies
de P et V^., celles de Q, les coordonnées homogènes du p o i n t M pourront
s'écrire

( 1 0 ) ,^:::z:y(0;.+V/),

(Li désignant une f onction de u et v.
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[Vailleurs,. comme le po in t focal F décr i t une courbe, la seconde
é q u a t i o n ( i ) devient la s u i v a n t e :

^•=1-^ô^ ()^

U désignant une fonction de u. Intégrons cette dernière éqoat ion, il
viendra

(i l) y,-.[J.z•,+IF/(//).

Écrivons que les v a l e u r s de x, ety,, fou rn ie s par les équa t ions (10)
et ( 11), sat isfont à la p remière des équa t ions ( i ) , nous a u r o n s

(^) fu^ -4- 11 ̂  - h01} (U;.+ V.) + (SJ - A)y^+ W^^) -=o.v / \ i à a a u ]

Cette équation expr ime que le po in t de coordonnées V,(u) est u n
p o i n t de la d ro i t e MP. Comme ce p o i n t reste fixe lorsque avarie seul
de même que le p o i n t P, i l en résulte qu' i l doit coïncider avec P,
p u i s q u e M d é c r i t un réseau. On peut donc poser

< ê ^ ; ( ^ ) : = / ^ ) U %

y ( a ) dés ignan t une f o n c t i o n de u, ou u n e constante. Si y^u) est une
constante , on p o u r r a la c h o i s i r égale a - i , en m u l h p i i a n t les coor-
données x, par une cons tan te . Si //^) est une (onct ion (le u, on
prendra u n e n o u v e l l e var iable u de manière que 7^) devienne — u,
ce d e r n i e r s désignant la nouve l l e variable. Nous considérerons donc
les deux cas suivants :

^(u)^.- ï , y /=— u^
y ( u ) -=. - U, »F< -=--. - ^ U; + U,.

Mais avant, remarquons que x, et U; é tan t les coordonnées de deux
points dis t incts , on dédui t encore des équations (12) les relations
suivantes :

Ô(û
(,3) U'P +(V-h)^=o,

(i4) %(« )4 - (U- /Q? =o.
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Premier cas :
^)=-r, w^u)=-iy,.

On tire alors des équat ions (i 3) et ( i 4 )
àh^=0'

c^est-à-dire
h = fonction de r.

Les deux relations
/ -^ U, À =: fonction de (''

montrent qu' i l existe deux courbes focales (n0 H). Nous pouvons
donc rejeter cette hypothèse.

Deuxième cas :

^(u.)--u, ^(^)^-^^-t-U/.

Des équations (ï3) et ( i4)» on d é d u i t , en é inn inan t LJ — ///,

05) ^^^^u /
v ; àu\^)^ ~"u

Posons
^=^;u

d'où
u^^y—D.

Puis intégrons l 'équation (i5), il viendra

^ r^Ty-^-^,
CP

^ désignani u r H » (onct ion de ^.
I I s 'ensuit que ̂  pourra s'écrire

( '»> —"^-o/+^

Les équat ions (u) donneront ensuite, en tenant compte de la
valeur de Wt(u),

(17 ) ĵ : (ary- r))^^- ̂  ^o;.+ []„
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^ n'est cer ta inement pas constante, sinon le réseau ( y , ) et, par
suite, tous les reseaux de la famille seraient a invariants égaux. On
peut donc prendre ̂  comme nouvelle variable indépendante; rien ne
nous empêche de désigner par c cette nouvelle variable.

Des équat ions (iG) et ( 1 7 ) on conclut alors que les coordonnées
homogènes des points des réseaux qui composent la famil le sont
données par les formules

^^ (aV)'- V) + /.)([!;. +- V/) - OU;.-- [^(rV-t-c).

Les sommets des cônes circonscrits le long des courbes de para-
métre u ont pour coordonnées

W ( (..„!, — // IJ ;. ) -{- ( u V — V -+- À ) II';.

On voit que, si i'/ est constante, ces sommets coïncident avec P.
En dér ivante , deux fois par rapport a c, on trouve que, le long des

courbes c == const., les juans oscillateurs aux co'irbes a == const. passeni
par uft poinf fixe VJ (fui se trouve sur la tanp'cnif en Q à Q(\

lîi ifin, si l'on cherche la valeur de À, laquelle est donnée par la for-
mu I(t ( r / } ) » mi trouve

/ / -==—— l') —— //('.

Les famil les de réseau que nous obtenons ici sont donc des fa-
milles (— T) — (u\ uvV — r).

Nous résumerons les résultats qui précèdent, en disant que, lorsque
la congrue r i ce conjuguée cuzx réseaux co'. sidère s admet une seule courbe
focale, si la famille est ( U ^ , IJ^) ou (V,, V^), U,, Ua désignant des fonc-
tions (fit-lcon(fu/'s de (f, V j , V^, débondions quelconques de ç\ tous les
réseaux soni à invariants é^aux; si l'i famille esf (— '0—w, ^î.t)/—"o)
ou, (v^' — ^, — ^ — w), un seul réseau à invariants égaux ; enfin, si
la famille n appartient à aucun des deux ï-ypes précédents, elle ne con-
tient aucun réseau à invariai ils égaux.

Nous allons nous occuper à présent du cas où la congruence con-
juguée admet deux surfaces focales.

./////. A'C. A'M/7//., ( ; î ) , XXIIL — 1)1.;(.EM1}IŒ \\}^\. ÔQ
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Sl̂ yiIC '̂ III.
N O M B R E ET NATURE DKS RÉSEAUX. A INVA1UA.NTS ÉGAUX OUI FONT PAiniE

D'UNE FAMILLE DE RÉSEAUX CONCOURANTS CONJUGUÉS A^UNE MÊME CON-
GRUENCE. — CAS GÉNÉRAL.

18. Conservons les no ta t ions du n0 13. Pour que réqua t ion aux
dérivées part iel les (3), re la t ive à u n réseau de la f a m i l l e , soi t à inva-
r iants égaux, i l la ut et il s u f f î t que l 'on a i t

(^ ^+Â \ ^^oV-o(l) ^ ^ ^——^ IJ - ̂  ( ̂ -^ QJ -, o.

En développant cette expression et en chassant les dénominateurs,
on Irouve une équation dont le premier membre est un polynôme du
quatrième degré en A et dont le second membre est zéro. On. en con-
clu( la proposit ion su ivante :

En général, (tans ivu' f uni i lia de. /r'.vm .̂r co/icoara/tls co/f^dn-u^s à iuic
môme con^'ruence, il r^ existe pus de rcsefUt.x' à i/warianis ë^aifx. Toute-
j o i s if peut y en avoir un, deux, I r a i s , (fuaire ou cifKf. S'd en existe cinr/,
fous les réseaux de la famil'e soni à iwan'au/ff ë^'aux.

,11 nous reste a étudier séparément ces diverses h.Ypothéses. Nous
ne parlerons pas du cas où il n 'ex isSe qu'un réseau a invar ianis ér'aux :
on peut en ed'et supposer alors que ( x , ) est ce réseau et prendre
pour P et Q les dérivées part iel les, par rapport il 9 et par rapport a //,
d'une même fonction. Les fonct ions li. et /seront alors définies par les
équations {(\) de la Section II, dont la résolution est équivalente à
celle de Péqualion aux dérivées partielles adjointe de l'équation de
Laplace relative au réseau (a^). Kn général, la famille ne possédera
pas d'autres réseaux à invariants égaux. Si toutefois elle en contenait,
nous la retrouverions dans l'étude des autres hypothèses. Nous nous
occuperons donc successivement des cas suivants :

i° Tous les réseaux de la famille sont a invariants égaux;
2° Deux réseaux son! à invariants égaux;
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3° Trois réseaux sont a invar iants éû;aux;
4° Quatre réseaux sont a invar iants éû;aux.
Nous t ra i terons le premier cas dans le paragraphe I, le second dans

le paragraphe II, les deux derniers dans les paragraphes III et IV ( 1 ) .

I. — Tous les réseaux de la famille sont à invariants égaux.

19 . Si Ions (es resead.r de la famille sont à invaridnfs é^ciiix, la
famille es/ ('o, ̂ \ "O, ^) ( 1 ( ; signant respect ivernerît une f onction de il et
une fonc/f'Ofi ( l e {\ et réeîpro(jiïefnenï. î.es courbes (fui composent les rlivers
reseawr son/, des courbes ( l e contact de cônes on de cylindres circonscrits.

En efïel,, pour ((ne Ions les réseaux soient ' à invariants é^aux, il
fau t et il snfTit que requah'on (i) ait lieu quel que soit le paramètre À,
on encore, en tenant compte des équations (./I) du n0 13, i.1 faut et il
sul'fit que les équations su ivantes :

1 L±l ^ ( / / + À ) .-„ <)?A(^)
// - -h À " ~~ II — I. ~ dv 5

0 . ^
/) 4- A < ) i / _ ( ) cp),(^, tO
/ ~t- À // -— / ~~ au

so ient sat is fa i tes quel. que soit À, ^ désignant des fonctions conve-
nablement choisies de //, ^.

A. ces deux équations ajoutons les suivantes, qui en sont un cas
particulier,

ôh

_ (h)____ „- _ à ?^(^> (')
h """— t ~~ ()^ '

^L
( ) K f) 9^( //, f)

( î ) î.os rosi il t;it,s contenus (lans celte Soclion et, une partie de ceux de la Section pré-
cédente ont été connnuniquéM d;ins une Note insérée dcnis les Comptes rendus de l'Aca-
démie <fcs Sciencf^ de Paru' (t. (1XLII, \ r ) janvier 1906, p. ï39) .
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Soustrayons membre à membre les premières, puis les secondes
équations (2) et (3), il viendra

à ( o — co,^ )
// +À

-^
Ou ()^ — o

l .+„ -/, — ^7

Le problème est ainsi ramené au suivant : déterminer les fondions h
et l qui satisfont à l'équation

(/;) ^ ^ _ ô ôa
( ) ( { if -)-.. /. ^c TT^"-"/î

guel yue soit À.

Développons donc (4) et identifions les deux membres, nous trou-
verons les quatre équations

-^// — ( ) ï l

ou ûv "" 'ĵ ,̂'
^/f ôh. àfi of ()l

OU ()^ au ()ç>
(/^^) ^^^^ ^ . à t ôtv / ()u0^ 1 .^^^-^^ ^:=o,

y . / ( / / - / ) ^+^^^^^ ^^ - .,
^^ ^i» au ôv ou ô^

Écrivons le déterminant des coefficients de -^^ àh- à/t (H ^ .],r^
Ouà^ ou à^7 ou à^

ces trois d(-rnieres équations, il viendra, après s impl i f ica t ion,

//.— ^)4.

Comme h est différent de /(n° 3). on conclut des équations (5 ) les
eux suivantes :deux suivantes :

<)h ait
Ou 0^
0 1 0 1
Ou (){'
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Mais n o u s supposons qu'aucune dos deux nappes ne se r é d u i t à u n e
courbe; les é q u a t i o n s précédentes c o n d u i s e n t donc ( n ° 3) aux deux
relations

àli ai
^=oî ^=0?

qui vér if ient , réc iproquement , les é q u a t i o n s (S).
On peu t donc écrire, en choisissant c o n v e n a b l e m e n t les var iab les

i n d é p e n d a n t e s ,

(6) h=u, /=(-.

D'où i l résul te que tous les réseaux de la fami l le son t formés de
courbes de contact de cônes ou de cyl indres circonscrits [voir la f in
d u n° 5) et que , sur l ' u n e des nappes de la surface focale, les courbes
de pa ramét re u et, sur l ' au t re , les courbes de paramètre </', sont des
courbes de contact de cônes ou de c y l i n d r e s c i rconscr i t s .

Des é q u a t i o n s ( 6 ) et des équa t ions (3) et (4) du n° 13, on t i r e suc-
cessivement

P == 0 ̂  o.

^-o.
( ) U ( ) ^ '

d'où

( 7 ) ^=UÎ+V,

{]', et V,' d é s i g n a n t des fonc t ions que lconques , respect ivement de u et
de v.

De (7) et de l ' équa t ion f ï ) du n° 13, on d é d u i t ensu i te

^ .— „ \V. _ T J . ,4-. n\'. _ V •J ^ ——— //(,U/ \J l -T- V T / T / •

Les coordonnées d ^ u n po in t d'un réseau que lconque de la faimlle
sont donc de la forme

^ („ 4- /.) (..];• - U,+ 0. 4- 'A) V—— V,.

Les sommets des cônes circonscrits sont les points de coordon-
nées [f e t V J , t a n t p o u r les réseaux que pour les deux nappes de la
surlace focale.
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II. — Deux réseaux de la famille sont à invariants égaux.

20. Sans res t re indre en r ien la général i té , nous pouvons supposer
que les deux réseaux à invar ian t s égaux sont (^-) et (j^-). Ainsi que
le montrent les équat ions (2), les c o n d i t i o n s pourront s'écrire comme
il suit :

(8)

et

Soustrayons membre à membre les premières, puis les secondes
équations (8) et (9), il viendra

(^ l0^"^ _ ^(y. — ?)_^_ _: ,̂ —,

à \ o^ / _ ô ( •/ — 9 ) ^^^. _ _ -̂.,,_^

d'où, en in tégrant la première par r a p p o r t a ^ et la seconde par rap-
port à u :

( h= Un7~^,
( ro) /^V.y^

( /À= Ue/~^,
1 l "^Ve/'-y,

U dés ignan t une fonction de u, V u n e fonc t ion de ç. Portant à présent
ces valeurs de h et de / dans les équa t ions (8), ces dernières s 'écriront

( ï î )

y^^U^,
àv ôv

rr 6>? _.. v ô'/'u •——• ..—.- v *-.—• "
ou ou.
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Les é q u a t i o n s de c o n d i t i o n (8) et ( y ) sont a ins i remplacées par les
é q u a t i o n s ( ï o) et (ï ï ) . Ces d e r n i è r e s f e r o n t c o n n a î t r e G- et ' / ^ les équa-
t ions (10) f o u r n i r o n t e n s u i t e li et /.

En v e r t u des é q u a t i o n s ((S) et des équa t ions (3) et (4) du n° 13, les
coordonnées .z'/ seront des s o l u t i o n s de l 'équation, de Laplace

, . (Y1 x à^ àx à^ à'v
l \ ' ) \ ______ __ _L- __ __ _L __ —— f)

au (){> àv au ou ôv ?

d o n t l ' i n t é g r a t i o n se ramène a ce l l e de l 'équation suivante :

i__ à^ _ ^ û^e^
l / B 7)~u~(h' ~ ̂  o u ô~v?

si l'on pose

(l^l) .Z-==6^©.

Les é q u a t i o n s ( i ) du n" 13 m o n t r e n t que Fon obt iendra ensu i te les
c o or d o n n é e s y ̂  [ ) a r q u a d r < 11 u r e s.

21. E t u d i o n s t o u t d 'abord le système ( ï ï ) . 11 conv ien t d'examiner
séparément les trois hypothèses su ivan te s :

i 0 U et V ne son t pas des cons tan tes ;
2° U n'est pas cons tan te , V l'est;
3° U et V sont cons tan tes ;

l 'hypothèse où V ne se ra i t pas constante , alors que II le serait, é tant
re je tée , p u i s q u e les va r i ab le s u et v j ouen t ici des rôles symétriques.

1° U et V ne sont pas consUifiles. — Prenons U et V comme nou-
vel les variables i n d é p e n d a n t e s et appelons-les u et v. Les équat ions (ï ï)
s 'écriront

^cp à'/ç —t- -=. u ̂  ,
()v ()v

àv> à'/
u— —- v —^ -

ou au
Posons

à^(16) 9 -=--,—r-?/ ou à\>

on pour ra in tégrer les équa t ions (i 5), qui seront ainsi remplacées

ô^
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par les suivantes :
c ()^ n i ÔT:

/. ^ ̂  ̂ p ^ ̂

. — ^ <}t27r — 1 ^7T

' C 6^^ J(' C ^C

En égalant ces deux valeurs de y , on t rouve que la (onc t ion T: do i t
sat isfaire une certaine équat ion aux dérivées p a r t i e l l e s du second
ordre, a savoir

(^TT c an if (JTC
au àv u^— c2 au u'1— f'2 àv

Réc ip roquement , si T: vérifie cette dernière équa t ion , les fonc-
tions y et j données par les équat ions (16) et (I7) vér i f ie ront les
re l a t i ons ( r5).

Si nous posons
^r-:a, ^ ::::-. p,

l ' équat ion à laquel le sa t i s fa i t TC deviendra la s u i v a n t e :

^TT î i ()TÏ f i an.̂» „ --«-—_-__ . ^ — -„ ,-. ^..^ •^ o
<)y,()^ '•>. a — P ()y. -2 a"p ()ft

qui n'est autre que l 'équat ion

(18) E(-^, ~ r ) ^o,
\ t-î .'l /

don t dépend la d é t e r m i n a t i o n des sur faces q u i a d m e t t e n t p o u r repré-
sen ta t ion sphérique de leurs lignes de courbure un systernede con iques
homofocales ( 1^) . Toutefois , lorsqu'on au ra u n e so lu t i on -n: de Péqua-
tiou (18), i l f a u d r a encore trouver n -h î solut ions de l 'équation cor-
respondante (i3), pour que le problème s'achève par quadra tu res .

22. 2° U nest pas constante, V l ' es l . — Un peut, en m u l t i p l i a n t h
et / par une même constante (n0 '12) fa i re V == , t . Prenons de plus U

( 1 ) ^'oir .1. DAKBOUX, I^wons sur la titéorie générale dan Siu'fac(îs, L. II, |). 7 i>
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comme nouvelle variable / / ; l ( -s équat ions (i i) s'écriront comme il
suit :

('9)

Posons

(9,0)

0^ Ô-Y-— :=: // -A,
ô\' ch'

^q? Oju T = -/-.
^^ ^//

^TT
9 '— T~ '^//

et intégrons I;i seconde eïi i ial ion (i()), il viendra

( 2 l ) y = ^ ^ 7 T —— 7^.
" <^/

Exprimons que les valeurs de ̂  et de / fournies parles relations ( 20)
et ( ' 2 î ) sa t i s fon t à la première équation (19). Nous trouvons ainsi
que T. doit satisfaire à la relation suivante :

<)""K u ûr. _
( ) / / ô^ / / 2 — i <)^ ?

qui s'intègre faci lement et donne

(-^) T: - VV^-"! + II,

IJ desi^nani une fonction de u et Y une (onction de ç^ Les équa-
tions (20^ et (2 f ) conduist^ir ensuite aux valeurs suivantes pourcp ety :

(2^) ^^v^^^u',
v^ ' -»

( ̂ \ ) :< "' v -7=== + // U' -- U.\j if.'- — i

Pour que le problème s'achevât par quadratures , il faudrait encore
intégrer l ' équa t ion (t3), où l 'on donnera i t à (p la va leur (23).

23. 3° U et V sont. constantes. — Posons

U == a, V = b,

a é t an t différente de b, s'inon on a u r a i t h == l, cas exclu. Les équa-
Ann. Ec. A'orm. (3) , XXÏII. — DKCHMBRE 1906. JO



554 EMILE MERLIN.

tiens (n) s'écriront comme i l s u i t :

/,^ _ . <>/.o -— — a — •)
de (h'

a^ à'/
a —'- = b —" •

au au

On en conclut, en intégrant ,

b^ — a.y ~= U,

a cp — Z/ ̂  •== V ;

U désignant une fonc t ion de u, V une fonction de 9. De ces re la t ions
on t i re les suivantes :

a V — h [J
? ---- _——^_—^_ ,̂.««,

— ^—^ ?

/ /V—^LÎ^^^^^.

Prenons ensu i t e pour vambles i n d é p e n d a n t e s

_[,J_^ V
^^—^ ^r—jjï^

et désignons par u et ^ les nouvel les variables. Il viendra

(2 5) y =: a^ -- (^//,

(26) ^ == ^^ — a//,.

D'OÙ
II —. ae^'--^^^'^

L :rr= bf^' ^)'"-^;.

Pour achever le problème par quadra tures , i l f audra encore inté-
grer l 'équat ion suivante :

î <P e
7-. •"-.—•,- ~^ — ci b.
(M) r^/ ^(^

qui se ramène à l 'équat ion connue
àîz ^

àx ày """
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III. — Trois réseaux de la famille sont à invariants égaux.

24. Nous pouvons supposer que les t ro is réseaux Si i n v a r i a n t s égaux
correspondent (n° 12) à À = ce, À == o et X = s . En vertu des équa-
t ions (3) et (4) du n° i3 les équa t ions de cond i t ion s 'écriront comme
i l suit :

, <)fi

(-^7)

( ) { > _ Ô^

~h~l ~~'"~ ̂

ai
()u (}(Q

(28)

(29)

k^l ()a7

<) l i
L '(h_ __<h

Ti 1i— i "~~ ô^
(H

h, au à'/^
7 7i~~L ̂  ~(h(.;

à h
i 4- i ()^ ^ (}^
7/q:"7 7r̂ ~7 ~ ~ ̂  5

(H
II +1 ( ) l l Û^

l + i //. — / ( ) f f

lîn o | )érant coinme au n0 20, nous déduirons de (27) et (28) les
r e l a t i o n s

i h = U^X-ï',
(3o) ( / ^y,e'/.-^,

puis, de (^7) et (29), les suivantes :

( h -t- i== U^-'r-,(3I) i /4-i=v^,
U et Ui désignant deux f o n c t i o n s de u, V e tV^ deux fonctions de v.
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Remarquons que h et / représentent les rapports des dérivées par-
uelles de y i et de x^ prises respect ivement par rapport à u et par
rapport à y ; h -i- î , /-+- i, les rapports des dérivées par t ie l les de z^ et
de Xi: —.—? —.—? les rapports des dérivées partielles de ̂  et de y^

Cela étant, je dis que nous pouvons supposer U, et V"i non con-
stantes. Si, en effet, U^ ou V, é ta ien t constantes , on p r e n d r a i t (^-)
comme second réseau, à moins que U ou V ne so ien t constantes .
Plaçons-nous donc dans cette dernière hypothèse et supposons, par
exemple, Vi constante. Des équations (3o) et (3i) on déduira les
suivantes :

( /i = V) { ,
(82) )

( //-+ i : = ( V ) , ou -^)( /4- l ) ,

t) et tj, désig 'nant des fonc l ions d i f ï ' é r e n t t ^ s de il, s i n o n on a u r a i t h == /,
et •ç^ , une Ibnclion de ^.

Si l 'on ] ) ren( l t^, on trouve À e t / f o n c l i o n s de, ^ seu le ; ce cas a été
traité plus h a u t (n0 16).

Si l'on prend <^, on dédui t des é q u a t i o n s ( Î 2 )

^4" l
/r" •^,

L±l "' v)
/.

"o e t ^ ( n ' é t a n t pas constantes, car a u t r e m e n t li e t / s e r a i e n t fondions
d 'une mémo variable, ou constantes. I l en résulte qu 'en p r e n a n t les
réseaux dans l 'ordre s u i v a n t : (j,), (^), (\-r,), on pourra supposer Ui
et Vi fondions respect ivement de u et de p.

En changeant de variables, les équa t ions (3o) et (3 ï ) pourront
donc s'écrire

(33) ^ li - / /<- / ^
/ / -=^a y,
( //-=: i.jff^1-?-. i ,
( i •-= y^1-?— i.

E l i m i n o n s ^-^ et^-^, et résolvons les équa t ions obtenues par rap-
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port à h et /, nous t rouverons

(35)

/ _ ^ q - ' — V )
' ~ // V — c U '
\ , ^ ( U - V )
f -" /, y „ ,, [j •

For ions dans les équa t ions ( 27) ces valeurs de h et de / et expr i -
mons que la condi l . ion d ' i n t e g r a h i l i t é est sat isfai te , i l v iendra

(F)

i [vv^-- (^-'(^-4- ( , ' ) ( /<y2— (,'iJ2)
1 .̂ [J^/y^^ — ( , ) ( U — V ) ( ^ U — ^ V )
, ^ y^ (; [j ( a — ^) ( U — V ) ( // U — ^ V)

^ +((}„ V ) 2 ( U + V ) ( ( • ' 2 U — ^ Û V ) =o.

Lorsqu'on aura résolu l ' é q u a t i o n fonc t ionne l l e (F), leséquations(35)
donrKu 'on t h et /, p u i s les é q u a t i o n s ( / s ) du n° 13 fou rn i ron t P et Q.
On au ra donc r é q u a t i o n de Laplacc re la t ive aux réseaux^-). Connais-
san t (,r,), on o b t i t ï n d r a ^y/) par des équa t ions aux différentielles
totales, comme le m o n t r e n t les équat ions (i.) d u n° 13.

25. A v a n t de résoudre cosnpié tement l 'équat ion (F), nous traiterons
le cas p a r t i c u l i e r où U et V sont constantes. Comme U est différente
de V, s inon en ve r tu des é q u a t i o n s ( 3 i ) , h serait égale a /, Féqua-
î i o n (F) c o n d u i t alors à la re la t ion

U=:-V.

Comme, d 'autre par t , on peut m u l t i p l i e r A e t / par une même con-
s tante sans r i e n changer a u x réseaux, nous pourrons poser

l i ^ i , V=:—i.

Les équa t ions (3^ f o u r n i r o n t les valeurs de h et de /, à savoir

h-. 2 U
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lesquel les montrent que les f a m i l l e s (À, /) correspondantes ne ren-
ferment pas u n e i n f i n i t é de réseaux à i n v a r i a n t s égaux (n° 19). Il est
d'ailleurs aisé d 'é tabl i r qu'elles en c o n t i e n n e n t quatre .

En efîet, des é q u a t i o n s (36) on d é d u i t
/^ -4- p ^ — a //, -h ^ ( u -+- (;)
/ _(^ (? — 2^4- c( u -4- (;)

Pour v==co, o, i, 2, ce rapport devient égal respectivement à i ,

z/, u
,-' ~ 1 ' —

D'après ce que nous avons vu au numéro précédent, il y a donc ici
quatre réseaux à invar iants égaux.

Le rapport anharmoniq i ie des points correspondants des quatre
réseaux à i n v a r i a n t s égaux (y/), (^)? (^')» (^/)» lequel est con-
stant (1), devient dans ce cas-ci liarmonique. On a, en effet ,

(j/, ^, ̂  Xi) =:: (o, a, ï , a)) =— i.

Dans les seconds membres des é q u a t i o n s (36) suppr imons le fac-
teur — 2 (n° iï) et por tons dans les éq na t ions ( ï ) du n0 13 les valeurs
ainsi obtenues , i l v i e n d r a

àvi à , .^.^«^(,,_^
à y i à ..,..^-,,^(.,^,y^

Nous avons déjà r encon t ré des é q u a t i o n s toutes semblables au n° 21
et nous avons vu qu'elles p e u v e n t être remplacées par le système sui-
vant :

/ à^i
,y, ——————— ^f 1 ^ _«_^___.._,•Â^ ï — - r ï.'l . -.1 3

t/ ()U ()V

y p d'-'TT/ î O'KI _^ it ô'^i ^ ï ('.Hi
' '>^ / 1 ^ i u ( J u < ) ^ i i ou ~~ ^ ou àv v Ov ?

(PTT:/ ^ à'Ki u- àv.i
à il ()^ fiî — - t ' ^ au. u^—^ Ov

Ç 1 ) Voir noire Note iiiricroc dans les Comptes rendus, t. (JXXX.IX, 4 j'iillot i9<>4» Î  '^'2-
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Nous avons montré que la dernière peu t se ramener à l'équa-
tion E( — -1-? — î-} = o.\ ^ ^ 7

Ainsi , dans le cas qui nous occupe, le problème s'achèvera par les
équat ions f inies (37), si l'on sait résoudre E f — - 1 ? — ^ } == o.i \ / / \ 2 2 y

Dans le paragraphe IV, nous nous occuperons de la résolut ion de
l 'équation f o n c t i o n n e l l e (F) et nous en déduirons les f a m i l l e s de
réseaux qui possèdent trois réseaux à invariants égaux.

IV. — Résolution de l'équation (F) du paragraphe précédent
et solutions que l'on en déduit.

26. Montrons d'abord que les fonctions U et V qui satisfont (F)
sont algébriques.

I l est bien en t endu que les surfaces considérées sont analyt iques.
Par su i t e , (-l^-l••> (—l•7 (-^1^ <-)— sont des fonc t ions analytiques. Il en eston ov ou ô^ v A

de même de A, /, <p et f^, et par suite de U et V. Il s 'ensuit que V,
par exemple, est h o l o m o r p h e autour d'un po in t ^ •==• p=^:o, et, dans ce
domaine , il existe un système de valeurs

o = a, V = b,

telles que ah -f=. o, s inon V serait iden t iquement n u l l e et / serait con-
stante, en vertu de la de rn iè re é q u a t i o n (34). ^s exclu. De plus,
comme V est une f o n c t i o n c o n t i n u e dans le domaine considéré, autour
du po in t v ==. a et d a n s u n e aire f in i e , V n'est pas nulle.

Si, d a n s ce d o m a i n e , V é t a i t constamment nu l le , Y serait constante,
et, en ver tu de l ' é q u a l i o n (F) , i l en serait de même de U; nous serions
donc dans le cas p a r t i c u l i e r t ra i té au paragraphe I I I . En résumé, nous
pouvons admettre q u ' i l existe un système de valeurs

i;=a, V==^ T-==c,

telles que abc -^ o.
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Cela é tan t , donnons à v la va leur a, ( F ) s'émra

(F')

(u ^-a^u—ayç^//— aV^cV'

~}-{u • a ) ( U — ^ ) (uU —ab)bu\]'

4~ ( ^ — ^ ) (U —h) {uU —ah)acU

-+- (U 4- b ) ( l ] — by^a^] -- /^2) =o.

Remarquons que (F) n'est pas i d e n t i q u e m e n t vérifiée, quelles que
soient u^ U et IT, sinon on aurai t a == o. Ensuite les équat ions (F)
et (F') ne sont pas i d e n t i q u e s , que l l es que soient //, U et U'; s inon, en
considérant les coet Ï ic ients de U\ U'\ u?, nous trouverions les
re la t ions

^ ^ ̂  v''^ _ -̂̂ , ::= ̂ ,

desquel les on dédu i t les su iva i t (es :

V=6, ^=:a2;

dont la dernière est absurde,
Cela d i t , entre (F) et (F') é l i m i n o n s U', nous t rouverons une équa-

tion en ( J e t ^ qui ne sera pas i d o i t l i q u e m e n t sa t i s fa i te , quel les que
soient u et U. En g roupan t tous les termes dans le premier membre et
en chassant les d é n o m i n a l e u r s , nous arr iverons ensui te à u n e équa-
tion dont le premier membn 1 est un po lynôme e n t i e r en u et U. 11 en
résul te que U est une ( o n c t i o n a lgébr ique de u.

On démontrera i t de même que V est une f o n c t i o n a lgéb r ique de P.
Comme telles, ces (bncl ions ne sauraient devenir indéterminées

pour aucune valeur do leurs arguinents.
Si nous f a i sons a = o, les cas su ivan t s p o u r r o n t seuls se présenter :

i° U==/>^o, ^w;
2° U r - 0 ;

3° U = œ.

On voit d'ailleurs sans peine que ce t rois ième cas se ramené au
premie r en p r e n a n t les réseaux dans Fordre ( z , ) , ( y , ) et(^^. 11 reste
donc ;A examiner les deux premières hypothèses.
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27. Avant de commencer la d i scuss ion , fa isons quelques remarques.
Tout d 'abord, si V ( u ) , V(ç ' ) fo rment un système de s o l u t i o n s de

l ' é q u a t i o n ( F ) , en prenant les réseaux dans l 'ordre (y/) , (^-), (^),
on verra q u e l ' é q u a t i o n (F) sera i d e n t i q u e m e n t satisfaite si l'on sub-

s t i t u e à u, v : î- et -1 ; et a U et V : — - / et S les dérivées é tanta (; // r
prises par rappor t à •î- et -• I I en résulte que, si U ( ^ ) et V ' ( v ) forment

un système de solutions, u{] ( - } et ^Y( - ) en forment un autre, cïiii ne\ii î \ ( î / "/ 1

d i f f è r e p o u r t a n t pas e s s e n t i e l l e m e n t du p remie r , au po in t de vue qui
nous occupe.

Nous a v o n s vu au n0 '13 q u e la f a m i l l e (/, h) se ramène à la famil le
(À., /). Or, p e r m u t e r h et /, r e v i e n t à remplacer dans les équations (35),

a et e respec t ivement par -•> - et U, V respectivement par .-y? y

On en c o n c l u t que, si l ' o i s remplace dans (F) U et V respectivement

par ,., ' -- et ,-,—î ( F ) sera encore idejUiquement satisfaite, puis-1 I J ( / , / ) V ( c ) "• / " * -
q u ' e l l e Pest q u a n d on y r e m p l a c e // et v respect ivement par — et -^

et U, V respec t ivement par — - ' , — - / • Par conséquent , si V(u)

ci V(e) forment un système fie soUuions, ^ u - et —— en forment un

cnUf'e, q u i , î » not re p o i n t de, v u e , ne di l lere pas essentiellement du
p r e m i e r .

R e m a r q u o n s encore que si , dans ( F ) , on fa i t v ==• u, on trouve

^(u)=. { ^ ( u ) .

Passons à p résen t à la d i scuss ion de l ' équa t i on (F).

28. î ( ) u == o, U ("o) = p --/L o. — En f a i san t u = o dans l'éq uat ion (F')
et en se s o u v e n a n t que ahe •=/=. o, on v o i t qu ' i l convient de d i s t inguer
les deux cas su i van I,s :

U^o^o,
i r (o )= /7 ,

(j dés ignan t u n e q u a n t i t é q u i n'est ni nu l l e , ni i n f i n i e .
4n.it Éc.Norm.., ( 3 ) , K X I I I . — l)i.;(.i.;MitîŒ 1906. 71
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A. ir(o) ==o. -- I n t r o d u i s o n s dans ('F) le système

// •== o, U (o) rrr p, {]' (o ) -=.::: o,

il viendra
(.W^h//2 - V^O.

Intégrons cette dernière équation, nous trouverons

V^a^-h/A

a désignant une constante. En vertu de la dernière remarque du
numéro précédent, nous aurons aussi

[p== a^/---1 4-/A

D'ailleurs, en multipl iant U et V par une rnôme constante, opération
qui n'altère pas h et/ , et en changeant convenablement de variables
indépendantes, on voit que le système trouvé plus haut se ramène au
suivant :

(n-^-^.s
( y^^:(_^,

On vérifie aisément que les équations (A; donnent bien un système
de so lu t ions de (F;.

B. [^(o) == q — Faisons dans (F; :

u=.o, [„]((,)) --:.::: p, (J^o) ::,::: q,

il vient
d\

(38) ^ [pq^- ^ V( /. - V )] :=:. ( p + V) (p - V)\

Celte dernière équation est une équation de Bernoulli, si l'on con-
sidère V comme variable indépendante.

lin l'intégrant on trouve

(^9)

C désignant une constante.

i. _ i C ff
^ ~ TY^ yv^ + ̂ y=^
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In t rodu i sons , dans r é q n a t i o n (38), celte valeur de -'-, nous o b t i e n -
drons la r e l a t i o n s u i v a n t e :

y [/^ ^/\^+7 4- v ( c ̂ V"-~p -4- </ /vT^)J
= ̂ /v^-7 ^ <^ ̂ V-ZT; 4, ,y ^/y'TTïy.

Pour V == — p , l ' équa t ion (3y) donne v == o et l ' équa t ion précédente,

V^C^o .

Si C est d i f l e r ï î n t e de zéro, i l existe donc un système de va leurs
(elles que, pou r ç' == o,

V==—p ' ^o et V/=:o.

Mais c^1 cas n'est a u t r e que le précédent , car tout est symétr ique
en // et ç^ par s u i t e , nous pouvons poser

G -==. o.

1 ^T é q u a t i o n ( ' )<)) [ ) e u t alors s ' é c r i r e

i- ^ ,v y — /^
ou.

(.^o) V =^t ' 4-/>.

Corn nie on a

et

V^//.) == U2

U ( o ) := /^

on peut écrire

( 4 i ) U ̂ qu-\- p.

En i n t r o d u i s a n t dans les é q u a t i o n s (35) les valeurs de U et de Y,
f o u r n i e s par les é q u a t i o n s (4°) e t ( 4 ï ) ' on trouve

/,=^,
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Nous avons vu au n° 19 que tous les réseaux de la famil le consi-
dérée sont alors à invariants égaux.

29. 2° u = o, U(o) = o. — U é tan t u n e fonc t ion a lgébr ique de u,
l 'une de ces deux variables pourra s 'exprimer en série convergente
p r o c é d a n t s u i v a n t 1 e s p u i s s a. n c e s c o m rn e n s u r a b 1 e s c ro i s s a n t e s d e
l 'autre. De plus, nous pouvons ranger les réseaux à invar ian t s égaux
dans un ordre tel, que le développement de U en série commence par
un terme dont l 'exposant soit au moins égal à i .

Nous avons vu au n° 27 que, si U, V forment un système de solu-
t ions, -JT et ^ en forment un autre, qui n'est pas essent ie l lement d i f -
férent. Or, si le déve loppement en série de U commence pa r u n terme
en //, — et -y: d e v i e n d r o n t dos q u a n t i t é s f i n i e s d i f f é ren tes de zéro
pour u == v ==• o. Nous avons trai té ce cas au n0 25.

I l reste donc à, considérer les cas où l 'on a

[J =:A^1 ' " ' " - { - B / / 1 ' - ^ 1 - - 7 ' - ! - . ..,

m, n, .. . étant des nombres comjrumsurables et posi t i fs .
In t rodu i sons cette va leur de U dans l ' équa t ion Ç V ) , U viendra

(42)

( u -i- ^ ) ( // — \> )2 ( u V2 — A,2 u2 ' îm c | //, ] ) A ( i -h m ) a " 1 V / 1 //. ]
-..{„ (u ~^) (Au1 '^lyi — V ) (A^ 1 ^ !^ ! — c Y ) A ( t - t " /^) / / -1 1 ' ^^ ! / / ]
4-. (// — (/) (A n,1 +f't ['/,/] — V ) (A. ̂ ^'['m [//. | — (; Y ) A. u1 r /// ^ V71 //, |
-h (A <//1 ' ' " [ i ^ i 4- V) (A^'^l^l "- V)2 f A ̂  ' " ' ^ [ u ] — ^V) =:r:o,

\ii\ é tant la no ta t ion employée par H a l p h e n .
Cette équat ion devra être vér i f iée iden t iquement , quelles que soient

u et ^.
Nous ferons successivement les hypothèses su ivan te s :

m <i i ,
m := r,

A... w < ^ r . -— Divisons par t^^"1 tous les terrncs de l ' équa t ion (42)
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et faisons //. === o, il viendra.

^V'=V.

D'où, par intégration,
V == a t.-,

a d é s i g n a n t une constante . C'est le cas que nous venons d'exclure, ou
le d é v e l o p p e m e n t de U ou de V commence par un terme en v.

B. m == i. — Divisons par u2 tous les termes de l'équation (42) e^
faisons n. == o, nous trouverons

A r ^ — A ^ V — V^o.

lin intégrant cette équa t ion de Bernoul l i , on arrive à la relation
s u i v a n t e :

y^ ^
C ^ -[- 1

En vertu d'une remarque du n° 27, on peut faire correspondre à
cette solution la suivante :

^M-r-"-'\ v f ( . - 4 - t »

l a d i i e l l e , pour ^ = = o , se r é d u i t à .-• Si C est dilférente de zéro, on
t rouve u n e s o l u t i o n qu i , p o u r ^ = = = 0 , dev ien t u n e quanti té f in ie , cas
traité.

Si C == o, on a
Y=:A^.

En échangeant les deux premiers réseaux, on trouve pour les rap-
p^.^ /^ h' 'h ̂ , h' et // é t an t les nouvelles fonctions h et l, et ^/ étanti, i, ~ ~ \ ^ j .
la cons (an te qui d é f i n i t le troisième réseau. :

i ï
h! „- ^ — ^i h' - } - [ j ! _ u _ UiT "^ 'y ~~" v,' 7~r̂ 7 ~ ^ :~ _^ 3

^ ^i
^, et v, é t an t les variables qui , j o u e n t m a i n t e n a n t le rôle de u et v.

Si nous n o u s reportons au cas où U et V sont des constantes, nous
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voyons que celui-ci n'en d i f f è r e qu'en ce que le qua t r i ème réseau du
n0 25 est devenu ici. le t ro is ième.

Passons donc à la dern ière hypothèse.

G. m^>ï. — Divisons par / /2 tous les termes de l ' é q u a t i o n (4'2) et
faisons ensui te 11 -== o, nous t rouverons :

V -= o.

Ce dern ier cas ne c o n d u i t donc à r i en .

30. Revenons m a i n t e n a n t au système (A) (n° 28), qu i seul peu t
nous fou rn i r des so lu t ions nouve l les du prob lème proposé.

Posons
( 4 ̂  ) a w.; si n a, (!> =3" si n (3.

D e s é q u a lions ( A ) o n d é d u i t a l o r s

(4 / i ) U -=coya, Vrrcosp.

Les équations (35) donnen t ensu i te (' )

j . . a l- p
s i n a ;-1 n ----—-1-.

(^)

On en tire

W

a - [3ces ---"——
'À

. . . a -r- p
s m p s m ———L-

a ~ p

. a -+- 6. . s in a s m -—•—— --|" / c"osh -^ À 2 ! 1 1 '
/--h À "'" . , '. a 4- p ~ •J—l•"-~^•-•^p

sm p sm ---——•- .4- /. (;()s ———
• 9- ' 2

Si l 'on exclut les va leurs A = o et A = — i , qu i f o u r n i s s e n t les deux
réseaux (,y<) et (-s^, on démont re a i s é m e n t q u e le rapport ( / ^ ) ) ne
se r é d u i t pas au q u o t i e n t d ' u n e fonc t ion de a par mie f o n c t i o n de 6.

( 1 ) En nuilliplifjnl par — i les seconds in(în»bres, ce qui est permis, /? et / pouvnnfc
ôtre niiillipliées par une rnôrriû conshinlo.



SUr» CERTAINES FAMILLES DE SU^SEAlîX CONCOUKAINTS. SG^

En effet, en fa isan t success ivement [4 === o et [3 = TT et en divisa ni les
deux résultats membre à membre, on devrait trouver une constante,
quelle que soit a, À ayant nne valeur convenableineiit, choisie, autre
()ue o et — i. On devrait donc avoir identiquement

. ., y'•:>. s m' - — A
— K,

K < ! é s i ̂  n a 1 1 t u ne c o n s t a n te.
En fa isant a -"- o et a = -n: dans cette identité, on trouve l'équation

suivante :
9. -t- /, À

~j~ — .7+7};?

<|ui conduit a A == ~ T .
Par conséquent, dans le cas qui uous occupe, il n'existe que trois

r é s e a u x a i n v a r i a n t s é ̂ ' a u x.
l îcr ivons l 'équation de Laplace à laquelle sat isfont les coordon-

né ( k s .r/, a savoir :

( ) ' - r s i uacosa ù.r sin (3 e-os p àx _
' ' / ( ) y . f ) ^ si ii^ a -—s'i irû <}y. s in2 a —siu'- 'p à^

Se.s invar iants sont tons deux e^'aux a l^^xpression suivante :

3 i i l
^ =:- -

/l s i i r ( a — p } f\ si l t^a -\- p)

l^ir suite, l ' intégration dt1 l/écluation ( ^ ' j ) , dont dépend la solution
dn problème, a des quadratures prés, se ramène à l'intégration de
réquation harmonique su ivante :

<PO | 3 i i i 0.-̂̂ . „„ „ ̂  ̂ ^^»^^ ^- ^ g-[^r^ ,̂  ̂

3i. lin résumé, <^a/À/ donnée une famille de réseaux concourants^
conjugués à u,ue même con^ruence dont les nappes focales ne se réduisent
pas à des fi y ne s :

1° Tous les rëse<iu,v seront à invarianis égaux, si la familie est

(U/V),
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et réciproquement ; U désignant une fonclion quelconque (le / / ; V, une
fonction quelconque de c.

2° Quatre réseaux et quatre seulement seront à invariants égaux, si
la f ami lie est

( ÔV bV \
(a+ï^Tv^+u^v;7

et réciproquement; a eib étant des constantes; II, une fonction de^ ;
V, une fonction de v.

3° Trou réseaux et trois seulement seront à invariants égaux, si la
famille est

/s in^ lJ sm( 11 4- V) 4- a c o s ( U — V ) sm'.>-V s i n (U -!- V) + a cosf 0 --- V) \\ sïnTiĵ nïïru^v"̂  7 T^y^Y '̂̂ ^ j,
et réciproquem-eni ; a, h, U, V îiyant la même si^ificalion que
plus liant.

4° Deux réseaux au moins seroni à invariants égaux; la famille sera
alors

/ 1 1 4 - ( i ' ( ^ 7. V 4- a'^ '/..
\ ÏÏ^Ï^^^^ 9 V~4:''̂ ^ ) ?

$// U ̂ / V ne se réduisent pas à ^es constantes, o ci '/ ont les valeurs ( 1 7 ^ ,
où u et v seront remplacés par U et V. Si V est constante, on fait V == î
et l'on donne à y et y les valeurs ( 23) <?/ (24)? o^ u est remplacée par une
fonction (juelcomfue de u. Enfin, d [J et Y sont égales respectwment
à a et b ; y et y D/^ A?.ç valeurs ( 2:')), // (°/ v étant remplacées par U et. V.

5° <7/i réseau au moins est à invariants égaux; la famille est

/ fi. 4 a 14- a .
\J,"Th'T^b)'

h et l étant fournies par les équations (4) du n0 ̂  où P et Q désignent
les dériyées partielles d'une fonction quelcotUfue, prises respectivement
par rapport à v et u.

FIN DU TOME ViNGT-TKOiSIÈME.


