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SUR LA SOLUTION
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PROBLEME GENERALISE DE DIRICHLET
RELATIF A UNE EQUATION LINEAIRE DU TYPE ELLIPTIGUE
AU MOYEN DE L’EQUATION DE FREDHOLM.

Pan M. Bwie PICARD.

. Je me suis autrefois beaucoup occupé du probléme généralisé

de Dirichlet pour une équation linéaive du type elliptique (')

J*u *u u "
(1) };T- ‘lm‘),T r——a(—)—;: - /)Ej‘—y +cu =/,
olta, b, ¢, [sontdes fonctions de v et y, et jai établi notamment que,
dans une région du plan ot ¢ est négatif, le probleme a une solution
et une seule.

Je voudrais montrer ici que la recherche de la fonction continue
dans un contour G satisfaisant 4 'équation (1), et prenant des valeurs
données sur C, se raméne, dans tous les cas, a I'intégration d’une
certaine ¢quation fonctionnelle de Fredholm, et cela sans introduire
d"autre fonction que la fonction classique de Green. Le probleme a,
en géncral, une solution et une seule; la méthode fait connaitre les
cas d'exception. Jai donné un résumé de ce travail dans les Comptes

rendus (25 juin 14o6).

(1) On trouvera une bibliographic de la question dans le dernier Mémoire (ue jai
publié sur ee sujet : Sur les dquations lindaires awr dérivées partielles et la généralisa-
ton du probléme de Dirichlet ( detea mathematica, 1. XXV, 1902).
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2. Rappelons d’abord le resultat classique relatil a 'équation

e d*v
dx* = Jdy?

=TF(z, ).

L’intégrale de cette équation s’annulant sur un contour Cest donnée
par la formule

o= = [ G ni 2,y FE 0 dzdn,

en désignant par G(E, n; 2, y) la fonction de Green relative au con-
tour C, ¢’est-a-dire la fonction harmonique en (%, 7), s‘annulant sur

s . . N Lo ,
le bord et devenant infinie au point (z, y) comme log - [ r étant Ta

distance des deux points (%, 1) et (a, y)l- 1T est important de rap-
peler que, pour établir ce résultat, il n’est pas suffisant de supposer
que la fonction F(ax, y) est continue. Il faut faire quelque autee hy-

N . . P D (I
pothese, dont la plus pratique est Pexistence des dérivees == et 2= i
: Es Jy

I'intéricur du contour.

3. Ceci rappelé, posons-nous la question de trouver Pintégrale de
Iéquation (1) continue ainsi que ses dérivées partielles des deax pre-
micrs ordres dans un contour G et 'annulant sur G; ¢’est & ce pro-
bletme que 'on se trouvera toujours ramené en modifiant convenable-
ment la fonction /. Pour éviter quelques difficultés accessoires, je
suppose que G est régulicrement analytique. Quant aux coeflicients
de Péquation, ils sont continus ainsi que leurs dérivées partielles
qu’il peut étre utile d’introduire dans les raisonnements.

En supposant existence de la solution, on déduit de (1)

v, Ju . du . 1o .
(o) zt(.x',v)/)—;r‘/f L(L(E_,'{;)-az - l;(c_,-n);;,—‘ -|-c(c‘,'n)u.“ G(&,nsx,y)dEda
s Ll/(.z‘, Y )s

en posant

W, y) =— = f//(‘c:, ) G (& n; @, y) dE dn.

aT,
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Léquation () n'est pas une ¢quation de Fredholm, mais on peut

facilement, au moyen d’intégrations par parties, passer de I'équa-
tion (o) & I'équation

. d(aly) d(bG) . e
13) w(x,y) “1‘7)—7% [/[ 0 l—TWAch- w(éy a)didn=1d(x, y),

ot P'intégrale double a un sens et qui rentre dans le type de 'équation
de Fredholm.
Il suftira, pour le montrer, de prendre le terme

' ’ bl ) N2 -
() //a('r__, -n)(();&_’(.(g, 03 x, y) dé dn.

Supposons, pour simplifier, que G soit rencontré seulement en
deux points 1 et 2 par une parallele & O,

Tracons une petite courbe vy autour du point (2, y). En laissant de
cote lTa partic intéricure ay, on a

/(l(c,n)—«(.(lc ._—/ s ((c(.)rl~
1

A

si b droite (1, 2) ne rencontre pas la courbe .
Au contrairve, si la droite (1, 2) rencontre v aux points 1” et 2, on

doit prendre Pintégrale
tL ou .,
/a(t_, ) —()—g G dE

sur les deux segments (1, 1) et (2, 2); le second membre doit alors
étre remplace par

' o1
.1 - 2

¢ —(a(x) de — / ué)z((t(_})(/{:f +(aulx)y— (auG)y.

0 e
o w—(c¢
J, Je J,

On en conclut que, pour Paire comprise entre G et v, on a

. ' : J .
//u(g, f,)—~(i(@, ;o 'y)r,[g(l'n:—/rzu(} a’-n——//u(-)z(a(})dgdn.

faisons tendre maintenant y vers zéro (on peut supposer que y est
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une petite eirconférence). L'intégrale simple tend vers zéro, puisque,

en posant n=gcosh et remarquant que G devient infini comme
Lau)

1 . . ,
log(—, on aura le produit gloge qui (end vers zéro avee p. La trans-
()

formation est donc effectuée. .
L'intégrale du second membre de (B) a d’ailleurs un sens, méme
quand (z, y) est sur le contour. Cest en effet un résultat connu que

I'intégrale o
/)

a un sens, méme quand (a, y) est sur le bord C.
Remarquons encore que le multiplicateur de « sous le signe d’in-

(l(]
d

¢

dé d

tégration devient infini comme

ey

VIE— @)+ (0 =) )

et, & ce point de vue, Péquation est de méme nature que les ¢qua-
tions fonctionnelles présentées par fa theorie du potentiel.

En général, ¢’est-i-dire sc lon ne se trouce pas dans un cas singulier,
Uéquation ( [5) aura une solution et une sceule, mais il faut démontrer
que la solution de () satisfait & équation (1), ¢’est-a-dire que Pon
peut de Uéquation (B) remonter & équation (a), et de celle-ci a
I'équation différentielle (v).

4. On voit immédiatement que la chose sera possible, si la fonc-
tion u(a, y) tirce de (§) a des dérivées partielles du premier ordre
restant finies dans C et sur G, et si elle a a Pintéricur de G des déri-
vées partielles du second ordre; ¢’est ce qui résulte du résultat rap-
pelé plus haut sur I'équation

e Jte .
— —— e Y.
Dt + 0y F(x, y)

Il faut donc montrer que la fonction u(x, y), tirée de 'équation
fonctionnelle (B), posseéde les dérivées indiquées. Nous allons voir
que Pon peut substituer a Péquation (B) une autre équation fonc-
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tionnelle obtenue au moven d’'une certaine itération. Posons

. o . D (a i) Jd(bi) .
Sz, y5 86 m) = g ‘ OE -+ o1, —(’(’}’

et ensuite
Silr, ys5s, 0)= /‘/j(r, ¥ u, ) flu, 058, 0)dudy.

On montre facilement que la fonction f, devient infinie seulement
pour x =ys, y =g, et elle estinfinie comme

log{(x—s)2+(y —0a)?],
conséquence de ce que f/(, y; 5, 1) devient infinic comme

VE—w i+ a—r)

Ferivons alors I'équation ($) sous la forme
w(e, y) +f._/../(.x-, Y3 & nyu(E, n)dedn="1y(x, y).
En remplacant dans cette ¢quation «(2x, y) par
NENS _-‘j./-j'(x, yis, o)u(s, o)ds do,
on voit que la fonction w(z, y) satisfait 4 'équation
(7) wlz, y) —/./y}(x, Y58 a)u(s, a)dsda
= (x, y) —/‘//(x, ¥i s, o)d(s, o) dsda.

On aura montré que «(z, y) a des dérivées premieres si 'on établit
que
/ /./.(.L‘, Vs, a)d(s, o)dsdo

a des dérivées premicres, ancunc difficulté ne se présentant pour les
Adnn. Ec. Norm., (3), XXl — Noveysre 19o6. 65
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autres termes. Mais ceci revient & voir que I'intégrale
> b()G
f ~— (s, o)dsds
Js

a des dérivées premibres, ce qui est évident en lui donnant la forme

—/l/(} 2('1-} ds do,
B s

intégrale (qui a des dérivées restant finies méme sur le bord.
Il résulte des considérations que nous venons d’indiquer que z«,
, . . . Lo . du dJu .
déterminée par 'équation (B), a des dérivées partielles — et == déter-
dxr " dy
minées dans G et sur C; par suite, de I'¢quation (B) on peut remonter
a l'équation (a).

5. Pourachever, il faut montrer que w(z, y)ades dérivées secondes
a l'intérieur de G, ce qui permettra de passer de I'¢quation fonction-
nelle () & Péquation dilférentielle (1). Nous considérons toujours
équation (y). Comme «(s, 5) a des dérivées premitres, on voit aisé-

ment que
//_/",(w, yis, a)u(s,a)dsds,

assimilable pour notre objet i un potentiel logarithmique, a des déri-
vées secondes & Uintérieur de C. Dans le second membre de (v), nous
avons d’abord ¢ (2, y) qui a des dérivées secondes (si le coelticient /
a des dérivées premitres, comme nous le supposons). Enfin I'inté-

grale o
[ [r@ yis 01401 ds s

a aussi des dérivées secondes. En effet, elle est formée de termes
comparables, au point de vue qui nous occupe, a

* I .
‘// 5 (s, o) ds do,
——f/‘(} (-)*4—’ ds do;
0s

ou encore a
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et comme % ades dérivees premigres (P ayvant des dérivées s condes),
cette derniere integrale a des dérivées secondes a intérieur de aire.
L'existence des cérivées, nécessaires pour la rigueur des raisonnements,
est done établie.

6. En résumdé, nous avons ¢tabli par Panalyse précédente que, en
général, il existe pour I'équation
J*u ) u Jdu du

e e e (e A=) — - ctt = [
Jrt y? Jx Ay Y

(1)

(un contour G ¢tant (Innm'-) une nlégrale, et une seule, continue ainst
que ses dérces partielles des deuzx premiers ordres a Uintereur de G et
s‘annulant sur le contour.

Le mot en géndral sera completement précisé si, au liea de 'équa-
tion (1), on envisage 'équation ol figure un paramdtre arbitraire £

(2) 4= A

0% u Jdtu du du '
)t dy? ( ) b )

De ce qui precede il vésulte que, pour cette derniere équation, il
peut v avoir des valeurs singulieres de &, pour lesquelles le théoreme
précedent n'est pas exacl. Ces valeurs sond les racines de la fonction
entiére en k associée a Uéquation fonctionnelle

e I b

wla, v) - 77:// ' P
qui estnotre équation (8), ot 'on a introduit le paramétre £.

Le cas singulier velatil o equation (1) est manifestement le cas ol
k=1 serait une des valeurs singulieres de Péquation (2).

Remarquons enfin, d’apres la théorie génerale de I'équation de
Fredholm, que les valears singuliéres de I'équation (2) sont les va-
leurs de & pour lesquelles Péquation sans second membre

D0y
2]

N

e w(Z, n)ydedn =4 (x, y),

0w 0 u u du
—_— /c<u—~ 4 b— +cu)=o0
J.u? Jy* o da Jy

a une solution, sannulant sur G, qui ne soit pas identiquement nulle.
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D'aprés ce que J'al rappelé en eommengant, £ =1 ne sera cerluine-
ment pas une valeur singuliere si, dans Laire limitée par G, le eoelf-
cient ¢ est négati ou nul.

7. On voitavec quelle facilité se trouve résolule probleme généra-
lisé de Dirichlet pour une équation linéuiee du type elliptique. lei,
comme pour ['équation plus siple de Laplace, la solution dun pro-
bleme qut avait demandé tant d'elforts devient, en utilisant les heaux
travaux de Fredholm sur [équation & laquelle son nom doit rester
altaché, d'une grande simplicité.



