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SUK LA SOI. UT! ON

1 ) 1 '

PROBLEME GENERALISE DE DIRICHLET
ML\m A UNE EO.liATSON L I N É A I S ï E DU TYPE ELLiPTIQUE

AU B E I / E Q U A T I O N DE

PAR. M. EMILSÎ P I G A B D .

I. Je me suis autrefois beaucoup occupé du problème généralisé
(h1 Diriehiet pour s i n e équat ion linéaire (lu type elliptique ( 1 )

^'2 ^ <)ï H. < ) { { , ( ) ( ( „
( î ) -T—; -t- -,—: + d — -h ^ — -4- 67/ == /,v / ()^ ô y ^ ÔT ôy "

où. a, /^ r", / < s o ^ l ( J ( > s l o n c ( , i o n s (.le .r et y, et j ' a i é tabl i notarnm.ent que,
( l a n s i i n e r é ^ i o t s d.n p l a n où c est né^al if , le problème a une solut ion
et u n e s e u l e .

Je v o u d r a i s m o n t r e r i c i que la recherche de la fonction con t inue
dans un eon lo i i r G sa t i s fa i san t à l ' équa t ion (î), et p renan t des valeurs
données s u r G, se ramène , dans tous les cas, à l ' in tégra t ion d 'une
cer ta ine é q u a t i o n f o n c t i o n n e l l e de Fredholni, et cela sans in t rodu i re
d 'au t re fonc t ion que la ( o n c t i o n classique de G-reen. Le problème a,
en général, u n e s o l u t i o n et u n e seu le ; la méthode fa i t connaître les
cas d ' excep t ion . J 'ai donné un résumé de ce travail dans les Comptes
rendus ( 2>) j u i n i <jo6 ).

( 1 ) On t rouver ;» une b ibHo^n iph io (le la question dans le dernier Mémoire que j'ai
pub l i e su r ce sujet, : Sur L(ÎK ('•<jiiaUons /iluîaircff aux dérivées partielles et la généralisa-
tioti, du. problème de Diric filet ( AcUt uuUlienwtica, l. XXV, (goa).
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2. Rappelons d'abord le résultat classique relatif a l 'équation

s^^^'-
L'intégrale de cette équat ion s ' annu lan t sur un con tou r C est d o n n é e

par la formule

,, == ̂  ̂  f FG ( E, rj ; ̂  y) F ( Ç, rj ) ̂  dr^

en désignant par G(Ç, Y); ^,y) la fonct ion de Green relative au con-
tour G, c'est-à-dire la fonction harmonique en (£, Y]), s'annulant sur

le bord et d e v e n a n t i n f i n i e au p o i n t (.T, y) comme log - \r é l an t la
distance des deux points (^, y;) et ( x , y ) \ . 1 1 est iniportant de rap-
peler que, pour établir ce résu l ta î , il n'est pas suf î isant de supposer
que la fonclion V ( x , y ) est continiK*. Il f au f . faire quelque autre hy-

pothèse, dont la, plus pratique est. l'existence des dérivées — et .- a

1 ' i M t é r i e u r d u c o n t o u r.

3. Ceci rappelé, posons-nous la question de trouver l'intégrale de
Inéquation ( i ) continue ainsi qiu1 ses dérivées part iel les des deux pre-
miers ordres dans un contour G et s'annulant sur G; c'est à ce pro-
blème que l'on se trouvera toujours ramené en modifiant convenable-
ment la fonct ion /. Pour éviler quelques diflicullés accessoires, je
suppose que G est régulièrement analytique. Quant, aux coeilicients
de l'équation, ils sont continus ainsi que leurs dérivées partielles
qu'il peut être utile d'intl'oduire dans les rais()nnements.

En supposant l 'existence de la solution, on déduit de ( i )

(a) u(x,y) — ^- f ï a(^^)-^ + h(^-n)— -"h" c{'^'f\}u. (i(^ n ̂ x,y)d^cb(\

=r^(^,j),

en posant

tH.z-,j) =~ ̂  f ff^ -n) G(^ ri; x,y)clî,d^
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L'équation (c/.) n'est pas une équation do Fredi'iolm, mais on peut

faci lement, an moyen d'inté^Tations par parties, passer de l'équa-
tion (a) à l 'équation

( ,3) a(x, y ) ~l- ^~- \ ——L- -1- <—t—- — c-G u ( ' E , -n) de df\ -=. ̂ {x, j),

où l'inlé^rali1 doul)le a un snns cl qui ronire dans le typr de l'équation
de Fredholm.

Il suftira, pour le montrer, de prendre le terme

our r •- v ^u i^ / > \ /•- /j a{ c, TJ ) -JF G ( Ç, rj ; x, y ) de dr^

Supposons, pour simplif ier, que C soit rencontré seulement en
deux points i et 2 par une parallèle a O'/i.

Traçons une petite courhe Y autour du point ( x , y). En laissant de
côté la part ie intérieure a y, on a

r^(^)^<;^=- f ^(aG)^
,/ " ()'C, ,./, ^C

si la droi te ('.f, ^ ) ne rencontre pas la courbe y.
Au contraire, si la droite (i, 2 ) rencontre y aux points \' et 2', on

doit prendre l'intégrale

fa(^-n)^G^

sur les deux. serments ( g , î/) et (2, 'j/); le second membre do i t alors
être remplacé par

- i u - ^ ^ a C ^ e ^ — f i/,—(aG)f/.'E,+(ciuG)r—{auQ),f.

On on conclut, que, pour l'aire comprise entre C et y, on a

rll4i{act)^-^ui

F Ça ( ̂  .,; ) <)u (. ( ̂  y, ; a;, y ) d\ d-n -=-- f au G d-fi — f fu— ( aG} cl'^ dn.

Faisons tcrulrc maintonant 7 vers zéro (on peut supposer que y est
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une pe t i t e c i rconférence) . L ' i n t é g r a l e s imp le t end vers zéro, p u i s q u e ,
en posant ^ = p c o s 0 et, r e m a r q u a n t que G devient i n f i n i , comme
log- î on aura le produi t p l o g p q u i t end vers zéro avec p. La trans-
format ion est donc effectuée.

L ' in tégra le du second membre de ([3) a d ' a i l l e u r s un sens, même
q u a n d (;r, y) est sur le con tour . C'est en effet un r é s u l t a t connu q u e
l ' intégrale

r r àG ,, ,j j ^ ̂

a un sens, nié me q u a n d (.r, j) est sur le bord G.
Remarquons encore que le m u l t i p l i c a t e u r de u sous le signe d ' i n -

tégra t ion d e v i e n t i n f i n i comme

v^-^-4-"^ -jr
et, à ce point de vue, l'équation est de même nature que les équa-
tions fonct ionnel les présentées par la théorie du potentiel.

En général, c'est-à-dire si F on fie se trouve pas dans un. cas sf'n^'nlier\
l'éffuation ([Ï) aura une solution et une seule^ mais il fau t démontrer
que la solution de ((3) sat isfai t a l'équation (:i;), c'est-à-dire que l'on
peut de l'équation ([ii) remonter à l'équation (a), et de celle-ci à
l'équation différentielle (î).

4. On voit immédia tement q u e la chose sera possible, si la fonc-
t ion u ( x , y ) t i rée de (p) a des dérivées pa r t i e l l e s du premier ordre
restant f i n i e s dans C et sur C, et si elle a à l ' i n t é r i e u r de C des dér i -
vées par t ie l les du second ordre; c'est ce qui résulte du résultat rap-
pelé p lus haut sur l 'équation

(P^ (PC ,,.-+, =-:: F(.r, r).ôx1 ôy^ ' " /

II f a u t donc montrer que la fonc t ion u(^,y), tirée de l ' équa t ion
f o n c t i o n n e l l e (p), possède les dérivées ind iquées . Nous al lons voir
que l'on peut subs t i tuer à l 'équation (?) une autre équat ion fonc-



SUR LA SOLUTION DU PROBLÈME GÉNÉRALISÉ DE D1RICHLET. 3 S 3

tionnelle ob tenue au moven d 'une cer ta ine i térat ion. Posons

../ -r , l "^(î) à(hG) 1
./(^ 7; ̂  TO - ̂  -^- + -^--C(,J,

et ensui te

/i^V; ̂  cr)== / ^/(.r, y; (/, <?) /(^, <'; .S cr) du dv,

On r n o n t r e fac i lement que la fonction j\ devient i n f i n i e seulement
pour x = .y, y = o-, et e l l e est in f in i e comme

log•[(^-^)24-(J-0-)2:l,

conséquence de ce que /C^'» y; ^ ^]) devient i n f i n i e comme

V / ( £ — ^ ) ' - l - ^r; —, / ) a

Ecrivons alors l ' é q u a t i o n (p) sous la forme

u(.r, y) + f jf{x, y; ^ - r ) ) / / ( Ç , r0 ̂  ̂  = ^(.r, y).

En remplaçan t dans cette équa t ion (i(.x, y ) par

4'(.r, y ) — ^ ^/(^, j; .y, a) ^(.s-, o-) ̂  dçr,

on vo i t q u e la fonct ion u(x, y) sa t i s fa i t à l 'équation

( y ) ^ ( .x-, y ) — f U\ ( •y» J ; <?» cr ) (/ (A >? a ) ̂  ̂ cr

~r ^(.r, y) — ^ J/(^, y; «?, cr) ^(^, cr) ds ch.

On aura montré que n ( o c , y ' ) a des dérivées premières si l'on établit
que

/ //(-^ . ) ' ; •̂  °") + (-^ cr) ̂ î ^0"

a des dérivées premières, a u c u n e d i f f i c u l t é ne se présentant pour les
Ann. Kc. Nornt., (.'5), XXIII. -— NOVEMKRK 1906. 65
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autres termes. Mais ceci revient à voir que l'intégrale

//^^ (<s Œ)d<tch

a des dérivées premières, ce qui est évident en l u i d o n n a n t la forme

-ff^"'"-
intégrale qui a des dérivées restant f inies même sur le bord.

Il résulte des considérat ions que nous venons d ' i n d i q u e r que u,
déterminée par l 'équat ion ((3), a des dérivées par t ie l les -^ et -~^ déter-
minées dans C et sur G; par sui te , de F é q u a t i o n ( ^ ) on peut remonter
à l ' équa t ion ( c e ) .

5. Pour achever, il f a u t m o n t r e r que u ( x , j ' ) a des dérivées secondes
à l ' i n t é r i eu r de C, ce qui permet t ra de passer de l ' équa t ion fonct ion-
nel le (a) à l 'équation d i l Ï e r en t i e l l e ( i ) . Nous considérons toujours
l 'équat ion ("y). Comme uÇ^ a-) a des dérivées premières, on voi t aisé-
ment que

\ \ fi ( ̂  ,:>' ; -S o" ) / ( ( -S o') ds da,

assimilable pour notre objet a un po t en t i e l l o g a r i t h m i q u e , a des déri-
vées secondes à l ' i n t é r i e u r de C. Dans le second membre de (y), nous
avons d'abord ^ Ç x , y ) qu i a des dérivées secondes (si le coef f ic ien t f
a des dérivées premières, comme nous le supposons) . E n f i n l ' in té -
grale

j j/(^ 7; ̂  o-) ^ (-S o-) ds dçr

a aussi des dérivées secondes. En efÏet , elle est formée de termes
comparables, au p o i n t de vue q u i nous occupe, à

j ' f ^ ^ ^ ^ d s d a ,
ou, encore à

-/y'G .̂̂ ,.



SUK LÀ SOLUTION D U PROBLÈME GÉNÉRALISÉ DR BÏRICÏILRT. 5 ï5

et comme —1 a des dér ivées premières (^ ayant des dérivées secondes),
cette dernière intégrale a des dér ivées secondes à l'intérieur de l'aire.
L'existence des dérivées, nécessaires pour la rigueur des raisonnements,
est donc établie.

6. Kn résumé, nous avons établ i par l'analyse précédente que, en
gén é ra l , \ \ e x i s t. e p o n r F r q u a lion

(^ l ! ( ) " U < ) t f , ( ) f f /.
/ , \ „—— ,.i- -|- a — 4- h — 4- en =- /v / ôx1 < î y 1 ()^ ôy

(un c o n î o u r C étant donné) une intégrale, et une séide, confirme ainsi
que ses dérivées partielles des deux premiers ordres à l'intérieur de C et
s'armniant sar le contour.

Le mot en général sera complètement précisé si, au lieu de l'équa-
tion ( s ) , on envisage l 'équation ou ti^ure un paramétre arbitraire k

(Y" u ()''« , l ^ / ^u . ,,, \ -„ ri n \ . . . -|.» —— 4- /• a — 4- b — 4" eu, --—/.{ À ) i)^ ôy^ \. .̂r Oy '

l)(t w qui précède il résu l te que, pour cette dernière équation, il.
peut v avoir des valeurs s ingul ières de yi-, pour lesquelles le théorème
précédent n'est pas exact. Ces valeurs sont les racines de la fonction
entière en lî associée à l'éqaation fonctionnelle

"^^-^ff^^^.-^-^-/(^)<^-^lr•^•
qui csl. noire ('îqu.'itiol) ( ^), ou l'on ;i introduit, le paramètre k.

Le cas si'iin-nlu'r relal.il';) l'équation (i) est inanifesteinent le cas où
le =- i ser;iit une. des valeurs singulières de l'équation (-2).

Remarquons eiit in, d'après la théor ie générale de l'équation de
Fredholni, que les valeurs singulières de l'équation (2) sont les va-
leurs de k pour lesquelles l 'équation sans second membre

^ i.̂  ,./,(^+^+c«)=o
ô.^ ôy'1 \ tl-f ^y )

a iine solution, s 'annu lan t sur C, qui w sou pas identiquement nulle.
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D'après ce que j'ai rappelé en commençant, k = i ne sera certaine-
ment pas une valeur singulière si, dans faire limitée par C, le coeffi-
cient c est négatif ou nul.

7. On voit avec quelle facilité se trouve résolu le problème généra-
lisé de Dirichlet pour une équation linéaire du type elliptique. Ici,
comme pour féquation plus simple de Laplace, la solution d'un pro-
blème qui avait demandé tant d'efforts devient, en utilisant les beaux
travaux de Fredholm sur l'équation à laquelle son nom doit rester
attaché, d'une grande simplicité.


