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RECHERCUlîS
Sl;R LKS

S U R F A C E S I S O T H E R M I Q U E S ,
PAR M. Louis RAFFY,

l'rtOI'USSIilm A LA FACULTK DES .SCIIÎNCES DU l'AHIS.

SECONDE PARTIE (').

Les pages q u i s u i v e n t ont pour objet p r i n c i p a l la d é t e r m i n a t i o n de
surfaces i so thermiques d é p e n d a n t de f o n c t i o n s arbi t ra i res .

Toutes les recherches a u x q u e l l e s d o n n e l ieu ce d i f f i c i l e problème
sont dominées par u n théorème que j ' a i f a i t c o n n a î t r e l 'an de rn ie r (î!)
et q u i s 'énonce a i n s i : les caractéristiques de l'équation aux dérivées
partielles des surfaces ùolhennu/ues sont les lignes de courbure et les
lignes de longueur nu/le. I l s u i t de la , en effet , que les arguments des
f o n c t i o n s a rb i t r a i res ne peuvent être que les paramètres des lignes de
courbure et ceux des lignes de longueur nul le .

Or, en rapprochant de la méthode donnée par M. Darboux, pour
l ' intégrat ion des é q u a t i o n s aux dérivées partielles, certains résultats
obtenus p l u s récemment par M. Goursat ( ; { ) , on arrive à cette conclu-
sion qu' i l est possible de dé t e rmine r toutes les surfaces telles que les

( î ) Foir, pour lîi prcnnère Parlie, Annules de l'Ecola normale^ 1905, p. 397.
(2) Comptes rendus de l''//ça/, des Science.^ L. CXL, 26 juin 1905.
(;t; Bul/. de la Soc. mai/i. de Fra/ue, t. XXV, 1^97 et t. XXVIII, 1900.
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différentielles de leurs coordonnées s 'expriment exp l i c i t emen t au
moyen de fonct ions arbitraires des paramètres des l ignes de l o n g u e u r
nul le et de dérivées, en nombre l i m i t é , de ces fonc t ions arbi t ra i res .

Ces surfaces, que nous nommerons surfaces de première classe, pour
rappeler une désignation employée par Ampère, se d i s t r i b u e n t en
genres, d'après le nombre des t ransformations de Laplace qu'exige
l'intégration de l 'équation l i néa i r e dont dépond leur dé te rmina t ion .

I. En appliquant (§ VIII) la méthode de Laplace à l ' équa t ion d o n t
Ossian Bonnet a fait dépendre le p rob lème de la d é f o r m a t i o n des sur-
faces (^équation (le déformation), j'ai été c o n d u i t , entre autres résul-
tats, à subdiviser chaque genre en trois espèces, ce q u i f a c i l i t e la
recherche des surfaces isothermiques de première classe.

II. L'emploi des inva r i an t s h et k de l ' équa t ion de déformation
permet (§ IX) de donner une forme ex t rêmement s imple à l ' équa t ion
dont j 'ai f a i t , dans la Note préci tée, dépendre la recherche générale
des surfaces isothermiques. C o n n a i s s a n t une so lu t ion do cette équation
fondamentale, on est ramené à un système complet don t l ' i n t ég ra l e
générale est une fonct ion l i n é a i r e et homogène de deux constantes
arbitraires; elle se détermine par une quadra ture dès qu'on a pu
obteni r une intégrale pa r t i cu l i è r e .

III. L'équation fondamenta le i n t e r v i e n t ef ï ïcacernent dans la déter-
mina t ion des surfaces isothenniques de p remiè re classe. L 'évanouis-
sement de l ' i nva r i an t q u e j 'appel le T {voir 0° 27) dé f in i l un genre*
parmi les surfaces de première classe; ce genre se compose ( § X )
exclusivement dos sur faces m i n i m a q u i sont i s o f c h e r m i q u o s .

Les surfaces de première classe q u i c o n s t i t u e n t le genre su ivan t
sont définies par l 'évanouissement d 'un autre i nva r i an t ^ ; leur pro-
priété commune consiste (§ XI) en ce que leur é lément l i n é a i r e de-
v ien t celui d ' u n e sphère de rayon i q u a n d on le m u l t i p l i e p a r l e carré
de la courbure moyenne. On o b t i e n t toutes ces surfaces sans diffi-
culté; mais i l est beaucoup moins aisé de séparer celles q u i sont iso-
thermiques ; elles se répar t issent en trois espèces et ne forment pas
moins de six variétés.

L'espèce pour laquel le les inva r i an t s h et k sont tous deux n u l s
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comprend (§XI) les sphères et les surfaces (B) de Bonnet qu'on
dédui t des surfaces mini ma par double invers ion s ingu l i è re .

Quand on en v i e n t (§ XII) à l'espèce pour laquel le un seul des
invar ian t s h et k est égal à zéro, on ne trouve qu 'une seule variété,
composée des surfaces (©) de M. Thybaut, surfaces dont les sphères
harmoniques sont tangentes à un même plan ( n o n isotrope).

Enf in , l'espèce pour laquel le les deux invariants A et A sont diffé-
rents de zéro comprend (§ X I I I ) , outre les surlaces (©), deux va-
riétés nouvel les , savoi r les transformées par normales parallèles
( t ransformat ion de Bour-Christoffel) des inverses des surfaces mi-
ni m a et des inverses des surfaces (©).

Les a p p l i c a t i o n s du procédé de recherche systémat ique qui a donné
ces divers résultats ne s'arrêtent po in t là. Mais les calculs se com-
pl iquen t cons idé rab lement , à mesure que croît le nombre des fonc-
t ions arbi traires, qu i , pour les surfaces isothermiques, doivent se
ramener à deux. J'ai pu. néanmoins dé t e rmine r complètement celles
de ces surfaces pour l e s q u e l l e s les invar ian t s /^^ et /c_^ de l 'équation
de déformat ion sont tous les deux n u l s : ce sont les inverses des sur-
faces m i n i m a et les inverses des surfaces (©), avec leurs transformées
par coordonnée isotrope commune ( t ransformat ion déf in ie au n° 37).
Je renvoie la démons t ra t ion de ce théorème et de d ivers autres à une
trois ième Par t i e .

VÏIL — L'équation d'Ossian Bonnet, pour le problème de la déformation,
considérée comme une équation de Laplace.

26. Nous avons m e n t i o n n é (n° 9) l 'équation remarquable dont
0. Bonne t a fai t dépendre la d é t e r m i n a t i o n des surfaces admettant
l ' é lément l i n é a i r e

( i ) cis2 := 4 cp2 (a, p ) da d^.

Si l'on désigne par ; une coordonnée isot rope, x -h iy, par exemple,
d ' u n e d e s s u i * f a c e s du* r c h é e s, e t s i 1 ' o n p o s e

()Ï ^ ù^ ^c , 0^
^,^, ^,^ r=^? ^^1 ^^
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l ' équat ion d'Ossian Bonnet (équation de déformation) s'écrit

^2 (p t àf r ()^ rt — .y2 _
àcxà^ ^cj ôy. IF à'^ l\pq T '

C'est, relativement à la fonction cp, une de ces équations de Laplace
dont la théorie a été parachevée par M. Darhoux (Théorie des sur-
faces, Livre IV). lin nous référant à celle expos i t i on , nous é t a b l i r o n s
diverses propriétés de l ' équa t ion (2), considérée comme é q u a t i o n de
Laplace.

Etant donnée l ' équat ion

,,, , ()2 CP <)Q3 , à^3 ) ".—— •+• a --T -+- h -^ •+- CŒ = o,<}y. ()f5 ()y. ()ft '

ses invariants ont pour expressions respectives

/ , , , <)a , , ()h( 4 ) //, == ab — c -h — ; k := ci h — c "4- ^ ?

, y . . . / (^[o^h , , , (Y^ï^^k(5) /<.=:..A-/c-^^-, ^=,^h-.^,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . t . . . . . . . . . . . . . . . ^

/, , , , . r^lo^Â//!. . . / / / , / . , / , / ^lo^Â'/r i.. Â \ . / ,( ô ) /̂ , =h,^h^k ̂  —.̂ ^^^ , /<^^^ - /^ + ̂  /, - ».__^^ .

Or, si l 'on rapporte l ' é q u a t i o n ( 2 ) au Ivpe (3), on a i n n n é d i a t e m e n t

/ „ . / /_ ^^\A/ / . . . ^^^P . . / ( ) l o ^ \ / p à\w\/q
\ t ) <.{• -.-—— —————^———? ( / ...—„-—" •"-———.-.-....-.—, (_, ..„..,. ^/^ ........ ....-——„, -,,-...,.-.<. --.,.-.--. .........,....,-.-.-̂  .

dp ^a ^^ ^a

Ces valeurs de a, Z/, r;, subst i tuées dans les r e l a t i o n s (4), d o n n e n t

( , '^ ^2I(W/7 „_ ^ ^ , J^^ | < - ̂ ^ - "-^^ - ^ ̂  lo^^,

1 _ ^ __ ̂ l10^^ _ JL ^ 1 ^ y ^
| ^^ 4/^7 Ja'r)p ! ̂  " 4^ ^log;^i?

ou, sous forme expl ic i ta ; ,

(8) À=- ï. f^ - ̂  - ̂ ), ^=~ J f4 - ̂  ~ iTL% \ y 2//y (^ ) 2 \ /> ïpcf p " )
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Au moyen de ces expressions, on reconna î t a isément que, si l'on
effectue sur la coordonnée isotrope $ une transformation homo graphique
quelconque, les invariants h et k ne changent pas. En conséquence, la
même propr ié té appar t i en t à tous les invar iants successifs de l'équa-
tion (2). Elle résulte d 'a i l leurs de la p ropos i t ion qu i su i t :

Si l ' o n remplace simultanément ^ par Çm'ï, -}- n') : Çm^ 4- n) et ç
par ç ; ÇmÏ, 4" ^), quelles que soient les quatre constantes m, n, m\ n'',
F équation (2) ne cesse pas (F être vérifiée. C'est ce dont on s'assurera
par un calcul très s imple , en me t t an t l ' équa t ion (2) sous la forme

( ± |o<^ } (^ lo<>- ̂ } - ̂  - à (M(W.
\ôa to y2; \<}p 0 9-V ~ pq 4 ày.(^

Cette doub le s u b s t i t u t i o n n'altère pas non plus l 'équation (n0 10)

^(^-^ii}^^^
ôy. \92 / àp V-p"/

des l ignes de courburt1 . La t ransformat ion correspondante n'est autre
que la double inversion singulière (n0 22), par laquel le nous avons dé-
d u i t des surfaces m i n i r n a les surfaces (B) d'Ossian Bonnet . Pour le
prouver, cons idérons u n e surface déf in ie par sa coordonnée isotrope Ç
et son é l é m e n t l i n é a i r e f\^d(y.d^. Effectuons sur cette surface âne
|)remière inve r s ion de pôle ( a ) ^ y ^ ^ i ) et de puissance (^ ; puis, sur
la surface a i n s i ob t enue , une nouve l l e invers ion de pôle (.^, /a, s ^ )
et de pu issance y^. Si l 'on désigne par ê la distance P ^ P ^ des deux
pôles, par x..^ l 'une des coordonnées de la nouvel le surface et parrf^
son é lément l i néa i r e , on sai t qu 'on a

'̂irî  ̂ ( •x ~~~ 'Ti ïî "t ̂ li^Lz^ù__X^ == ̂  4- ̂  ̂  ̂ _ ,^ ̂  ̂ ^^_ ̂  ̂  ̂  _ ̂  )-J^l^

\^\\^\ ds1

dsi-2 ̂  [o^^^'ij^^^^ (^ ~ ̂ 2) + i^Y'

Faisons maintenant

/ :== .ri — .z-ii, rn •:•= y^ — 72, n -==. z^ --- ^2,

et supposons les deux pôles à distance nulle l'un de l'autre, ou
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à2 == l'2 +• m2 -h /r == o; enf in considérons la coordonnée isotrope
^ == lx -h- wy + /2-s. La fonction Ï^ qui lui correspond par la double
inversion ci-dessus n'est autre que

>. , 'C — ( lx^ -4- ni yi -h //. ̂ , )
.̂-.2 == /.y g -+- m y 2 4- n^ •+- .̂2 -p—?————1———l/-1———1^

' 2^ — 2 ( /.z'2 4" niy^ ~t- //. ,3 a ) -4- [J^

ce qu'on peat écrire

en posant

^('E— c)
2 ( c : — C J + ^ i

c = /.z'^ -h wy^ -l- /̂ 2::::::: ^'^i + ̂ ^i + /À ̂ r

Ainsi la fonc t ion S-a se dédui t de ^ par une t ransformat ion homo-
graphique, et l'on voit que les doubles invers ions s ingu l iè res q u i cor-
respondent à un système de valeurs données pour (x^ ;Xy et, c sont en
nombre p lus i eu r s (bis i n f i n i .

Q u a n t à l 'élément l i néa i r e rfr^, il s'écrit m a i n t e n a n t

^2 .̂... _.,, _^j ̂  ^ _. 4 ^s ̂  <l^ d^ ^
" "2 'n^ l ^ ( ̂  — cy'+^rp '̂" [i("j"-l'117-711T^J^

Si donc on le représente par l.\^ d^d^ on aura

o -_ -^?
i - - 1 - 2 " ^-^.....-h^

ce qui est précisément la fonc t ion associée à ̂  dans la s u b s t i t u t i o n
qu'il s'agissait d ' inLerpréter . Or on a vu (n° 9) q u ' u n e su r f ace est
déterminée de f o r m e par la connaissance des f o n c t i o n s ^ et y. Les
surfaces qu i correspondent à la s u b s t i t u t i o n considérée sont donc, à
la posi t ion près, iden t iques à l ' u n e des t ransformées par double inver-
sion s ingu l iè re de la su r f ace i n i t i a l e ($, ^ ) .

Remarquons, en passant, qu'en vertu de ce qu i précède, à toute
surface admettant l'élément linéaire 4^ d^d^ ci dont on connaîtra une
coordonnée isotrope Ç , correspond une surface admettant ^élément
linéaire /^f2^ r/a d^ et quon déterminera par des quadratures.
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27. I l convient d'associer a Féqua l ion de déformation les deux
équat ions de Laplace qu i r e l i e n t les fonctions \jp et \fq à la fonction

,s'2
(û) T -= 7——— i
^ / [ ^ p q

que nous avons déjà considérée (n05 10 et suiv.). Cette f o n c t i o n T pos-
sède u n e propr ié té in téressante que Fon vér i f iera sans pe ine : une jois
choisis les paramétres a et [j des lignes de longueur nulle, l'expression
de T est la même, quelle que soit la coordonnée isotrope ^ pour laquelle on
la calcule. D'après sa d é f i n i t i o n , elle d o n n e l ieu aux ident i tés

(10) \ / p ^Ô^L,
</T ^a '

, , i- ï. ( ) \ l p
(lu/ ^/== — — — — ^ ,

\/T ^H

dont nous f e r o n s f r é q u e m m e n t usage, et d'où l'on déduit , en élimi-
n a n t successivement \ / p et y/y,

/ , , . (p^ ^ à\lp ^./.-o( î I ) TicT^ ̂  Tr '<r ~ f c v/ "^0?

^:i ^/7 ^ () \Jq i-
( ï i ) ' .—'— — — "-•̂  — T- Vy == o.v / ()y, à\5 aT 6/a

M. Coursât a f a i t c o n n a î t r e {Bull.Soc. malh.^t. XXV, 1897, p. 36)
u n e propriété impor tan te de l ' équat ion en \lp : si l 'on désigne les
invar ian t s de cette é q u a t i o n par les lettres h et Je affectées de l'in-
dice ( p ) , on a pour tou t indice /?, positif, nul ou négatif, l ' identité

Mp) — /,(//)
A ^ —— "/f+l >

de sorte que, si la suite de Laplace relative à l'équation (ï ï ) se termine
dans un sens après n transformations, elle se terminera dans Vautre sens
après n — î tram'formations.

Il s u f Ï i t donc de former les i nva r i an t s h^\ Voici les premiers :

^lO^V/T ^_. ^lOg^
/,(/-).-= r, hr= r- -——^-, ^'^ ^ -~Jo"Jp ? 2 ^.^(3

^/////. /<c. /Vorm., ( 3 ) , XX. 1 1 1 . ~ SliPTfcMBi'.E 1906. î>0
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On voit que T est un i n v a r i a n t de l ' équa t ion (i i ) . Nous désignerons

les deux suivants par T., et 'T^ (:m posant

^ IO^VT(^) ^_^_^^-,

_ ^lO^'TTi __ ^lOS'TiV/T
( , 3 ) ^ „ ̂  _ _^-^_ ,„ ̂  - ̂ -^-^—— .

Quant à l 'équation ( r i ) ' en \/</, on verra aisément qae ses inva-
r iants sont les mêmes que ceux de l ' équat ion ( ix) , mais rangés en
ordre inverse. Nous n'avons donc à considérer que les invar ian ts A,/,
k.^ de l 'équation de dé fo rma t ion et les i n v a r i a n t s T, ^, Ty, ... de
l ' équa t ion en \lp.

28. Remarquons que T dépend de s, qui est une dérivée seconde
de ^; que dans !i et k figurent des dérivées troisièmes de ^; dans T,
une dérivée quatrième de ^; dans A, et k i des dérivées cinquièmes
de î;; dans Ty une dérivée sixième de !;; dans h.^ et A ^ des dérivées
septièmes de S;; etc.

Il existe entre les invariants^ et les invariants A,/,, /',̂  des relations
différentielles que nous allons faire connaître et d'où il suivra que, ^l
la suite de Laplace relative à Véqwilion de deforrnaffon se termine dans
un sens après n transformaLions^ elle se terminera dans l'autre sens
après n ou n -4- r transformations. Cette propriété est uni* conséquence
immédiate des théorèmes suivants :

THÉORÈME I- — Si T est nul, h et k sont nuls,

TIÏÉOREMR II. — Si li est nul ou. si h est nul, ̂  est nul aussL

ÏHÉOÏŒMK IIL — Si TI est nu^ on a soit h == k == o; soif. À , == o si
h ̂  o ; soit /^ === o si k ̂  o ; soit enfin /?/, "= /;.„„„ i ^= o si hk ̂  o.

ÏHEORÈME IV. — Sih^ est nul ou si k ^ est nul, T^ r^ nul aussi.

THÉOMÈME V. — &Y ̂  ^<y^ n^/, o^ a soit À, == Z:_i -~̂  o; soit h^ == o s i
h^ ̂  o ; soit k^ === o 5 *̂ k .^ '-•/= o ; ,y^/^ enfin h^ ̂  k_^ =.=: o si h^ k.^^ ̂  o.
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29. Démonstration du tizéorcme I . — D'après les formules (,8 y, l'hy-
pothèse T === o ou .<- == o en t ra îne v i s i b l e m e n t h -=- k ̂  o.

Démonstration du théorème I I . — En i n t r o d u i s a n t T dans les rela-
t ions (8), on t rouve

w ^-^V/l' k—^^}-
La première de ces é g a l i t é s d o n n e

h 1 ( 1 / ( " / <) /T ( ) . /T(•^ ^V/S—V^V^-^^V.'
d'où l'on d é d u i t par d i f f é r e n t i a t i o n

^ ( ^ i /7/ \ -- î^0^ l̂0 .̂
Ja \ i/^ V P ) "" f)a ^P ~ ' (}v'()^ )

mais la première des équat ions (8) n'est autre que

/ ^ l o ^/y•
n--T•w Ja7p "'

il vient donc

/ ( ) ( h . h\ . r;2Io^v/T ,(I ;)) /.+^^^=^---^^

On trouverait par des calculs analogues

à ( A- ^ \ <^2 lo^ \/T( 1 G ) • ^^(^V^-7--^-71-
En conséquence, si h est n u l ou si k est nu l , ïi est n u l aussi.

Remarque. — Les égal i tés (^f)) et (16) permet ten t de démontrer
une iden t i t é qui nous serv i ra p lu s tard et qu'on pourrai t d 'ailleurs
vérifier d i r e c t e m e n t au moyen des re la t ions (8/. C'est l ' i den t i t é

à l ' ( / h \ à ( pk\o p^)-^^)'
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Nous l 'écrirons comme s u i t :

r? à \( h /7/\ ( r- /rM H] à f ( k /J) \( r / q \ ]v^K^v^)^^
Son premier membre, effectué, devient

/- à ( h /q \ h <) ( ,~ /T \^^(^y^^^^^' ôa \^rV P / V/T ̂

ou, en vertu de l 'équation ( i5 ) ,

/-, ,, li ( /-- à /T \/T ô \l (f \
\/T Ti— h) 4- ~T=. 0y — i/ - + Y-: --4-" î

\/T \ ^ V // \/// ^^ /

les derniers termes des deux parenthèses se détruisent , en vertu de
l ' ident i té ( 10); le premier terme de la seconde paren thèse n'est pas
autre chose que — /c, d'après la de rn iè re des ident i tés ( B y ; i l reste
donc s imp lemen t

///,TI^/T
^

En raison de sa symétrie, cet te expression représente aussi le
second membre de l ' iden t i t é annoncée .

30. Démonstration du théorème lll\ — Supposons / t ^o ; l 'équa-
tion (i5) s'écrit

T - ' i P1 () InoY // à /'/ \ u ̂ ^^ ^^ ^1^ ^^ ^—TïV^L^ '^WïV^
ou, à cause de l ' idcnfc i fcé (lo),

>VT
^

( 1 7 ) -'Lt/ÏA.^J^ .
^\ p à». ^^\fi

Si donc";, est nu l , mais pas A, on aim aura

()\0^\/T: _ ( ) t / l l .

~~^~ •~ 'ôa'^^J;
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on , en d i f f é r e n t i a n t cl retranchant T aux deux membres,
^97

(Y1 . /y/z^lO^T
——.l'os—

<}y. (){ï ~" ôc/, 0^ ^ \lp '

Le premier membre est m a i n t e n a n t n u l , comme é tan t égal à — T i ;
d 'autre part , en ver tu des fo rmules (:ï), (8) et (9), on a

( 1 8 ) ^ qh
h^-=:r — -—-. lo^—-

<)a à^ 0 ̂ p

Donc, si Ti est n u l et si h ne l'est pas, /^^ est n u l .

Démonstration du théorème IV. — Par tons de l ' équa t ion (17), a ins i
écr i te :

"'w;^ à . . y 7 ' ^!(WTK^ - -^ - .
^ ' I J n ̂ û>a

Dif ïerent ions ses deux: rnemhres par rapport à p et tenons compte
de l'identité ( r 8 ) ; il v ient

(}&U",(/^
Résolvons par r a p p o r t a /^ et m u l t i p l i o n s par h \/T i/1; nous aurons

.W.v/ï—^^/— ".(/-/V2)"'. -'^\/^•V.—'^-V,,^
ou, en e t î ec tuan t et r e m p l a ç a n t au de rn ie r tenne le coeff ic ient de ^
par son expression Ç l ^ ) ^

/7l ^ ( T T i ) ( ) . <l^
/ 1 ,=—— ——-—— + TT, -Q 10^ —— »^v,--^

•^•"°^

ce ( j u i p e u t s 'écrire

^V7. ^ •&^
D i f ï e r e n t i o n s par rappor t a a, en ayant égard à l ' i den t i t é (18);
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nous t rouvons
^IO^T, ^ / // / / , /7/\

(^) T^T~ ̂ ^- ̂  -1- ̂  ̂ ^^/ ̂  .

On arr iverai t de mémo, en par lant de l ' é q u a t i o n (16), à la s u i v a n t e :

^IO^TT, à f k k ^ [p\
(.0) ^-^'--.a^-'--4-^^^

II est main tenan t visible que, si /^ est nu l , on si /c^ est n u l , T^ est
n u l aussi .

Démonstration du théorème V. — Dans l ' i d e n t i t é (19) f a i sons Ta = °-
Si /^ n'est pas nu l , n o u s p o u r r o n s écrire

() , ////i l ( i ( , r ' f > < / \~
^ \ o^- — — 1 4 / 1 ..-= — TTi II ^T i / •/ ) ?
^ TI\/TV /; \ V /V

o u , en t e n a n t compte de la formule (17),

<) , ////, / a à . ( ^ h
^lo,^^^_^lo^^.

Or celte dernière re la t ion revient à

ù , (i^fh^f^ à ,_lo^ZJLZ——1 ^ —lo^TTî,
^a /^ r^

Si l'on d i f ïe ren t ie les deux membres par rapport a [i, en ayant égard
à l'hypothèse ^-=- o, on t rouve

, , </2 , f/\j(/ft^i\
( 2 l ) —..-, log •/-v-^-——~ — T === 0.
' / Ôa()^ p ^

Or, si l'on se reporte à l 'expression générale de h^ savoir :

/ / ./ / ô^^hh,/,^^+/,,,,...,A~^^^^^^^^^^

on reconnaîtra, en t e n a n t compte de l ' identi té (18) et des fo rmules (8j,
que le premier membre de la relation (21) est égal à — h^ On prou-
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verait de même, en pa r l an t de l ' i den t i t é (20), que, si T^ est n u l et si k_^
ne l'est pas, on a nécessairement k..^= o.

31. Classification des surfaces de première classe. — Convenons d^ap-
peler surfaces de première classe les sur faces tel les que les différen-
tielles de leurs coordonnées s 'expr iment e x p l i c i t e m e n t aa moyen de
f o n c t i o n s arbi t ra i res de a et de p, et de leurs dérivées, en nombre
l imi té . La méthode de M. Darboux se c o n f o n d a n t , pour les équa t ions
du type l i n é a i r e cons idéré ci-dessus, avec la méthode de Laplace,
toutes les surfaces de première classe p o u r r o n t être ob tenues succes-
sivement par P in t ég ra l i on de l ' équa t ion (11), dans l a q u e l l e on sup-
posera d'abord T = O , pu i s T ^ = O , puis T^ === o et a ins i de su i te .
iM. Coursât a, en effet, i n d i q u é (Bail. Soc. mcufi., t. XXVIII , 1900,
p. i) le moyen d ' in tégrer les diverses é q u a t i o n s 1;^== o.

11 est na tu r e l de répar t i r les surfaces de première classe en divers
genres, d'après le rang de l ' i nva r i an t T,^, à l ' évanouissement d u q u e l
elles correspondent . A ins i les surfaces pour lesque l les T est nul , ou
surfaces de rang zéro, fo rmeron t un genre; les surfaces pour les-
quelles T^ est n u l , ou s u r f a c e s de rang i, f o r m e r o n t un genre, etc.

Mais, d'après les théorèmes que nous venons de prouver , i l y a l i e u
de subd iv i se r chaque genre en trois espèces. En clfet, parmi, les sur-
faces de rang ri 4- i (celles pour lesquel les T^^ == o), i l y en a pour
lesquelles les i n v a r i a n t s /^, et k^, sont nu ls tous les deux; p o u r
d'autres, un seul de ces invar ian t s est n u l ; pour d 'autres e n f i n , et ce
sont les plus générales, les invar ian ts A/, et À.-», sont tous les deux dif-
fé ren t s de zéro. Ces trois p ropr ié tés d i f f é r e n t e s s e r v i r o n t à dis t inguer
les trois espèces du genre dé f in i par l 'hypothèse T,̂  = o. Cette
divis ion en espèces f a c i l i t e r a la recherche des surfaces isoihermiques
de première classe, q u i nous occupera bientôt .

IX, ^ Une méthode générale de recherche des surfaces isothermiçues ;
l'équation fondamentale et la transformation par coordonnée isotrope
commune.

32. Les c inq classes de surfaces que nous avons rapprochées dans
la première Part ie de ces recherches, savoir les surfaces minima et
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leurs inverses, les surfaces (B) d'Ossian Bonnet , les surfaces (@) de
M. Thybaut et leurs inverses, sont des surfaces isothermiques dont les
coordonnées s 'expriment d 'une manière entièrement explicite au moyen
de deux fonctions arbitraires. Les arguments de ces fonctions arbi-
traires sont les paramètres des l ignes de longueur nul le .

D'autre part, les surfaces de révolution et leurs inverses sont des
surfaces isothermiqnes dont les coordonnées s 'expriment aussi d'une
manière entièrement explicite au moyen d'une fonction arbitraire,
dont l 'argument est le paramètre d'une des familles de lignes de
courbure.

D'après cela, on peut prévoir que Inéquation aux dérivées partielles
du quatrième ordre, dont dépend la recherche des surfaces isothermiques,
admet pour caractéristiques les lignes de longueur nulle et /en lignes de
courbure.

Cette proposition se vérifie aisément sur l ' équat ion donnée par
M. Darboux (^Théorie des surfaces, t. II, p. 2.5o). Comme nous la dé-
montrerons un peu plus loin, nous ne ferons i c i q u e l 'énoncer. Elle
domine toute la recherche des fonctions isothermiques dépendant de
fonctions arbitraires, puisqu'elle montre que les arguments des fonc-
tions arbitraires ne peuvent être que les paramètres des l ignes de
longueur nulle et ceux des lignes de courbure. Elle explique en outre
pourquoi l'on n'a pu. faire servir à cette recherche l 'équation primiti-
vement donnée par M. Weingarten, où les variables sont deux des
coordonnées cartésiennes, ni l 'équation de M1. Darboux, où les va-
riables sont les paramètres des lignes de longueur nu l le de la repré-
sentation sphérique.

33. Nous emploierons, pour aborder le problème général de la
détermination des surfaces isothermiques, l 'équation précédemment
rappelée (n° 26) dont 0. Bonnet a fait dépendre la déterminat ion des
surfaces d'élément l inéaire !\^ d^d^. Ici les variables sont les para-
mètres des lignes de longueur nulle, et l'éguation de déformation est
la suivante :

, . i l t , r , À"3 — rt
(, l ) . ^ îpaS = - 9a 4- - 93 -h ———— 9.

^ P ^P^l
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Quand on conna î t une fonction ^ et u n e fonc t ion o satisfaisant à
cette équat ion, la surface correspondante s 'ob t ien t (n° 9) par des
quadra tures de di tférentiel les exactes.

Pour que cette su r f ace soi t i s o t h e r m i q u e , il faut et il suff i t (n° 10)
que l 'on ait
, __ i ^ à_ ( / ? \ _ i _à_ f q\
w AoT'a') ̂  \^) ~ B7(T) ^ Y ? 2 /

Ao(a) e t B o ( p ) é t an t des fonc t ions qu'on serait en droi t de supposer
l ' une et l ' au t re égales a l ' u n i t é , comme le fait 0. Bonnet, mais aux-
quel les i l c o n v i e n t de laisser toute l e u r i n d é t e r m i n a t i o n . On se réser-
vera a ins i la p o s s i b i l i t é de grandes s i m p l i f i c a t i o n s de ca lcul qui appa-
ra î t ron t dans la s u i t e .

La condifion (l'isot/ierrnie (2) exprime que l 'équat ion d i f fé ren t i e l l e
des l ignes de courbure est

( 3 ) A o ^ — B o ^ p 2 :=o;

développée, elle s 'écrit

( ' > . } ' a ( IW^?a—A, ,7^) -+- ( A O ^ — B O / " ) ? •=- 0.

Nous a l l o n s d i s c u t e r le système formé par les équat ions ( i ) et (2)'.
Nous ne chercherons pas à en é l i m i n e r la coordonnée isotrope $, ce
q u i d o n n e r a i t p o u r ^ deux é q u a t i o n s aux dérivées partielles du cin-
q u i è m e ordre. Au cont ra i re , le système étant l inéa i re par rappor t à ç,
l ' é l i m i n a t i o n de ^ ne présente pas de d i f f icu l tés et d o n n e , comme on
le sava i t d 'avance, une équation aux dérivées partieUes de quatrième
ordre pour la f o n c t i o n ^. C'est ce calcul que nous allons exécuter.

34. De l ' é q u a t i o n (2)' nous t i rons , en ayant égard à l 'expression (i)
de la dé r ivée c-4^,

1 1 , 1 -,,,,;,.= ̂ /;-^|A,,(^+^-l-aA^]<p;

-^(A•^-"•?+A•'^'-^)?•

Formons m a i n t e n a n t , au moyen de l ' équal ion ( i ) et de cette der-
.•/////.. I:c. Norm., (3) , XXII. — SBr-TEMBhR 1906. ' } î
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nière, la condi t ion d ' i n t ég rab i l i t é

à „ à „
T^T^

en remplaçant les dérivées ^u et o^ par leurs expressions (i) et (i\ ').
Nous trouvons a ins i , tous calculs faits et après m u l t i p l i c a t i o n de tous
les termes parl^p, l ' équat ion su ivan te :

r (s, 4\ ^+3^ 4^ .Uy A ; , ^ 2 . î \ WJr ^ , A ; B ; , . / .
(5)o=^^^^-^^-^-^^^(^^j..^^^^^^

» r- . / , / , . . '> ; / < /• . "I / , ', Ïl 1 / / , î , . , -,.i, F " / ' ( t 4^ / ^-î / ^ - r t t 1\M t 'îs} B o A . / ' , rt-^\ ^^W i+ Ao â.̂ + -4- " + -L ^?- " ̂  4- —— -+ - • " - A ; - + - ••••h -,J•4 24+ —- ... + —^ /.
! L ^ V/ P 1 ? "i^ V/ P l \ Y/ P i A,, \ a q ) Ao
L F „ /• ' / / , k i • ? \ / <îs < , ^-"^// t . ^'f] p/ /'/' , ^^^ , A " B o/ / ^-^\ ^A,li;,J'!4'yaî+î•?r^+7)v'ï/a"l"^^

Rcinarquons, avant d 'a l lor p lus l o i n , que celle é q u a t i o n est pa r f a i -
tement symétrique par rapport aux yariables % et JÏ, aux fondions A<)
e tB,) . Si dono on déduisa i t des équa t ions ( i) et (2)' les expressions
des dérivées ̂  et îp^, pu i s qu 'on é c r i v i t la c o n d i t i o n d ' in lé^rabi l i lé

è , û »
»,„—, fijuU " " ' " " ""1"" '3)^'i
à^~ ù^

on retrouverait la re la t ion (5) elle-même. C'est donc la Vunu/w éf/na"
tion (h (fiialriéme ordre qu i résulte des équa t ions (ï) et ( ï ) ' .

Remarquons encore qu'elle ne c o n t i e n t les dérivées premières de ^
que par le groupe B(,/?^—A^^ tout comme l ' équa t ion (ay; par
sui te , il suff i t de tirer celte expression, de l 'équat ion (2)' et do la sub-
sti tuer dans la relation (4) pour éliminer à la fols ̂ , o^ et même o,
qui se trouve en facteur dans tous les termes. Après divis ion par A() B^,
l'équation résultante prend la forme que voici :

/p, 2 f\ s , /r 3À-\ / /r2 n ^ 1 A,. F / / s ^r\ 1
.(< — ^ - - /a - - + - .?a 4- - 4- •- + - .y - — a 4 - - 4- — A'^L P \p ? / \^ ^/ f) J A ; L v/ ^ / J

s f . , î / /<t a.v\ / / / î ^ A'r\ 1 :B;J" / /-ï ^\ 1•^ --ç s^- - ^'ft •-- - + — ^ -h - + — 4- - A' - — a<?3 - •w H- ~ .y .""L ? ' v/ /? / ' W w fi J i^{[ •' [p f.i / J

C'est l'équation aux dérivées partielles du quatrième ordre, dont
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dépend la d é t e r m i n a t i o n des surfaces i so thermiques ; nous Pappelle-
ro n s V équation fondamentale.

Les dérivées q u a t r i è m e s de E n'y f igurent que dans le groupe
îi^s"^— Ay.9^; par su i t e , l ' équa t ion d i f f é r e n t i e l l e des caractéristiques
se r é d u i t à

dy. d^ ( A,:, dv:1 — RQ d^ ) = o ;

comparant avec l'équation (3), on voit, comme nous l'avions annoncé
au 11° 32, que les caf'actéristùuies de l'équation (F) sont les lignes de lon-
gueur nulle et les lignes de courbure.

35. L ' in t roduc t ion des i n v a r i a n t s h et k, q u e nous avons calculés
au n0 26 et q u i c o n t i e n n e n t les dér ivées t ro is ièmes de y, va nous per-
met t re de d o n n e r à l ' é q u a t i o n fondamen ta l e u n e forme extrêmement
r e m a r q u a b l e .

Désignons pour un i n s t a n t par DIL et x les coefficients du premier
membre de l ' é q u a t i o n (F), savoir

S .s' , / / ' '2/>'\ , r^s /',s'2 ,y3

;)lL •::= S y', — ~ /'a — - ̂  — ) ̂  -+- —T + —— + —,
P \P (! ) P1 7^7 ^(.=„.,.-,(^^,

et r a p p e l o n s la seconde des formules (7) du n° 26

/. —: _ 1 (^ — -IL ̂  ̂  \.
/ > '" 9- W^ ^7^7 P 1 )

On aperçoi t i m m é d i a t e m e n t l ' ident i té

.^==— 4/?A\

Di i ïerent ions m a i n l e n a n t la r e l a t i on (7) par rapport à a et rempla-
çons ̂  par son expression tirée de la. première des équations (6);
nous t rouvons

_ àk, — ̂  ^fi ^^_ _ 2 ^ _ ^ ^p\^ p ) ^
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d'où, en raison de la valeur trouvée par y^, résulte

^=..ph(^^^^[
L V7 P ) àa\

En conséquence, le premier membre de l ' équat ion fondamenta le (F)
s'écrit, après suppress ion du f a c t e u r - -4»

p ( àk qr—ps\ A;, _ û ( pk \
A, [ôa + ~pq~) ~~ ^P" ^ f/ àa \^q ) 5

et comme cette équat ion est p a r f a i t e m e n t symé t r ique par rapport à oc
et P, A() et B(), elie prend la fo rme d é f i n i t i v e

^(^)^tô)-
dont la simplicité ne laisse rien a désirer.

Remarque. — On peut retrouver très r ap idemen t cette équa t ion ,
grâce à l ' ident i té (1) du n° 29. Considérons, en edet , une su r face
isothermique (S) et soit (II') l 'une de ses transFormées par normales
parallèles, dé f in ie par les f o r m u l e s du n° 15. Pour cette sur face (S'),
les invar iants é tan t À' ofc /c\ l ' i den t i t é ( I ) s'écrira ainsi :

.'±(^:\^,'±(^1 ^ V /y / - '/ ̂  \ / ;
Par les subs t i tu t ions (voir la Note, p. 4^7)

./ ̂  A" ( ! , , t ̂  KO/^ /,/ .-.„ /, U ̂  A
/.^^, ./-^. Â ~ Â , Â - / ^

elle donne i m m é d i a t e m e n t

à ( p k \ _ à ( cfh \^^^_p^^^

ce qui est l 'équation fondamenta le pour la surface (ï)»

36. A toute solution (!;, A^, B^) de l 'équation fondamenta le ( F )
correspond un système complètement irUégrcible, formé par l 'équa-
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t ion (i), l ' équat ion (2)' et ses deux dérivées premières. Comme ce
système détermine les trois dérivées secondes de ^ en fonction des
dérivées premières et comprend en ou t re une équation du premier
ordre, savoir l ' équat ion (2)', son intégrale générale cp dépend de deux
constantes arbitraires et pour ra être obtenue par la méthode de Mayer
ou toute autre é q u i v a l e n t e . En raison de la tonne l i n é a i r e du système,
elle sera l inéa i re et homogène par rappor t aux deux constantes arbi-
traires. Les surfaces i so lhe rmiques correspondantes sont en nombre
doublement i n f i n i ; m a i s nous allons voir qu ' i l su f f î t d'en connaître
une seule pQur d é t e r m i n e r foules les autres au moyen d'une quadrature
de d i f f é ren t i e l l e exacte.

37. THÉORÈME. — Etant donnée une solution ($, A(), B()) de l'équation
fondamentale, si l'on connaît une solution © du système complet déduit
de l'équation de déformation et de l'équation d'isothermie, la solution
générale de ce système est (Co-+" ^i S')^» si l'on désigne par ^ la coor'
donnée isotrope qui correspond à ^ dans la transformation par normales
parallèles de la surface (^, A,p B(>, y), par C^ et Ci deux constantes
arbitraires.

Soit, en effet, <1,> une so lu t ion quelconque commune à l 'équation de
déformation el, à l ' équa t ion d ' i sothermie. Posons <D == Ç<p et substi-
tuons dans l 'équat ion d ' isothermie (2)

s, ^L(£ \ - v <L( ^V°^\^2 / •"-Ao^ { ^ j

Si 1/on t i en t compte de l'hypothèse que ç en est une solution, on
trouve

o P à f i \ . q à ( \ \
> / ——— —— -= A() —— -T-5- ^ -

°cp 2 àa \^J cp2 ^6 \C 2 /

Mais, comme on a, pour la transformation par normales parallèles,

_ ^ ^1^ 6^»-A^^
{ 0 ) ^ " ~ 4 ? ^ ^ a ^ ^ ? 2 5

la c o n d i t i o n précédente exprime que le dé te rminan t fonct ionnel de *€
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et de ^ est nul. Nous poserons en conséquence

T _ r ( ï ' \ r^ — r / ^'î <cs _ r "^ — ̂  ;, ^T — C, , ^ — C, ,

ce qui donnera

r,n ^» ,/^ ^ -r^l ^ - ̂ / ̂  . ^ ()2^v y / A.. """ ^ /i^ 5 ""̂  — s .10. î 3"~"ÏQ" — -' ~T"7 7r̂  '"'" L'r)a """ ' ôa à^ ' à^ av. àç> •' àa ô^ ' ôa 0^

Substituons ma in t enan t e = Çy dans l 'équation de deformaiion

^ _ ±^^ .r-^ ̂  r^!<D ̂  o;1 2/7 2^ 1 4/^7

cornme ç en est, par hypotl ïèse, une s o l u t i o n , il v i e n t s imple inen i

o ^ ( ( ) \^P\^ ( () io<^ \^ ^, ̂ ^ ..,..„ ̂  ̂  ̂ j ̂  _ ̂  io^ ̂ ^ ̂  _ ^

ou, d'après les fo rmules (8),

^ ^^
^^ ^^ (K '^^ <K^^,^ . .,,.,,̂  ^ _ •111-1^1/'1"- ̂  '::::; 0'

^ ^a

ou enf in , eu é^ard aux re la t ions (9),

^/^,
()a (^ ç ~ 0"

Ains i Ç est u n e f o n c t i o n l inéa i re de p, à coeff ic ients constants, ce
qui démontre notre théorème.

Nous dirons que les surfaces qui correspondent à la so lu t i on géné"
nérale

<l>=(Co+C^)(p

sont les transformée}; par coordonnée isotrope commune de la sur-
face (^, cp) qui nous a permis de les déterminer . Cette transformation
générale (I\-) des surfaces isothermiques, qui se r édu i t à u n e s imi l i -
tude pour (^ ==: o, in terviendra dans la suite de nos recherches.
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On verra i t aisément q u e le produit de deux transformations (T;) est
une transformation (T/) ou une similitude. Il n'y a donc pas lieu de
répéter les t ransformat ions (ï\-).

Il va de soi que la t ransformat ion par coordonnée isotrope commune
ne modi f ie en r ien l ' é q u a t i o n de dé fo rmat ion ni ses inva r i an t s , puis-
qu'elle ne porte q u e sur les solut ions de cette é q u a t i o n ; sa dé f in i t i on
même i m p l i q u e la correspondance des l ignes de courbure sur la sur-
face ('^, <p) et sur les surlaces ($, 4>).

X. — Problème 1 : détermination des surfaces
pour lesquelles l'invariant T est nul.

38. Les surfaces p o u r lesquel les l ' i n v a r i a n t e est nu l ne sont au t res
que les surfaces r n i n i m a . Nous avons montré , en effet, au n° iO, que
la courbure m o y e n n e d ' u n e sur face que l conque a pour expression

^ — ^J^L-, -.-.- ^/T •
acp \//^/ ?

elle est donc n u l l e q u a n d T est nul . On voi t que toutes les solutions
de ce p r emie r p r o b l è m e sont des surf i lées isotherniiques. Il va encore
en être de même p o u r le pro b lême s u i v a n t .

XI. — Problème II : détermination des surfaces pour lesquelles
l'invariant i-i est nul, ainsi que les deux invariants h et k.

39. N o u s a l l o n s m o n t r e r t ou t d'abord que l'hypothèse^^ == o carac-
térise les surfaces dont l'élément linéaire devient celai d'une sphère de
rayon î , quand on le m'dtiplui par le carré de la courbure moyenne. En
effet , d'après l ' i d e n t i t é générale

, (,rdadQds^- ——^——.

établ ie au n0 '10, le p rodo i t de l ' é l émen t l i n é a i r e ds2 d 'une surface
quelconque par le carre ÏP de la courbure moyenne n'est autre que
— 4r d^cl^ ; en éc r ivan t q u e la courbure totale de cette forme quadra-



4o8 L. HAÎ^V.

t ique de di f férent ie l les est égale à t , nous trouvons pour T l 'équation
de Liouvi l le

y- I O ^ \ / T
^"^T^

qui expr ime précisément que l ' i nva r i an t T < est nul ; réciproquement,
si ̂  = o, cette courbure totale est égale à ï .

Toutes les intégrales de l 'équat ion ci-dessus r e n t r e n t dans le type

_ ^(a)^)
^[y^+^p)?5

où /et ^ sont deux fonc t ions arbi traires, // et g-' leurs dérivées. Mais
on ne restreint pas la généralité en prenant

(,) ,^^^, ^^^,

ce que nous ferons dorénavant . En conséquence, la f o n c t i o n ï; est l ' in-
tégrale

( à ) ?= Ç p d a ^ r ^ ci^,

la dérivée p étant d é f i n i e par l 'équat ion

^ ()'^ ik^^rJ/^o-(3) ^^ ^ ^ r^-o,

la dérivée y se d é d u i t de p par l ' i d e n t i t é générale

r^ l ^^PV7 -•^ ' /" •-yp~-VT ^p

I/équation en s/^ a été intégrée par M. Goursa t ( B u l l . Soc. math. de
France, t. XX'V, i H < ) 7 , p. 36). Elle donne

/- A + B , / r- A + I ^ ,̂(^ ^ =.-^^ -A-, ^ - ̂ -^ - ,1.̂

A et B désignant deux f o n c t i o n s arbitraires, l 'une de a, l 'autre de JÏ,
dont A' et B' sont les dérivées. Les dérivées /^ et y ^ d 'une autre coor-
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donnée isotrope seront (bu rn i e s par les formules

/-— AI-+-B, , / /— Ai+Bi
(o) ^^.-^^-^A, ^-^^-^--.B,

où les lettres nouve l les ont des s ignif icat ions évidentes. L'élément
l inéa i re est alors d é f i n i par la relation générale

( 6) -^ 9 == \/p ̂ /i — S/7 V^ »

et le problème s'achève ( n0 9j par des quadra tures . On c o n n a î t donc
toutes les surfaces p o u r lesquel les l ' i n v a r i a n t T^ est n u l . Les expres-
sions correspondantes des i n v a r i a n t s h et k r é s u l t e n t des fo rmules

/- ( ) /T / /- û . 1^( 7 ) /,__^^, ^-^^Vp-

établies au n0 29 et qui d o n n e n t ici

/ o . .„ Ht!^ /^^A^( h ) /)i- ^qrp^5 Â - (^+p)^

40- Ar r i vons m a i n t e n a n t à notre problème part icul ier . La double
supposit ion A ==/ •=== o e n t r a î n e A^^ ' I^^o. Ains i A et B sont des
(onc t ions l i n é a i r e s de l e u r a r g u m e n t . Si l'on poseA'^w, iy==n, on
trouve, avec u n e nouvel le constante /,

( ,( , ̂  rn ) 6 -4- l ,'- ( ̂  — ^ ) a -t- /^ ̂  __.^.^ , ^ = ———^-^———.

La re la t ion (6) d o n n e alors

(m / / / ) (A i - ^A / l )—/A / , 4 - ( ^ - /n ) (B l—(3P> i ) - ^ /B / l,y ̂  _ _ _ . _ _ ^ ^ — — — — — — — — — — — ^ — ^ — — — — — - .

expression qui est de la forme

4. , (a)-h^((3)^———^^——.

Aiin. Kc. Korin., (3) , XXÏII. — SEPTEMIIRK 1906. J2
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11 v ient , en conséquence ( 1 ) ,

(9) ^-- 4 (-J^^/a^ ^= ————.
(a-hp)2 r ï JL-h-lli)

Nous sommes dès ma in tenan t en mesure (le prouver que la déve-
loppée harmonique des surfaces définies par les formules (()) est un plan
isotrope ou se réduit à un point.

En effet, on reconnaît faci lement que, si l ' é lément l i n é a i r e d 'une
surface est ds2, si û est sa courbure moyenne et K sa courbure totale,
l 'élément l i néa i r e de sa développée ha rmon ique est

rfs-(^2)2-h(•-^)^•

Or on a ici

K—^^P)^1^ I i - o^ —^^^ - ̂ "̂  . ^ ~ ̂  4- -U.,

d'où résul te
^^--("V^a-- i»^ c/^')\

Si les dérivées cA/ et ̂  ne sont pas nu l les toutes les deux, le second
membre est le carré d 'une d i f f é r e n t i e l l e exacte, ce q u i prouve que la
développée ha rmonique est un plan isotrope. Si rjl/== ^/== o, elle se
rédu i t a u n po inL

Dans le premier cas, la surface considérée est une su r face (B)
d'Ossian Bonne t ; dans le second, c'est u n e sphère.

Nous pouvons donc conclure : Les sur faces pour lesquelles V éauation
de déformation a ses deux invariants h et k é^aux à zéro, T notant pas
nul. sont les sphères et les sur faces (B). En conséquence, les so lu t ions
du problème I I sont fou rn ie s exclusivement, comme celles du pro-
blème ï, par des surfaces i so thermiques .

( 1 ) On arr ivo plus dirocLcmont à ces résultats en mlé^nml, dans l'hypolhôse // == /• == o,
les équations ( 7 ) pt l 'équation do déformat ion* Nous avons prôférô les rattacher à une
analyse plus générale, qui interviendra nécessclireniont dans la suite et qu i donne à l'expo-
sition plus d 'uniformité.
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Remarque 7. — L'élément l i n é a i r e des surfaces (B) dépend de deux
fonctions a rb i t r a i r e s ; la ( o n c t i o n E, qui est l 'une de leurs coordonnées
isotropes, a une expression a n a l y t i q u e indépendante de ces fonct ions
arbitraires. C'est cette c i rcons tance qui a permis à M. Hazzldakis
(Journal de Crelle, t. 117) de trouver les coordonnées des surfaces (B)
en partant de l eu r é l é m e n t l i n é a i r e et de l e u r seconde forme quadra-
t ique fondamenta le . Le fai t s ' exp l ique tout na tu re l l emen t dans le
mode d 'exposi t ion que nous avons adop té : à toute équation de défor-
mation pour laquelle la suite de Laplace se termine dans un sens, et par
suite dans les deux sens (n° 28), correspondent un élément linéaire dépen-
dant de deux/onctions arbitraires et une coordonnée isotrope ^ qui n'en
dépend pas. La portée de cette remarque s'étend év idemment b ien
au delà de l ' appl ica t ion présente.

Remarque I I . — D'après l 'analyse précédente , les sphères et les sur-
faces (B) ont même coordonnée ^. Les l ignes de courbure de la sphère
é tan t i n d é t e r m i n é e s , ces deux va'iclés de surfaces peuvent être considé-
rées comme se correspondant l'une à /''autre dans la. transformation (T;)
par coordonnée isotrope commune, t ransformat ion dans la d é f i n i t i o n
de l a q u e l l e nous avons i m p l i q u é (n° 37) la correspondance entre les
lignes de courbure.

XII. — Problème III : détermination des surfaces isothermiques pour
lesquelles l'invariant ri est nul, un seul des invariants A et k étant
égal à zéro.

4:1. Les surfaces cherchées sont parmi celles dont nous avons défini
(n° 39) deux coordonnées isotropes '^, Y] par les formules

A -+- B . , ,- A4- B ..( • ) ^=7r^ -A/' ^-a-Tp -B/'
/ ^ /— A,-)-B, ., /— A I + B I p,(.) ^,= -^p- -A, \/y,= -^-p- - B , ,

d'où résultent, pour les invar iants h et /c, les valeurs

m /,- B"^ /c-.-Al^—
(3 ) "-(o'?^' "-(a+f:!)/^
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le coefficient de l 'élément linéaire est toujours fourni par la relation

(4) ^^^^p^Yi—^/^Pi'

Exprimons que l ' invar iant h est nu l ; la dérivée B" se rédui t à zéro
e t B est une fonction l inéaire m? 4-/z. Il suffit alors de changer A en
A + my. — n dans les formules ( r ) pour trouver

( iV \/p =——-—A', \/g =:——-,v / vy a -i- (3 ? • 7 a -h (3

et i l vient alors

( 5 ) AA^A'A.-A-B.-AB^^
a -1-- p

L'hypothèse de l 'isotherniie n 'ayant pas été invoquée ju squ ' i c i , les
relations (i/, (2) et (5) d é f i n i s s e n t de la fîiçon la plus générale les
surfaces pour lesquelles on a s i m u l t a n é m e n t T^ = o, h == o, k -^ o.

L'équation d ' isothermie

( 6 ) ÎZîkrL^Î ̂  ̂ iî^Z^Î
A() iîo

con t i end ra i t v i s i b l e m e n t cm^ fonct ions d i f f é ren tes , savoir A,,, A, A ) ,
B() et B. C'est pou rquo i , avant de la former, n o u s emp lo i e rons réqua"
tion fondamenta le

/ B^ / ^ ( P^ \ () f f/ll \

(r/ ^-(.A^^^^fï^J'

dont le second membre s 'évanoui t avec A. Des lors, en ayant égard aux
relations (3) e t ( ï ) ' , on conclut

o ̂  L f^:} = <L r _^^^^^^^^^^^^^ ^ L (^ \.
()a \ A,o q ) ûa [ ( ̂  ̂  p ) ̂  ̂ ^ J <)a \ AA» )

Comme les fonc t ions A(, et B(, ne sont déf inies qu'à un facteur con-
stant près, nous prendrons

V
(7) Ao=^--
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Formons m a i n t e n a n t l ' équa t ion d ' isothermie (6); eu égard aux
relat ions (ï)\ (5) et (4). ^ / l l e se rédui t à

(8) AA, -+- (a -i- p) (À^ - A^A; ) == (a, - B^ AA",
\ î5 0 /

la lettre Aa désignant l 'expression AA^ — A ' A , . Le premier membre
de cette égalité étant l i néa i r e en ?, le second l'est aussi ; on a donc

B i - ^ = = ^ + / o ;iîo

mais i l sufFit de faire rentrer dans la fonction Bi le b inôme l^ -+-/o»
dont les coefficients sont constants, pour être en droit de poser

(9) B"
^
Bi

Alors, le second membre de l ' équa t ion (8) étant nul , quelle que
soit la va leur de [^, le p remie r l'est aussi; on a donc

(10) A^—A/A^o , A , = = o ,

équa t ions q u i e n t r a î n e n t A^ = o, car, si l'on supposait A'7^ o, on
aura i t k === o en ver tu de l 'une des équa t ions (3), tandis que nous
supposons ici li == o el par su i t e /c^o. La fonction A^ étant identi-
q u e m e n t nul le , l 'expression (5) de <p se rédui t à

A/B.-i- \B\
,^^_^^__^AB,,

ce que nous écr i rons
AB^BA^a-^-PyA^

(^ cp-^——————-^j——~———?

en remplaçant 1̂  par — 2!?.

42. De là et des relat ions (7) et (9) nous allons dédui re que les
surfaces ùolhermiques pour lesquelles l'invariant h est nul, k étant diffé-
rent de zéro, sont les Surfaces (©) de M. Thybaut.
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Nous avons, en effet, déjà formé (n° 18) la condi t ion qui exprime
que les sphères harmoniques d 'une surface isothermiqae d 'élément
linéaire
(i^) ds^nndp^dp2,)

touchent u n plan. Si û et T désignent la demi-somme et la demi-diffé-
rence des courbures principales et si A < est le premier paramètre
différentiel relatif à l 'é lément l inéa i re (12), on a

IÏ2-P

( i3 ) .-^-(^2-^- Ailôg-IP'JO^const.

Si l'on introduit (n° 15) les paramètres a et (3 des lignes de lon-
gueur nulle, en posant

dp -h idp^ == \/Ao dix, dp — Ici p^ •-=: \/BQ dfï,

il vient
^m2

J.ç2 = 4 y2 ( a, (3 ) da d^, H2 — —L':.,^ ;
V.A(,BO

de sorte que la condi t ion à vérif ier prend la forme

. ^r / ^ . .,,9^^^2•4- Ai lo^-S^^ ^ == consl.,
^ 'VAoBo/

ce qui peut s'écrire

/ .,., r / „.., à , ^T à , cp^r \i '>/ —-===. y^â2-)- —log"~^==^ -"riog- -I=i— ) = const.
£2 \ /AoBoV ^a ^ ^ / A o B o ^ \/A,Bo/

Or ici» d'après l 'équation (ï i), nous avons

, M OT

(n)' ^iFTp'

en posant

( i4 ) w = AB^ BA' ~ (a 4- (3 )A / B / .

La courbure totale K a donc pour expression

„ __ j_ ^J|°̂  __ LÎ̂ ÎLÊ.Z "î l̂l̂ ^ x 1_-„ ̂  ̂ ^^ __ ^^^.^ 4^ ̂ .^- ĵ,
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ou encore
i (a+S) 2 ^log-CT

(I5) K -~^~" ^ ~ào^'

Mais, d'après l ' ident i té générale du n0 39

, , 4T^Wû s1 dy.dÇ)ds^^-^=-^-^-.

rapprochée de l 'expression actuelle de T, on a

, „ f\ da clQ / o / j n ^ ̂ a ^Pdsl=- ̂ ^k^=^dad^(^^'
d'où l'on conclut s i m u l t a n é m e n t

(^ ^^=^^,

( ï 7 ) ^^^^—i.

En conséquence, l ' équa t ion (ï5) s'écrit

(.r,)' K.^^-^^^^210^.
' UJ- ()a Ôft

M.ais on. a toujours K == i'P— F2; de sorte qu ' i l v ient

/ ^ T2- (^ -^ -0 1 ) 2 ^JO^Î.T
(Ib) i -"——!-^——— -^-Jp •

Or on trouve aisément , en par tan t de l ' équa t ion ( i 4 ) »

^K»-.P,B-B)A., ^=[(..P)A-A:|,i., .̂-" î'.

Il vient, en conséquence, eu égard aux équations (7), (9) et (i i)'',

F ^ . ( a 4 - ( 3 ) _ A B
( 1 9 ) T A , ^ " ' C T T

9ii^ . AB
(20) V/AJ^^-Tp-



4 l^> L. RAFFY.

Substituons dans la condi t ion (i3)' les résul ta ts fourn i s par les
équations (16), (17) , (19) et (20); nous trouverons

(a+p)AB f i à , AB à , AB 1—————— _ — — — ^ - —log——^ -r^log-——^ == const.,
^ L ( ^ ^ - ^ P ) ^a ^-+(3^(3 "a-l-pj ?

ou, en effectuant et réduisant,

(a - ^ - ^ A ^ ^ — f A i r + I Î A ' )-—————————;——————- == const.,
îî7

ce qui a bien l i e u , puisque le premier membre se rédui t à — i , d'après
la relation ( i 4 ) ? qui dé f in i t la fonction ç-r. Le théorème est donc
démontré .

43. Remarque. — En appliquant la condition d'isothermie, nous
avons trouvé

A A ^ — A ' A i ^ o ,

ce qui prouve que les fonc t ions A^ et A sont dans un rapport con-
stant m. On a donc, en comparant les formules (i)' et (2),

^ ,„ ̂ .̂  + „, ̂  ^ ̂  ̂ ^.,, ̂  ̂  ̂  ̂

Or la formule

^y^^^i" ^/v5^
montre que l 'é lément l i n é a i r e ne change pas, si l'on remplace respec-
t ivement \!p, et V<7, par v^,- m ̂ p et V^ - m y^.' Ce ' changement
équivaut , d 'ai l leurs, à un s imple déplacement. On peut donc prendre

^ï^r ^=^-»:-
Alors la-coordonnée isotrope

•{\ == ^ p^ da -+-" yi d^

satisfait à l'équation k == o (avec À ^= o). On voit donc que si, pour une
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surface isothermique u n e coordonnée isotrope vérifie la condi t ion
h = o, une autre vérifiera la condi t ion A = = o . C'est ce qui explique
que la dissymétrie de l 'hypothèse h === o, k-=^ o n'affecte pas les solu-
tions trouvées.

Remarquons encore que toute surface isothermique, pour laquelle
^^ est nul, admet une coordonnée isotrope telle que h et Je soient lous les
deux différents de zéro. Si, en effet, toutes les coordonnées isotropes
d 'une tel le surface et, en par t icul ier , deux d'entre elles, '$, Y], véri-
f ia ient , par exemple, la condit ion h = o, d'après les explications don-
nées au début du n0 41. on aura i t pour leurs dérivées

V^^-A', ^1--,^ ^=^-^ ^=,4^

1 ' é ga 1 i té ( 4 ) d o n n e ra i t a 1 < ) rs

A A i — A ' A ,
^== ——!———-5——-.a -4- p

par suite les rapports q : ̂  et <7i ; c-2 ne dépendraient que de a et
l'équation d'isothennie ne pourrait être vérifiée, sauf pour les sphères
( A'= A', =0).

En conséquence, lune des coordonnées isotropes des surfaces (B)
et des surfaces (Q) r r a n n u l e n i h n i A, tout en vérifiant Inéqua-
t i on ^ === o. Nous devrons donc retrouver les surfaces (B) et les sur-
faces (©) parmi les so lu t i ons du problème qui suit.

XIII. — Problème IV : détermination des surfaces isothermiques pour
lesquelles l'invariant TI est nul, les deux invariants h et /c étant
différents de zéro.

44. D'après les résul ta ts ment ionnés au n° 41 , les surfaces dont il
s 'aff i t ici sont parmi celles que définissent les deux coordonnées iso-
tropes

( i ) ^ •=. f p da "h q ci^, ri == j /^ ctv. -{- f/i d^

Aiw. hc. /\orm , ( ^ î ) , XX III. — Sm>TEM»nE 1906. 53
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quand on prend

'" ^-^-^ ^=^ï-ït'•
w ^=^-*'.. ^^-";.
et dont l'élément linéaire 4ç2^^ est fou rn i par la relation

(4 ) • ^9=V //.>V^'—V /Y\//^•

Rappelons encore les expressions correspondantes des invariants h
et A, savoir

C 5 ) A ^ B//^ ._ A^
' " (a-l-,6)</ '^ (a-h(3)//

Nous aur ions ma in tenan t , pour exprimer risotl^rmie, à écrire que
les fonct ions p , q et y sa t i s fon t , c o n j o i n t e m e n t avec deux nouvel les
fonct ions indéterminées Ao(a), K ^ ( ^ ) à la c o n d i t i o n

( 6 \ r ° ~ a /1/ ^a „—. t ̂  "1""" ^ ^ ^P\ / " A •~—~~ *.„....-«... »,»,^—._.>-», .
Ao B(>

On aura i t ainsi une équation aux (onct ions mêlées entre t rois fonc-
tions Ao, A, A^ de la variable a et trois (onc t ions B(,, B, Bi do la
variable p. Nous s impl i f ierons la solut ion du problème en nous ser-
vant d'abord de l 'équation fondamen ta l e

/ Vf\ ^ l P^ \ à ( ( j h \(l " ^A^)^^^^)'
où ne figlircront que f/uatre fonct ions A,,, A, K y , K. Si l'on substitue
dans cette équat ion les expressions ( ' ^ , ) et (5), on trouve

(7) [A.+B-(a4-P)B'] (A^y--(A / - -B ' )^
\ -"*0 / A()

= [A + lî - (a + ,3^A'] ('^'-(B'-A')^.
\ " o / ''o

Pour tirer A(, et 1̂ , de cette équat ion, nous différentierons ses deux
membres successivement par rapport à a et à f4, ce qui donne, tous
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calculs faits,
/ t // \ // / Tî / / \ //

(8) ^"'-(y^
Comme nous supposons m a i n t e n a n t hk-=f=.ç}, le produit A^B" est

différent de zéro, et nous avons

/AT ^T-w
\Aj -'^ ^ïj - / 8 > 7

/ dés ignant u n e c o n s t a n t e a rb i t r a i re . In t ég ran t deux fois, on trouve,
avec quatre nouvel les constantes ,

A" }V
((}) — = l\ -+- rny. -1- ^, — == <TB -h- m'6 4- ̂ /.

AO Iî(, l

Substi tuons ces r é su l t a t s dans l ' équa t ion (7 ) ; elle devient

(10) (/n- / ^ / ) ( A ~ - - a A / } — ( / À 4 - / ^ À / - + - ( w m' ) (B — p'B') + (/z -i- /^^B^o.

Î )!!!' q u e les fonc t ions A et B restent arbitraires, on doit prendre

m' ~: m, n' =-= — /<-,
c'est-a-dire

( , , ) A,,:,, ̂ .^^^, Bo= ̂ -^^^.

Ce résul ta t nous en f o u r n i t immédiatement un autre. En effet, les
f o n c t i o n s ^ et T) en t ran t d 'une façon symétrique dans notre analyse,
nous a u r i o n s pu former l 'équation fondamenta le avec p ^ et q^ ainsi
que les expressions de h et de k q u i correspondent à la fonction T];
nous aur ions ainsi trouvé les condit ions

v ïî"
( I | \' A -^ »^.———————————————————————————————————————————————— y j^ ̂ -: ———————————————————————————————————-——————————————————— ?

' / i A.i 4- A//.i a -+- ^i ^i !> i -̂ - /^•i p — /iti

dont nous a l lons faire usage, et qu i , rapprochées des re la t ions ana-
logues ( î ï ) , d o n n e n t

A" A'; \\" B'
( } 9 . \ ________________ -ZZ. __________l_________ 5 ———————————————— ^=: __________1________ .

/ A -h w a -r" /// /; A. i + ni i v' -+" ^ i ^ S,^ -f- w p — ̂  /i i:î i 4" fn i (3 — /i ;
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45. Rappelons maintenant : la condi t ion d'isothermie

(6) ry—2/^ ̂  ^p—^yy^
Ao - Ho

Si Fon y fait la subst i tut ion

{ 6 ' ) ^y=\//^^-vW/^
elle peut s'écrire

^ ,——pr^ -- r/^ /—— ç^i — ^/i
( 13 ) </<7<y,J / 1 -h v//^i -/ \. / i == o.

AO !>(>

Dans cette équation générale introduisons les expressions de r, f,
r^ t^ déduites des formules (2) et (3), savoir

-/•^A^-^, -<-=.B^^^,

-/•.=.A';^4-^, -^B^+^.

Il vient a insi
A^ ,— A'; /- B" ,— B':/ / ,, A /—— Ai /"- 1> /——• tï. ,—( l4) ^^ —— ̂ 4- ^^ _ ,1^ = o.
A-O AQ i>^ t>o

Si l'on remplace p , q, p^ q^ par leurs expressions (2) et (3) d
qu'on t ienne compte des relat ions (12), la cond i t i on d'isothermie
prendra la forme suivante :

(^) (IA. "4-/na ^r n ) [Ai+• B,, — (a 4" p)A.^ ]
— (^A^h/nia+/Zi) [A -{" B --(a+^A']
—+- ( /B 4- m (3 — n ) [Ai + BI — ( a 4- (3 ) B ; ]
— ( /i BI + m, (3 — ̂  ) [A -h B —"( a 4-13 ) B' ] == o.

Si l'on d i f férent ie successivement par rapport à, a et par rapport
à ?» on trouve, tous calculs faits ,

çi—i,)(.^-'W)(^-n\)^o.
Or aucune des dérivées A^ B", A^, \}\ n'est nu l l e , puisque n o u s

supposons maintenant hk ̂  o. En conséquence, les deux facteurs qu i
mul t ip l ient l — /< sont d i f îe ren ts de %éro et il reste /< = /.
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Si l'on fait l^ = l dans l 'équat ion (i ')), i l vient, après réductions et
suppression du facteur a 4- ^ commun à tous les termes,

( ï 5 )' A / ( lA.i -+- m, a 4- n ^ ) — A [ ( IA. -r- m a. -+- n ) -+- m A i — m, i A
4 - B / ( / B l " + • W l ( 3 — ^ l ) — B ^ ( / B - l - ^ P — ^ ) + /^Bi—/^B =o,

ce qui exige que les termes dépendant de a et les termes dépendant
de p soient séparément égaux à deux constantes y et — y de somme
n u l l e :

\ À ' (^Ai -h m, a -{- r i i ) -— A.[(IA. 4- ma-+~ n ) -+• m Ai— WiA —y == o,
( B'(/Bi4-^ip —/z i ) — B i ( / B -i-A^(3 —/ i ) -+ -mBi—/n iB-+-y ^=0.

Ici se présentent deux hypothèses, /=o et /^=o, qu'il faut exa-
miner à part.

46. Première hypothèse : 1= o. — Si l'on fait /== ^ = o dans les
équa t ions (î T ) et (i 1)', elles donnen t

( A/'==Ao(^a -4- ^), A / l=Ao(^^la-^-/Zi),
( 1 7 ) ( B^rBotmp-^), B';:=Bo(Wi|3-/iO.

Sans avoir à pousser les calculs plus lo in , nous allons prouver q u e
les sur faces correspondantes sont, ou bien les transformées par normales
parallèles des inverses des surfaces min/ma, ou bien les surfaces (B).

En effet, si l'on subst i tue les valeurs (2) de \/p et de \jq dans l'ex-
pression (G)' de y, on trouve aisément

( 1 8 ) (a-4-(3)<p ==ro,

en posant
W ?^^rr(a+P)(A / l r , -B /A,)+(A4-B)(Al—B /J-~(A,+B,)(A / -B / ) ;

de sorte que l 'é lément l inéa i re est

/ , 4-^^/p(.9) ,/,-_^^,

l 'équation d i f f é r en t i e l l e des lignes de courbure étant toujours

(9.0) Ao^——B^/P^Ô.
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Or les surfaces inverses des surfaces m i n i m a sont caractérisées par
la propriété que leurs sphères harmoniques passent toutes par le
même point , ce qui s'exprime, en vertu de la c o n d i t i o n nécessaire et,
suffisante 0 == const. établie au n° 2, par l ' équa t ion

(^) - S == HPr^2-^ A^ log-Ipr) = const.,

qui résulte des développements du n° 18; les accents don t nous affec-
tons foules les lettres sont destinés à rappeler q u ' i l s'agit des trans-
formées par normales parallèles des surfaces (S), auxquel les se rap-
portent les re la t ions (19) et (20).

Pour in t roduire clans la cond i t i on (21) les é léments analyt iques
re la t i f s à ces surfaces (S), nous emploierons les iden t i t és

i-pr=^ ^=l6^ A^^A^A.oîî,, 1T AOÎÎ( , 1T

rappelées on signalées au n° '1.8. 11 v i en t a i n s i

(..) ^ ( P-, A, lo^) == ̂  (^ ̂  il̂ ') ..-.-. ...onst.
^o^o A(,IÎ() \ 1 r/a o^ )

Eliminant r au moyen de la f o r m u l e générale

P=Û-K.=^+^^,
^ ôa ()p

où K désigne la cou rbu re to ta le , nous aurons

î  ^o^^M? . ^ 1 0 S ^ ^o^\ _ , , .
A,o B, ,9 " ^ <;a ̂  ^ ~Jcr —J^-\ - consL

Kemplaçons m a i n t e n a n t y par son expression (18)

?î7
? '""" ^"^"p •

En vertu de la fo rmule Û^^ — s du n0 42, nous aurons

(a3) ^==-.^
7î7
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et l 'équation (22) deviendra

^2^ F ï 6^1o^ _ ^lo^a-j-p) àlo^vj ()\Q^VJ~ _
(a+^^oBoL (^-t-P)2'1' da^3 J ^ p + ""^T''"^p"" ~ COOSL

Celte condi t ion se r é d u i t visiblement; à

/ f\ ^a?
(â4) AJ^a+p)——001 '^

Tout revient donc à vér i f ie r cette dernière relation. Or l'équa-
tion (i8y qu i déf in i t ^ donne, par un calcul facile,

2 ̂  = ( a + P ) ( A^ - B^; ) ;

et, si Fon tient compte des formules (17), il v ien t

'2 ïïT'ap ==- - ( ̂ ^< i — ̂ ^i ) A(, Bo ( a + ? )2,

ce qui vér i f ie la condi t ion (24) caractéristique des surfaces inverses
des surfaces min ima .

Notre conclusion ne tombe en dé fau t que si la dérivée c?4p est
nul le : de là résul te pour ç l'expression déjà trouvée au n° 40, qui
ne convient qu'aux sphères et aux surfaces (B) d'Ossian Bonnet. Or
les t ransformées par normales paral lè les des sphères sont les sur-
faces m i n i m a , dont toute coordonnée isotrope annule T, contraire-
ment à notre hypothèse ac tue l l e . Les sphères étant ainsi écartées, i l
reste les surfaces (B), don t les transformées par normales parallèles
sont d'autres surfaces (B), comme nous l'avons démontré au n° 17.

47. Seconde hyvol/we : l^o. — Nous pouvons maintenant , dans
les formules (i r ) et ( i i)\ faire /== ^ = i , puisque Ay et Bp ne sont
déterminées qu'à un facteur constant près. En outre, les numérateurs
de ces formules ne contenant que les dérivées secondes AVB", A",, B"p
on peut faire rentrer les b inômes moc+n, m^—n, m^ a+^, m^ -— n^
respectivement dans les fonct ions A, B, A,, B,, ce qui revient à sup-
poser nulles les quatre constantes m, n, m^ /< , et à prendre

/ , , . / , . «A^A ; ,.>^!^BL{ I I } Ao^^-^ lio- ^ - ̂
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Alors les équations (r6) se s impl i f i en t et dev iennen t

( i6/ AA^A^Ai^B'Bi- ïm^C^const .

Je vais prouver que les surfaces correspondantes sont les transformées
par normales parallèles des surfaces (@), si la constante C est nulle; de
leurs inverses, si cette constante est différente de zéro (1). En d'autres
termes, les sphères harmoniques de leurs transformées par normales
parallèles sont toutes tangentes à un plan, si C = o; elles sont toutes
tangentes à une sphère, si C =7^ o.

Pour que la seconde nappe de l'enveloppe de sphères tangentes à
une surface (S) soit une sphère clé rayon — (un plan si œ = o), il faut
et il su f f î t , comme on l'a vu au n° 2, que l'on ai t

Â^ -A,Io^A)
—————————/ ..̂  consl.

^~.)

Mais ici la sphère enveloppée est la sphère harmonique de la sur-
face (S), qui est, i s o t h e r m i q u e ; on a donc ( n° 8)

i=^ x=ipr.

Il vient, en conséquence,

l'pra^-A, I O ^ I P P )—————i—2——^ ̂  congi^ — ̂

le paramètre d i f f é ren t i e l A^ se rapportant à l 'élément l inéai re

d^=: IP (r/f/2 +• d^\ ) = 492 dy. d^ •

de la surface (S), dont les lignes de courbure ont pour équat ion

Ao^^-B^/p^^o.

( 1 ) Les fonctions A, B, A<), Bo étant les mêmes que l'on suppose C == o ou C y^ o, les
deux variétés de surfaces G = o et C yé o ont môme coordonnée isotrope î, et môme équa-
tion différentielle pour leurs lignes de courbure; elles se correspondent donc dans la
transformation par coordonnée isotrope commune.
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Appl iquons ce résultat à la surface (S'), transformée de (S) par
normales parallèles. Il v iendra

,,̂  i î^rr^+A, lo^IPP)( 25 ) —————^-^J——————L -^ const.

Le paramètre A^ se rapporte main tenant à l 'élément l inéaire de (S)'

d s ' ^ == H ' ^ ( ci^ -4- 4. \ ) = 4^ ̂ c d^

Or nous avons déjà (n 0 46) exprimé le numéra teu r du rapport (2,5)
au moyen de symboles r e l a t i f s à la surface (S) et obtenu, à un facteur
constant près,

—_<^__A.Bo^+pr2"
Q u a n t au d é n o m i n a t e u r du rapport (25), d'après une formule éta-

bl ie au n° 15, on a

^= A^, „ .. ̂  ^rr-K ̂  -^ t/î p^
V^B., \/A,^o v/AJ^,V ?2 ^^

Mais les relations (i^) et (a3) donnent

TD- <y ̂  — — — — , ^^~ _ .
' a "h p zn

1 1 vient donc

02 , ± ^J.0^? ~ ̂ L±]^ ^Jlîiî
^ 92 ^a (}^ w2 àa àÇî

En conséquence, nous avons

4 \/T«7^aB •— ^'^h&2' — ?<) == ————•—————- — &)
(a+P)^,!^,

et la condi t ion ('2.5) se réduit f ina lement à

/ ^v ^a8(2;:)) ————————,———====-======-==————————~ === const.

A.B,,(.-.P).'V°°^?-»(.+?)]

///A/A. Kc. "(or'ut., (3) , XKÏ I Î . — SKPTEMRRK 1906. 5^
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Telle est la relation qu'il s'agit de vérifier. Keportons-nous à l'équa-
tion (18)' qui définit rs,

2OT= (a 4- (3) (A7!^--1.^)4- (A H - B ) ( A / ^ - B ^ ) - ( A t - ^ - B O ( A / ~ B / ) .

Par des calculs faciles, on en déduit les identités générales

2<p= (a + P) (A^; - B^AÏ) ,

4(CT^ap- <^) = i A' [Ai -4- Bi - (a -4- (3)A; ] — A'; [A + B - (a -+- ̂ V] (
X 1 B'[A, -h Bi - (a -(- (3)B; ] ~ B'; [A +B - (a + pylri |.

Si maintenant on tient compte des équat ions (ï ï)" et f ï6)\ il v ien t

3CTap=AoBo(a4- (3 ) (ABi -BA, ) ,
4(CTCTap~ <^) =~ AoBo[ AB, - BA,i - C(a + p)]2,

de sorte ((ue la condi t ion (25)' prend la forme d é f i n i tive

________AJl!^LBAî________ -. ... ^ .1
a ^( ABi — BA, ) — ( rx> 4- a ^'C ) ( a "h (3 ) ~ consl-

On voit que, pour la vérifier, i l su (Ht de prendre

û,) z= — à i G.

Ainsi toutes les sphères harmoniques des surfaces (S'), transfor-
mées par normales parallèles des surfaces considérées (S), seront tan-
gentes à une sphère de rayon uni si C •=/=. o, à un plan si C = o. Dans
ce dernier cas, les surfaces (S) sont les transformées par normales
parallèles des surfaces (©) de M. Thybaut; par suite (n0 •18), elles sont
elles-mêmes des surfaces (©) : le fait avait été prévu et expl iqué
à la fin du n°43.

48. Remarque, — En rapprochant les solutions des problèmes II,
III , IV, nous trouvons, pour composer l 'ensemble des surfaces iso-
thermiques dont l 'élément l inéai re devient celui d'une sphère de
rayon ï , quand on le mult ipl ie par le carré de la courbure moyenne :

i° Les sphères;
2° Les surfaces (B) d'Ossian Bonnet ;
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3° Les surfaces (©) de M. Thybaut;
4° Les transformées par normales parallèles des surfaces inverses

des surfaces min ima;
5° Les transformées par normales parallèles des inverses des sur-

faces (0).
D'après cela, on aura l 'ensemble des surfaces isothermiques qui

jouissent de la propriété qu'exprime (n° 16) l'égalité
Krr2^?2]^:!

en prenant les transformées par normales parallèles des cinq variétés
de surfaces énumérées ci-dessus, ainsi que nous l'avons expliqué
au n.° 25. Comme la sphère donne toutes les surfaces minima, nous
retrouvons bien les c inq variétés de surfaces obtenues au dernier
paragraphe de la première Partie.

ME.
L'équation de déformation pour les surfaces isothermiques

et la transformation (conforme) par normales parallèles.

Considérons une surface isolhermique (2) : so i t^y 2 ^^? son élément
l inéa i re ; soient ^ Fune de ses coordonnées isotropes et

Ao^a2—Bo^(32=•o

l'équation diiïérentielle de ses lignes de courbure. Si l'on se réfère aux
n011 14 et 15 où nous avons é t u d i é la transformation (conforme) par normales
parallèles en prenant pour variables les paramètres des lignes de longueur
nu l l e , on verra que l 'une des surfaces (2/) déduite de (2) par cette transfor-
mation a l 'une de ses coordonnées isotropes définie par la formule

^^^4-^^.4cp2 4cp2 r

Or, l 'équation de déformation pour la surface (2) peut (n° 15) s'écrire
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et, d'après les relations (8) da a0 26, ses invar iants sont

/ ^ à , ,ç2 , .ç à , .s'2

'^-Vq^W' '^-Vp^^'
Désignons comme toujours par des lettres accentuées les fonctions rela-

tives à la surface transformée (2/). Nous aurons, pour les dérivées de ^,

.y-^ /_ BoP/^-^p 7—^

et, pour les invariants de 1/équation de déformation relative à (Z'),
/ / s' à . s'^ ,, ^ à , .^/^-^^log^ ^«^^log^,

Nous allons calculer h1. Les expressions de// et de q ' donnent

^ à , p ^ / j © 2 / à , pY__ —— ___ | fk0 '__ , ___ -— _"_-L-, ( ' î / " k < » ' ' \
q' - ào^tob y ^ ? //^ '" Ao /7 Wa u)b ̂ ) '

De là résulte

( \ <)^SP / ^^.logy v

^ ^ ^ <;a"rJS ~ 4 ̂ ^JQ ^ /,
/// -= _.„ lo^. ̂  ————..——1—————_____ J_ ._ . ^<r .A

4 ̂  ^9' ^ ,,,,/^ <^ 'h?'^lo,^ ^

Mais, en vertu de l 'équat ion de déformai km, cette expression de h' se
réduit à

Jîl-. — l̂l̂ LY^ —— _ s J L } ' 1 r ^
(.\pq û(y.ôÇr "~~°" l^p Ja ^yp! -"•

Un calcul analogue prouverai t que^ est égal à A. 11 est d 'ai l leurs connu
que la double hypothèse h ' = k , k'=:h entraîne l 'égalité, à l'ordre près, de
tous les invar iants successifs des deux équations. D'où ce Ihéoœme :

THÉORÈME. — Uéquatiort de déformation relative à une surface ùother»
micfue (27), transformée par normales parallèles d'une surface (2), a les
mêmes invariants, rang-éfî en ordre inverse, que l'éc/uadon de déformation
relative à la surface (2).

Nous avons déjà f a i t (n° 35, Remarque) une application de cet énoncé;
nous aurons encore à l ' invoquer dans la troisième Partie de ces Recherches.

{A suivre. )


