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RECHERCHES

SUR LES

SURFACES ISOTHERMIQUES,

Pak M. Louis RAFFY,

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCGES DE PARIS.

SECONDE PARTIE ().

Les pages qui suivent ont pour objet principal la détermination de
surfaces isothermiques dépendant de fonctions arbitraires.

Toutes les recherches auxquelles donne lieu ce difficile probleme
sonl dominées par un théoréme que jui fait connaitre Pan dernier (*)
et qui s'énonce ainsi @ les caractéristiques de Uéquation aux deérivées
partielles des surfaces tsothermiques sont les lignes de courbure et les
lignes de longueur nulle. 11 suit de I, en effet, que les arguments des
fonctions arbitraires ne peuvent étre que les parametres des lignes de
courbure et ceux des lignes de longueur nulle.

Or, en rapprochant de la méthode donnée par M. Darboux, pour
Iintégration des ¢quations aux dérivées partielles, certains résultats
obtenus plus récemment par M. Goursat (*), on arrive & cette conclu-
sion qu’il est possible de déterminer toutes les surfaces telles que les

(1) oir, pour la premiere Partie, Annales de I Eeole normale, 1905, p. 397.
() Comptes rendus de " Acad. des Sciences, t. CXL, 26 juin 1905,
(%) Bull, de le Soc. math. de France, t. XXV, 1897 ¢t t. XXVII, 1goo.
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différentielles de leurs coordonnées s’expriment explicitement au
moyen de fonctions arbitraires des paramotres des lignes de longucur
nulle et de dérivées, en nombre limité, de ces fonctions arbitraires.

Ces surfaces, que nous nommerons surfaces de premicre classe, pour
rappeler une désignation employée par Ampere, se distribuent en
genres, d’apres le nombre des transformations de Laplace qu’exige
Pintégration de I'équation linéaire dont dépend leur détermination.

I. En appliquant (§ VIII) la méthode de Laplace & I'équation dont
Ossian Bonnet a fait dépendre le probleme de la déformation des sur-
faces (équation de déformation), j'ai été conduit, entre autres résul-
tats, & subdiviser chaque genrce en trois espéces, ce qui facilite la
recherche des surfaces isothermiques de premitre classe.

II. L’emploi des invariants A et £ de I'équation de déformation
permet (§ IX) de donner une forme extrémement simple & I'équation
dont jai fait, dans la Note précitee, dépendre la recherche générale
des surfaces isothermiques. Connaissant une solution de cette dguation
Jondamentale, on est ramené & un systeme complet dont Pintégrale
générale est une fonction linéaire et homogene de deux constantes
arbitraires; elle se détermine par une quadrature dés qu’on a pu
obtenir une intégrale particuliere.

1. L’équation fondamentale intervient efficacement dans la déter-
mination des surfaces isothermiques de premicree classe. L'évanouis-
sement de Pinvariant que jappelle = (vor n° 27) définit un genre
parmi les surfaces de premitre classe; ce genre se compose (§X)
exclusivement des surfaces minima qui sont isothermiques.

Les surfaces de premicre classe qui constituent le genre suivant
sont définies par I'évanouissement d’un aulre invariant 7,3 leur pro-
prieté commune consiste (§ XI) en ce que leur ¢lément lindaire de-
vient celui d'une sphere de rayon 1 quand on le multiplic par le carré
de la courbure moyenne. On obtient toutes ces surfaces sans diffi-
culté; mais il est beaucoup moins ais¢ de séparer celles qui sont iso-
thermiques; elles se répartissent en trois especes et ne forment pas
moins de six variélos.

L'espece pour laquelle les invariants 2 et £ sont tous deux nuls
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comprend (§ XI) les spheres et les surfaces (B) de Bonnet qu’on
déduit des surfaces minima par double inversion singuliere.

Quand on en vient (§ XIT) a I'espece pour laquelle un seul des
invariants % et £ est ¢gal & zéro, on ne trouve qu'une seule variété,
composée des surfaces (0) de M. Thybaut, surfaces dont les spheres
harmoniques sont tangentes 4 un méme plan (non isotrope).

Enfin, l'espice pour laquelle les deux invariants 4 ct £ sont diffé-
rents de zéro comprend (§ XIII), outre les surfaces (0), deux va-
rietés nouvelles, savoir les transformées par normales paralleles
(transformation de Bour-Christoffel) des inverses des surfaces mi-
nima et des inverses des surfaces (0).

Les applications du procédé de recherche systématique qui a donné
ces divers résultats ne s’arrétent point la. Mais les calculs se com-
pliquent considérablement, & mesure que croit le nombre des fone-
tions arbitraires, qui, pour les surfaces isothermiques, doivent se
ramener & deux. Jai pu néanmoins déterminer completement celles
de ces surfaces pour lesquelles les invariants £, et £_, de I'équation
de déformation sont tous les deux nuls : ce sont les inverses des sur-
faces minima ct les inverses des surfaces (0), avee leurs (ransformées
par coordonnée isotrope commune (transformation définie au n® 37).
Je renvoie la démonstration de ce théoreme et de divers autres & une
(roisicme Partie.

VIII. — L’équation d'Ossian Bonnet, pour le probléme de la déformation,
considérée comme une équation de Laplace.

26. Nous avons mentionné (n° 9) I'¢quation remarquable dont
0. Bonnet a fait dépendre la détermination des surfaces admettant
Iélément linéaire

(1) ds? = ho*(a, 3) dadb.

Si lon désigne parZunecoordonnée isotrope, 2 + ¢y, par exemple,
d’une des surfaces cherchées, et si Pon pose

Jz . Jé , DUt . i [ 9%t
) I e () = — it §= — = oy =y
/ do’ 7 e ’ o’ deo J3 Jag?
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I'équation d’Ossian Bonnet (équation de déformation) s’écrit

(2) Do Loy _rde rt—s
- dadB 29 dz ap 0P Gpg T

(’est, relativement & la fonction g, une de ces équations de Laplace
dont la théorie a été parachevée par M. Darboux (Theorie des sur-
Saces, Livre IV). En nous référant a celte exposition, nous élablirons
diverses propriétés de I'équation (2), considérée comme équation de
Laplace.

Ltant donnée I'équation

. ‘ o a )cp .
() 20 )ﬁ“’“‘*’“”

ses tnvartants ont pour expressions respectives

da — L db
h=ab—c¢+ — 795 k=ab —c¢ - ;){3-,

() lo'f/a () log k
fy=aoh — k- o 0f koy==ok—h— o 0B’

11()"/1/11 e

()‘10' ki oo ke "
da s

k*(u-H) = /\'_,, k= S — T

) == Ay ho—
Dy == b+ N da ()(J

Or, si lon rapporte équation (2) au type (3), on a immediatement

() amOlogVe o dlesvie L ddegp 0oV,
/ ' o )z . Jp do.

Ces valeurs de «, b, ¢, substituées dans les relations (1), donnent

e st I()ﬂ\// s 0 oo §*

(&) ‘= by Jzdf T hg o B o
st l(),f,:\/p s 0 52

ko gt — e s — o — |0g >

‘ hpy e df hp 1z qp*

ou, sous forme explicite,

i )2 of s o
(8) h=—1 (‘x‘ s .‘_‘) fom ] <fﬁ A Lﬁ)
2% // '),/I(I (/ 2 /) l’/](/ [)
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Au moyen de ces expressions, on reconnait aisément que, st lon
effectue sur la coordonnée isotrope § une transformation homographique
gurelconque, les invariants h et k ne c/&angcnt pas. En conséquence, la
méme propriété appartient & tous les invariants successifs de 'équa-
tion (2). Elle résulte d’ailleurs de la proposition qui suit :

Si l'on remplace simullanement & par (m'% + n') i (mé+n) et @
par o . (mE —+ n), quelles que sotent les quatre constantes m, n, m', n’,
l'équation (2) ne cesse pas d'étre véryfie. C’est ce dont on s’assurera
par un calcul trés simple, en mettant P'équation (2) sous la forme

o . Py[0 q s J*logy
<r)a log 7 )<()ﬁ» log ‘) Py —4 da B

Cette double substitution n’altére pas non plus I'équation (n° 10)

5 (5 )= 3 (5 ) o2 =o

des lignes de courbure. La transformation correspondante n’est autre
que la double inversion singulicre (n® 22, par laquelle nous avons dé-
duit des surfaces minima I< s surfaces (B) d’Ossian Bonnet. Pour le
prouver, considérons une surface définie par sa coordonnée isotrope §
et son ¢lement linéaire 4o dadp. Bffectuons suar cetle surface une
premitre inversion de pol(: (oo,,'y,, z,) et de puissance (3 puis, sur
la surface ainsi obtenue, une nouvelle inversion de pole (xy, y,, 5,)
et de puissance p.,. Si Pon désigne par ¢ la distance P,P, des deux
péles, par z._, 'une des coordonnées de la nouvelle surface et par ds?,
son ¢lement lincaire, on sait qu'on a

(1',—r)v(1—~'1"1)‘1+{J.1(.7;—;1.:1) ;
Ml — 2y ) oy Mo —ay) (w-—xy) + 3

Loy T Ty A [y 5

/g 3 s ds?
[ =—— . ! S TN
Tt X (= ) ey 2y — &) (& — &) + Y]
Faisons maintenant
= x— 2y, M=y ¥, NLT=3 - Sy,

et supposons les deux poles « distunce nulle Uun de Cautre, ou
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82 = I +m? + n* =o; enfin considérons la coordonnée isotrope
¢ = lx + my + ns. La fonction &_, qui lui correspond par la double
inversion ci-dessus n’est autre que

E— (lxy+ my,+ nsp)
2l — 2( Ly 4+ iy, 13y ) 4 2y

Ea=lxo+ My, + nzy+ o

ce qu’on peut écrire

en posant
c==lay+my,~+nzsy=Ilr -+ my, + ns.

Ainsi la fonction £_, se déduit de £ par une transformation homo-
graphique, et Pon voit que les doubles inversions singuli¢res qui cor-
l‘cspond(m(, aun systiemc de valeurs données pour [y, [ el e sont en
nombre plusicurs fois infini.

Quanta I'élément linéaire ds®,, il $’écrit maintenant
(22 st

02 e
ds?, == -

opadst o Apiytdadp
T le(—ce) P [

T

o

Si donc on le représente par 442, dedB, on aura

ce qui est précisément la fonction associée a Z_, dans la substitution
qu’il s’agissait d’interpréter. Or on a vu (n® 9) qu’une surface est
déterminée de forme par la connaissance des fonctions % et g. Les
surfaces qui correspondent & la substitution considérée sont done, a
la position pres, identiques & 'une des transformées par double inver-
sion singuliére de la surface initiale (%, o).

Remarquons, en passant, qu’en vertu de ce qui précede, a@ toute
surface admetiant I élement lindaire f* du df et dont on connaitra une
coordonnée isotrope %, correspond une surface admettant U élément
linéaire 439"2"‘"’ da df et qu’on déterminera par des quadratures.
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27. 11 convient d’associer a4 I'équation de déformation les deux
équations de Laplace qui relient les fonctions y/p et g d la fonction

§2
(9) T = [1/)(]’

que nous avons déja considérée (n° 10 et suiv.). Cette fonction 7 pos-
seéde une propriété intéressante que 'on vérifiera sans peine : une fois
chotsis les paramétres o et (b des lignes de longueur nulle, Uexpression
de 7 est la méme, quelle que soit la coordonnée isotrope & pour laquelle on
la calcule. D’apres sa définition, elle donne lieu aux identités

- /)\/;/-

(10) \//;__\7?7;—,
’ /"___L()\//—;
(10) Vr/._\/T ()(3 y

dont nous ferons fréquemment usage, et d’ott on déduit, en élimi-
nant successivement vp et y/g,

ap T, d\p -

(11) da()fj__;—()‘ﬁﬁ*f\/p:o’
, R XA ~_
(11) JrdE e oa VIO

M. Goursat a fait connaitre (Bull. Soc. math., t. XXV, 1897, p. 36)
une propriété importante de I’équation en yp : si on désigne les
invariants de cette ¢quation par les lettres 4 et £ affectées de I'in-
dice (p), on a pour tout indice n, positif, nul ou négatif, 'identité

L = hily,
de sorte que, s¢ la suite de Laplace relative a [’équation (11) se terminc
dans un sens apres n trans formations, elle se terminera dans 'autre sens
apres n -— 1 transformations.

Il suffit donc de former les invariants A

(P
n

. Voici les premiers :

2 - 2 [
J*log\/t i — o O 1ogT Ry,
Pl = 21

da 0f da B

Ann. Fe. Norm., (3), XX — Septemene 1gof, 20

hip)z=r, P =7—
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On voit que 7 est un invariant de I'équation (1 1). Nous désignerons
les deux suivants par 7, et 7,, en posant

o J* log /7t
(12) it

) - J*logtz, 0*logt, V7
(13) ST 0 T T wdp

Quant & I'équation (1) en v, on verra aisément que ses inva-
riants sont les mémes que ceux de I'équation (rr), mais rangés en
ordre inverse. Nous n’avons donc a considérer que les invariants £,
k_, de I'équation de déformation et les invariants 7, <, 7y, ... de
'équation en Vp-

28. Remarquons que 7 dépend de s, qui est une dérivée seconde
de Z; que dans % et £ figurent des dériviées troisicmes de £; dans 7,
ane dérivée quatrieme de Z; dans A, et £ des dérivées cinquiemes
de &; dans 7, une dérivée sixieme de Z; dans 4, et £, des dérivées
septitmes de £; ete.

II existe entre les invariants =, et les invariants £, £_, des relations
différentielles que nous allons faire connaitre et d’olt il suivra que, sé
la suite de Laplace relative a Uéquation de deformation se termine duns
un sens apres n transformations, elle se terminera dans U autre sens
apreés noow n— 1 transformations. Celle propriété est une conséquence
immeédiate des théortmes suivants :

Tukorine [. — St 7 est nul, hoet k sont nuls.
Tugorive 1. — Sih est nul ow si k est nul, =, est nul aussi.

Tueoniyve I, — SC %, est nu!, on a soil h=Fk =03 soit h, =0 si
I 035 500t k_y =0 stk = 05 soil enfin h, = k_, = o si hk = 0.

Tukoriyme 1V. — St/ est nul owsi k., est nul, =, est nul aussi.

Tukonive V. — St 7, est nul, on a sott hy = lk_, == o3 soit h,=o0 si
hy=E 05500 k_y== 08l k. =505 s0itenfin o, k_,= o si L k_, - o.
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29. Démonstration du théoréme I. — D’apres les formules (8), 1
pothése = = o ou « = o entraine visiblement 2 = £ = o.

e
<o)
Ot

Démonstration du théoreme 1I. — En introduisant © dans les rela-

tions (8), on trouve

o e et
=M 18\/ q’ - daV p

Aapremicre de ces égalités donne

/ J /T
(14) \/_\/ --«——\/M()]J\/ :—ngog\/;l,

d’ou Pon déduit par différentiation

o (./; q ) 0 log Vo o Iug’\/';_
du\y=V p)  0x0B dadf

mais la premiere des ¢quations (8) n’est autre que

p J)* log \/;/
LT T e e

de dp
il vient done

. o Jq\ 0t logyt
(15) o+ Ju (C/;\/}:) =TT s 0p =1

On trouverail par des caleuls analogues

C

19

. () ko /p 0% log /7
{ i~ — =T
(16) . ke —+ \/T ) =T 2 0B

En conséquence, si A est nul ou si £ est nul, 7, est nul aussi.

Remarque. — Les ('g*ali[(:s (15) et (16) pvrm('ttm‘lt de démontrer
une identité qui nous servira plus tard et qu’on pourrait d’ailleurs

vérifier directement au moyen des relations (8)". Clest U'identité

() ()Z'/ 'm) ;)"§<"A)'
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Nous I’écrirons comme suit :

VER[(AVE V)] =vER[(EvE) (ryD)]

Son premier membre, effectué, devient

\/TW <\;l \/Z> - /lr ()/( \/ /’)

ou, en vertu de 'équation (15),

Ver— )+ 2 L (Va5 VE OV,

\//, dz.

les derniers termes des deux parentheses se détruisent, en vertu de
Pidentité (ro); Le premier terme de Ta seconde parenthisse n'est pas
autre chose que — k, d’apres la dernicre des identités (8)7; il reste
done simplement
- Il
Ty \/’L’—* '/* .
\/T
En raison de sa symdtrie, cette expression représente aussi le
second membre de 'tdentité annoneée.

30. Demonstration die théoréme 111. — Supposons /=4 o; Péqua-

tion (15) s’éerit
9 o ( vrye],
oz Vi

3
' f= e \//)

ou,  cause de 'identité (10),

, 7 0 _qh
I T s ____l »
(17) ! \/ p 0o \//, \/—;

Si donc 7, est nul, mais pas 4, on aura

Jdlog \/1 qh
e I()" Fmmy

dJo. \/',','
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ou, en différentiant el re

397
imchant = aux deux membres,
J° l()”‘\/T 0 lo SR
T2 0p T T T 0xdB \/l’ o

e premier membre est maintenant nul, comme ¢tant éeal &
d’autre part, en vertu des formules (5), (8) ¢t (9), on a
(18)

Ty

Done, st =, est nul et si 2 ne Uest pas, A, est nul

Demonsiration du théoréeme TV,
cerile :

wrtons de Péquation (1), ainsi

‘ o /’-
/’\/’_\/ ) LAl Jdlogy

\//, ~'}’)7*'
Différentions ses deux membres

) par rapport & et tenons compte
de Pidentite (18 )5 il vient

(),, | T, /1\/'—\/“) ] — i, — 0* I()“\/*

—_— = — /)
do s b

\ . . - 4
Résolvons par rapportiv 4 et multiplions par /2 /< \/—/ nous aurons

/;/L,\/T\//-;——/w#\/—;éa (/:/7:\/ ) |+"/z\/'v-\/~,

ou, ¢n effectuant et remplacant au dernier terme le coefticient de <
par son expression (14)

/1//1\/5,:\//;_/) —_ J(z7,)

low ///1
(){3 1B ()‘J e \/;
ce qui peul s"¢erire
dlogzz, Iy \/_7_/ . —()—l() qh
s T\ P 9B \//)

Différentions par rapport & o, en ayant égard a lidentité (18);
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398
nous trouvons
(19) o ()‘-’()IO(:;:;T, —, T 0 ( lh, \/ >
Jae T V7
On arriverait de méme, en partant de '¢quation (16), & la suivante :
(20) nmr— DS (""le")

Il est maintenant visible que, si %, est nul, ou si £, est nul, 7, est
nul aussi.

Démonstration du théoréme V. — Dans U'identité (1g) faisons 7, = o.

Si A, n’est pas nul, nous pourrons écrire

() I( /f-/i\/—— e 7T (/1 )
‘L'l\/‘l' a ! Ve \//'

ou, en tenant compte de la formule (17),

9 Jou S0 \/ () a _qh

e r [ eeppen—— 'Y T .

o bz‘ \/ Yz "\//)\/r
Or cette derniere relation revient

s log »’L\/; a0 logtz,.
de. Y4 do  °

ans
=

wed

\.
I3
as

Si Pon différentie les deux membres par rapport 4 3, en ayant ¢

a I'hypothese ©, = o, on trouve
. )* g\ /1‘/1
(21) ){,/\// 1 r=o0.
3 (} Yz
Or, si 'on se reporte & expression générale de A, savoir :
1 g 2

Jd* log hle
hy== NI, - h ~/r——-‘}/()— hi 39

on reconnaitra, en tenant compte de lidentité (18) et des formules (8),
que le premier membre de la relation (21) est ¢gal & — £,. On prou-
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verait de méme, en partant del'identité (20). que, si 7, est nul et sif_,
ne l'est pas, on a nécessairement 4_, = o.

31. Classification des surfaces de premiére classe. — Convenons d’ap-
pelev surfaces de premicre classe les surfaces telles que les différen-
tielles de leurs coordonnées s’expriment explicitement au moyen de
fonctions arbitraires de o et de §, et de leurs dérivées, en nombre
limité. La méthode de M. Darboux se confondant, pour les équations
du type lincaire considéré ci-dessus, avee la méthode de Laplace,
toutes les surfaces de premiere classe pourront étre obtenues succes-
sivement par Pintégration de I'équation (r1), dans laquelle on sup-
posera d’abord ©=o0, puis 7,=o0, puis T,=o0 ¢t ainsi de suite.
M. Goursat a, en elfe(, indiqué (Bull. Soc. math., t. XXVII, rgoo,
p- 1) le moyen d’intégrer les diverses ¢quations =, = o.

Il est naturel de répartir les surfaces de premicre classe en divers
genres, d'apres le rang de Pinvariant 7,, 4 évanouissement duquel
elles correspondent. Ainsi les surfaces pour lesquelles © est nul, ou
surfaces de rang zéro, formeront un genre; les surfaces pour les-
quelles 7, est nul, ou surfaces de rang 1, formeront un genre, ete.

Mais, d’apres les théoremes que nous venons de prouver, il y a lieu
de subdiviser chaque genre en trois esptees. En effet, parmi les sur-
faces de rang n + 1 (celles pour lesquelles 7, =o0), il y en a pour
lesquelles les invariants /2, et £_, sont nuls tous les deux; pour
d’autres, un seul de ces invariants est nul; pour d’autres enfin, et ce
sont les plus générales, les invariants 4, et £_, sont tous les deux dif-
forents de zéro. Ges trois propriétés dilférentes serviront i distinguer
les trois espeéces du genre défini par Phypothése =, = o. Gette
division en espéces facilitera la recherche des surfaces isothermiques
de premicre classe, qui nous occupera bientot.

IX. — Une méthode générale de recherche des surfaces isothermiques;
I'équation fondamentale et la transformation par coordonnée isotrope

commune.

32. Les cing classes de surfaces que nous avons rapprochées dans
la premicre Partie de ces recherches, savoir les surfaces minima et
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leurs inverses, les surfaces (B) d’Ossian Bonnet, les surfaces (0) de
M. Thybaut et leurs inverses, sont des surfaces isothermiques dont les
coordonnées s’expriment d’une maniére enticrement explicite au moyen
de deux fonctions arbitraires. Les arguments de ces fonctions arbi-
traires sont les parametres des lignes de longueur nulle. :

D’autre part, les surfaces de révolution et leurs inverses sont des
surfaces isothermiques dont les coordonnées s’expriment aussi d’une
maniére entierement explicite au moyen d’une fonction arburaire,
dont I'argument est le paramétre d’une des familles de lignes de
courbure.

D’aprés cela, on peut prévoir que ’égquation awx derivées partielles
du quatriéme ordre, dont depend la recherche des surfaces isothermiques,
admet pour caracteristiques les lignes de longueur nulle et les lignes de
courbure.

Cette proposition se vérifie aisément sur I'équation donnée par
M. Darboux (Théoric des surfaces, t. II, p. 250). Comme nous la dé-
montrerons un peu plus loin, nous ne ferons ici que I'énoncer. Elle
domine toute la recherche des fonctions isothermiques dépendant de
fonctions arbitraires, puisqu’elle montre que les arguments des fonce-
tions arbitraires ne peuvent étre que les paramétres des lignes de
longueur nulle et ceux des lignes de courbure. Elle explique en outre
pourquoi I'on n’a pu faire servir a cette recherche I'équation primiti-
vement donnée par M. Weingarten, ou les variables sont deux des
coordonnées cartésiennes, ni I'équation de M. Darboux, ol les va-
riables sont les paramétres des lignes de longueur nulle de la repré-
senlation sphérique.

33. Nous emploierons, pour aborder le probleme général de la
détermination des surfaces isothermiques, I'équation précédemment
rappelée (n° 26) dont O. Bonnet a fait dépendre la détermination des
surfaces d’¢lément lincaire 49* dz dB. lci les variables sont les para-
metres des lignes de longueur nulle, et éguation de déformation est
la suivante :

(1) sghg = < g+ S gh+ Tl
q v 2pq
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Quand on connait une fonction % et une fonetion 2 satisfaisant &
cette ¢quation, la surface correspondante s’obtient (n° 9) par des
quadratures de différenticlles exactes.

Pour que cette surface soit isothermique, il faut et il suffit (n° 10)
que 'on ait

(2) A(.(t7 t)oc( ) ]5)7)’)—@<g_’>’

Ay(a) et By(p) ¢tant des fonctions qu’on serait en droit de supposer
Pune et Pautre égales & unité, comme le fait O. Bonnet, mais aux-
quelles il convient de laisser toute leur indétermination. On se réser-
vera ainsi la possibilité de grandes simplifications de calcul qui appa-
raitront dans la suite.

La condition d’isothermie (2) exprime que 'équation différentielle
des lignes de courbure est

(3) Ay o — B, dB*=o;
(l(zvcloppé(s, elle s’éerit
(2) "(I.(,/»wa-—l\(,(/c?m “+ (Agt — Byr)o =o.

Nous allons discuter le systeme formé par les ¢quations (1) et (2.
Nous ne chercherons pas i en éliminer la coordonnée isotrope 4. ce
qui donnerait pour 2 dewx ¢quations aux dérivées particlles du cin-
quicme ordre. Au contraire, le systéme ¢tant linéaire par rapport a o,
Pélimination de 2 ne présente pas de difficultés et donne, comme on
le savait d’avance, une équation aux dérivees partielles de quatriéme
ordre pour la fonction %, Cest ce caleul que nous allons exécuter.

34. De l’(‘qu:ntion (2)" nous tirons, en ayant égard a Uexpression (1)

de Ta dérivie o4,
, r r 28 (

(h) — Yy T~ Qg e A(, —/—,—I-——-) -l—'),Af,l] ’.{Jfg
oo lfu A\ P

rh g

Ayt — By = + Ay—5—

l;”(\ 0= [ R l) 0

Formons maintenant, au moyen de 'équation (1) et de cette der-

dnn. L.e. Norm., (3), NXII. — Seereankr 19of. 28
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niere, la condition d'intégrabilite

d l

Jar 9% =7 08 i

en remplacant les dérivées g4 el 9, par lewrs expressions (1) et (4).
Nous trouvons ainsi, tous caleuls fails ¢t aprés multiplication de tons
les termes par B, p. I'équation suivante :

A B
& A, B,

2 17

Remarquons, avant d'aller plus loin, que celle équation est parfai-
tement syméteique par rapport anx variables z ¢t 8, aux fonctions A,
et B,. Si done on déduisait des équations (1) et (2) les expressions

des dérivies g, et 2., puis qu'on Gerivil L condition d'integrabilite

Jd o, J
)” Pap " Ua

Yy
on retronverait la velation (5) elle-méme. C'est done la Vanigue équa-
tion du quatriéme ordre qui vésulle des cquations (1) et (»)',

Remarquons encore quelle ne contient les dérivées premitros de o
que par le groupe B, py, — A,g9, tout comme Péquation (2)'5 par
suite, il sulfit de tirer cotte expression de équation (2) et de la sub-
stituer dans la relation (4) pour dliminer @ lu [ois 9, 94, et méme 4,
quise trouve en facteur dans tous les termes. Apres division par A, B, 7,
Iéyuation résaltante prend la forme que voici :

”2‘"[9“"'“5"1— <L+Ds) S+ (’.2 4 s +f- s’} A, [as (S -+ ” o
ALYt g )y fl‘)' ALy /;)'

_ ~g,’, __f_[/ (e g i_(l’ s g s'- B{, ‘9, s
TR P) AT +fl/')+55>'_ B “(}747)"'

(Fest ['eéquation aux dérivées pactielles du quatrieme ordre, dont

/

L4 A T
Y ,,,) B\ )

‘ (By por— Aoy o4)

)+

2A, B!

)
Sarmand

Ay

IS

!
i

By,

B,

i 7
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dépend la détermination des surfaces isothermiques; nous Iappelle-
rons 'équation fondamentale.

Les dérivées quatricmes de £ n’y figurent que dans le groupe
B, s, — Aysgs par suite, 'équation dillérenticlle des caractéristiques
se rédult &

dz dp (A, do* — B, dB?) = o;

comparant avec I'équation (3), on voit, comme nous I’avions annoncé
au n® 32, que les caracteristiques de lequation (F) sont les lignes de lon-
gueur nulle et les lignes de courbure.

35. L’introduction des invariants 4 et £, que nous avons calculés
au n® 26 et qui contiennent les dérivées troisiemes de g, va nous per-
mettre de donner & Uéquation fondamentale une forme extrémement
remarquable.

Désignons pour un instant par oL et )% les coelficients du premier
membre de Péquation (), savoir

. . s r 25\ ris rs? 53
M= S =1 — | = 4= == ) 5g + 5 + — + =5
r r v r rPT 9

N , s or
G == a8, — s <—- -+ _._) ,
// l)
et rappelons la seconde des formules (7) du n® 26
1 /8 §? rs’
(7) /.-:-_-(_“______2).
2\ p apg P

On apergoit immédiatement Uidentité

(6)

o = — 4pk.

Différentions maintenant la relation (7) par rapport & o et rempla-
¢ons s, par son expression tirée de la premicre des équations (6);
nous trouvons

- -2

Jdl IR )% ( s I
) = TZ o =~
do P 2p\qg P
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d’ou, en raison de la valear trouvée par 5%, résulte

T R ) ry ok

En conséquence, le premier membre de 'équation fondamentale (F)
?

s’écrit, apres suppression du facteur -- 4,

P (9k _qr—ps\ A e, 0 [ pk
M<W*'/w ) xirh =1 (g )

et comme cette équation est parfaitement symétrique par rapport a o
et B, A, et B,, elie prend la forme définitive

. d [ pk\ _  d [ qh
) vz (g) = (i)

dont la simplicité ne laisse rien i désirer.

Remarque. — On peuat retrouver tres rapidement cette équation,
grace a lidentitée (1) du n® 29. Considérons, en elfet, une surface
isothermique (X) et soit (X) 'une de ses transformées par normales
paralleles, définie par les formules du n® 15, Pour cette surface (X7),
les invariants étant A’ ot £, Uidentité (1) s’Gerira ainsi

A iﬂxw,ﬁ4ﬁﬂ~
P ()a< [/’ ) =1 ()@ //’

Par les substitutions (voir la Note, p. 427)

o {\_"_ll q = B,p o=k, k= nh,

)= ; = 55
P he

elle donne immédiatement

o/ pk\ 0 [ gl
1 Ja \_}\';,"/) =g (1‘:};)7

ce qui est équation fondamentale pour la surface (X).

36. A toute solution (%, A,, B,) de I'équation fondamentale ( F)
correspond un systéme complétement intégrable, formd par I'équa-
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tion (1), 'équation (2)" et ses deux dérivées premieres. Comme ce
systeme détermine les trois dérivées secondes de o en fonction des
dérivées premitres et comprend en outre une équation du premier
ordre, savoir I'¢quation (2), son intégrale générale ¢ dépend de deux
constantes arbitraires ¢t pourra étre obtenue par la méthode de Mayer
ou toute autre équivalente. En raison de la forme linéaire du systeme,
elle sera linéaire et homogtne par rapport aux deux constantes arbi-
traires. Les surfaces isothermiques correspondantes sont en nombre
doublement infini; mais nous allons voir qu’il suffit d’en connaitre
une seule pqur déterminer toutes les autres au moyen d'une quadrature
de différentielle exacte.

37. Tukonine. — Ktant donnée une solution (%, A,, B,) de I'équation
Jondamentale, si l'on connait une solution o du systéme complet déduit
de Uéquation de déformation et de équation d’isothermie, la solution
générale de ce sysiéme est (Cy+ C,&)o, st Uon désigne par &' la coor-
donnée isotrope qui correspond a & dans la transformation par normales
parallcles de la surface (5, A,, B,. %), par C, et C, dewx constantes
arbilraires.

Soit, en effet, ® une solution quelconque commune i I'équation de
déformation et & Péquation d’isothermie. Posons ® = o et substi-
tuons dans '¢quation d’isothermic (2)

d/pyN . d[q
'“ﬂ(@)“Amzﬁﬁf

Si Pon tient compte de Uhypothtse que ¢ en est une solution, on

trouve
,ﬁi(L.~.l£{L.
B, o? 0o\ C? ““A“(?z ,)‘3 %

Mais, comme on a, pour la transformation par normales paralleles,

d¢  Byp Qc_’ .Y
05 7 hot ’ Jdo Acp‘l’

(8)

la condition précédente exprime que le déterminant fonctionnel de ¢
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et de £ est nul. Nous poserons en conséquence
. d? ) *¢
£=¢(&), 7:::724/7 7/273:(:”’
ce qui donnera

a ., o0¢ Jaua __ 0 e 08 0, ey
O 2270 BT ()ou)(j—c da I s

do. (/—p“
Substituons maintenant ® = {z dans I'équation de déformation

rt—s*
e (l) =03
hrg

¢ r
U ! !
q’a,’i — ;‘_(/.([)a___ ;_[; d’(f -+
comme ¢ eén est, par ]lyp()l,h(“yﬁ(é, une solution, il vient simplmnml

J* ) 0\ G " q - Jg
2 (D PYE (L L) %,
da. df5 XL w*) o Jap o) 3

N

ou, d’apres les formules (8),

0*E )
0% vz df 0f  dudp o
U] s e et e e s )
Do dp €' O Jde’ op ’

(){5 Jo

ou enfin, eu ¢gard aux relations (g),

! I
Ainsi C est une fonction linéaire de £, & coefficients conslants, ce
qui démontre notre théorime.
Nous dirons que les surfaces qui correspondent & la solution géné-
nérale

O = (Co-+ C,E)g

sont les transformées par coordonnée isotrope
face (£, ¢) qui nous a permis de les déterminer. Cette transformation
générale (T;) des surfaces isothermiques, qui se réduit & une simili-
tude pour C, = o, interviendra dans la suite de nos recherches.

commune de la sur-
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On verrait aisément que le produit de deux transformations (1;) est
une transformation (T;) ou une similitude. 11 n’y a donc pas lieu de
répéter les transformations (T,).

Il va de soi que la transformation par coordonnée isotrope commune
ne modifie en rien I'équation de déformation ni ses invariants, puis-
qu’elle ne porte que sur les solutions de cefte équation; sa définition
méme implique la correspondance des lignes de courbure sur la sur-
face (&, ¢) et sur les surlaces (5, @).

X. — Probléme I : détermination des surfaces
pour lesquelles l'invariant = est nul.

38. Les surfaces pour lesquelles Uinvariant = est nul ne sont autres
que les surfaces minima. Nous avons montré, en effet, au n° 10, que
la courbure moyenne d’une surface quelconque a pour expression

Q=

aavpi 9
elle est done nulle quand = est nul. On voit que toutes les solutions
de ce premier probleme sont des surfaces isothermiques. Il va encore
en &étee de méme pour le probleme suivant.

XI. — Probléme II : détermination des surfaces pour lesquelles
I'invariant 7, est nul, ainsi que les deux invariants / et /.

39. Nous allons montrer tout d’abord que Chypothése =, = o carac-
térise les surfaces dont Uélément lincaire devient celui d’une sphére de
rayon 1, quand on le mduplic par le carré de la courbure moyenne. Bn
effet, Capres identité générale

b e d
(ls? = ——

o

7

établic au n° 10, le produit de Pélément linéaire ds* d'une surface
quelconque par le carré Q* de la courbure moyenne n’est aulre que
— 4t dodB; en éerivant que la courbure totale de cette forme quadra-
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tique de différentielles est égale & 1, nous trouvons pour = I'équation
de Liouville
2 g \/7
__J*logy —o,
do Jp

qui exprime précisément que 'invariant 7, est nul; réciproquement,
si T, = o, cette courbure totale est égale a 1.
Toutes les intégrales de I'équation ci-dessus rentrent dans le type

o J@EE)
(/G + (BT

ol f et g sont deux fonctions arbitraires, /7 et g” leurs dérivées. Mais
on ne restreint pas la généralité en prenant

(l) T= mv \/T“—‘:*m:

ce que nous ferons dorénavant. En conséquence, la fonction £ est I’in-
tégrale

(2) E:”T/[)([O(—*—(/(/ﬁ),

la dérivée p étant définie par équation

. >*Np o op -
) oy a0 VPT

la dérivée ¢ se déduit de p par P'identité générale

Vo= L VP

Jz 0B

L’équation en yp a été intégrée par M. Goursat (Bull. Soc. math. de
France, t. XXV, 187, p. 36). Elle donne

(4) Ve VR i el S

o+ a+fB

A et B désignant deux fonctions arbitraires, Pune de «, autre de f,
dont A" et B' sont les dérivées. Les dérivées p, et ¢, d’une autre coor-
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donnée isotrope seront fournies par les formules

. — A+ DB , — A+ B, ,
) V=g T A V=g =B

ou les lettres nouvelles ont des significations évidentes. L’élément
linéaire est alors défini par la relation générale

(6) 29 =Vp Vi —Vavpi,
et le probleme s’acheve (n° 9) par des quadratures. On connait donc

toutes les surfaces pour Im‘qur*llu* Pinvariant 7, est nul. Les expres-
sions correspondantes des invariants 4 et £ résaltent des formules

- d T S dJ
(/) /! o — I)(—)—(—j\/'(;) o= ()f/ /

¢tablies au n® 29 et qui donnent ici

(8) o BV P
(«+B)g’ (@ +B)p

40. Arrivons maintenant & notre probleme particulier. La double
supposition /o == £ == o enlraine A= B"==0. Ainsi A ¢t B sont des
fonctions lmmmw de leur argument. Si 'on pose A’==m, B'=n»n, on
trouve, avec une nouvelle constante /, .

\/; N (»/1._—— m)fE L — (m —n )_.fz 4= l.

P = “J¢$W“7 Vi=""17¢

La relation (6) donne alors

(m - n) (A — oAy — LA+ (n—m) (B — BB]) + (B
o+ 0 ’

20 ==
T

expression qui est de la forme

A (a) 4+ ()
o~ [
Ann. Ee. Norm., (3), XXII. — Serresmere 1go6. 52

q):
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[l vient, en conséquence ('),

i

(o )2 .
R —+ b

(9) ds* = |, CEE

dor df3, Q

Nous sommes dés maintenant en mesure de prouver que la déve-
loppée harmonique des surfaces défintes par les formules (o) est un plan
isotrope ou se réduit a un poindt.

En effet, on reconnait facilement que, si I'¢lément linéaire d'une
surface est ds*, si Q est sa courbure moyenne ot K sa courbure totale,
Pélément linéaire de sa développée harmonique est

.2
AdS:— ((l—(%) - <1 — —(—lf~_,> ds*.

Oron aici

(o =+ B)2 o/ 1 ‘

K = - —
(o 5 ) Ao b Q

== oA =,

d’ol résulte
A8t == — (A dor— W dB ).

Si les dérivées " el ' ne sont pas nulles toutes les deux, le second
membre est le carré d'une différentielle exacte, ce qui prouve que la
développée harmonique est un plan isotrope. Si A= "= o, elle se
réduit & un point.

Dans le premier cas, la surface considérée est une surface (B)
d’Ossian Bonnet; dans le second, ¢’est une sphere.

Nous pouvons donc conclure : Les surfaces pour lesquelles U équation
de deformation a ses dewx invariants h el k égaux a scro, © n'étant pas
nul. sont les spheres et les surfuces (B). En conséquence, les solutions
du probleme II sont fournies exclusivement, comme celles du pro-
bleme I, par des surfaces isothermiques.

(1) On arrive plus directement 4 ces résultats en intégrant, dans 'hypothése /o =k = o,
les équations (7) ot Péquation de déformation. Nous avong préféréd les rattacher & une
analyse plus générale, qui interviendra néeessairement dans la suite et qui donne a U'expo-
sition plus d'uniformité.
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Remarque 1. — 1’élément linéaire des surfaces (B) dépend de deux
fonctions arbitraires; la fonction %, qui est 'une de leurs coordonnées
isotropes. a une expression analytique indépendante de ces fonctions
arbitraires. C’est cette circonstance qui a permis & M. Hazzidakis
(Journal de Crelle, t. 117) de trouver les coordonnées des surfaces (B)
en partant de leur ¢lément linéaire et de leur scconde forme quadra-
tique fondamentale. Le fait s’explique tout naturellement dans le
mode d’exposition que nous avons adopté : @ toute équation de défor-
mation pour laguelle la suite de Laplace se termine dans un sens, et par
suite dans les deux sens (n° 28), correspondent un élément linéaire dépen-
dant de deux fonctions arbitraires et une coordonnée isotrope & qui r'en
deépend pas. La portée de celle remarque s’étend évidemment bien
au dela de Papplication présente.

Remarque 1. — Dapres Panalyse précedente, les spheres et les sur-
faces (B) ont méme coordonnée £. Les lignes de courbure de la sphere
étant indélerminées, ces dewx variclés de surfaces peuvent étre conside-
rées comme se correspondant Uune a U’ autre dans la transformation (T;)
par coordonnée isotrope commune, transformation dans la définition
de laquelle nous avons impliqué (n°® 37) la correspondance entre les
lignes de courbure.

XII. — Probléme III: détermination des surfaces isothermiques pour
lesquelles l'invariant 7, est nul, un seul des invariants /. et 4t étant
égal a zéro.

41. Les surfaces cherchées sont parmi celles dont nous avons défini
(n° 39) deux coordonnées isotropes &, v par les formules

. ~ A4 DB , - _A+B
(1) \/ljwm — A, Vg = P B,
— A+ B — A+ B ,
(9') \//)l = ‘J‘”‘i_"il — /11 \/(/1 = ""';;—_T_'Bl - Bn

d’ot résultent, pour les invariants 4 et £, les valeurs

' B"\/p A"Vg
) TS e ) / = e ——
(3) "= x e T lewp)p
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le coefficient de I'élément linéaire est toujours fourni par la relation

(4) 20 =\pVqi—VaVpi-

Exprimons que 'invariant % est nul: la dérivée B” se réduit 4 zéro
et B est une fonction linéaire mf + z. Il suffit alors de changer A en
A + mo — n dans les formules (1) pour trouver

! = — i — A
0 N R (P
et il vient alors
() pg— AAI SANAAB AR

o = ‘)

L’hypothese de Pisothermic n’ayant pas été invoquée jusqu’ici, les
relations (1)', (2) et (5) définissent de la fa¢on la plus générale les
surfaces pour lesquelles on a simultanément =, = o, o =0, k=£ o.

L’équation d’isothermie

() "pga—ry 2%
A, B,

contiendrait visiblement cing fonctions différentes, savoir A,, A, A,,
B, et B. Gest pourquoi, avant de la former, nous emploierons I'équa-
tion fondamentale

. Jd [ pk () qh
Y 4 e
() 792\ A(/) o B, /))

dont le second membre s’évanouit avee £. Deés lors, en ayant ¢gard aux
relations (3) et (1), on conclut

0= _"_( Ik ) o A ]9 (A
T da\ A,y Jo ))A(, \/,/ e \AA(,)

Comme les fonctions A, et B, ne sont définies qu’a un facteur con-
stant pres, nous prendrons

‘\//
(7) Ag== i
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Formons maintenant 'équation d'isothermie (6); eu égard aux
relations (1), (5) et (4). elle se réduit &

(8) AA;+(a—|—B)(A2A”—A’A;):<Bl——%>AA”,
0/

la lettre A, désignant I'expression AA| — A’A,. Le premier membre
de cette égalité étant lincaire en B, le second 'est aussi; on a donc

By

Bi— pt =16+ 4

mais il suffit de faire rentrer dans la fonction B, le binome {8 + /,,
dont les coefficients sont constants, pour étre en droit de poser

(9) By=—o"-

Alors, le second membre de 'équation (8) étant nul, quelle que
soit la valeur de 3, le premier est aussi; on a done

(10) A A"— A'A, =0, AL, =o,

équations qui entrainent A,= o, car, si 'on supposait A”=o, on
aurait £==o0 cn vertu de 'une des équations (3), tandis que nous
supposons ici o= o el par suite £=£o0. La fonction A, étant identi-
quement nulle, expression (5) de o se réduit &

A'B,+ AB)
20—=— ——+n—1

! Py -+ A'BY,

ce (que nous éerirons

__AB'+-BA'— (« + B)A'B’
(r1) 0= P >

en remplagant B, par — 2B.

42. De la et des relations (7) et (9) nous allons déduire que /les
surfaces isothermiques pour lesquelles Uinpariant k est nul, k étant dyfe-
rent de zéro, sont les surfuces (©) de M. Thybauwt.
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Nous avons, en effet, déja formé (n° 18) la condition qui exprime
que les sphéres harmoniques d’une surface isothermique d’élément
linéaire
(12) ds* = H*(dp*+ dp})

touchent un plan. Si Q et T' désignent la demi-somme et la demi-diffé-
rence des courbures principales et si A, est le premier paramotre
différentiel relatif & I'éléement linéaire (12), on a

2 al
(13) H )I (22 A, logH?T) = const.

Si l'on introduit (n® 15) les parametres « et B des lignes de lon-
gueur nulle, en posant
dp + t’clplz\//r(-, de, dp — idp, =\/B, dp,
il vient
h o?
ds*= (o* (e, ) do df3, H2 = —lfw‘;
VA, B,
de sorte que la condition & vérifier prend la forme

2T . L A
o <szz+ A log —-‘22“:‘1“) == const.,

QYAB, VAL B,

ce qui peut s’éerire

. 0 ol 9 oI
102 e L JOg e ] . == const.
da 7

— [ e = O e
SZ\/A(,BO< VAB, 92 C VA, B,

Or ici, d’aprés équation (11), nous avons

4 ) == m
(rr) Y= a—i—ﬁ’
en posant
(r4) = AB + BA'— (a + B)A'B".

La courbure totale K a donc pour expression

_ v dloge  (a+B)[otlogw 1
9 adf ~ o | JadB T {a+ P

H
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ou encore

_ 1 (x+B)? Plogw
(13) K= o w2 da 9B ’

Mais, d’apres U'identité générale du n° 39

htdadl s? dodf

6152"—“ 5 g —
Q2 Py 2
rapprochée de I'expression actuelle de 7, on a

‘/l”//a dp = ot do df = w2 do ﬂ

[ e R A i,
d=—rpr@

d’ou 'on conclut simultanément

(16) Qo=

(17) Q2= — 1.
En conséquence, '¢quation (15) s’écrit

(a+ () Plogw

15) K — Q2 -
(15) (oM do Of

Mais on a toujours K == Q* —I'*; de sorte qu’il vient

_ (az+B) Jdlogw

(18) r o da 0B

Or on trouve aisément, en partant de 'équation (14),

Jw Joy d0*logwm

=[(a+p)A'—A]B",

AATBB”

. SN DAY
= =[(e+B)B—B]A",

b

00 0f

w'l

[l vient, en conséquence, eu ¢gard aux équations (7), (9) et (1),

r L.(a—i—ﬁ),\l%
Pt — - >
\/Aljli(l Ch
oI . AB
Vi T -
VA B, x+

(19)

(20)
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Substituons dans la condition (13)" les résultats fournis par les
équations (16), (17), (19) et (20); nous trouverons

(- £)AB ; 0 1og AB 0| AB ]_ |
© —(oc—}—@)"—‘_dcxl +@()ﬁ a—l—ﬁ_ = const.,

ou, en effectuant et réduisant,

(ot + BYA'B'— (AB'+ BA’)
w

= const.,

ce quiabien lieu, puisque le premier membre se réduit & — 1, d’apres
la relation (14), qui définit la fonction w. Le théoréme est done
démontré.

43. Remarque. — En appliquant la condition d’isothermie, nous
avons trouve
AN — A A=,

ce qui prouve que les fonctions A, et A sont dans un rapport con-
stant m. On a donc, en comparant les formules (1) et (2),

— — B , —
\/I’ 1 7= %‘r -+ m \//’ \/‘/ 1= at—l_(j_ — Bl +m \/’/'

Or la formule
vy = \Vp\Vgi— VgV

montre que Pélément liné faire ne change pas, si I'on i remplace respec-
tivement \/p et \/(/, par \/) — m\/p et \/q1 — myq. Ce changement
équivaut, d’ailleurs, & un simple déplacement. On peut done prendre

B,

‘;l -~
Ver=—1=> Vo = P

r— — B

Alors la coordonnée isotrope
] :/1)1 do —+ g4 df

satisfait & I'équation £ = o (avec 4 =% 0). On voit donc que si, pour une
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surface isothermique une coordonnée isotrope vérifie la condition
h = o, une autre vérificra la condition £=o. C’est ce qui explique
que la dissymétrie de I'hypothése &= o, £ =~ o n’affecte pas les solu-
tions trouvées.

Remarquons encore que toute surface isothermique, pour laguelle
T, est nul, adme! une coordonnée isotrope telle que h et k soient tous les
deuz différents de zéro. Si, en effet, toutes les coordonnées isotropes
d’une telle surface et, en particulier, deux d’entre elles, &, v, véri-
fiaient, par exemple, la condition 2 = o, d’aprés les explications don--
nées au début du nv 41, on aurait pour leurs dérivées

A,

A
a—+5 g’

! __‘ ———
A, \/(]1—9‘"5‘1-’

- A , - A —_—
\/l):a—l—(ﬁ—A’ \/’/:‘T”_‘-@” Vo=

Pégalite (4) donnerait alors

AN — A'A,

o= o+ B

)
par suite les rapports ¢ :2* et ¢, :%* ne dépendraient que de « et
I'¢quation d’isothermie ne pourrait étre vérifiée, sauf pour les sphéres
(A"=A' = 0).

En conséquence, Pune des coordonnées isotropes des surfaces (B)
et des surfaces (0) n'annule ni A ni £, tout en vérifiant I’équa-
tion 7, = o. Nous devrons done retrouver les surfaces (B) et les sur-
faces (@) parmi les solutions du probléme qui suit.

XIII. — Probléme IV : détermination des surfaces isothermiques pour
lesquelles Vinvariant 7, est nul, les deux invariants /. et /4 étant

différents de zéro.

44. D’apres les résultats mentionnés au n° 41, les surfaces dont il
sagit ici sont parmi celles que définissent les deux coordonnées iso-

tropes

(1) '@:f[)da “+ qdp, n :‘//)1 da + ¢, dp

dnr. Fic. Norme , (3), XX — SepTEMBRE 1906,
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quand on prend

A+B , -  A+B
= — — _ — B,
(a) Gt a vi=iE
A+B , — A+ B ,
(3) ‘/ J— a+ﬁl —-Al, \/ql:ml_];l’

et dont I’élément linéaire 49* dudp est fourni par la relation
(4) 20 =Vp Vg —ViVpr

Rappelons encore les expressions correspondantes des invariants &
et £, savoir
(5) l ];”\/;3 / A”W

P L= U=
NCEEA (e +0)p’

Nous aurions maintenant, pour exprimer U'isothermie, & écrire que
les fonctions p, ¢ et o satisfont, conjointement avec deux nouvelles
fonctions indéterminces A,(a), B,(B) & la condition

. rr !/ ey
ro—opu, Ly 20%

(6) K i,

On aurait ainsi une équation aux fonctions mélées entre trois fone-
tions A,, A, A, de la variable o et trois fonctions B,, B, B, de¢ la
variable . Nous simplifierons la solution du probleme en nous ser-
vant d’abord de 'équation fondamentale

. ) [ pk () qh
[ ¢ —
(. /oa<\ (/) "B (1;0,,>

ol ne figureront que quatre fonctions A, A, B,, B. Si 'on substitue
dans cette équation les expressions (2) et (5), on trouve

AN AT
(7) [A+B—(a+ 0B (5 ) = (A=B)T
x, A

;I/\l ;I/
=[A+B—(z+p )A’]( ----- )-—(B’ A

Pour tirer A, et B, de cette équation, nous dilférentierons ses deux
membres successivement par rapport & o et & f, ce qui donne, tous
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calculs faits,

Va .\” " / nN\n
8 ——> B"= ——-> A,
(8) ( Ay ( B,,
Comme nous supposons maintenant Ak =£ o, le produit A”B” est
different de zéro, et nous avons

j\”\ n '];//‘ "
D) = A __) — B
(A,,) oo (l;(,, ’
[ désignant une constante arbitraire. Intégrant deux fois, on trouve,
avee quatre nouvelles constantes,

Al/ ];I/

(9) T~ A+ mo -+ n, E—:lB -+ m'f 4+ n.
0 [¢]

Substituons ces résultats dans équation (7); elle devient
(o) (m—m')y(A—al')—(n-—+n")A+(m m'"Y(B—=LB)+(n+n")B'=o0.
Pour que les fonctions A et B restent arbitraires, on doit prendre
m'=m, n'm=—n,

¢’ est-a-dire

I\” ';II
(r1) Ay - B,= m

Ce résultat nous en fournit immédiatement un autre. En effet, les
fonctions £ et 7 entrant d’une facon symétrique dans notre analyse,
nous aurions pu former 'équation fondamentale avec p, et g,, ainsi
que les expressions de 2 et de £ qui correspondent & la fonction 7;
nous aurions ainsi trouvé les conditions

A"

2
LA = mya-+n,

"
B"

?
LBy = my B —n,

(11) Ay= By=

dont nous allons faire usage, et qui, rapprochées des relations ana-
logues (11), donnent

A" . A B . B
(IAt-ma--n— LA +mo-+ n, B+ mp—n" {(Bi+mf—n

(12)
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&

45. Rappelons maintenant la condition d’isothermie

, ro—2p% _tp —2q9
(6) A, - B,

Si 'on y fait la substitution
(6) 20 =PV — Vg Vp,

elle peut s’écrire
T — gt — U
(IS) Q/(/q}pll—’l)_l_*_\/pl)l(_l_'__{(_/_l. - 0.
A, B,

Dans cette équation générale introduisons les expressions de r, ¢,
r., ¢, déduites des formules (2) et (3), savoir

ap - 2

—r =2A"\p + —t =2B"\/ 1
VP Vi + oo

[ r‘l " — 2’/]
—ri=2A\/p, + — =2 B Ve, + L.
1 1V a-}-—ﬁ’ 1 Vi Py

Il vient ainsi
A" — AL~ B — By
(14) x—j\/ﬁx—m\/ﬂ*‘];;\/‘hﬂj;;\/’/w“-

Si Uon remplace p, ¢, p,, ¢, par leurs expressions (2) et (3) et
quon tienne compte des relations (12), la condition d’isothermic
prendra la forme suivante :

(15) (UA +ma +n )[A+ B —(a+p)A}]
— (LA +mpe—+n)[A +B —(a~+B)A]
A+ (UB +mB —n ) [A+B - (x+p)B]
— (LB +=mB—nr)[A +B —(a+p)B' ] =o.

Si Pon différentic successivement par rapport & o« et par rapport
a B3, on trouve, tous calculs faits,
(L— 1) (A —B') (A —B,) =o.
Or aucune des dérivées A7, B”, A7, B} n’est nulle, puisque nous

supposons maintenant 24 == o. Iin conséquence, les deux facteurs qui
multiplient £ — /, sont différents de zéro et il reste £, = /.
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Sion fait /, =/ dans I’équation (15), il vient, apres réductions et
suppression du facteur « + 3 commun & tous les termes,

(13) AUA +mya+n,) — A (IA +~ma+n)+mA,—m A

+B'({Bj+~m B —n,)—B({B+mB —nr)+mB,—mB =o,

ce qui exige que les termes dépendant de « et les termes dépendant
de {§ soient séparément ¢gaux & deux constantes y et — y de somme
nulle :

{ A'(IA +myo+ n) — AL (LA +mo~+n) +mA,—mA—y=o,

6
(16) ( B'(IBy+mp—n)—=Bi({B+mpl—n)+mB,—mB+y=o.

Ici se présentent deux hypothéses, {=o et [=£ o0, qu’il faut exa-
miner a part.
46. Premicre hypothése : | =o0. — Si l'on fait /=1[,= o dans les
équations (1) et (1), elles donnent
(A=A (mo+n), A=A (myo + ny),
1 J
(47 | B'=By(mf —n), B =By(mif— n).

Sans avoir & pousser les calculs plus loin, nous allons prouver que
les surfaces correspondantes sont, ou bien les transformees par normales
paralléles des inyerses des surfaces minima, ou bien les surfaces (B).

En effet, si 'on substitue les valeurs (2) de yp et de yg dans I'ex-
pression (6)" de ¢, on trouve aisément

(18) (¢ +Blo=mw,

en posant

(18) 2w =(o+P)(A'B;—B'A) + (A +B)(A]—B})—(A,+B,)(A'—B');
de sorte que 'élément linéaire est

o hwtdadp
(19) st = —(—a—:@——-—

Péquation différenticlle des lignes de courbure étant toujours

(20) Ay da— B, dB*=o.
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Or les surfaces inverses des surfaces minima sont caractérisées par
la propriété que leurs spheres harmoniques passent toutes par le
méme point, ce qui s’exprime, en vertu de la condition nécessaire et
suffisante 0 == const. établie au n°® 2, par I'équation

(21) — > =H"T"(Q"*+ Al logH"2I") = consl.,

Df W

qui résulte des développements du nv 185 les accents dont nous affec-
tons toules les lettres sont destinés & rappeler qu’il s’agit des trans-
formées par normales paralleles des surfaces (8), anxquelles se rap-
portent les relations (19) et (20).

Pour introduire dans la condition (2r1) les éléments analytiques
relatifs & ces surfaces (S), nous emploierons les identités

16041 16
”/21‘/:__ _{) _‘)’z: v Ar L ‘-—A (|l
” ) AO I;U ’ ! 1J j\() I’O ! TJ'

rappelées ou signalées au n® 18. 11 vient ainsi

o€ XY dlog€ o loed:
22 Sl (T2 Ay log ) === bl Dl D) ez const.
(22) 5 slogl) = == du T up
Eliminant T au moyen de la formule générale
, 1 J?logy
M= K= Q2 — ——21
a o JadB’
olt K désigne la courbure totale, nous aurons
o ‘w“""‘—i- 0*logy " dlogl dlogl const
AyBy T ERS do b o

Remplagons maintenant ¢ par son expression (18)

oo T
;"'“_i_ﬁ

En vertu de la formule Q*w* = — 1 du n® 42, nous aurons

(23) Q=
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et 'équation (22) deviendra

w2 [_ 1 +()ﬁlogm_()2|08-(a+@) dlogw dlogw]| ‘
(@+B)PA,B, | (@+B)* " dadp 02 0B T da _op | cobst

Cette condition se réduit visiblement &

"
o

m — const.

(24)
Tout revient done & vérifier cette derniere relation. Or I"équa-
tion (18)" qui définit & donne, par un calcul facile,

20754 = (@ -+ 3) (A"BY — B"AT);
et, si 'on tient compte des formules (17), il vient

2ap== ~ (mny— nm ) Ay By(a + )3,

ce qui vérifie la condition (24) caractéristique des surfaces inverses
des surfaces minima.

Notre conclusion ne tombe en défaut que si la dérivée oy est
nulle : de la résulte pour ¢ Uexpression déja trouvée au n°® 40, qui
ne convient qu’aux spheres et aux surfaces (B) d’Ossian Bonnet. Or
les transformées par normales paralleles des spheres sont les sur-
faces minima, dont toute coordonnée isotrope annule <, contraire-
ment & notre hypothese actuelle. Les spheres étant ainsi écartées, il
reste les surfaces (B), dont les transformées par normales paralleles
sont d’autres surfaces (B), comme nous ’avons démontré au n° 17.

47. Seconde hyvothise : [5=o0. — Nous pouvons maintenant, dans
les formules (11) et (11), faire /=1{, =1, puisque A, et B, ne sont
déterminées qu’a un facteur constant pres. En outre, les numérateurs
de ces formules ne contenant que les dérivées secondes A”, B”, A", B',
on peut faire rentrer les binomes mo~+n, mB—n, ma—+n,,m g —n,
respectivement dans les fonctions A, B, A,, B,, ce qui revient a sup-
poser nulles les quatre constantes m, n, m,, n, et i prendre

’ A" Al B” B
(x1)” A":X:K.L’ BO:]T:E,L
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Alors les équations (16) se simplifient et deviennent

(16) AN, —A’A,=DB'B,— BB, =C == const.

Je vais prouver que les surfaces correspondantes sont les transformees
par normales paralleles des surfaces (), st la constante C est nulle; de
leurs inverses, si cetle constante est différente de zero ('). En d’autres
termes, les sphéres harmoniques de leurs transformées par normales
paralleles sont toutes tangentes a un plan, si C = o; elles sont toutes
tangentes & une sphére, si C £ o.

Pour que la seconde nappe de I'enveloppe de spheres tangenites i
une surface (S) soit une sphére de rayon (i (un plan si w = o), il faut

(1)

et il suffit, comme on I’a vu au n® 2, que I'on ait

\

7"<Zli — A, l();,"l)

I
- = 0)

l

== Const.

Mais ici la sphere enveloppée est la sphire harmonique de la sur-
face (S), qui est isothermique; on a done (n° §)

) A= Hz2I.

l =

I~

)
4

Il vient, en conséquence,

HEL (2 - A log 2T

Q)

P el 1))

== consl.,

le parametre différentiel A, se rapportant a I'élément linéaire
ds?= H*(dlp* + dp?) = 4o* do dp
de la surface (S), dont les lignes de courbure ont pour équation

Ay dzt— By dpt=o.

(1) Les fonetions A, B, Ay, B, étant les mémes que Pon suppose C = o ou C 3 o, les
deux variétés de surfaces G = o et C 3 o ont méme coordonnée isotrope £ et méme équa-
tion différentielle pour leurs lignes de courbure; clles se correspondent donc dans la
transformation par coordonnée isotrope communc.
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Appliquons ce résultat i la surface (8'), transformée de (S) par
normales paralléles. Il viendra

H2T Q72 4 A log H2TY
(25) (),_‘H ! ) = const.

Le paramétre A7 se rapporte maintenant & Uélément linéaire de (S)

ds'? = W' (dp*+ dp?) = "\/“-:i” do d.
4wt

Or nous avons déja (n° 46) exprimé le numérateur du rapport (25)
au moyen de symboles relatifs & la surface (S) et obtenu, & un facteur
constant pres, )
(OF ]
ABo(e+ @)2.

Quant au dénominateur du rapport (25), d’apres une formule éta-
blic au n® 15, on a

% N )
Lo (‘: L —

! w? T R loom
e ey S Y/ AT )
VAL B, \/A(,n(,\/ VAL B, 2* dadp

Il vient done

Q2 L fl! logo _ (a4 B)* I*logw
M4 ,T,,Z (}(Z (jf) - m: ()a ()t@

En conséquence, nous avons

<

’ 4 \/mmlﬂllﬁ - ZD'&GTI@
Q — oy = —

(o +B)VAB, ”

et la condition (25) se réduit finalement &

"
(25), Bofs

e = const.
(010171 S mamg

Ve ——

) | V A() BO ( IJ)

Ann, Ee, Norne., (3), XXII. — SuprEMBRE 1906.

AoBy(a+P)
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Telle est la relation qu’il s’agit de vérifier. Reportons-nous a I'équa-
tion (18)" qui définit o,

2w = (a +B) (A'B, — B'A}) + (A + B) (A, — B,) — (A, + B,) (A'— B').
Par des calculs faciles, on en déduit les identités générales
2wy = (o +B) (A"B]—B"AT),
h(@weg—wewh) = [A[A+Bi—(a+B)AT—A [A+B—(«+B)A ]|
> | B'[Ay+ By~ (¢ + B)B,]— B [A+B — («—+B)B'] |.
Si maintenant on tient compte des équations (11)” et (16), il vient
2wls = A,By( + B) (AB, — BA,),
b(oweg—wawh) =— AB[AB, —BA, — C(a+ )%
de sorte que la condition (25)" prend la forme défini tive

AB, — BA,

Si(AB, —BA,) — (»+2:C) (a ) const

On voit que, pour la vérifier, il suffit de prendre

= — 2.

Ainsi toutes les spheres harmoniques des surfaces (S%), transfor-
mées par normales paralleles des surfaces considérées (S), seront tan-
gentes & une spheére de rayon f{ini si C =% o, & un plan si C = o. Dans
ce dernier cas, les surfaces (S) sont les transformées par normales
paralléles des surfaces (@) de M. Thybaut; par suite (n® 18), elles sont
elles-mémes des surfaces (@) : le fait avait été prévu et expliqué
ala fin du n° 43.

48. Remarque. — En rapprochant les solutions des problemes II,
I, TV, nous trouvons, pour composer I’ensemble des surfaces iso-
thermiques dont I'élément linéaire devient celui d’une sphére de
rayon 1, quand on le multiplie par Ie carré de la courbure moyenne :

1° Les sphéres;
2° Les surfaces (B) d’Ossian Bonnet;
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3° Les surfaces (®) de M. Thybaut;
4° Les transformées par normales paralléles des surfaces inverses
des surfaces minima;

5° Les transformées par normales paralléles des inverses des sur-
faces (®).

D’apres cela, on aura Pensemble des surfaces isothermiques qui
jouissent de la propriété qu’exprime (n° 16) 'égalité

K[ ds*] =1

en prenant les transformées par normales paralleles des cing variétés
de surfaces énumérées ci-dessus, ainsi que nous ['avons expliqué
au n° 25. Comme la sphére donne toutes les surfaces minima, nous
retrouvons bien les cing variétés de surfaces obtenues au dernier
paragraphe de la premiere Partie.

NOTE.

L'équation de déformation pour les surfaces isothermiques
et la transformation (conforme) par normales paralléles.

Considérons une surface isolthermique (2) : soit fe*dadP son élément
linéaire; soient £ 'une de ses coordonnées isotropes et

A,dot—B, dB*="

I'équation différenticlle de ses lignes de courbure. Si I'on se référe aux
nes 15 et 15 ot nous avons étudié la transformation (conforme) par normales
paralléles en prenant pour variables les paramétres des lignes de longueur
nulle, on verra que 'une des surfaces (2') déduite de (Z) par celte transfor-
mation a 'une de ses coordonnées isotropes définie par la formuie

, A B
dE = Z";Z do + 4;6 dp.

Or, 'équation de déformation pour la surface (Z) peut (n° 15) s’écrire

(9 10w 2 (D 10e 1) — 55 _ 0*logo (‘—% _9§>
Z(UI&IO”?> <(_)‘(3l0“;,ﬂ_‘~’) T 4pq da Jf /)_()oc,(/—()@ ’
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et, d’aprés les relations (8) du n° 26, ses invariants sont

h—— —-'E— _(.)__ lo(rﬁ_ fo— s () st

g 0B ° pg e 0 Ry

Désignons comme toujours par des lettres accenluées les fonctions rela-
tives & la surface transformée (X'). Nous aurons, pour les dérivées de &',

Bup
s

A,
[;@(‘",’ q="

pl=

et, pour les invariants de I'équation de déformation relative a (X'),
! 12 I /12
s 0 s st 0 $
W=—— — log—= k= — —— —log —-
do q'pt

i 0Bt i

Nous allons calculer 2’. Les expressions de p’ el de ¢’ donnent

§ 0 e, st e (,Q_ tog 2.} ’
7' 0 B '9~ P T Aeg\oz w*
De 1a résulte
()2 logp  d*logo
g _l‘ .i)__ loe _l.i ()(/ l) ! U ()(j ) I()(Y' _f/.. .
p dz T g ) P b

—-—l()“ L
Dz 7t

Mais, en vertu de Péquation de déformation, cetle expression de A' se
réduit a

5§ 0* lo;.',‘\/;_ s 0 . ¢ \
hpq dodp — Apda Cqpt "

Un calcul analogue prouverait que &' est égal & A. 11 est d’ailleurs connu
que la double hypothése A'=/k, k'=/ entraine I'égalité, a Pordre pres, de
tous les invariants successifs des deux équations. Dot ce théoréme :

Tutorime. — L’équation de déformation relative @ wune surface isother-
mique (2, transformée par normales paralléles d’une surface (%), a les
mémes invarianls, rangés en ordre inverse, que Uéquation de déformation
relative a la surface ( L).

Nous avons déja i‘nii (n° 35, Remarque) une application de cel énoncé;
nous aurons encore a Uinvoquer dans la troisi¢me Partie de ces Recherches.

(A suivre.)



