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SERIES DE FACTORIELLES

FONCTION GAMMA.

(EXTRAIT D'UNE LETTRE ADRESSEE A M. N. DE SONIN, A SM.\"I‘-I‘I:Z'I'I'IHS]H)UJIG.)

Par M. Nizns NIEKLSEN,

A COPENHAGUE.

. Votre aimable envoi d'un exemplaire devotre intéressante corres-
pondance (V) avee Pillustre Hermite concernant les polynomes de
Bernoulli et la fonction gamma m’a beaucoup réjoui et m’a vivement
encouragé a poursuivre mes recherches sur les séries de factorielles
etleur représentation asymplotique avee application sur la fonction
gamma, recherches qui m’ont conduit & plusicurs de vos formules et
aquelques autres qui sont nouvelles peut-étre. Cest pourquoi je me
permets de vous communiquer, dans cette lettre, mes réflexions géné-
rales sur ce sujet et quelques-uns des résultats particuliers que je
viens d"obtenir.

§ 1. - Propriétés générales d'une série de factorielles ().

Dans une publication récente (%), je viens de démontrer ce théo-
reme général

(1) Journal de Crelle, . 116, 1846.
(%) dnnales de [Feole Normale, 3¢ série, t. XXI, 1904, p. 452.

dnn. fe. Norm., (3), XX — Avui 1go6, 19
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I. Supposons développable, dans une serie de factorielles, la fonction
(1) Q(x):/ S(z)e¥"ds,
Yo

de sorte que [(z) doit étre holomorphe auz environs du point = = o;
posons ensuile
. Srm o

. Y gy
(2) S =2

g1

R}

puis supposons que la série de puissances () ne soil pas intégrable, terme
= nous aurons
1

a terme, de z = o a = ==, aprés ére multiplice par e

celie série asymplotique, d’apres la deéfinition de M. Poincard (1),
R |
. : N,
(3) Q) }_‘ 5
K]

el (3) est applicable pour ious les points (rés cdloignes du domaine de
convergence de la série de factorielles obtenue pour Q(a), les points
situes sur l axe des nombres négalifs lowjours exclus.

Etudions plus en détail la portée da théoréme I A cet effet, suppo-

. ’ . . § U N .
sons || (res gr:uu,l, puts melfons 2= L[, nous aurons i consi-

dérer séparément ces trois cas :

10 La serie de factorielles obtenue pour QCx) est convergente
dans toute Pétendue du plan des o, i Pexceeption des valeurs enticres
non positives, la série (3) estapplicable, pourva que — =<7 0 <47

2¢ Lasériesusdite est convergente pourva que W )~ o (*), (3)est

. . Toop. | T
certainement applicable, pourva que — =707 4 5
3¢ Le domaine de convergence de la série de factorielles obtenues

(V) Aeta Mathematica, 1. VI, 1886, p. 297.

= 0,

. . . ’ 1% “ Uy -
Le signe ~ indique que  lim I Q) — (—-»'-’ o e e L) e
" g 2 it
R =T l . \ & o x

(%) () désigne, ici et dans ce qui suit. la partie réelle de @. Le domaine de conver-
gence d'une série de faclorielles est un demi-plan situé & droite d’une certaine ligne
perpendiculaire & 'axe des nombres réels.
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pour Q(z) ne contient pas I'axe des nombres purement imaginaires,
T fant. dans (23 admeoeffre — T m
il faut, dans (3), admettre — =< 0 <+ S

Quant a la série de factorielles obtenue pour Q(), posons

_ ~ A,
4 2(z)= ¥ :
(4) @) 4.’-4‘/1;(.1:«4—1)...(.1:—;—.5‘)’
S0
nous aurons A, = «,, et généralement
S|
~
(5) Ap= }d G, lyss
E=i]
ol nous avons poseé
EE
al g
r(x 1), (v n—1)= 2‘ CS, an=s,
szl

N . ;o » 4 > ) vrf ¢ LrsY 0 v O DI T 1
De plus, nous aurons, pour Q(z), cet autre développement (*)

awd (- ) (02 ) (8 1)

S0

(6) Q () =

oll nous avons posé pour :zlm’egm‘

S==n

S
(7) 'm/z:z “'u+1 Apymgy

s==0

et la série nouvelle (6) est convergente dans la partie du domaine de
convergence de (4) qui est située i droite de Paxe des nombres pure-
ment imaginaires.

Quant i la di fférentiation et Pintégration terme & terme de la série
asymptotique (3), nous aurons sans peine, en vertu de (1), ces deux

(1) Poir mon Mémoire : Les sérics de factoriclles et les opérations fondamentales
(Mathematische A nnelen, t. LIX, 1404, p. 375).
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représentations intégrales

(8) .Q“”(w):——/ J(z)ze~* dz,
0
" : —_— i (
(9) [Sé)(x)da:——m,logw:—-[ L =S O) oz g,

Posons maintenant, dans (8) et (9), z =~ log¢, nous verrons que
les fonctions génératrices des deux intégrales nouvelles ainsi oblenues
ont généralement dans £=o un point singulier, méme dans le cas ol
ce point est ordinaire pour /(—logz). Or, on sail que les deux fone-
tions figurant dans (8) et () sont développables en séries de facto-
rielles de la forme (4) et convergentes dans la partic du domaine de
convergence de (4) qui est située a droite de Paxe des nombres pure-
ment imaginaires ('), d’ol cel autre théoreme :

1. La série asymptotique (3) peut étre différentice ow integree lerme
a terme, el les séries ainst oblenues, savoir

Smne-1
7 ‘ S (sA1)
(10) D
8ol
Soon
N @
(11) fﬁ(x)d.n—aologww— ;‘;L"

sl

. . ™ T
sont certawnement applicables, poureu que — < 0 <+ S

§ 2. — Autres propriétés de la représentation asymptotique de ().

Pour étudier avee plus de détails la série asymptotique (3),
mettons-y « + y au lieu de 2, puis appliquons I'identité ¢lémentaire

s
1 - oy ( 1_])5';}/-* (__I)IL’}/IL
-y o z T ,'n'7“( T+75’
=]

(ty Loc. cit., p. 366 ¢t 368.
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nous aurons, en différentiant r fois par rapport a y,

Ss=n—r—1

I — r s § (—p)r+n N
s z (“— l)s( + > .12:.\'4‘1 - -1].).n ])Lyr< ! )’
(r~+y) f s ) rlax x4y

d’olt, sans peine,

Sz -1 S=n—1 |
O g S slog(y)
(1) :21 (@ 4y )i+t > Tt T R,z ),
§=0 ’ =]

ol nous avons pos¢, pour abréger,

I)
\“ (— 1)y y
i (p—1)1 71

re=0

X

(2) op(y)=

tandis que le terme de reste se détermine comme suit :

Somn -1

l{ (‘7 ,y — V ('—I Tll'as l))( yn >'

51‘]11 €T ',},

=0

Or, supposons fini |y|, nous aurons immédiatement ces deux
valeurs limites

lim (x4 )" R, (2, ) =o,

].l'«)«.y|;:w
lim |z"R, (2, y)| =o,
frj=m

de sorte que nous avons démontré cet autre théoréme :

1. Supposons applicable pour Q(x +y) la série asymptotique
[§ 1, (3)], nous awrons aussi, pourvu que |y | soit finie,

Sz=zp -1
. S”J)
(3) Qa+y)~ ¥ e
S0

Posons, dans le paragraphe 1 [formule (1)],  +y au lieu de =,
puis appliquons Pidentité

Sz=o0

() e f(5) = D0y
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la formule (3) est une conséquence immédiate du paragraphe 1 [for-
mule (1)]; cependant, le théoreme IIT est valable pour une série
asymptotique quelconque, comme le montre clairement notre dé-
monstration précédente.

Quant a la fonction Q(a + y), ou la série de factoriclles obtenues
pour Q(z) est convergente, pourvu que R(x) > A, jai démontré (1)
que Q(x + y) est développable en séries de factoriclles comme suit

= N As()
(5) Q(x_i_y)“Adx(x'—{-l)...(.’l;—ks)’
§=0
. -y ()
(6) “Q("””"-»V)““Z (x-+1j(x-+2)...(&-+s5-+ 1)’
&=z ) .
ol nous avons posé, pour abréger,
Sz -]
(7) A= X Giln—=s)lo,s(x),  Aly)=a,
S0
(8) Ay)= X Gy (n— ) os(2),
Se=0

et les séries de factorielles (5), (6) sont conyergentes, pourvu que
nous ayons a la fois W(x) > A et B(x+y)Zo.

Démontrons maintenant que la formule (3) nous conduira & un
autre théoréme essentiel dans les applications suivantes. A cet effet,
supposons que Q(w) satisfasse & cette équation aux différences
finies, linéaire et non homogéne,

SN
(9) Easﬂ((c-&—n-——.s'):g(x),
S0

ou les coefficients «; sont des constantes par rapport a x, tandis
que g(z) est développable en série de puissances négatives entitres

(V) dnnales de i'Ecole Normale, 3¢ série, t. XIX, 1902, p. 433.
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de @, savoir :

S=o

(10) gla) =X

§=0

puis supposons que la série de factorielles obtenue pour Q(x) soit
convergente, pourvu que W(a) > A, les n fonctions

Q(x), Qa~+1), ..., Qaz+n)

sont développables en séries asymplotiques toujours applicables,
T T \ , ;
pourvu que — — <0 <+ —;—, olt nous avons posé a=|x|e".

Cela posé, la formule (3) donnera, en vertu de (o),

S=n—1
I -l B
(11) = — Br— N a8l o (n—s) |

“n

S=0

or, supposons R(a) > A — 1, les fonclions
Qe 1), Qw-+2), ..., (z-+n)

admettent des séries asymptotiques déduites divectement de (3), de
sorte que Péquation aux différences finies () montrera que les
r fonctions susdites posstdent la méme propriété, pourva que
R(x) > A — 2, et ainsi de suite, jusqu’i ce que nous oblenions une
séric asymptotique pour Q(a) dans le cas ot W(x) T o, dontles cocfli-
cients se déterminent toujours i I'aide de (v1); ¢est-d-dire que nous
avons démontré ce théoreme, nouveau je le erois

IV. Supposons que la séric de factorielles Q(x) satisfusse a U'équation
aux différences finies (), la série asymplotique du [)m'agrap/ze L[ for-

W . . T .
mule (3)] est toujours applicable pour ) === = ausst.

2

§ 3. — Sur la fonction Q(u + i¢) pour « et ¢ réels.

Pour ¢tudier maintenant la fonction Q(u -+ &), ot w et ¢ désignent
des quantités réelles, la formule (3) (§ 2) suflira dans le cas ol un
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des nombres |u]| et |¢| restera f{ini, tandis que le cas contraire,
ol et |u| et |¢| deviennent trés grands, exige des recherches ulté-
rieures.

Généralisons maintenant le probleme qui nous occupe en étudiant
la fonction Q(x +iy), ot @ et y désignent deux variables quel-
conques, réelles ou imaginaires, nous aurons & considéror ces trois
cas différents :

1° |y| restera fini, de sorte que x est la variable proprement dite :
ici nous avons & appliquer les formules tirées du n° 2, (3), (5), (6),
en y remplacant y par zy.

2° |x|restera fini de sorte que y estla variable proprement dite; nous
aurons ici, en vertu du n° 2, (3), cette série asvmptotique

=R/ |
. o sl s ()
(1) Q(z-+iy)rv } h.“;/_m _____ 7,

§=20

valable, pourvu que la variable 2 + gy soit située dans le domaine de
convergence de la série de factoriclles, n® I, (4).
3° Le rapport |y|:| 2| restera fini; posons

(2) & =r cosl, y = rsinf,
d’ol
(2 bis) x + iy = rei, tangl = %7

ot 0 désigne une quantité finie pour laquelle les valeurs de la forme

=1L,
2%

ol s désigne un nombre entier, sont exclues.

Cela posé, nous aurons, en vertu du n® 1, (3), cette série asymp-
totique

CE=F Y

) .. o - (8-+-1)01
o\ ¢ . N dg e
(3) Q(x +iy)~ 2‘ —~—r—

§=0

et deux autres obtenues en introduisant dans (3) 4 I'aide de (2) une
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des variables & et y. Toutes ces séries asymptotiques sont applicables
aussi, pourvu que la variable @ + ¢y soit située dans le domaine de
convergence de la série de factorielles, § 1, (4).

Quant aux développements en séries de factorielles de la fonc-
tion Q(x + ¢y), développements qui correspondent aux séries asymp-
totiques (1) et (3), mettons dans le paragraphe 1, (1), 2 =—1logz, et

e(O=/(=logt),  [(5)=0g(™),
nous aurons

.1

(%) sz(x):/ 6 (0) o=t dt,

et un théortme connu de la théorie des séries de factorielles (*) mon-
trera que les développements en question ne sont possibles que dans
fes deux cas suivants :

1° La fonction génératrice ¢(¢) est une fonction entiere, transcen-
dante ou non;

20 o) n’a que le seul point singulier fini £ = o.

Considérons d’abord le premier de ces deux cas, une application
Jormelle de (1) donnera celte représentation intégrale

0 1
(5) Q&+ iy) = f/ z—ry/(;)emvf«u:f../ oL )T b L,
0 N 0
Or, la série asymptotique (1) ne déterminant pas d’une maniére
univoque la fonction qu’elle représente, la formule (5) exige une
démonstration plus rigoureuse.
A cetelfet, supposons vraie pour un instant la formule (5), le théo-
réme fondamental de la théorie des séries de factorielles (*) donnera
ce développement

sS=w

. . . Bs(x)
(6) Qo +iy) =Y : s
(Y )y + )

(1Y dnnales de UBcole Normale, 3¢ série, t. XIX, 1902, p. §20.
(%) Loc. cit., p. 450.

Ann. Fe. Norm., (3), XX, — Avuis 19o6. 20
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ol nous avons posé pour abréger

s=n—1
(7) Bu(z)= 2 =) G (0 — §) L wges(2),  By(2) = iay,

s=10

et la série (6) est convergente, pourvu que R(y) > o.

Cela posé, il est évident que la série de factorielles (G) nous con-
duira précisément a la série asymptotique (1) et voild la démons-
tration exacte de (5).

La formule (3) donnera de la méme maniere ces représentations
intégrales

W1
/ @ (L) e,

(8) Q(z+iy)= 43‘0"/ S(zeVye=rds ==l
0 Y0

ou il faut admettre

(8 bis) H(e ) 2o, U(r)=>o;

nous aurons ici cette série de factorielles

Oz -t [ _..»\" As(7)
(9) (= Fl‘”“l-d/'(./'—I—l)...(r-*—.s'),

Sz

convergente sous les conditions (8 bis) el nous avons posé pouor
abréger

CECRTEES
UEH o R
(10) An(0) = el Z Co bt yg(m—sibi, Ay (0) = eV,

s

Il est évident que les series asymptotiques obtenues de (3) eny intro-
duisantx ou y au licu de r nous conduiront i des séries de factorielles
analogues & () mais ayant les arguments 2 ou y et qui sont conver-
genles, pourvu que nous ayonus respectivement

(11) B(cosheiy 2o, B(r)>o0,
(11 bis) U(sinOe=¥) 20,  B(y)>o.
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On voit que la fonction de M. Prym
1
P(x):/ e—ter—1de, B(x)>o
0

estun exemple net des fonctions susdites, dont la fonction génératrice
est entiére.

Dans le second cas susdit, ot £ = o est le seul point singulier de la
fonction génératrice 2(¢), les formules précédentes sont valables
encore, et les domaines de convergence des séries de factorielles cor-
respondantes se déterminent en étudiant le point singulier des fonc-
tions génératrices

e (e, (£

et en appliquant ensuite le théoreéme fondamental susdit (*).
Supposons maintenantréelles les deux variables wet o, puis mettons

[t 4 iv|=r, - {p = ref,

les recherches précédentes nous donnent immeédiatement ce théoréme
singulier, ce me semble :

V. Supposons que la fonction géndratrice de Q(x) soit une fonction
enticre ow ne possede que le seul point singulier find t = o, la fonc-
tron Q(u +iv) prise d’une varwable complexe ordinaire est développable
en séries de factorielles des arguments r, w ou ¢, séries qui sont conyer-

. 7 T
gentes loutes les trots, pourvu que — =< 0 <+ =
§ h. — Applications sur la fonction W (z) =D logl(x).
Comme un premier excmple des théories générales que nous venons

de développer ¢tudions cette fonction tres ¢lémentaire dans la théorie
des séries de factorielles

&= . 1,
< (—1)¢ . [.Iu«l
(1) Pl =Z.s;:;% :/ il

(1) dnnales de I’ Ecole Normale, 1. XIX, 1902, p. j20.
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ot la convergence de I'intégrale définie exige la condition R(x) > 03
nous aurons ce développement en série de factorielles

S =

s! 1

(2) @(x)ZZx(x+l)...(;I;+-V) a5+t

$=0

convergente pour une valeur quelconque de @, zéro et les nombres
négatifs entiers exclus; ¢’est-a-dire que la série asymptotique obtenue
pour B(z) est applicable dans tous les points trés éloignés da plan
desz, dont la distance & ’axe des nombres négatifs est tres grande.

Pour obtenir les coefficients de cette série partons de l intégrale
définie

(3) B(x) —/ . t-iw de,  ¥(x)>o,

puis d(:signons par

les nombres entiers souvent appelés les coefficients du tangent, nous
aurons immédiatement

,f n

I (—1)T,
(%) B~ =Y =
szl

onvoit, en effet, i cause des poles simples de B(x), que la série infinie
obtenue de (4) en faisant croitre au dela de toute limite le positif
entier n sera divergente.

Cela posé, nous aurons aussi

. "4 o t(a- ) 1
(.)) IJ(~Z+‘, = 'r:;:‘;;‘t (./l, 11(.1,)>_2,
“ 0

et nous savons que B(@ -+ 1) est de V(‘l()l)[)dhl(‘ en série de factoriclles

convergentes, pourvu que R(x) > — ¢; ¢’est-i-dire que la série asymp-
totique déduite immeédiatement de (5)

P |
=g

~ ("") l‘.Hl
nd (r) ;)'zs|l

Szl

(6) Blz+§)r~

"
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ou les coeflicients

désignent les nomhbres d’Euler, est certainement applicable, pourvu
s i 1y . . 1
que — — <0<+ =, olt nous avons posé pour abréger x = | x| Y.
Or, nous aurons cette ¢quation aux différences finies de la méme
forme qu’au paragraphe 2, (9), de sorte que la série (6) est valable

encore pour ) == == Tf

- Appliquons ensuite la formule fondamentale

(7Y -t —) = e
Plz)+plr—az)= sinmaz’

nous avons de méme

™

S - L) - r—) = )
flz-+1)+B(;—2) cosnx’

supposons maintenant trés grandes les valeurs absolues de la partie
imaginaire de 2, puis désignons par p un positif entier fini, mais
aussi grand qu’on le veut; nous aurons évidemment celte valeur
limite

I ',,’./I

lim | =S | == 0o:
7 o] m[(=‘>r~'n<' ’

¢'est-a-dire que la série asympiotique (6) est applicable pourvu que
—n L0 4

Pour étudier la série asymptotique obtenue pour (2 —y), il faut
caleuler les coeflicients de la série de puissances

sy @
ety - ‘
[~ ‘T:Z(")"(.)’)t$9 lé’<7r;
50

or, prenons pour point de départ la série analogue

ert ‘ 1'/‘ .
(8) :7:7:,—_-2‘ vy, L] <em;
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ol les fonctions ¢ () sont les polynomes de Bernoulli, savoir :

9 (¥)=0,
a(y)=y—+1i4
<
yn 1 lyn»—l ~ (____ ,).s' B‘ .,ynw'.’s
oY) = nl 2 (n—nl (25)! (n—as)
$==1

ol les coeflicients
By, By, By,

sont les nombres de Bernoulli, un simple calcul donnera

Onen (7) 4+ 00 () = 2710, (l>

2

Dpet (Y)— 0 (y) = 2", (L;—- > ’

. v v\
D neteq (“)‘> D pety ( ;‘)‘“‘) ‘7

de sorte que nous obtenons cette série 1s)mpwlxqm-

’?so.l ('%f) - ’-P.s‘»l—l <V’— l> |

./L-.s'-lvl

d’ol1

0, ()) =2"

sz=mn—1 gs¢|

(9) Bla—y)~ N

$==0

applicable, pourva que @ — y salisfasse aux mémes conditions que x
dans (4).

Remarquons que la fonction génératrice de Uintegrale définie qui
figure dans (1) a un simple pole dans ¢ = — 1, les séries de facto-
rielles mentionnées dans le paragraphe 3 ne sont jamais convergentes
icl.

Considérons ensuite la fonction

(10) V()= DglogT (z) *——(‘-;-Z — ;.(_%’_9‘),
\ A "

e

ou C désigne la constante d’Buler, nous aurons évidemment

=i (55 = (5)]
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Pour étudier la fonction W(x), partons de cette représentation

intégrale
. ) o1 I — tar-—i
(rr) lb(x)—!—-(]:/ -—r———l——(lt, B(xr)>o0;
0

il est clair que ¥ () ne peut pas étre développée en série de facto-
riclles, et dans le paragraphe 5 nous démontrerons, de plus, que la
fonction susdite n’est pas développable en série asymptotique. Consi-
dérons maintenant cette autre fonction

| — et

1 @»n
. . . VY — T ety — .
(12) 'l’(a:)——'l’(.r—-—y):/ —I—-——L—Ié""“clt :/ -(——-—e““dl,
0

Jo
ot la convergence des intégrales définies exige a la fois
H(z) > o, Bz —y)>o.
Cela posé, nous obtenons sans peine ce développement en série de

factorielles

Sz

' e . o Yy (Y a) (Y s)
(13) We)y -U(x—y _2‘ ENEEETIICED N

convergente pourva que R(x —y)>o, ce qui donnera, en vertu
de (8), la série asymplotique

& T -

1 -
(14) W) =W (e —y)~ ¥ S for (V,L)_sjj Pe1 (0)],

§=20
pour laquelle nous avons & démontrer cetle proposition :
Supposons fini |y |. la série asymplotique (14) est applicable pour les
valeurs de x, telles que | x| est ires grand et — =<0 +mw, ou
@ = |x|d

Nous savons tout d’abord que (14) est applicable pourvu que

0 T L » ‘o A afy P , M ", o
- o< 0L+ o de plus, nous aurons cette équation aux différences
finices

R I 1
V(1) — Wz —y +1) =W (o) =W(@—y)+ 2 — 2—
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de la méme forme qu’au paragraphe 2, (9); c¢’est-i-dire que (14) est
applicable pour 0 === 7; aussi.

Cela posé, prenons pour point de départ cette équation fonction-
nelle

1
Y(—z) —W(r)= — =+ T eotma,
un simple calcul donnera

W (z) — W (2 +y) — V(= x)+W(—z+y)
1 1 TSinmTy

— -+ — - ;
x—y =z sina sint (@ —y)

¢’est-a-dire que nous avons ici une valeur limite analogue & (7), d’ou,
en vertu de (14), cette nouvelle série asymptotique

BN
. , ' O 8 @t () — 95104 (0)]
W(—a)=W(—ztry) =g+~ AT SRR

w0

changeons maintenant dans cette formule le signe de y, puls appli-
< i N t>) y ’ [
quons les identités suivantes :
\ y¥
Qo1 (—y) = (—1)F" [@.v-;-.l(y) — s l’

s!

Por1 (0) = (— 1) g (0),

consé¢quences immédiates des définitions susdites des polynomes de
Bernoulli, on trouvera précisément la formule obtenue de (14) en'y
changeant le signe de .

Appliquons ensuite aux formules (13), (1/4) Uidentité du para-
graphe 1, (5), nous aurons ce développement selon les polynomes de
Bernoulli :

EEN S
5 (y+=1)...(y+n) o G - .
(13) 2 e = z T D1 (Y ) = %s1(0)]

S50

Différentions enfin p fois par rapport i y la formule (14), ce qui est
permis, puis appliquons la formule

Gt () =9 (¥ )»
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nous aurons cette autre série asymptotique

$=0=p

b)) — )PP (g O (p—s—1n)lody)
(16) (— )PP (g ) ~o Z —1 ,
S==0
d’ott particulitrement, pour y = o,
.S'"T"—/l (/) ¢ l))' (()
e VPN (g ) WS pP)Ees(0
(17) ( l)l} l 4 (I)N 2-( s b
s=0

séries particulicres qui sont applicables ol I'est (14).

§ 5. — Evaluation nouvelle de la série de Stirling.

Comme un second exemple de nos théories générales, considérons
la célébre fonetion de Binet :

(1) () ==logl' (@) — (& — 1) loge .2 —logyarm,

pour laquelle Cauchy a donné cette ¢légante représentation inté-
grale

() m(a) ":/

(4]

[ ]‘ ¢ L ) -
7 - ) de, U(x)>o,

de sorte que la série de puissm‘u:es

R
I i 1 O (—r B L
A=A T T <o

=21

oit B,, By, By, ... désignent les nombres de Bernoulli, nous conduira
immédiatement, en vertu du paragraphe 1, (5), (7), aux séries de
factorielles données par Binet; elles sont convergentes toutes les deux,
pourvu que {(x) > o.

Cela posé, remarquons que w(2) satisfait 4 cette équation aux dif-
férences finies

(3) (,?(.'[: 1) = () — l<<.’1' -+ ::-) l()g(l -+ ij:) - IJ,

dnn, Fe. Norm., (3), XX — Avein 1906, 21
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qui est précisément de la méme forme que (¢9) du paragraphe 2;
appliquons ensuite la formule eulérienne

al N T

Frx)YM(ao—a) = ;

sing.a’

un simple calcul donnera, en vertu de (1), (3), une équation fone-
tionnelle de cette forme

i y T ) .
(4) w(x) 4+ m(—2)=—log(e™ —e=Tx) = — =/ (7 -+ = ) i
i ‘)‘ N "‘«
Pour déterminer les signes inconnus qui figurent au sccond membre,
supposons que @ ne soit pas réelle, puis prenons comme point de
départ cette formule due & Binet

S P
S —1 ~ 1

. Rl

m(a) = N h -3

() dmd 05 (S 1) ek ()Y
ool

&

il est assez facile de démontrer, comme a fait voir M. Jensen ('),
qu’il est possible de choisir |x| si grand que

lo (@) | <, [ ()| =€,

ol e désigne une quantité positive donnée auparavant el étant aussi
petite qu’on le veut; c'est-a-dire que nous avons & considérer ces
deux cas différents :

1 La partie réelle de ¢x est positive; la formule (4) s’écrira sous
cette forme

(5) (&) A=t (— 2 ) == —log (1 — 2Ty,
29 La partie réelle de f est négative; nous aurons au contraire
(5 Dis) (&) 4 o (— &) === log (1 — e*™F),

Cela posé, nous avons démontré cette intéressante proposition :

(V) Nyt Tidsskrift for Matemetik, t. 11 B., 181, p. 45 (danois).
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La serie de Sturling

=1

=g

v _ - ;i_ :

p . ~ ( 1) ‘.Hl

()) (»(I)N P (qs—b—l)(lé.\‘—l—-'l) s+l
S0

est applicable pour tous les points trés élotgneés du plan des v situcs dans
une trés grande distance de l'axe des nombres négatifs.

Cerésultat général a été donné pourla premiere fois par Stiel(jes (1),
mais il est digne de remarque que ce méme résultat se présente
comme cas particulier des belles recherches de M. Mellin (2

Consitdérons encore cette autre fonction de Binet

(7) w ()= loga — W)= )—'[— V()

nous aurons, en vertu de (2), cette représentation intégrale

) ) "”( 1 1 Lo e / Wi
(8) oy (i) = / T T - |) —;—r ly () > o0,
o

[}

co qui donnera immédiatement les deux séries de factorielles, déve-
foppees ou indiquées par Binet, el celte série asymptotique

oo N
R B
1 N(— 1) D 1
(9) () mo = 3 b L
i o v a8 A

R

qui est valable ofr Pest (6).

Quant i la portée de notre méthode générale, remarquons que les
series de factorielles qui représentent les deux fonctions ()
et o, () peuvent etre déduites d'une méthode entiérement élémen-
taire, comme jai fait voir récemment ()5 de plus, le passage de ces

(ty Jowrnal de Mathématiques pures ct appliqudes, §¢ série, 1V, 1889, p. 434.
(%) deta mathernedica, Lo XXV, 1902, p. 171,
(%) dnnali di Matematica, 3¢ <érie, tIX, 1903, p. 937-245.
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séries aux séries asymptotiques (6) et () est élémentaire aussi;
c’est-a-dire que :

Notre méthode générale nous permet d’établir la seric de Stirling dans
toute sa genéralite, a [aide des mdthodes les plus élementaires, sans
appliquer le calcul intégral.

Remarquons maintenant que la formule (8) du paragraphe 3
donnera immédiatement ce développement en série de puissances :

ety 1 . . ——A‘%‘” ‘ T.,c.(.;z . .,}/34_1 N
e <e‘—-;_ 7 -+ ;> ——/_‘(— 1)¢ l:cp.s--:—z()’) - G2 2 (s F I)I] AN
$==0

il en résulte, apres un simple calcul, cette série asymptotique :

R/ |
Y ever A ) N osloes(y)

(r0) (x4 y)+ (1 — —i) lo;,:(r —

\

&0

d’olt, en changeant le signe de y, cetle formule analogue :

(rr) w(x—y) -+ <1——-}> Iog(w- i’)

4 g

& 1
i Y ) ‘yt W (‘“'"‘ ')35! Yy 1',(‘7') ;
—|—ylog<r——;>—log<:——;—”>~ Z “—“‘"}“‘ﬁ—""’“"’
&zl

il est évident que ces deux formules nous conduisent, a Paide de (1),
aisément & celles que vous avez données comme exemples de votre
belle méthode générale ('), Les deux formules susdites donnent
encore, de la méme maniére, ces deux autres, que 'on trouve aussi
dans le Mémoire susdit de Stieltjes (*) :

« {I 1

Pl —y 0§ ) Hgwy) = s o),

1
(12) 5 log

U'(z) (e +1) RPN
8 )
1 B+ 1 ;:(‘23---”!1[)“”(3/)
(13) 5 log i’(_/’::j/_——it—rj — (y — ?-) log x ~v— gy
Socd

(v) Journal de Crelle, t. 116, (896, p. 1375 Annales de U’ Université de Varsovie, 1888,
(2) Journal de Mathématiques, §¢ série, . V, 1889, p. 440 ol §43.
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qui sont valables olt I'est la série de Stirling, pourvu que | y | soit fini.

Quant aux séries asymptlotiques obtenues pour les fonctions

w, (@ =% y), elles peuvent étre déduites en différentiant, par rapport

ay, les deux formules (10) et (11); du reste, la formule (7) montrera

que ces séries asymptoliques ne sont véellement autre chose que
celles qui figurent dans la formule (14) du paragraphe 4.

On voit encore que les séries de factorielles développées dans le
paragraphe 3 sont applicables pour les deux fonctions w () et w, (),
et que Napplication des formules générales ne présente aucune diffi-
culté.

§ 6. — Remarques sur la fonction I'(« + iv).

Quoique les formules du paragraphe 5 nous permettent une étude
assez simple de la fonction gamma, d'un argument complexe ordi-
naire, savoir I'(e -+ @), ot w et v sont deux quantités réelles, il nous
semble utile de traiter ce probleme sous un autre point de vue. A cet
effet, désignons par 2 et v deux variables complexes, le produit de
Weierstrass pour I'(@) donnera immeédiatement

(r) log ¥ (a ~- iy ) = logT () —Pla, y) — (W (x)+ Q(x, ¥)],

0l nous avons posé, pour abréger,

o Ed
(2) P(x, v) == q}dlo;, ~1+ (J,_+_”._.—7
=]
, I \*(.,__2;__; ¢ tang —4—
(3) Qa, y)= X s wetang s )
Eisseti]

ot les fonctions multiformes qui figurent aux seconds membres sont
définies, de sorte qu’elles s’évanouissent avee y.

On voit que les formules (2) et (3) donnent immédiatement, pour
P(x, y)el Q(x, y), ces propriétés fondamentales :

‘ Pz, y)=P(z+1,5)+ - log(l “+ Z?),
S ) . | 2 \ &X
' lim P (&~ n, y)=0;
Y , '
(5) s Qe, ¥y =Q(z +1,y)+ <?;——-—ar(:tdng-§),
( lim () (‘-1'—1- I, ‘}/) = 0;
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propriétés qui suffisent pour définir entiérement les deux fonctions
en question.

Supposons x et y finis et tels que les ¢galités

(6) L4 S§==0 et x-+skiy=o,

ol s désigne un entier non négatif, soient exclues; les formules (2)
et (3) montrent que P(x,¥) et Q(a,y) sont des fonctions holo-
morphes de I'une des variables @ et y, pourva que autre soit consi-
dérée comme une constante quelconque.

Les mémes formules (2) el (3) donnent encore, pour P(x, y)
et Q(a, y), cette propricté fondamentale :

(7) Ple, —y)= Pz, y),
(8) Q(z, —y)=—0Q(x, y).

Cela posé, changeons, dans (1), le signe de s nous aurons, en addi-
tionnant, puis en soustrayant :

(9) Pz, y)=logl(x)—[logT(w - iy) - log (@ — iy)],
(10) Qe y) = ;lj-l'.logl’(-'r A+ iy) = logU(az —iy) |- y W(w),

d’ou, en vertu de la formule (1) du paragraphe 5,
(1) P(r, y)-+ (1‘—— , ) log \/1 R oare lang
I .y Lo
=m(w)— - [ (a4 Ey) -+ m(x-—iy)],

N

Y O Now VAN D Y
(1) Q(wx, y)— ylog \//l R (.1, -, ) arc lang PR ST ()
1 . .
= (—)‘—-L,[(,)(:fl: ALy ) — o (@ — iy)].

Appliquons d’abord les formules () et (10), nous aurons immé-
diatement ces deux formules fondamentales :

(13)  PO—ay)-+P(xy)

’

(4 Qey)  =QU—a,p)=myeotme -+ log
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d’ont, particulicrement,

™Y - e~ TY
¥

(15) |)<?‘;,y):%|og 5 R

tandis que () donnera cette autre formule particulicre :

(16) l’(l,y):imgu
2 i 2Ty

Supposons maintenant | y | fini, les formules (12) et (13) du para-
graphe 5 nous donneront immédiatement les séries asymptotiques
obtenues pour P(a, y) et Q(x, v), tandis que le cas contraive, ol |2 |
estsupposéfini, peuat étre traité en combinantles formules (11) et (12)
avee (ro) et (11) du paragraphe 5. De plus, on voit que Papplication
des formules du paragraphe 3 est évidente, paree qu’elles s"appliquent
immediatement i la foncetion o(x == o).

Quant aux représentations intégrales des deux fonctions P(x, v)
et Q(a, v), prenons pour point de départ ces deux formules élémen-
laires :

Ca—cos(ty) I ( yr
7 R b — ~loe v
(17) K . ‘ ot ; 0g .‘ = ,1,-1)’
Vit Y “‘ Ly
(1%) / A ~~'~»~s“l(~}~-}‘ ¢l — ) — uw:l,:mgla
My ¢ £ x

qui sont valables pourvir que nous ayons
(rg) B(w£iy)>o.

\ , ) . 3 ‘

Posons maintenant, dans (17) et (18), 4+ 1, x =4 2, 2 4+ 3, ... au
licu de z, puis additionnons toutes les équations ainsiobtenues, nous
aurons finalement

“*

Cr—cos(yl) "
iy ) > (g — et (g
(.A)) l(h.)’) ./” l(I“—/f‘“z) . )
oyt —sin(yl) .
) C ) e el Tl et g
(21) Qlz, ) / =3 & [4

0

formules qui sont valables sous la condition (1¢).
Pour obtenir les séries de factorielles pour Pz, y) et Q(z, y), il
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est le plus facile de dcveloppm en séries de puissances négatives les
deux fonctions qui figurent dans (17) et (18) e -"npph;uer ensuite les
formules générales (5 ) L (7) du paragra phel les series ainsi obte-
nues sont convergentes, pourvu que Wz £ 1y) >o.

...Voves mes dernieres véflexions sur les scries de faclorielles et
*leurs applications. Maintenant e laisse & votre antorité de décider si
ma méthode, nouvelle je e crois, est d'une valenr si générale qu'elle
mérite 0'étre publiée.

Copenhiague, le o janvier 1905,



