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SUR LES

SÉRIES DE FAC/rOHIELLES
ET LA

F O N C T I O N G A M M A .
(EXTRAIT n'liNI-: LKT'nU'; ADÎŒS.SKK A M. N. DE SONIN, A HAINT-PKTKIÎSBOUJUL )

PAH M. Nnas NIELSEN,
A COPKNHAOlŒ.

. * .Votre a i m a b l e envoi d ' u n exempla i re de votre intéressaritecorres"-
polul i i i l ice ( ^ ) avec l ' i l l u s t r e I l e r m i i e c o n e e r n a n t les po lynômes de
B e r n o u l l i et, la fonction ^annua m ' a h e a u c o u p réjoui et, m'a v ivemen t
encouragé à p o u r s u i v r e mes recherches sur les séries de (actorielles
et: l e u r r ep résen ta t ion a s y r n p t o t i < ( u e avec app l i ca t ion sur la fonc t ion
gamma, recherches qu i m'ont c o n d u i t a p lus ieurs de vos formules et
a q u e l q u e s au t res qui sont nouve l l e s peut-être. C'est pourquoi je me
permets de vous com,mimiquer, dans cette lettre, mes réflexions géné-
rales sur ce sujet et quelques-uns des résultats pa r t i cu l i e r s 'que je
viens d ' ob t en i r*

^ 1. - Propriétés générales d'une série de f actorielles Î2(,y).

Dans une p u b l i c a t i o n récente (2) , je viens de démontrer ce théo-
rème général :

(r) Journal (le Crelle, t. 116, 1896.
( & ) Annales de l'École Natrnale, 3*' série) t. XXI, 1904, p. 41^-

AKH. /:€. Norm,, (:^), XXIil. ~ Avun- 1906. IÇ
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I. Supposons développable, dans une série de fcictorieUes, la fonction

(i) Q(a;)-= f J\z)(r-^'dz,
^o

de sorte que f(z} clou être /lolomor/J/e aux environs du poini z == o;
posons ensuite

A' :;-; W

•^ a v
(2) /(5)'==^^^

."i- z::: 0

^w'.y supposons que la série de puissances ( ï) ne soi/ pas rntégrable, terme
à terme, de z == o à z == co, après être imdtipliée par e^^\ nous aurons
cetïe série asymptolùfue, d'après la définition de M\ Poineare (, i ),

( 3 ) ^(.r)^ ^ ̂ ,
,V ;:11„:."(^

<?/ (3) ^/ applicable pour tous les points 1res éloignes du c/o/nni//e de
convergence de la série de fa-ctorf elles obtenue pour i ï , ( a ' ) , les p o i / i l s
situés sur l'axe des nombres négatifs /ou/ours e.rc/us.

Éludions plus en détail la por(,éc ïlîi (Iléorèîne î . A wl i^Ï^i, SII|$|H^
sons x\ 1res grand, puis î0 ( * l ( , o î ' î s ^ == x\^, nous corons îi coî is i -
dérer séparément ces trois cas :

1° La série de factorielles oblenue | H ) s î r i î ( . r ' ) esl oonver^enle
dans toute l'étendue du plan des .r, a l 'exception des valeurs entières
non positives, la série (3) est applicable, pourvu que — T: '< 0 <^4-'n:;

2° La série susdite est convergente pourvu que tl(-T )^:o (2), (3^est

certainement applicable, pourvu que — "^0^4- ^;

3° Le domaine de convergence de la série de faclorielles obtenues

(1) Âcta Maifiematica, t. VIU, 1886, p. ^97-
Le Sîinitô r^i itidicme que liin iî.(<r') — ( "~0 -4-" "-'| •"{•".. .~*h -^— \ x " - s—, o.0 ' l.r[=^ ] 1 . ' \x ^ x>1 j \
( î ) îl(.r) désigne, ici 6i dans ce qui suit. la partie réelle de x. Le domaine de conver-

gence d'une série do factorieiles est un demi-plan silnc à droiLc d'une cortahuî ligue
perpendiculaire à Faxo des nombres réels.
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pour û(x) ne c o n t i e n t pas l'axe des nombres purement imaginaires ,
i l faut, dans (3), admettre — î < 0 <-+- ?.x / s ' ' a

Quan t à la série de (ac tor ie l l es obtenue pour 0(.z/*).. posons

,s' :::.:.:: '/s

(4 ) ^) =: y ——_^———,
• / ' / ^J .y;(^ + i ) . . .(.r -i-,s-)

^—.o

nous aurons A() === ao, et g é n é r a l e m e n t

(5) A^=: y^ C^,^M.-^
A' ̂  0

on nous avons posé
.V ,.= M -"" 1

y. ( ,7; ̂  i ) . . . ( x -i- /^ — i ) :=: ̂  Cf, ̂ /t--^

De plus, nous aurons, pourÛ(^), cet autre développement { { ) ,

(G) ^(^)=.S(;
A' f:1 0

ou nous avons posé pour abréger

^ ^ ^3. __ _
' ̂  (ÏT fĵ :;,. •^y^—^^ ̂  ̂ 4, ̂  3

A' f:1 0

(7) a,,==^C-^ia,,_,,

=::irï,

•^ti+l ^'n-si

et la série nouve l l e (6) est convergente dans la partie du domaine de
con'vergeuce de (4) qu i est s i tuée à d ro i t e de l'axe des nombres pure-
ment imagina i res .

Quan t à la di f rérent ia t ion et l ' intégrat ion ternie à terme de la série
asymptot ique (3 ) , nous aurons sans peine, en vertu de (i), ces deux

( 1 ) Voir mon Momon'o : Les sénés de faclorielles et les opératiofis fondamentale}:
( MalhemciUfsche Ànruden, l. LIX, 1904, p. 375).
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représentations intégrales

(8) ^(^)=.^ F f{z}ze^d^
* 0

(9 ) fû( x ) dx - a, log x -=^— F -̂ l̂ A0! e-^ dz.
J ,../() z

Posons main tenan t , dans (8) et (9), z == — log^, n o u s ver rons que
les fonct ions génératrices des deux intégrales nouvel les a i n s i obt .enues
ont généralement dans i= o un p o i n t s ingu l i e r , rnênie dans le cas où
ce point est ordinaire p o u r / Y — l o g / ) . Or, on sait q u e les deux fonc-
t ions f igurant dans (8) et (9) sont développahles en séries de facto-
r ie l les de la fo rme (4) et convergentes dans la par t ie du d o m a i n e de
convergence de (4) qui est si tuée à droite de l 'axe des nombres pure-
ment imaginaires ( i ) , d'où cet a u t r e théorème :

II. La série (uympUHiqu.e (3) peut. être diff(!rentiée ou intégrée terme
à terme, et les séries ainsi obtenues, swoir

(,o) û.»(,.)^-^"i£ '̂,
f, :.;::•:;(»

s ̂  n

(ii) Csî^) d.» - a, log x ~ — V -^,
^/ -•IB— A «'(€**

.f ;̂:: 1

sont certainement applicables, poarçu que — -7r <^ 0 <;-+- 7rl*''i 1 A

§ 2. — Antres propriétés de la représentation asymptotiçue de ^(,r).

Pour é tud ie r avec plus de dé ta i l s la série asyrnptot ique (3),
mettons-y oc -^y au, l ieu de oc, puis app l iquons l ' ident i té élémentaire

s ""•• n ---1_j_ .̂ v ^^y (—i)^y^'
x -h y "" 2»à ' " " i i " ^ ^ ' J r ^ -̂̂ ^FF-J ?

.V 2=" 0 *'

( 1 ) Loc. cit., p. 366 et 368.
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nous aurons, en d i l ï e r e n t i a n t /* fois par rapport à y^

_^__^~v".,v/^+^\ _y_ , (n1)^!)^^^^
(^•.4-yy-i-i Ari v V A " 7 .r;̂ '"1-1 /•Î.J;" " •'' \;y+y7

A'ï:":0

d'où, sans peine,

<•) 'Ïr^-Ï^^-^
.V=s ( ) .V~C

où nous avons posé, pour abréger,

<" '^î^f^
r :•"-: (>

tandis que le lenne de reste se d é t e r m i n e comme suit :
A' .TS n — 1

,c— /_ f \ i ; - \n ^ i v/< \

^y^^-^^^}
f.' •;,-.::(»

Or, supposons fini. |j|, nous aurons immédiatement ces deux
valeurs l imi tes

lirn 1(^4-y)<M^ .y) l=o ,
|,r".|-y|==ao

lirn l.r^R/^.'r, y)\ ==0,
j ,Ï,' ( S: 00

de sorte que nous avons démontré cet autre théorème :
III . Supposons applicable pour ÛÇx -+-./) la série asymptotique

|§ 1, (3) | , nous aurons aussi, pourvu que \y\ soit finie,

o) ^^-if^^-
A'ï-O

Posons, dans le paragraphe 1 [formule (i,)], x+y au lieu de x,
puis appliquons l 'identité

A'ÏSOO

(/i) ^-^A^Î^S^0^^'
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la formule (3) est une conséquence immédia te du. paragraphe 1 [for-
mule (i)]; cependant, le théorème 1.11 est valable pour une série
asymptotique quelconque, comme le montre clairement notre dé-
monst ra t ion précédente.

Quant à la fonction û(^-i-j), ou la série de factorielles obtenues
pour û(^) est convergente, pourvu que îl(^) > A, j 'ai démontré ( < )
que QÇx +y) est développable en séries de faefcorielles comme su i t :

(5) ^^^-^^^'.[^^
.y==0

<-" "<-.'•' -Ïfîïî^^^l ( x -t" i} ( x + a ). . . ( .'€ 4- -s' + j ) ?

.S- r;= 0 ' ! .

où nous avons posé, pour abréger,

fy'=n—l

(7) A/,(7)= ̂  (^(^-^^^.-^(y). A,,(j)

A' t--ï -f1!,

(8) ^(y)= ^C^M (^~^) i ̂ -.(.r).

et les séries de fac tor ie l les (5), (6) sont convergentes, pourvu que
nous ayons à la fois îi(*r)^>A et îl(^4-y)^o.

Démont rons m a i n t e n a n t que la fo rmule f 3 ) nous conduira à un
autre théorème essentiel dans les app l i ca t ions suivantes. A. cet effet,
supposons que û{x} satisfasse à cette équat ion aux différences
f i n i e s , l inéaire et non homogène,

.¥== n

(9) iLi^2^"4" ̂ """^ =^"(^
s^Q

où les coefficients Oy sont des constantes par rapport a x, t and is
que g{^) est développable en série de puissances négatives entières

( 1 ) Annales de L'École Normale, 3e série, fc. XIX, K)O%, p. 4^3-
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de x, savoir :

^(IO) ^ ÎL x^
S = 0

puis supposons que la série de factorielles obtenue pour ÛÇ'v) soit
convergente, pourvu que 'ïî(;r)^>A, les n fonctions

^(.z-), i2(.:y+r), ..., ^{x^-n}

son S; développai) les en séries asymptot iques toujours applicables,
pourvu, que •— — <^ 0 <^~i- -t, où nous avons posé x=\x e^.

Cela posé, la f o r m u l e (3) d o n n e r a , en vertu de (9),

( i î ) a,, == — Ç},.— 7 y. .y .s1 ! û)/. ( n — .s* ') j ;
a// -^

•v=«' J

or, supposons 11î(;r)^> A — î , les fonctions

^(.y+i), ^(.y-l-a), ..., Q{a'+n)

adnK.^tlent des séries asvîn| ' ) tot iques d é d u i t e s d i reclement de ( 3 ) ^ de
sorle que réqua l ion aux, d i (te renées t i n i e s (;)) niontrera que les
n fonc t ions susdi tes possèdent la même p r o p r i é t é , pourvu, que
1il(^)^>A — 2, et a ins i de sui te , j u squ ' à ce que nous o b t e n i o n s une
série asympto t iqs ie pour Q(.r) dans le cas où lî^} ̂  o, don t les coeffi-
cients se dé terminent toujours à l 'a ide de (11); c'est-à-dire que nous
avons démontré ce théorème, nouveau je le crois :

IV. Supposons que la sérù de faciorielles ÛÇx) salis fasse à l'équation
aux différences finies (9 ), la série asym/^otic/ue du paragraphe i ^for-

mule (3)| esl toujours applicable pour 0 == ±: ̂  aussi.

§ 3. — Sur la fonction î 2 ( ^ + ^ ) pour u et ^ réels.

Pour étudier tna in tenan t la fonc t ion û{u -+- w), où u et ^désignent
des quantités réelles, la formule (3) (§2) suffira dans le cas où un
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des nombres \u et \v\ restera fini , tandis que le cas contraire,
où et \u et p | deviennent très grands, exige des recherches ulté-
rieures.

Généralisons maintenant le problème qui nous occupe en étudiant
la fonction û(^+y), où oc. et y dés ignent deux variables quel-
conques, réelles ou imaginaires, nous aurons à considérer ces trois
cas différents :

i° \y\ restera f ini , de sorte que x est la variable proprement dite :
ici nous avons à appl iquer les formules tirées du n° 2, (3), (5), (6),
en y remplaçant y par iy.

2° |<r| restera fini de sorte quey est la variable proprement dite ; nous
aurons ici, en vertu du n° 2, (3), cette série asymptotique

,v — n!— 1

Y r'"^1^ ̂ ^^( ï ) a(rr-^y)^ ^
y^

valable, pourvu que la variable QO+ iy soit skoée dans le domaine de
convergence de la série de factorielles, n° 1, (4)"

3° Le rapport |y| : \x\ restera f i n i ; posons

(2) A t==: />cos&, y=rsm^

d'où

(^ bis) x -i- iy == rc^y iaf)g0 == ^ 5
<'c

où 0 désigne une quantité finie pour laquel le les valeurs de la forme

0-= iî
2

où s désigne un. nombre entier, sont exclues.
Cela posé, nous aurons, en vertu du n° 1, (3), cette série asymp-

to tique
.S* ̂ S, Ïl -•"• 1

.. .^(S-\A^H

(3) Q(^4-y)~ ̂  a——^—
A-ssiO

et deux autres obtenues en introduisant dans (3) à l'aide de (2) une
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des variables x et y. Toutes ces séries asymptotiques sont applicables
aussi, pourva que la variable x -4- iy soit située dans le domaine de
convergence de la série de factorielles, § i, (4).
, Quant aux développements en séries de factorielles de la fonc-
tion fï(x-{-iy\ développements q u i correspondent aux séries asymp-
totiques (i) et (3), mettons dans le paragraphe 1, (i), z =—log^ et

0 ( £ ) =/(- log^) , f ( z ) == (p(0-3),

nous aurons

(4) ^(.^)==/ cp(Q^-1^,
*- o

et un théorème connu de la théorie des séries de factoriel les ( ^ ) mon-
trera que les développements en quest ion ne sont possibles que dans
les deux cas suivants :

1° La f o n c t i o n génératrice ^(/) est une fonction ent ière , transcen-
dante ou non ;

2° ^ ( l ) n'a que le seul point s ingul ier tîni. / = o.
Considérons d'abord le premier de ces deux cas, une appl ica t ion

formelle de (i) donnera cette représenta t ion intégrale

(5) ^(,;r+<y)==4 / l - l y f ( ^ )e z - t • l f : i U^^( ^(r'Qr-^r---1^.
i ^o \ ̂ / <r ^o '

Or, la série asymptot ique (i) ne d é t e r m i n a n t pas d 'une manière
u n i v o q u e la fonct ion qu'elle représente, la formule (5) exige une
d é m < ) n s t ra t i o n p 1. u s r i go u re u s e.

A cet effet, supposons vraie pour un instant la formule (5), le théo-
rème fondamenta l de la théorie des séries de factorielles ( û ) donnera
ce développement

(6) ^(^^^)^y^^M£l.__,
^j(y+l)...(y4..S.) .

( 1 ) Annalc.v de l'Ecole Normale, 3e série, t. XIX, 1902, p. .^20.
( 2 ) Loa. df,., p. 45o.

Ann. Ec. l\'()rrn.^ (3), XXIII, —" AVIUL 1906. o,ô
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où nous avons posé pour abréger

,î =_ n — 1

(7) ÏU^)= ̂  r-t^-^DC^^—.ç)!^^^^), Bo(,T):=^,

et la série (6) est convergente, pourvu que 11 (y) > o.
Cela posé, il est évident que la série de factorielles (G) nous con"

duira précisément à la série asymptofc ique ( i ) et voilà la démons-
tration exacte de (5).

La fo rmule (3) donnera de la même maniè re ces représentations
intégrales

/-.oo 1

(8 ) ^(.r+(y):=<r-°^ f{ze•^i)e-zrd^:::=:e^i ^{t€^l) t^dt,
^O ^0

où i l f au t admettre

(3 bis) ^(e^QSo, l!î(r)>o;

nous aurons ici, cette série de factoriel les

A^)(9) ^(,x:4-<r)=y
/ ••( / • -M).. .(r.4"^'

convergente sous les cond i t ions (8 bu) et nous avons posé pour
abréger

II est évident que les séries asymptotiquesoblenues de ( 3 ) en y intro-
d u i s a n t e ouyau l ieu de mous c o n d u i r o n t à des séries de factorielles
analogues a (9) mais ayant les arguments^ ouy et qui sont, conver-
gentes, pourvu que nous ayons respectivement

(n) ^(cos^r-^^o, ia(.2-)>o,
( • » i bis) îl ( si n^r"^) ;;;o, ^(.y)>o.
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On voit que la fonction de M. Prym

P(^),== f e~-i^,x-ïdt, Î1 (^ )>o
^o

est un exemple net des fonct ions susdites, dont la fonction génératrice
est entière.

Dans le second cas susdi t , où t == o est le seul po in t singulier de la
fonct ion génératrice ç(^), les formules précédentes sont valables
encore, et les domaines de convergence des séries de factorielles cor-
respondantes se dé terminent en é t u d i a n t le point singulier des fonc-
tions génératrices

9(^Q, y(r^)

et en a p p l i q u a n t e n s u i t e le théorème (ondamen ta l susdit ( ^ ) .
Supposons main tenan t réelles les deux var iab les u et ^, puis met tons

| u 4- i^ [ == /', //. -i- lç =: re^y

Ic^ recbcrclies j ï récédcînt i îs nous donnent immédiatement ce théorème
singulier, ce me semble :

V. Supposons que la fonction ^énerutrice de Q ( x ) soit iine fonction
entière ou ne possède que le seul point singulier /l ni t == o, la fonc-
tion ÛÇu 4- i^) prùe (/'une variable complexe ordinaire est développable
en séries f/e feiatorielles des arguments r, u ou ç>, séries qui sont conver-
gentes toutes les trou, pourvu que — - <^ 6 <^ -h -f

§ ^ii.. — Applications SUT la fonction W ( x ) -= I)^logr(.r).

Comme un premier exemple des théories générales que nous venons
de développer é tudions cette fonct ion très élémentaire dans la théorie
des séries de factorielles

_ « /__ •» 1 A / • " /•X"-ï

^ ^-=ï^-j ̂

( 1 ) Annales de l'École'Normale, t. XIX, 1902, p. 4^°'
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où la convergence de l ' intégrale déf in ie exige la condi t ion lll(.z-) > o ;
nous aurons ce développement en série de factorielles

,s' == co

(2) p (x) =^ x^x + i)'.'.. [x -t- s) a^1 '
.v == 0

convergente pour une valeur quelconque de x, zéro et les nombres
négatifs entiers exclus; c'est-à-dire que la série asymptotique obtenue
pour (3(*r) est applicable dans tous les po in t s très éloignés du plan
des.r, dont la distance à l'axe des nombres négatifs est très grande.

Pour obtenir les coefficients de cette série pa r tons de l ' in tégra le
déf inie

(3 ) (3(^)= F -^^dt, î î (^ )>o,
*/) I 1 €

puis dés ignons par
T ''y1 T.1 i, ,8. g, .S. 3, ...

les nombres entiers souvent appelés les coefficients du tan^eni^ nous
aurons i m, m é d i at e m e n t

<r ft

w w-^-i^5,s ::̂  i
on voit , en effet, à cause des pôles s imples de |Ï(*z*), que la. série i n f i n i e
ob tenue de (4) en f a i s a n t croîiro au delà do toute l i m i t e le pos i t i f
en t ie r n sera divergente.

Cela posé, nous au rons aussi

(5) ^^^^^r^!^Lat, M(^)>—^j ^ t ^. ̂

et nous savons que ^ ( x -+- ^ ) est développable en série de factorielles
convergentes, pourvu que îî(.^> — ^; c'est-à-dire que la série asymp"
totique dédui te immédia t emen t de ( 5 )

<l̂

0) ^^-2^?,
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où les coeflicients
-"l? "2? •"^t» • • •

désignent les nombres d ' E u / e r , est certainement applicable, pourvu
que -— TC <^ 0 -< •+- ̂  où nous avons posé pour abréger x = |.2*j ̂ .

Or, nous aurons cette équa t ion aux différences finies de la même
'forme qu'au paragraphe 2, (9), de sorte que la série (6) est valable
encore pour 0 == ±: 7T* App l iquons ensu i te la formule fondamentale

^(^^^•^(î- .-y;)^:—7 1—.i \ / i \ sin'TT.'z*

nous avons de môme

p(.^H)4"p(}-^)
COSTT^

supposons m a i n t e n a n t très grandes les valeurs absolufîs de la partie
imagina i re de ^, pu is désisnons par p un posit if entier f in i , mais
aussi grand qu'on le veut ; nous aurons év idemment celte valeur
l i m i t e

(7) linl
a-P

cosw

c'est-à-dire ( jue la série asYmplotù/ue (6) est applicable pourvu que
— — ^ < û <"t-"7C.

Pour étudier la série asymptot ique obtenue pour (3(<r—7), il faut
calculer les coefficients de la série de puissances

e^ ^
^^^l'

A- — 0

—1——;==^ (,),(/) ̂ , |< i |<7T;

A- — 0

or, prenons pour p o i n t de départ la série analogue

,V ..;-. 'fi

(8) _î——-.--^,,(y)^ \l\<-^;
1 «"-" (^ ,«w—»



1.58 NIELS NÏELSEN.

où les fonctions ^ s ( y ) sont les polynômes de Bernou l l i , savoir :

90 (j^o»
PiO^^y-t-t

<-?
___ y^ ï ,y"-1 ^ (ziLîlEiL -_2l!z!_^(.y)—'^ -+-^ ^-^^—^-^^yF ̂ ^^,

,y=:l

où les coefficients
Bi, 1^, B., - . .

sont les nombres de Bernoulli , un simple calcul donnera

y/,+.i (j) 4- (^n (,r) == 2^4-1 ç,,,̂  ( • - ) ?

¥//+i (.r) —& ) /? (y) =2/M"1 ?//-n ( .̂n!
2

d^où
Q),, ( )- ) = tiflï• 9,̂ ,,,̂  ̂  ^ — y,,^^ ^ l̂ ^1 j y

de sorte que nous obtenons cette série asymplot ique

(9) p(,7;-r)^ ^
^^ ^s\ y,,,, f7) - ̂ ,, (<r——^) ,

^ Y ^ / V <;>-
^— y) rsj > ————1————-ï———^——.—————~———

applicable, pourvu que x —y satisfasse aux mêmes cond i t ions que x
dans (4).

Remarquons que h» fonc t ion génératrice de l ' intégrale définie qui
figure dans (ï) a un simple pôle dans ^ === — ï , les séries de faclo-
rielles mentionnées dans le paragraphe 3 ne soni jamais convergentes
ici.

Considérons ensu i t e la fonction
A'r.~', ce

^ /' ^ Ï(.0) T(^)^:D,logr(.)=^C^^(^-^^
.<?;=: 0

où C désigne la constante dMSuler, nous aurons évidemment

^'^m-"^)-
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Pour é tudier la fonct ion '^(.'r), partons de cette représentation
intégrale

( i r ) yo)^c^ lr-^ ,̂ ll(.-r)>o;
Jo ï —- ^

i l est clair que W { v " ) ne peut pas être développée en série de facto-
rielles, et dans le paragraphe 5 nous démontrerons , de plus, que la
(onction susdi te n 'est pas développable en série asymptotique. Consi-
dérons m a i n t e n a n t cette autre fonct ion

(,<,) W(^ ̂  nr^ ̂ y) ̂  /"1 î^__ ̂ dt = F 'î——c-^dt,
fj 0 t- /t)

où la convergence des intégrales déf in ies exige à la fo i s

110) >o, 1il(^—j) >o.

Cela posé, nous obtenons sans peine ce développement en série de
factoriel les

A' î:';̂  firt

^^ y ( y -t- ï ) ( y .4- 2 ) . . , ( Y -h A' )/ '> ï t ï t " / \ )V(* / \ ^ ' </ ' / ' */ " • / • - ' \,/ * • /( ,^ '1:' (...•) . 'P(,r -,y; = ̂  -(7—^-^+, )...(,,,+,)'
A' •::s 0

convergente p o u r v u que il(^1 —j)> o, ce qui donnera, en vertu
de (8), la, série a sympto t ique

/ , w,/ , uf / '. A ^ Â'î t 'y^ i t . r î—y^. i t .o) ]( ï 4 ) ^ (^) ~^ (^ —7)^ ^ "—I——^-n————?

pour laquelle nous avons à démontrer cette proposit ion :
Supposons /mi |y|, fa série asyrnpiotiqae (i^) est applicable pour les

valeurs de a), telles yue [x\ est très grand et — T. < 0 <4- TC, où
x^ \x\^1.

Nous savons tout d/abord que ( î ^ ) est applicable pourvu que
_ 7r <- 0 <" -h 7r; de nliis, nous aurons cette équation, aux différences

a ^ s% 2' i

finies

ir ( ̂  4" ï ; - r ( x " j -h i ) = v (.̂  ) - ̂  ( ̂  - y ) + ̂  ~ ̂ y
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de la même forme qu'au paragraphe 2, (9); c'est-à-dire que (ï4) est
applicable pour Q=± - aussi.

Cela posé, prenons pour point de départ cette é q u a t i o n fonction-
nelle

lir(— ̂ ) ̂  iy(,r) •== î- -h -?T CôtTT.-r,
'̂

un simple calcul donnera
IF(^)_IF(,^ +.y) -»V(_ ,y)+iy(^^+j )

ï i TTshiTry
^ — y ^ s i n TT .r s i ri TT ( .%• — ,y ) î

c'est-à-dire que nous avons ici une valeur l i m i t e analogue à (7), d'où,
en vertu de ( i 4 ) » cette nouvel le série asymptot ique

.¥=:"//— i ^
I I '̂ "̂  .V î I'" ̂  r l i f "l'' ") ——— ÎP C 1 1 ( 0 ) 1y (_ ̂  ) _ iF(_,y ̂  y ) _ 1.+. —— ̂  V iiL^LÛ^^^ ;

' ' - v • x x — y A"^ -z'4 4 "

changeons maintenant dans cette formule le signe dej, puis appli-
quons les identités suivantes :

y^i ("- y ) = (— » y^ [p.+i (y) ~ ̂  ?
?^i(o) ̂ (-^^^^(o),

conséquences immédiates des déf in i t ions susdites des polynômes de
Bernoull i , on trouvera précisément la formule obtenue de ( î 4 ) en y
changeant le signe de x.

Appliquons ensu i t e aux formules (ï3), 04) l ' iden t i t é du para-
graphe 1, (5), nous aurons ce développement selon les polynômes de
Bernoulli :

05) ^-^L^-^ ̂ if ^[^(7)-^(o)].
A" .S, 0

DifÏerentions enfin p fois par rapport à y la formule ( r 4 ) » ̂  qui est
permis, puis appliquons la formule

^li{y}=^n{y)^
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nous aurons cette autre série asymptotique

06) (-^^^-y)^"^-'^^^'

(I' o ù i") a r l i c u 1 i e re m e n t, p o u i11 y = c>,

o^ (-.^"^(..•)^^/'^-^!^(0),
,S' =• 0

séries par t icul ières qui sont app l icab les où l'est ( î / i ) .

§ 5. — Évaluation nouvelle de la série de Stirling.

Comme un second exemple de nos théories générales, considérons
la célèbre (onc t ion de Bine t :

( î ) r,)(.r) rr:: lo^T(^) — (.r — 1) lû^ -h ̂  — J O g V ^ T T ,

ponr l a ï j n e l l t ^ CaïK-by a donné cette élégante représental ion inté-
grale

( ^ ) ^ ( ̂  ) = / f ,i-^ — - ̂  ^ ) ̂  ̂ ^ îî ( ̂  ) > o,
»/o \ ••" •' " /

de sorte que la série de puissances
,<>• •>:::- o<S

1 ^ ï I V (—— I }A] j:î•ï /2^-1 | / I <- o TT»"—1—•"- '̂ z; """ ••1— '""• — z "~~——"'•"","— " f \ v \ -^ " " f
C 1 ^ ! t 2 ^ ( 2 . S - ) I

,v :;:= 0

ou Bi , By, B^ ... désignent les nombres de Bernoull i , nous conduira
imméd ia t emen t , en vertu du paragraphe 1, (5), (7), aux séries de
fac to r i e l l e s données par Bine t ; elles sont convergentes toutes les deux,
pourvu que îl(^) > o.

Cela posé, remarquons que w ( x ) s a t i s f a i t à cette équat ion aux dif-
férences f in ies

(3) œ(^ + i) ̂  w(^) - 1 (^ + ̂  l^(î -4- ̂  — i [,

Anit. F.c. Norm^ ( 3 ) , . K X Î I l . — AVKIL 1906. 2 Ï
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qui est précisément de la même (orme que (9) du paragraphe iî;
appliquons ensui te la f o r m u l e e u l é r i e n n e

^^-^if^

un simple calcul donnera, en vertu de f i ) , (3), une équat ion fonc-
t ionnel le de cette forme

(4.) ^.)(<r') -{- &>(— x) -=:— lo^Çe^'1—e^^1) ± —(- ± ̂ i +- ( A 4- ;;• ) TU.
'•'̂  \ " /

Pour déterminer les signes i n c o n n u s qui f i g u r e n t au second rnernhre ,
supposons que x ne soit pas réelle, puis prenons comme p o i n t de
départ cette fo rmule due a. Binet

^ .y — i ^ i
^.^---^——^-T^Â»à ^ s ( s -h i) -^ (.r 4- r ) - ' " 3

.V :r":; •i 1 / • - 1 1 1 : : 1 ' I

i l est assez facile de dérnonirer, comme l'a fa i l vo i r M. Jensen C 1 ) ,
qu'il est possible de choisir \x si grand que

|^(^) |<£, | ^ (— .2") | < g,

où £ désigne une quant i té pos i t ive d o n n é e auparavant , et é tant aussi
peti te qu'on le veat; c 'est-à-dire que n o u s avons à considérer ces
deux cas d i f f é ren t s :

1° La partie réelle de ix est p o s i t i v e ; la f o r m u l e (4) décrira sous
cette forme

( 5 ) ^ [ ,:r ) -h ^ (— .T ) =: — lo^ ( î - ̂ ^-r/ ) ;

2° La part ie réelle de ix est néga t ive ; nous aurons au contraire

( 5 bis ' ) w ( x ) 4- 6) ( — x ) ̂  — 1 og ( î — e^1 ).

Cela posé, nous avons démontré cette intéressante proposition :

( r) Nyl Tldsffknft for Matenicuik, l. If B., r K y t , { ) . :{•'» (danois;.
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La série de StirUng

(6) r,)«)^ V _1^J^
( ':>. s -h i ) ( ̂  s +• a ) -r^

^.v/ applicable pour toas les points 1res éloignés du plan des x situés dans
une très grande dislance de l'axe des nombres négatifs,

Ce r é su l t a t s éné ra l a ̂  don né pour la première toi s par S l ie l t jes f 1 ) ,
mais i l est d i^ne do ro înarque q u e ce même r é s u l t a t se présente
comme cas p a r t i c u l i e r des bel les recherches de M. Mel l in ( 2 ).

Cons idérons encore cette autre fonc t ion de B i n e t

(7 ) (,)i(.r) :::::: îog.r - y(,r) = —^ — ^•^ (.:r),

nous aurons, en vertu de (2^), cette représentation intégrale

/•% / î i \ e -u' ,
( S ) ^ ( .,• ) •:::.: j ( ^•-——^ - ^ -h l i -y- .//, U( X ) > 0,

e t * qui donnera innnédiatement les deux séries de tactorielles, déve-
lo[>pées ou indiquées par Binet, et cette série asyniptotiqne

, î ^(-IÎ^B, î
(9) ,^(,^^^^^_^.-

qui (^s t valable où l 'est ( i ' ) ) .
Quan ta la portée de notre méthode générale, remarquons que les

séries de factorielles qui représentent les deux fonc t ions ( j > ( x )
e tcO iC . r ) peuvent être déduites d'une méthode entièrement élémen-
taire, comme J'ai fait voir récemment f 3 ) ; de plus, le passage de ces

( 1 » Journal f/G Matfi^inn,U(](Uîs pures et appllquws, 4*' sorio, t. V, 18^9, p. 4'M-
( 2 ) Acta mal/iema tic a, l. X X V , 190-A, p. 1 7 ! .
P ) Jruiali. di Matei'ïïàlu'c.t, 3e Kéric, t . IX, (QO^, D. ^-'.>-^-



l64 NÏELS NIELSEN.

séries aux séries asymptot iques (6) et (9) est élémentaire aussi;
c'est-à-dire que :

Notre méthode générale nous permet d'établir la série de Stirlin^ dan.$
toute sa généralité, à l'aide des méthodes les plus élé/nentaires, sans
appliquer le calcul intégral.

Remarquons maintenant que la formule (8) du paragraphe 3
donnera immédia tement ce développement en série de puissances :

e-'y ( i i i \ '̂  , r ^ '^"^ r''"4"1 1
_____ ( _______ ___ _ _!_ _ 1 —— ^ / __ Ï V1-' ff) ( <\f \ __ ___________ __ ——-^L^^^ /.''' *

t [e'—i t ' î ) " ^ ) [f^y' ( ,<4-a) ! a (A- - l - i ) l J '
.¥ —- f>

il en résulte, après un simple ca lcu l , cette série asymptot ique :

(,o) .(,..-r)+(.-:;)lo,(,--^-,.|o,(,.-^-,-,^ltj;^^^^
.v:-l„l:0

d'où, en changeant le si^ne de/y, ceUe f o r m u l e ana logue :

( f i) ^) ( x —j) -t- (^c — ^\ log- ( \ + ̂  \

-."•°<- ̂  -•»<-£) -"î^-1^-^;
.v :•:::; (»

il est év iden t que ces deux fo rmules nous c o n d u i s e n t , à l 'a ide de (î) ,
a isément a celles que vous avez données comme exemples de votre
belle méthode générale ( ï ) . Les deux (orniules susdites d o n n e n t
encore, de la même manière , ces deux autres , que l 'on trouve aussi
dans le Mémoire susdi t de Sl ie l t jes ( 2 ) :

.,/ // -.- i
(j^ L^^^^^yl^^'^y-^i^ v f^ ) 1 [?2^^,/)--?^.-2(o)'i" 9 / ' i i i ^ r ( .z1} r ( x +1 ) ^ " '•-•1~1•"-"•"1•-1<—- •^^-—^^^^^^^ •>

A'=~0
<• ft

w ^^^-(,- ̂ ,^_^4y^,
X^.:î

( 1 ) Journal (le CrcUe, t. 116, i^ft, p. 137; Annales de l'Urdvernté de Varsovie, ï8^8.
( 2 ) Journal de Matfiérnatiqw^, f^ séné, l. V, 1889, p. 440 et 443,
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qui sont valables ou l'est la, série de S t i r l ing , pourvu que |j| soit fini.
Quant aux séries asymptot iques obtenues pour les fonctions

co,(<r±y), e l les peuvent être dédui tes en d i f f e ren t i an t , par rapport
à y, les deux formules (10) et ( î r ) ; du reste, la formule (7) montrera
que ces séries asymptot iques ne sont; . rée l lement autre chose que
celles qui, f l e u r e n t dans la formule (i4) du paragraphe 4.

On voit encore que les séries de faclor ie l les développées dans le
paragraphe 3 sont appl icables pour les deux fonct ions i û ( x ) eto^(<r) ,
et que l ' appl ica t ion dos formules générales ne présente aucune diffi-
cu l té .

§ 6. — Remarques sur la fonction T(// .-+-^).

Q u o i q u e les fo rmu le s du paragraphe 5 nous permettent une étude
assez s i m p l e de la fonct ion gamma, d ' un a rgument complexe ordi-
naire , savoir T ( u 4- Ù'1). où u et v sont deux q u a n t i t é s réelles, il nous
semble u t i l e de trai ter ce problème sous un au t re poin t de vue. A cet
effet , dés ignons par x et y deux var iab les complexes, le produi t de
Weierstrass p o u r T ( x ' ) d o n n e r a i r n m é d i a t e s n e n t
( î ) [o^T(.r 4- ly) "= lo^r(.,.)—p(,.r, r ) - i [ y W ( ^ ) + Q(.^ y)],

où nous avons posé, pour abréger,

(..) I•>(•7".y):-^I;los[I+(^7''
A" =•; 0

(3 ) Q(.,,-):.- ^ (^ -;m; '^J-^)'

où les f o n c t i o n s mul t i fo rmes qui f i gu ren t aux seconds membres sont
définies, de sorte qu'elles s 'évanouissent avecy,

On voi t que les formules (2) et (3) donnen t immédiatement, pour
,P(^,y^ et Q(;r, y ) , ces propriétés fondamenta les :

( :P(^, y ) = P(,r 4-1 , y) 4- ^ ioë(^ + ̂ \

| Ihn P (.r -h /?/, y ) "= o ;

[ Q(^,j)= Q ( x + i , y ) 4" ^—arctang^),
(5) ,' ' V'^ ^/

[ lirn Q (.2* -t- n, y ) ==o;
\, //. •-:•; 00
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propriétés qui suffisent pour déf inir en t i è remen t les deux fonc t ions
en question.

Supposons x et j finis et tels que les égalités

(6) x -4- s == o et x "+• s ± Iy == o,

où s désigne un entier non négatif , so ien t exc lues ; les formules (2)
et (3) montrent que P(.r ,r) et Q(.r,r) sont des fonc t ions holo"
morphes de l 'une des variables x et y, pourvu, que l 'autre soit consi-
dérée comme u n e cons tan te quelconque.

Les mêmes formules (a) et (3) donnen t encore, pour P(a?,y)
etQ(.r,y), cette propriété f o n d a m e n t a l e :

(7 ) P(.-y;,-y)-= P(^.y),
(8) Q(^ -y)=—Q(.r,j).

Cela posé, changeons, dans (i), le signe de/ ; nous aurons, en addi-
tionnant, puis en soustrayant :

(9) P(^ y) ̂  lo^r(.^) - HIogr(.r4- i y ) 4- logf(^- (y)],

(10) Q(.-^.,r) = ̂ [îogr(.r 4- i y ) - lo^.r(.2-—<r)]—y rc-r-L

d'où, en vertu de la formule ( r ) du paragraphe 5,

(i i) P (.r, y ) + ̂  — ̂  lo^ i/i 4" ̂  4" .r arc lan^ •^

.=; c,) (.'y) — ^ [^ï (.^ 4- ^/ ) 4- ^(.^ — (y)],

( i a ) Q ( .̂ , y ) — y lo g- i / ( -h ̂  •— ( ̂  — ^ } î\ rc la n ̂  ̂  4- ,y — ,̂  f.) i ( <^ )

^ ̂  E ̂  ((zt "'-" <r ) — 0 ) ( •z' ̂ - (y ) .1 -

A p p l i q u o n s d'abord les f o r m u l e s ( ( )} el ( i < > ) , nous a u r o n s immé-
d i a t e m e n t ces deux formules I b r n i a m e t î l a l e s :

, ^ ,_ ..,, , i, ^^4"e--^y—2cos7r^( 1 3 ) P ( î - x, y ) 4- P ( ̂ ', y ) = ̂  I o^ -—»,-,.-..-..,̂ ..̂ ,̂ ...̂  ,

( i4) Q (^ j) ~ Q (ï - ̂  j) ̂  7T7 <^>^^ -+ ̂  ̂ '̂  ̂ ^^^,
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d'où, particulièrement,
/ x i e^y+e-^y

^ p^,^^log——^——,

tandis que (9) donnera celte autre lorinule particulière :

j f^y _ ^---Tcy

( 1 6 ) P ( i , y )=^ loa- ,̂ . •

Supposons maintenant y| tint. les formules (.•.) et ( r3) du para-
«raphp 5 ixnis (l<)nneron( imrn<'<lia«'.nent les séries asymptotiques
î;ht:eniiespour PC,r..y^ et. Q/,r,r), l,a-<.lis q'ic 1" ^s contraire, ou|.^
csl suppose fini, peut être trailc en comhinantles formules ( 1 1 ) et ( 1 2 )
avec 0 «y et ( , i) da paras-raplie 5. De plus, on voit que 1 apphcat.on
des formules <lu paragraphe 3 est évidente, parce qu'elles s appliquent
immédiatement a la fonction w(:v±iY). ^ _

()„„„( aux rej)résentalions intésrales des deux tonct.ons 1 (.r,,y,)

et Q(^-, Y ) , I*'^"*»^ I»01"- l'01"'- ( 1 ( > ^P'"'1 c(ïs < 1 < Î 1 1 X (ormul(>s élemen"

^ J-\-<-^.-^/^

y. ' 'Y --.si "( ̂ i „ '•<• dt --- •r - iH'c l,;uiS z '(, iS) J . .-——^ . ^. ^

qui sont valables pourvu que nous ayons

li(.-/;±()') >0.( K , ) ..v--,. / ^

Posons maintenant, dans (.7) et ( -8) , ̂  + i, ̂ + -:'f4- 3' • • • au

lieu de ,., puis additionnons toutes les équations ams, obtenues, nous

aurons finalement
/•- i — c o s ( , y / ) , . , ,

(au) P^Y)^ -Z(,-^F776 <"'

,„ , . f"1.^^!"^0^'^^,
( a i ) Q( - f> . ' ) -J ;;(,_.,.-')

formules qui sont: valal)les sous la condition (iy.
pour obtenir les séries de factonelles pour P^,,y) et Q(.r,.y),
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est le plus facile de développer en séries de puissances négatives les
deux fonctions qui figurent dans (i^) el(i8) et appliquer ensuite les
formules générales (5) et (5) du paragraphe 1 ; les séries ainsi obte-
nues sont convergentes, pourvu (|ue ï(^ ± i j } > o.

...Vovez mes dernières réflexions sur les séries de factorielles et«/

leurs applications. Maintenant je laisse à votre autorité de décider si
ma méthode, nouvelle je le crois, est d'une valeur si ffénérale qu'elle11 rj iii

mérite d'être publiée.

!opciili;i^ic, le l a j i i n v i c r i()o5,


