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SUR INTEGRATION
D'UN

SYSTÈME D'ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES
AUQUEL COiNDUlT L'ÉTUDE

DES DÉFORMATIONS FINIES D'UN MILIEU CONTINU ( ! ) ,

PAR M. CHARLES RIQU1ER.

L'objet du présent Mémoire consiste dans l 'étude du système
d 'équat ions aux dérivées partielles :

(0 /

àx ày

fàuY
[r.)+

fàuV
^^

( \ \ a

^
ou au
ày (h
au au
ds àx
au au

/^y
[à,^
/^y
\ày)

(^\àzj
0^ àv
ày àz
à^ à^
à^ àx
à^ àv
àx- ày

+ (^+^
/àwY-

-'i^)
fàwV . ,

+(^}
àw àw

+ ày àz
àw àw
~àz àx
àw àw
àx ày

=r^(.r,y,

=Aâ(.r,y,

=^(^,7,

=:fJ-i(^,j,

=^(.r,j,

-=^^{x,y,

=).
s),
^>
^
^
s),

( 1 ) Le nicrne sujet a été traité par M. Manville dans une Thèse de Physique mathéma-
tique, soutenue lo 3 décembre 1903 devant la Faculté des Sciences de Bordeaux; son
travail renfermant quelques erreurs, j'ai cru devoir le reprendre, et c'est ce qui m'a
déterminé à publier le présent Mémoire.
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où M, r, w dés ignen t trois fonctions inconnues, et

( 2 ) ^i, AS, A3, ^-j, ^.2, ^3

six fonc t ions données des trois variables indépendantes x, y, z (1).
Bien que tous les résultats qui s'y trouvent exposés ne soient pas
nouveaux (2), il nous a semblé-qu 'un travail, où la simplicité et la
précision ont été recherchées avant tout, pouvai t présenter que lque
intérêt. Nous signalerons notamment au lecteur les deux poin ts sui-
vants : en premier l i e u , la démonstrat ion, pour les systèmes orlhoïques
et orthonomes, étudiés dans nos travaux antérieurs, d'une règle de pas-
sivité plus simple, abrégeant, dans bien des cas, les calculs à effectuer
sur ces systèmes; en second lieu, la détermination des éléments dont
on peut disposer arbitrairement dans le choix des fonctions (2) p o u r

P) La plupart des auteurs prennent comme inconnues les différences :

ii — x = il, v —y == n, w — z == ii».

Si ron effectue cette transformation, et que l'on pose, en outre,

li—î __ Xa — r „ ^'t — T

a "e^ —^—:=^ -_^_^s^

. ^i^Tb , ^â^ Ta, ^3==T;h

le système ( i ) prend la forme suivante, sous laquelle on le considère fréquemment :

au i r/fht \2 / àî) V /r)wVau i r /o 'uV /àuy /r)wV-|^-•^K^) ^c^ ^^^) J = ^ -
ûv t r/àny /c)ii\2 /c)uî\2l^^.Lw ̂ ) ̂ w J- 8 2 1()/ ^ LK^/ V^j'/
c)m ï r/thiy / ^ \2 /Àuvi
^4-dA^) +(55) -^J-83'

<)iu < î» c)u £)it cb ()u É?UI ÎD
< r̂ as ày ôz ôf ôz àf àz
au àw au au au au àw àw

==Tî,

^^r' ^^"àz àv^'àz Ar^"àzà^ = T2/

<Ju au oit an àïi àv àw àw
àx ôf, ùx àf àx àf 'àx 'àf '"' ^;ï'

( 2) Voir l'Ouvrage de M. Darboux ayant pour titre : Leçons sur les ^ternes ort/to-
gonaux et les coordonnées curvilignes.



SUR L'INTÉGRATION D'UN SYSTÈME D'ÉQUATIONS. 477

que le système (i) soit intégrable, ou, en d'autres termes, la détermi-
nat ion du degré de généralité du système formé par les condit ions
de possibilité : le résul ta t auquel on est condui t présente cette par-
ticulari té, facile à prévoir, que, les fonctions (2) étant, comme les
conditions de possibil i té, en nombre égal à six, trois d'entre elles
convenablement choisies (par exemple : ̂ , (JL^» ^-3} sont ent ièrement
arbitraires.

CHAPITRE I.
SUR LES CONDITIONS DE PASSIVITÉ DES SYSTÈMES ORTHOÏQUES

ET ORTHONOMES.

1. Considérons un système différentiel résolu par rapport à cer-
ta ines dérivées des fonctions inconnues qui s'y trouvent engagées,
et dont les seconds membres soient, dans une certaine région, tous
analyt iques . Nous dirons qu 'une dérivée de fonction inconnue est,
par rapport à ce système, principale ou paramétrique, suivant qu'elle
coïncide ou non, soit avec quelqu 'un des premiers membres, soit
avec quelqu 'une de leurs dérivées. Des intégrales (ordinaires) quel-
conques d'un pareil système étant supposées développées par la série
de Taylor à partir de valeurs ini t ia les quelconques des variables indé-
pendantes, les portions de ces développements formées par l'ensemble
des termes qui, aux facteurs numériques connus près, o n t pour coef-
ficients les valeurs numériques init iales des intégrales dont il s'agit
et de leurs dérivées paramétriques de tous ordres, se nommeront les
déterminations initiales de ces intégrales. On peut d'ailleurs, comme
je l'ai établi (1), fixer à l'aide des considérations les plus élémentaires
l'économie des,fonctions (ou constantes), en nombre fini, dont la
connaissance équivaut à celle des déterminations initiales.

( 1 ) Sur une question fondamentale du Calcul intégrale première Partie (Acta Mathe-
rnatica, t. XXÏiï, p. 2i5-23o).
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A chacune des variables indépendantes et des fonctions inconnues
engagées dans notre système faisons correspondre maintenant p en-
tiers (positifs, nuls ou négatifs) que nous nommerons respectivement
cote première, cote seconde, . . . » cotep'^11^ de cette quan t i t é , les entiers
dont il s'agit étant assujett is à la seule restriction que la cote première
de toute variable indépendante soit positive et au moins égale à i. Consi-
dérons ensuite une dérivée d'ordre quelconque/ ' de l 'une des fonc-
tions inconnues, et nommons cote ^icmc (y == i, -2, ..., p\ de la dérivée
en question l 'entier obtenu en ajoutant à la cote c/11'^ de la fonct ion
i n c o n n u e les cotes ^ièmcs des / 'variables de di f férent ia l ion . Désignons
enfin par S, à" deux quant i t és appartenant à l 'ensemble i l l i m i t é que
forment les fonc t ions inconnues et leurs dérivées de tous ordres, par

c 1 5 ^*2 ? * • " » C{> »

c' ( ï l r'0 1 5 ° 2 > . . . , C p ,

les cotes respectives de ces deux quantités, et convenons de d i re
que S' est normale ou anormale par rapport à 5, su ivant que les diffé-
rences

Ci — 6" ̂  Csi — C^, . . ., C p — Cp

satisfont ou non à la double cond i t ion : i° que ces différences ne
soient pas toutes nulles; 2° que la première d'entre elles non égale a
zéro soit positive.

Cela étant, le système différentiel considéré sera dit orthoïque, si les
seconds membres y sont indépendants de toute dérivée principale, et
si, moyennant un choix convenable du nombre/? et des cotes que l'on
a commencé par attribuer aux variables et aux inconnues , chaque
second membre ne contient effectivement, outre les variables indépen-
dantes, que des quant i tés ( inconnues ou dérivées) qui so i en t nor-
males par rapport au premier membre correspondant (1).

2. Dans tout système orthoïque, l'ensemble illimité que forment les
dérwée$ principales des inconnues se partage, d'après une loi déterminée,
en ensembles limités successifs satisfaisant à la condition suivante :

( 1 ) Ibid., p. -234.
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Si l'on désigne par §, S' deux dérivées principales quelconques, la dé-
rivée §' est normale ou anormale vis-à-vis de o, suivant que l'ensemble
par/tel où figure à' précède on non celui où figure à ( ').

Observons tou t d'abord qu'en désignant par y la cote première
min ima des diverses fonctions inconnues , toute dérivée d'ordre n de
ces dernières aura une cote première au moins égale à n 4- ç, puisque
la cote première de toute variable i ndépendan te est au moins égale
à i. Il résulte de là que la cote première d ^ u n e dérivée d'ordre quel-
conque ne tombe jamais au-dessous de i -h ç, et qu'en désignant parc
un ent ie r déterminé quelconque (au moins égal à i 4- ç), le nombre
des dérivées possédant une cote première égale à c est essentielle-
ment l imi t é .

Cela posé, on partagera d'abord les dérivées principales des incon-
nues en ensembles l imités successifs d'après leurs cotes premières
croissantes; chaque ensemble a ins i ob tenu sera, toutes les fois qu'i l
y aura lieu, partagé en ensembles partiels successifs d'après les cotes
secondes croissantes des dérivées qui le composent; pu is , chacun des
ensembles résultants en ensembles partiels su&cessifs d'après les cotes
troisièmes croissantes de ses termes; et ainsi jusqu 'à épuisement
des/? cotes. L'ensemble i l l imi t é formé par les dérivées principales se
trouvera f ina lement partagé en ensembles l imités se succédant su ivan t
une certaine loi, et l'on voit immédiatement que, par rapport à une
dérivée quelconque figurant dans l 'ensemble partiel de rang N, les
dérivées f igurant dans les ensembles partiels de rangs i , 2, - . . , N — i
sont toutes normales, tandis que les dérivées f igurant dan s les ensem-
bles partiels de rangs N, N 4-1, ... sont toutes anormales. C'est ce
qu'il s 'agissait de prouver.

Si maintenant l'on conv ien t de dire qu'une dérivée principale est
de classe i, 2, 3, ... su ivant qu'elle appart ient au premier, au second,
au troisième, ... des ensembles successifs formés ci-dessus, notre
théorème peut encore s'exprimer en disant que toute dérivée principale
est normale ou anormale relativement à une autre suivant qu'elle est ou
non de classe inférieure à cette autre.

(i) Ibid,, p. 233 et a34.
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On observera que toute dérivée de quelque dérivée principale est de
classe supérieure à cette dernière : car, la cote première de toute variable
indépendante étant au moins égale à T , toute différentiat ion exécutée
sur que lqu 'une des fonct ions inconnues ou de leurs dérivées a pour
effet d 'augmenter la cote première.

3. Soit S un système orthoïque. Si aux équations du système S on
adjoint toutes celles qui s'en déduisent par de simples différentiations
(d'ordres quelconques) , les premiers membres du groupe i l l i m i t é
résultant de cette adjonct ion sont (avec répétit ion possible, mais sans
omission) les dérivées principales des inconnues u, ^, . . - ; d 'ail leurs,
a ins i qu'il est facile de l 'établir (1), le second membre de chaque
rela t ion ad jo in te ne c o n t i e n t , avec les variables .z', y, ..., que des
quant i tés ( inconnues ou dérivées) normales vis-à-vis du premier
membre correspondant, et ne con t i en t , par su i t e , en ce qu i concenu1

les dérivées pr incipales , que celles de classe i n f é r i e u r e au p r e m i e r
membre (n0 2). Souvenons-nous e n f i n que le second membre de
chaque relation du système S est, par hypothèse, indépendant de
toute dérivée principale.

Cela é tant , partageons les re la t ions du groupe i l l i m i t é dont i l
v ien t d'être question, en groupes l i m i t é s successifs d'après la classe
croissante des dérivées pr inc ipa les q u i " f iguren t d a n s ' l e u r s premiers
membres, et soient

(3) Pi, î^ ^3, ...

les groupes successifs dont il s'agit. Si de chacun des groupes (3)
on extrait un groupe partiel ayant, mais sans répét i t ion, les mêmes
premiers membres que le groupe total correspondant, les groupes
partiels ainsi obtenus sont, d'après ce qu i précède, successivement
résolubles par rapport aux dérivées p r inc ipa les de classes ;i, 2, 3, ...,
et cela, quelles que soient les valeurs numér iques a t t r ibuées aux
variables ooy y , ..., aux i n c o n n u e s ^ , P, ... et aux dérivées paramé-
triques. Mais la même chose n'a pas nécessairement l ieu pour les

( ' ) ïbid., p. '235 et suiv.
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groupes totaux (3), parce que la répétition possible d'une même dé-
rivée principale dans plusieurs premiers membres d'un groupe total
entraîne, dans bien des cas, l ' incompatibilité. Cela étant, si, quelles
que soient les valeurs numériques attribuées à x, y, . . . , ^ , ^ 5 ... et
aux dérivées paramétriques, l 'incompatibilité ne se manifeste dans
aucun des groupes (3), et si, dès lors, la résolution successive de ces
groupes est indéf in iment possible quelles que soient les valeurs dont
il s'agit, le système ortboïque sera dît passif.

D'après cette déf in i t ion , il semble qu'on ne puisse en général expri-
mer la'passivi té qu'à l'aide d'un nombre inf ini d'identités; ces identités,
toutefois, ainsi que nous l'avons établi ( < ) , résultent, à titre de consé-
quences nécessaires, d'un nombre essentiellement limité d'entre elles, obte-
nues par la simple considération des groupes

Î1!, ^2, ..., PK,

où K désigne la classe maxima des dérivées cardinales des inconnues.

4. On peut, comme nous allons le voir, simplifier cette règle dans
bien des cas. Rappelons tout d'abord la définition des dérivées cardi-
nales.

Si l'on considère deux dérivées (distinctes) d'une fonction quel-
conque u de se, y, ..., et que l'on adjoigne mentalement à chacune'
d'elles la suite indéfinie de ses propres dérivées, tout termç commun
aux deux ensembles illimités ainsi obtenus se nommera une résultante
des deux dérivées en question. Pour passer de la fonction u à l'une ou
à l'autre de ces dernières, il faut exécuter sur elle certaines difTéren-
tiations, dont quelques-unes peuvent être les mêmes de part et
d'autre : en désignant par le symbole D. l'ensemble de ces diffé-
rentiations communes, et par les symboles D'., û". l'ensemble des
différentiations restantes pour la première et la seconde dérivée res-
pectivement, les deux dérivées considérées peuvent évidemment
s écrire

D.D7.^, DAY.u,

(1) Ibid., p. %4i à 25o.
Afin. Éc. A'orm. (3), XXÏL — NOVEMBRE IQOÔ. 6l
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et l'on voit sans pe ine : 1° qu'elles adme t t en t D.D'.D".^ comme résul-
tante unique d'ordre minimum; 2° que l 'ensemble complet de leurs
résultantes s 'obtient on ad jo ignan t à celle d'ordre minimum la suite
indé f in i e de ses propres dérivées.

Considérons m a i n t e n a n t un système différent iel résolu par rapport
à certaines dérivées des i nconnues , et, dans ce système, deux équa-
tions ayant pour premiers membres respectifs deux dérivées d'une
même i n c o n n u e ; puis , prenons la résu l tan te d'ordre m i n i m u m de ces
dérivées, et répétons l 'opération en faisant varier de toutes les ma-
nières possibles le choix de la fonct ion inconnue et celui des deux
équations sur les premiers membres desquelles on doit opérer : les
résultantes, en nombre essentiel lement l imité, que nous obt iendrons
ains i , se nommeront, par rapport au système donné, les dérivées car-
dinales de ses diverses fonct ions inconnues .

5. Un système orthoÏquc, S, étant donné , supposons que les déri-
vées cardinales des i n c o n n u e s pu issen t s'y répar t i r en deux groupes
(A), (B), s a t i s f a i s a n t à la double cond i t ion suivante : x° une dérivée
que lconque du groupe (B) est de classe supér i eu re à une que lconque
du groupe (A); 2° si l 'on considère exclusivement, parmi les premiers
membres de S, ceux dont une même dérivée du groupe (B) peut se
déduire par d i f f é r en t i a t i on , deux quelconques d 'entre eux sont les
termes extrêmes d 'une suite, formée avec quelques-uns d'entre eux,
et telle que, pour deux termes consécutifs de la suite, la dérivée cardi-
nale correspondante fasse par t ie du groupe (A).

Cela é tan te nous conviendrons de dire que, par rapport au système
orthoïque S, les dérivées cardinales du groupe (B) sont super/lues ; i l
est alors facile d'établir que les condit ions de passivité peuvent être
obtenues par la simple considération de ceux d'entre les groupes (3)
dont l ' indice ne surpasse pas la classe maxima des dérivées cardinales
non superflues (1).

0) Nous prions le lecteur de se reponcr à la démonstration de la règle formulée plus
haut (^cta mathematica, l. XXIII, p. 2,43 cl suiv.), démonstration dont les alinéas ï, Ïï,
III, IV et V devront tout d'abord ôire reproduils. Le raisonnement s'achèvera alors
comme il suit, :
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Ainsi, pour qu un système orthoïque sou passif, ou, en cl9 autres termes,
pour que les groupes {en nombre illimité)

Pi, ?2, ÎÎ3,

VI. Si, désignant par J la classe maxima des dérivées cardinales non super/lues, et
par j un entier au moins égal à J, on suppose que les diverses expressions directes de
chaque dérivée principale des classes i, 2, ..., j sont identiquement égales, la même
chose ci lieu pour chaque dérivée cardinale de classe / -+-1.

Soit A une dérivée cardinale de classe j -4- i , appartenant , pour fixer les idées, à l'in-
connue a : on sait déjà (IV) que, parmi ses expressions directes, toutes celles qu'on ob-
tient en partant d 'une môme équation du système proposé sont identiques entre elles, et
il reste à prouver que les deux expressions obtenues en partant de deux équations dîne-
rentes jouissent d e l à même propriété.

Oi\/'-r-i étant supérieur à J, la dérivée cardinale A est superflue : en conséquence,
les premiers membres des deux équations considérées sont les termes extrêmes de
quelque suite, formée avec des premiers membres ayant pour dérivée commune A, efc
telle que, pour deux termes consécutifs quelconques de la suite, la résultante d'ordre
m i n i m u m soit une dérivée cardinale non superflue. Nous pouvons donc nous borner; dans
notre démonstration, à l'examen du cas où les deux expressions directes considérées de
la dérivée cardinale A ont été obtenues en partant de deux équations dont les premiers
membres aient pour résultante d'ordre minimum une dérivée cardinale non superflue, 5.
Dans cette hypothèse, A, qui est une résultante des deux premiers membres dont il
s'agit, ne peut que coïncider, soit avec ô, soit avec une dérivée de ô; comme elle est
d'ailleurs superflue et que 3 ne l'est pas, elle est de classe supérieure a 8, et, par suite,
coïncide forcément avec une dérivée de 8.

Cela étant , pour passer de la fonction u à l'une ou à l'autre des deux dérivées qui
figurent respectivement dans les deux premiers membres, il faut exécuter sur elle cer-
taines difïérentiations dont quelques-unes peuvent être les mêmes de part et d'autre.
Nous désignerons par le symbole D. l'ensemble de ces différen fia fions communes, et par
les symboles D7., D". l'ensemble des difïérentiations restantes pour la première et la
seconde dérivée respectivement^ Les deux équations pourront alors s'écrire sous la
forme

(4)
( 5 )

D.V.u :
D^.u:

la résultante d'ordre minimum, 8, de leurs premiers membres ne sera autre que
D.D'.rV.^, et A se déduira de D.D'.D^.u par une difïerentiation convenablement choisie
(d'ordre supérieur à zéro). En conséquence, les opérations à exécuter, soit sur l'équa-
tion ( 4 ) , soit sur l'équation (5) , pour en déduire une expression directe de la dérivée
cardinale A. pourront l'être comme il suit : 1° on effectuera d'abord la différentiation D^.
s'il s'agit de la première, la difïerentiation D'. s'il s'agit de la seconde, et l'on remplacera
les dérivées principales figurant dans les seconds membres par leurs expressions ultimes:
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soient, pour toutes valeurs numériques des variables^ des inconnues et de
leurs dérivées paraméiriques (considérées pour un instant comme autant
de quantités indépendantes distinctes), successivement résolubles (sans
incompatibilité) par rapport aux dérivées principales de classes i, 2, 3, ...,
il suffit que, en désignant par J la classe maxima des dérivées cardinales
non superflues, cette résolution soit possible pour les groupes (en nombre
limité)

(ô) IPi. ?2, ..., î*j

et les dérivées principales correspondantes.

II va sans dire que, pour effectuer le calcul des cond i t ions de passi-
vité, on peut, au système (6), subst i tuer tout autre système qui lui
soit algébriquement équivalent, et exprimer que ce dernier système
est résoluble (sans incompatibilité) par rapport aux dérivées princi-
pales des classes r , 2, ..., J.

Les relations ainsi obtenues, i ndépendan tes de toute dérivée prin-
cipale, doivent, comme l ' indique l 'énoncé, être vérifiées identiquement.
Si elles ne le sont pas, et si l'on cesse, en conséquence, d'y considérer
comme indépendantes les quanti tés autres que<r,y, ..., elles se pré-
sentent comme étant , au point de vue de l'intégration, des conséquences
du système donné, c'est-à-dire qu'elles ne peuvent manquer d'être
satisfaites par tout groupe d'intégrales de ce système : au cas donc QÙ)

2° on exécutera ensuile les différentiafcions restantes, qui sont les mêmes de part et
d'autre, et l'on éliminera finalement des seconds membres les dérivées principales. Or,
D.D'.D^.^ ou ê étant nécessairement de classe inférieure à j'-+-iy il suit de nos hypo-
thèses que les résultats sont identiques, d'abord après la première partie de l'opération,
et ensuite après la seconde.

VII. Comme on Fa vu à l'alinéa III, chaque dérivée principale de première classe ne
possède qu'une seule expression directe. Si donc on suppose que les diverses expressions
ultimes de chaque dérivée cardinale non superflue sont identiquement égales, l'application
répétée des alinéas IV et V prouve que l'égalité identique entre les diverses expressions
directes d'une môme dérivée principale a encore lieu, de proche en proche, dans les
classes i, a, ..., J. Après quoi, l'application répétée des alinéas IV, VI et V prouve
qu'elle a encore lieu, de proche en proche, dans les classes J -+-1, .1 -h %, .... Il n'y a
dès lors, pour une même dér'wéc principcile quelconque, qu'une seule expression directe,
et; à plus forte raison, quunc seule expression ultime. C'est ce qu'il s'agissait d'établir.
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sans être identiquement vérifiées, elles ne contiendraient que les seules
variables x^ y , ..., elles indiquera ient que le système n'admet aucun
groupe d'intégrales.

6. Dans un système orthoïque, supposé passif, la question de savoir
si les intégrales hypothétiques répondant à des déterminations ini-
tiales données (convergentes) existent effectivement, se résout par
l 'aff irmative dans le cas où leurs développements construits a priori
sont tous convergents, par la négative dans le cas contraire. Cette
convergence n'a pas nécessairement l ieu , ainsi qu'on peut le prouver
par des exemples ( î ) ; mais il est toute une catégorie de systèmes
orthoïques où elle ne peut manquer de se produi re : c'est celle où les
cotes premières des diverses variables indépendantes sont toutes égales
à un même ent ier positif, entier quil est toujours permis, sans res-
treindre la générali té, de supposer égal à T (2). Le système orthoïque
sera d i t , en pareil cas, orthonome.

Ainsi donc, si, dans un système orlhonome passif y on se donne arbi-
trairement les déterminations initiales (convergentes) d'un groupe d'in-
tégrales hypothétiques, les portions restantes des développements de
ces dernières sont elles-mêmes convergentes, et les intégrales dont il
s'agit existent ejfeclwement (3).

En d'autres termes, tout système orthonome passif est complètement
intégrable.

7. Etant donné un système orthonome, S, où les cotes premières
des variables indépendantes sont, comme il vient d'être dit, toutes
égales à i, il est clair que la cote première d'une dérivée quelconque
de fonction inconnue s'obtient en ajoutant à la cote première de la

( 1 ) Sur une question fondamentale du Calcul intégral {Acta Matfiematica, t. XXIII,
p. 9.51 et suivantes).

(?) Sur le degré de généralité d'un système différentiel quelconque {Acta Mathematica,
t. XXV; p. 3 f3 et suivantes).

(3) Sur une question fondamentale du Calcul intégral, troisième Partie {Acta Mat fie-
maticn, t. XXIII, p. 259 et suivantes).
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fonction l'ordre total de la dérivée. Cela étant, adjoignons aux rela-
t ions du système S toutes celles qui s'en déduisent par de simples
différentiat ions (d'ordres quelconques), et partageons le groupe illi-
mité ainsi obtenu en groupes limités successifs d'après les cotes pre-
mières croissantes des premiers membres. En désignant par oo la cote
première min ima des premiers membres de S, et par

°Ciî9 ^(û+lf ^lû+'îf

^ les groupes successifs dont il s'agit, la règle de passivité formulée au
'^if' 5 entraîne, à plus forte raison, la suivante, souvent plus commode
au point de vue pratique lorsqu'il s'agit d'effectuer les calculs :

Pour que le système orlhonome S soit passif, ou, en d'autres termes,
pour que les groupes Çen nombre illimité)

^tùf 0(,)4-i, 0?ji)-!"2» • • •

soient, pour toutes valeurs numériques des variables y des inconnues et de
leurs dérivées paramétriques (considérées pour un instant comme au-
tant de quantités indépendantes distinctes), successivement résolubles
Çsans incompatibilité^) par rappori aux dérivées principales de coles pre-
mières o-), co 4- î , co -{- 2, ..., il suffit (]uen désignant par û la cote pre-
mière maxirna des dérivées cardinales non superflues, cette résolution sou
possible pour les groupes {en nombre limité)

(7) S^)» S^-n, ..., Su

et les dérivées principales correspondantes ( f ).

( 1 ) Considérons, comme exemple, un système d'équations aux dérivées parlielles im-
pliquant trois fonctions inconnues, u, ^, «', des variables indépendantes .r, y, .. *, et sup-
posons qu'il ait pour premiers membres toutes les dérivées d'ordre m de %, toutes celles
d'ordre n de v, toutes celles d'ordre p de a', les seconds membres ne contenant, avec les
variables ;r, 7, ..., que les trois inconnues u, p, w et leurs dérivées d'ordres respecti-
vement inférieurs à w, 71, p. En attribuant à .r, j, ... des cotes respectives toutes égales
à ï, et à u, v^ w des cotes respectives Ci^ ^, c'w vérifiant les relations

Ça, -4- m == Cy -h n == c^-^- p^

on voit immédiatement que le système dont il s'agit est orthonome; on voit en même
temps qu'en désignant par C la valeur commune des trois entiers ^•4- w, ^+ n, c^-^p^
les premiers membres y sont tous de cote G, et que les diverses dérivées cardinales y
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On pourra d'ailleurs, pour effectuer le calcul des condi t ions de

ont des cotes respectives pouvant varier de G-4-ï à G •+-m s'il s'agit de l'inconnue «,
de C -n à G -4- fi s'il s'agit de l'inconnue P, de C -i- i à G -i-p s'il s'agit de l'inconnue n'.
Je dis que, dans un pareil système, toutes les dérivées cardinales de cote supérieure
à G -4- r sont superflues.

Pour le démontrer, il suffit évidemment d'établir le point suivant : Deux dérivées d'un
même ordre m d'une fonction u sont toujours' les termes extrêmes de quelque suite., exclu-
sivement formée avec des dérivées d'ordre m de u, et telle : i° que toute dérivée
commune aux deux termes extrêmes soit commune à tous les autres; 2° que/ pour deux
termes consécutifs quelconques, la résultante d'ordre minimum soit d'ordre m -4-1.

Effectivement, supposons tout d'abord qu'il n'y ait que deux variables *r, jr, et soient

()mu à^1 u
(8) ôx^ àf^ ^a-~A ^-[i+A

les deux dérivées dont il s'agit; qui ont pour résultante d'ordre minimum

()m+hy
(9) ^a ̂ ^h '

Si l'on forme la suite

ô^^i à^u, à^^ii. à ' 1 1 ! /
,5^a^"p3 àx^-1 ^"[•î-+-^? (^--2 ^pr-h? ' " ' ox^-^ à} ̂ t 7

où les termes extrêmes sont précisément les dérivées (8), on voit immédiatement que
les divers termes, tous d'ordre w, admettent pour dérivée commune la dérivée (9), par
suite aussi toute dérivée de cette dernière, par suite enfin toute dérivée commune aux
deux dérivées (8) ; on voit en outre que, pour deux termes consécutifs quelconques, la
résultante d'ordre minimum est d'ordre m-\-i.

Notre proposition étant vraie dans le cas de deux variables, tout revient à établir qu'en
la supposant telle pour un nombre de variables inférieur à Â'-hi, elle l'est encore pour
les k -L" ï variables x^ ^y, ....

Partageons à cet efïet les dérivées de l'ordre total m en groupes successifs d'après les
valeurs décroissantes de l'ordre partiel relatif à x, et soient

Grw, G-^-i, .... Gi, Go

les groupes successifs dont il s'agit.
Si l'on considère d'abord deux dérivées appartenant à un même groupe, Ga, elles

pourront s'écrire sous la forme

^% o"i~y.u à^ à^-^u(10) ôx^ û} P' cfzT'... (U^ d} i^ t i ^ " . ..

Or, en vertu de ce qui est admis, les deux dérivées

(jin-y.u fjm~y.f/_

7ijy7)W~.5 à j ? > " à z r . . /



488 C. RÎQUÏER.

passivité, substi tuer au système (7) tout autre système qui lui soit
algébriquement équivalent, et exprimer que ce dernier système est

qui intéressent seulement les k variables j", -s, ..., peuvent être considérées comme les
termes extrêmes de quelque suite, exclusivement formée avec des dérivées d'ordre ni — a
relatives aux seules variables y, ^, . . . , et telle : i° que toute dérivée relative à ces
seules variables efc commune aux deux termes extrêmes soit commune à tous les autres;
'2° que, pour deux termes consécutifs quelconques, la résultante d'ordre minimum soit
d'ordre m—a 4-1. Si l'on substitue maintenant à chaque terme de la sui te sa dérivée
prise a fois par rapport à .r, ce qui donnera des dérivées d'ordre totalw, la nouvelle suite
aura pour termes extrêmes les deux dérivées (10), et jouira de la double propriété :
i° que toute dérivée commune aux deux termes extrêmes soit commune à tous les autres;
a0 que, pour deux termes consécutifs quelconques, la résultante d'ordre minimum soit
d'ordre m •+-1.

Pour établir maintenant l'exactitude du point qui nous occupe dans le cas général où
les deux dérivées considérées de l'ordre m appartiennent respectivement aux deux
groupes Ga-t-//? Ga, il suffit, puisque la démonstration se trouve déjà faite dans le cas
particulier où p est nul, de faire voir qu'en supposant la chose exacte pour la valeur
actuelle de /?, elle l'est pour la valeur suivante p -(- i.

Considérons donc deux dérivées appartenant respectivement aux deux groupes G-o^/M-i,
Gco et soient

ô^u o 1 1 1 u
Tu^-p-^-1 (J)'y àz^\..? ().^ oj y 6^777

les deux dérivées dont il s'agît. Leurs ordres partiels relatifs à x étant inégaux, les
sommes des ordres partiels restants sont inégales en sens contraire, et l'on a forcément

ou
^4" -f+...>^ /-+....

(p f f -^)+(f-Y)+. . .>o;

Fune au moins des différences

p'"^ r-^ ...,
la première, par exemple, est donc positive, efc, en désignant par / un certain entier po-
sitif, les deux dérivées peuvent s'écrire

ô^u à'^u
O 1 ) .̂a .̂/T^T '̂̂ T^^ ? ~0^ôy^-^rf)^{''.. . "

Considérons, en môme temps qu'elles, la dérivée

f)^ U

ÏL '̂̂ ^pF^^^
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résoluble (sans incompat ibi l i té) par rapport aux dérivées principales
de cotes premières œ, co -+- r , ..., û.

et rangeons ces trois dérivées dans l'ordre suivant :

____à^ u _____()ln u t)m u

• ï y <it;a:ï::/;:^̂  . . ' à^-^P ()j P'-*-1 ̂ ï'. . . ' <)./;a ^. ̂ ^d^Y". . . *

En désignant par D.u la résultante d'ordre minimum de

<)Y+-u ()•r'/-+•-u
^7777 et ^r..;5

celle des deux termes extrêmes de la suite (12) est évidemment

^(a4-/^4-l)4-(l3'-+-/)

^a-+-/^i ^p'-^/13 '^

et ne peut manquer , à cause de ^i, d'être en même temps une dérivée du terme inter-
médiaire : il en résulte que toute dérivée commune aux deux termes extrêmes de (12)
est forcément aussi une dérivée du terme intermédiaire. D'un aut re côté, les deux pre-
miers termes de (n) ont pour résultante d'ordre min imum la dérivée d'ordre m -+-1

^.a-+-/^-i c^ [d'4-i c^Y'. . . Jf

et les deux derniers termes, qu i appartiennent respectivement aux groupes G^-^p, Goo
peuvent , en vertu de ce qui est admis pour la valeur/?, être considérés comme les deux
termes extrêmes d 'une sui te formée avec dos dérivées d'ordre m, et telle : i° que toute
dérivée commune aux deux termes extrêmes soit commune à tous les autres; ^ que,
pour deux ternies consécutifs quelconques, la résultante d'ordre minimum soit
d'ordre /// -+-1. Oa en dédu i t immédiatement l'exactitude du point à établir pour les deux
dérivées (ï i).

Revenons maintenant au système différentiel spécifié au début de la présente Note.
Pour qu 'une dérivée de cote C -+-Ï y soit cardinale, il est évidemment nécessaire et suffi-
sant qu'elle intéresse plusieurs variables indépendantes distinctes. Si l'on en considère
une intéressant k variables distinctes, il existe, dans le système proposé, k équations
distinctes qui , difFérentiées chacune par rapport à la variable voulue, en fourniront des
expressions où ne figurent, avec les variables indépendantes, que des quanti tés (inconnues
ou dérivées) de cote inférieure à C-h ï : dans ces k expressions on remplacera les déri-
vées de cote C par leurs valeurs tirées des équations du système, et il faudra, pour la
passivité, que les k expressions résultantes soient toutes identiquement égales. On pro-
cédera do môme, pour tou tes les dérivées cardinales de cote C - h j , et l'on aura ainsi
l'ensemble des conditions de passivité.

Afin. y.c, Korm., (3) , X X I L — NOVEMBRE 190.5. 62
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CHAPITRE IL
SUR UN SYSTÈME D'ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES.

8. Considérons le système d'équations algébriques

( 1 3 )

où

( 1 4 )

— o-i,

"r: 0-2,

== a-s ;

+(1 +Pr'2

^2 ^3 •+ ^2 <^ -1- ^'2 ̂ ^ "-̂  ^"l »

Z/S ^1 4- t^ ^'l + ^3 ̂ 'l ̂  'î'3»

^1 ^2 + ̂ î ^2 + ̂ '1 ^2 ̂  T:î?

^i, Pi, npi,
^2» ('2? ^'2»

désignent des indéterminées, et

( î5 ) ^i? ^ ^a» 'î'iy Ta, T^

des constantes données. Relativement aux neuf indéterminées , le
système (i3), composé de six équations, possède a u t a n t de délenni-
nants différentiels qu'il y a de combinaisons de neuf objets six à six.
Pour se représenter commodément l'une de ces combinaisons , on
peut construire le Tableau à double entrée

(M) 0') 0)
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dont les neuf cases correspondent respectivement aux neuf indéter-
minées (i4)» et noi rc i r à l'aide de hachures les cases correspondant
aux six éléments de la combinaison considérée; on obtiendra ainsi
une sorte de damier où les six cases noires et les trois cases blanches
pourront offrir des disposit ions relatives variées; par exemple, à la
combinaison

correspondra le damier ci-dessous :

Cela étant, nous d i ronsqu 'une combinaison des neuf indéterminées
six a six est parfaite, si son damier, moyennant un ordre convenable
adopté pour les l ignes et pour les colonnes, offre la disposit ion sui-
vante :

9. Sil'on attribue aux neuf indéterminées ( ï 4 ) ̂ es valeurs numériques
n annulant pas le déterminant

16 )
Ui ('i <pi

u.i Fa «•g ,

f-h ('3 '

les divers déterminants différentiels du système (i3) qui correspondent
aux diverses combinaisons parfaites Çn° 8) des neuf indéterminées, ne
peuvent s'annuler à la fois.

Effectivement, si l'on prend les dérivées premières des premiers
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membres de (i3) par rapport aux neuf indéterminées

on obt ient (en adoptant pour les l ignes un ordre convenable et sup-
primant le facteur 2 dans certaines l ignes) le Tableau rectangulaire

^2? <'2» ^'â» ^l» ^l»

^3» ^3» ^3» O? O»

0, 0, 0, tl^ (»2,

0, 0, 0, Ms, ^3,

0, 0,

^ 0,

o, ^i;
H'a, o,

t ' i »
0,

<y'-i

don t nous désignerons les neuf colonnes respectivement par

(^l), (^l), (t^l), (^2), (<'2), (^). (^3). ( ï '3 ) , (^3).

La seule inspect ion du Tableau. (17) nous montre que, si l 'on s'assu-
j e t t i t à y prendre les trois colonnes (^), (^), (w^\ deux des trois
colonnes (^), (^), (^a), et une des trois colonnes (/ / ;() , (^), Oï^), le
d é t e r m i n a n t d i f fé ren t i e l correspondant s 'obtiendra en m u l t i p l i a n t le
d é t e r m i n a n t ( î6) par l'un des trois dé te rminants du second ordre
extraits du Tableau
( 1 8 ) U.^ (^ ^2,

u^ (»3, Wa,

et le résultat par l 'une des trois quant i tés

Or, le premier facteur de ce produit est, par hypothèse, d i f férent de
zéro; des trois déterminants du second ordre extraits du Tableau 08'),\ / '
l 'un au moins est différent de xéro, puisque le dé terminant (16) est
supposé l'être; et si l'on suppose, pou r fixer les idées,

Uî Vï
7^0,

^ ('3

ce qui conduit à prendre, dans le Tableau (17), les deux colonnes (^)»
(^, l'une au moins des deux quanl i lés u.^ ^, par exemple la pre-
mière, située dans la colonne (^)» sera différente de zéro, en sorte



SUR L INTÉGRATION I) UN SYSTÈME D'ÉQUATIONS. 493

que le produi t
Ut (\ (Pi

U.^ t'a (T'a

"3 ï'3 ^3

^2 <2

^3 t'3

c'est-à-dire le déterminant différentiel correspondant à la combinaison
parfaite

«i, v^,
^, t^,

le sera lui-même.

10. Pour que le système (i3) possède quelque solution numérique
n annulant pas le déterminant (16), il esl nécessaire que la forme qua'
dralique

( 19 ) o-iX2-^-^^2-^^/.2-^-^^'/^^^/^^-^^^^

aux trois indéterminées X, Y, Z» soit décomposaï)le en une somme a/g'ë-
brique de trois carres indépendants ( ^ ).

Réciproquement^ si une pareille décomposition est possible, aucune des
solutions numériques, en nombre infini, du système (i3) n annule le
déterminant (16).

En désignant enfin par
^ yi» ^i»
ua, a?2, ^2,
u^ ^3? ^3

//une quelconque de ces solutions numériques, et par

(9.0)

/l, Wi, /^,

4? ^2? ^â?

4, m^, ^3

( 1 ) Nous rappellerons que la condition nécessaire et suffisante pour !a possibijilé de
cette décomposition est

^l ^3 ^2

Tg 0-2 TI ^ 0.

^â ^1 0-3
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fc^ éléments d'un déterminant orthogonal arbitraire, c'est-à-dire des
quantités pouvant recevoir tous les systèmes de valeurs qui vérifient les
relations

[ tî + il
rn^ 4- m^

-̂ 1

(2.1)

în^n^ -h- m^n^ 4- m^n^^z: o,

^i1! -+- ^2 4 -+- ^3^3 =0,

^ t^in^ -4-^7^2 +/3W3 =0,

/a W^cm /a/^to générale du système (i3) ̂  ^0/2^^ /?ar ̂  formules

( î 2 )

/ ^l== ^Ui-h- /nt<pi4~ ^1^1 ,
^= 4-j^-4,/7î3îp,-^ ^2^1,

(y'i •== /3.»^^- ^391 + ^3 'p i»

/^ = ^ ̂ 3 4- //li y^ + /^ ̂ ,

{ ^ ̂  4 ̂  + ^â y^ 4- n^ ̂ .^
(ï'2 == Zg L'a •4- ^3 Ça 4- /^ ̂ ^

^3=: /^-{-. /?î^(p3-i- n^ ;̂;,

(^ == 4 wl3 4- ̂ 2 ©3 4- 11^ ̂ 3»

ty'3== 4'-'3 •+• ^â?;} -Ï- ^-3 ^3-

I. Si le déterminant

</2 ^ (ï'â

^•/ différent de zéro, le déterminant

U^ U^ ^ ̂  (^ (^3

thi'i ^3^1 (T^tPi

^1 ^2 Cl ̂  ^l ^â

2 (^ (Pi

2 ^2 n^

2 ̂  ï^3

^2 ̂ 3 4- (̂  ̂ '2

^3^l+Pitï'3

^^24-(y^

2(^1 //I

2(T '2^2

2 n^ //y

t^2?<34- W;i//2

w^<i4-«'^^

ni//2 4- ̂ ^i

2 ^1 ('i

2 ^2 ^2

2/ /3^

^2^3+ ̂ '2

^3^4-^1^

^1^4- //sit'i

yb^?/ de la même propriété,



SUR L'IINTÉGïUTION. D'UN SYSTÈME D'ÉQUATIONS. 49^

Si, dans une forme quadratique des indéterminées U, V, W, on
substi tue à ces dernières trois formes linéaires des indéterminées X,
Y, Z, on tombe sur une forme quadrat ique de X, Y, Z. Cela étant,
proposons-nous de déterminer une forme quadratique F(U, V, W)
par la condition qu'en y substituant à U, V, W les trois formes linéaires
données

U = ^ X + ^ Y + ^ Z ,
(a3) • V== ^X+ ^Y+ ^3%,

'W^^X+t^Y-h-^^

qui, en vertu de notre hypothèse» sont indépendantes, on tombe sur
une forme quadratique donnée H(X, Y, Z) : ce problème admet évi-
demment une solution et une seule, qui s'obtient en substi tuant à X,
Y, Z, dans la forme quadrat ique donnée, leurs valeurs en U, V, W
tirées des formules (2^).

Or, en désignant par

A^+A^^^Z^aBïYZ+^ZX+aI^XY

la forme quadratique donnée, et par

M^U2^^v 2 -^ -M. ,W 2 4-aP lVW+2P.2WU4-2p3UV

la forme quadratique cherchée, les coefficients inconnus de cette der-
nière sont fourn is par les équations

u\ Mi+ (^ M^ (^ Mg-i- 2 ^(v'i Pi4- 2^1^ Pa-t- 2^ {\ P3=Ap
u\ Mi-+- ^1 Mâ-4- n'j M3+ 2^( r2 PI-+- 2« -2 / /2 P2+ s^/s^ Pa^Aa,
^ MI+ r| M2-+- (^ M;î+ ^( '3(F3 PI+ 2 (T's l^ Ï\+ 2 «,^3 P3=rA3,

^2^Mi+ (^3 Ma-4- (TT2 (^3M3+ ((;2«13+ ^S^'s) PI-+- (^Wî+^';^a) Piî+ (^â1^^ ^3<'2) P;!̂  BI.

«3^<lMi+- ^3^1 MÎ+ n'3<Fi ¥34- (^3Wi+ ^i(T'3)Pi+ ((T'3«i4-^i^3)P2+ (^3^1-i- «iP;î) P3== 1^2,

^/l^/2Ml4-ï ? lP2M2+^lW2M3+(r^(r2+( ?2^)Pl+(^

Ce système admettant, d'après ce qui a été dit, une solution et une
seule, le déterminant formé avec les coefficients des inconnues est
nécessairement différent de zéro, ce qu'il s'agissait de prouver.

II. Revenons à notre énoncé»
La forme quadratique la plus générale (à trois variables) décom"
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posable en trois carrés indépendants est

(a5) (^X 4- ̂ Y + ̂ Z)^ ( riX + r^Y 4- r^Z)2 4- ((^i X 4- t^Y -4- ^Z)2,

où
//l , ^2, ^3,

^ ^2, <'3,

^1, ^2» «'3

désignent neuf constantes (réelles ou imaginaires) arbi trairement
choisies sous la seule restriction que leur déterminant ne soit pas nul ;
en l 'ordonnant par rapport à X, Y, Z, elle devient

( 25 bis) ( u\ 4- v\ 4- w? ) X2 4- ( u\ 4- (?! 4- w\ ) Y2 4- ( l^ 4- î^ 4- (^ ) Z2

4- 2 ( ̂  //;{ 4- t'a ('3 -1~ ^2 ̂ '3 ) YZ 4- 2 ( //3 ^1 + ^3 ('1 4- tï'3 ̂ '1 ) ZX

4- 2 ( «i ^2 4- ^'i (^ 4- tï'1 ^'â ) XY.

Cela étant , si le système (ï3) admet quelque solut ion numér ique
n ' a n n u l a n t pas le dé terminant (16), la forme (19) est i den t ique
à (a5 bis) ou (a5) pour les valeurs considérées des indéterminées (i4)»
et, par sui te , est décomposable comme l ' indique l 'énoncé.

Réciproquement, si la forme (19) est décomposable comme l ' in-
d ique l'énoncé, elle est i den t ique à (2.5) ou (2.5 bis) pour certaines
valeurs des mêmes indé te rminées n 'annulant pas le d é t e r m i n a n t (16),
et, par suite, le système (ï3) admet que lque solut ion numér ique
satisfaisant à la môme restr ict ion* Cela étant, si l'on désigne par

L>i, 91, ^i,

^2? ^29 +2?

^3, ?3? 4^

une semblable solut ion numérique, on peut, aux variables an-
ciennes ( i4)> substituer neuf variables nouvelles (20) définies par les
formules (22), puisque le déterminant différentiel des anciennes
variables par rapport aux nouvelles esl, en vertu des formules de
transformation, égal au cube de

(26)
^i ?i +1
^î ?2 2̂

3̂ <?3 +3
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et, par su i te , essentiel lement différent de zéro. En écrivant alors que
les seconds membres des formules (22) vér i f ient le système (i3),
nous obt iendrons un système de six équat ions , linéaires par rapport
aux six expressions qui cons t i tuen t les premiers membres de (21); et
si, pour abréger, nous désignons ces six expressions respectivement
par

(^7) Qi. (h. Q3, Ri, R., Ha,

le système (i3) transformé se déduira du système (24) par la simple
subst i tu t ion des lettres

Q, R, L», 0, ip, g-, -:

aux lettres
M, P, u, <', ^r, A, B

respectivement. Si l'on a égard ma in t enan t à la non-nullité du déter-
minant (26), il résulte de l'alinéa 1 que, dans le système (i3) trans-
formé, le déterminant formé avec les coefficients des quanti tés (27)
est différent de zéro, et que ce système admet, par rapport aux quan-
tités dont il s'agit, une so lu t ion et une seule; cette solut ion est d'ail-
leurs bien facile à apercevoir, car, en tenant compte de ce que les
éléments du dé te rminan t (26) cons t i tuent une solution numérique du
système (i3), le système (i3) transformé est manifestement vérifié
pour

Qi=:i, Qa=:i, (h-=i, Ri=o, R2=:o, B3==o;

on tombe ainsi sur les formules (21).
On voit par là que la solution la plus générale du système (i3) est

bien fournie par les formules (22), comme l ' ind ique renoncé. Aucune
solution particulière n'annule d'ailleurs le dé te rminan t (16), car, si
l'on t ient compte des formules (22), ce déterminant esl visiblement
le produit du déterminant (26) par le déterminant orthogonal formé
avec les quantités (20).

il. La forme quadratique (19) étant supposée décomposable entrais
carrés indépendants, si l'on considère comme initiales les neuf valeurs
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particulières des indéterminées f i4) (fui constituent une solution numé-
/ ique du système ( 13 ), on peut, a partir des valeurs dont il s'agit, résoudre
ce dernier, conformément au principe général des fonctions implicites,
par rapport à quelque combinaison parfaite des neuf indéterminées.

C'est là u n e conséquence immédiate des deux numéros précédents.

12. Les constantes (i5) étant supposées réelles, pour que le sys-
tème (i3) possède quelque solution numérique réelle n'annulant pas le
déterminant (16), il est nécessaire que la forme quadratique (19) soit la,
somme ^proprement dite, et non algébrique} des carrés de trois formes
linéaires indépendantes à coefficients réels (1) .

Réciproquement, si une pareille décomposition est possible, aucune des
solutions numériques réelles, en nombre infini, du système ( î3 ) n'annule
le déterminant ( 16 ).

En désignant en fin par
Oji, 9i, ^i,

.^2, ?^ ^
^ 9;^ ^3

V une quelconque de ces solutions numériques réelles^ et par

li m i n i
4 W^ ^2

l'.î W;i ^;î

un déterminant orthogonal arbitraire à éléments réels, la solution réelle
la plus générale du système (î3) est donnée par les formules (22).

Effectivement la forme quadrat ique réelle la plus générale décom"

(1) Nous rappellerons que les inégalités

ai ,> o,
(TI

>o,

TI Tg 1:2

'̂ 'i ^a ^i > 0

^2 '^i (7;}

constituent un ensenïble de conditions nécessaires et suffisantes pour la possibilité do
cette décomposition.
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posable comme l ' i nd ique l 'énoncé est

(^ lX+^Y+^Z)2+(^X4-^Y+ï l3Z)2+(^X+i ï • ,Y+^ '^
011

^i, u^ ii^

^ ^ ^
îï'l, t^, (^

dés ignent neuf constantes réelles a rb i t r a i r emen t choisies sous la seule
res t r ic t ion que l eu r d é t e r m i n a n t ne soit pas n u l ; en l ' o rdonnant par
rapport à X, Y, Z, e l le p rend la forme (23 bis}.

Cela étant , si le système ( i3) admet q u e l q u e so lu t ion numér ique
réelle n ' a n n u l a n t pas le dé te rminan t (16), la forme (19) est i d e n t i q u e
à (sf) bis) pour les valeurs considérées des indéterminées ( i ^ ) et,
par su i t e , est décomposable comme l ' ind ique l'énoncé.

Réc iproquement , si la forme (19) est décomposable comme l'in-
dique l 'énoncé, elle est i d e n t i q u e à (2,5 bis), pour certaines valeurs
réelles des mêmes indéterminées n ' a n n u l a n t pas le déterminant (16),
et, par sui te , le système (i3) admet quelque solut ion numérique
réelle s a t i s f a i s a n t à la même restr ict ion. Cela étant, on désignera par

ui, 9^ ' ^i,
^, o^ i^,
^ 9;̂  î

une semblable solut ion numér ique; on subst i tuera aux variables
anciennes (i4) neuf variables nouvelles déf in ies par les formules (22),
et la démonst ra t ion s'achèvera comme au n° 10.
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CHAPITRE III.
ÉTUDE DU SYSTÈME D'ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES

SPÉCIFIÉ DANS L'INTRODUCTION.

13. Résignant par u, ç7, w trois fonctions inconnues , et par À ^ , A ^ ,
"À;,, a^ , ̂  ^-3 six fonctions données des trois variables in 'dépendantes
x, y , z, nous considérerons le système d 'équat ions aux dérivées par-
tielles (i), spécifié dans l ' Introduction, et nous adopterons pour ce
système la notation abrégée

/ c^ ^/<^/\2 . ^/<^A2 -, yi f()fr\2 ,(28) zW=7^ 1[^)=7-' K^J^'
^y ^^ ^^ ^^ ^^ ^^

^ Ljy^-=^ 2<n ̂ =^ 2<^ ̂  "^
où les sommations ind iquées par le symbole V do iven t s 'étendre aux
trois fonct ions inconnues;* u, v, w. Un parei l syslernese d é d u i t e comme
on le voit , du système a lgébr ique ( f3) , en y remplaçant les indéter-
minées (i4) respectivement par les neuf dérivées premières des
inconnues , et les constantes

^lî ^â» ^î? ^i? ^ïj ^

respectivement par les fonct ions données

\9 ^ ^ ^1> l^ P-:î-

Occupons-nous tout d'abord de déterminer la région dans laquel le
il convient de faire mouvoir les variables^, y, z./ . . ./ En premier l ieu, si l'on admet, conformément au point de vue-
adopté par M. Méray et par un certain nombre d'auteurs, que l'exis-
tence des dérivées d 'une fonction implique, par définition même, la
possibilité de son développement en une série entière par rapport
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aux accroissements des variables, la seule inspection du système
[(28), (29)] nous montre que nous n'avons pas à faire varier oc, y , z
au delà des limites où cette possibilité existe à la fois pour tous les
seconds membres.

D'un autre côté, les seuls groupes d'intégrales dont la recherche
soit intéressante au po in t de vue des applications sont ceux pour
lesquels le déterminant di f férent ie l

au
àx
ou

~àv
au
()z

ôv
àx

àv
-ôy
àv
Tz

ôw
Ô3C

àw
'ôy

ôw
'ôz

(3o)

n'est pas iden t iquemen t nul : si donc nous nous bornons, comme il est
naturel de le faire, à la recherche exclusive de ces groupes d'intégrales,
nous n'avons pas à faire varier oc, y, z au delà des l imites où la forme
q u a d r a t i q u e
(3 i ) 'Ai X2 4- ̂  Y2 4- ).3 Z2 + i [j., YZ -4- 2 ̂  ZX -4- -2 ̂  XY

est décomposable en u n e somme algébrique de trois carrés indépen-
dants (n° lO).

l în f în , comme nous aurons à nous occuper du calcul par chemine-
ment des intégrales de notre système, nous devons évidemment faire
variera , y , ^ dansaine région continue.

En résumé donc, la région It dans laquelle nous ferons mo-uvoir les
variables x, y, z sera supposée satisfaire à la triple condi t ion suivante :

i° A part i r de valeurs ini t ia les arbitrairement choisies dans la
région îl (et pour des accroissements suffisamment petits), les
seconds membres du système [(28), (29)] sont tous développables
par la série de Taylor;

2° Pour tout po in t de la région ÎÎ, la forme quadratique (3i) est
décomposable en une somme algébrique de trois carrés indépendants;

3° La région îl est continue.

14. Bien que les équations (28) et (29) ne contiennent pas expli-
ci tement les trois fonctions inconnues u, ç, w^ il est toujours permis
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de les considérer comme subsistant entre M, v, w^ oc, y, z, et les neuf
dérivées premières de u, p, w par rapport à y , y , z, soit en tou t quinze
quantités : il va sans dire alors que, dans toute solut ion numér ique du
système, les valeurs de u, ^, w sont en t i è r emen t arbitraires.

Cela étant , et en assujett issant, comme il vient d'être di t , les
variables indépendantes ^, y, z à ne pas excéder la région îî, le
système [(28) , (29)] possède diverses propriétés que nous allons
successivement énumérer.

I. É t a n t donné un système du premier ordre résolu par rapport à
certaines dérivées des fonctions I n c o n n u e s q u i s'y t rouvent engagées,
on peut, pour en disposer ne t tement les diverses équat ions, les écrire
dans les cases d'un quadril lage rectangulaire dont les l ignes corres-
pondent aux variables i n d é p e n d a n t e s et les colonnes aux f o n c t i o n s
i n c o n n u e s , en m e t t a n t l ' équa t ion qui aura i t , par exemple, -r-^ p o u r
preniier membre dans la case q u i appar t ient à la fo is à la colonne (//)
et h la l igne (.f).

Cela étant , si l 'on considère comme i n i t i a l e s les valeurs qui consti-
t u e n t Fune que lconque des so lu t ions n u m é r i q u e s du système |(^8^),
(29], i l résul te du n0 I I qu'à pa r t i r de ces valeurs le système peut
tou jours être réso lu , c o n f o r m é m e n t au pr inc ipe général des fonc t ions
impl ic i tes , par rapport à six dérivées premières choisies de telle façon
que, moyennant un ordre convenable adopté pour les lignes et pour
les colonnes du quadr i l lage, les cases pleines et vides présentent la
disposi t ion relative suivante :

II. Les dix-huit équations déduites de [('28), (^9)) par toutes les
d i f fe ren t i a t ions premières possibles, et qui sont linéaires par rapport
aux dix-huit dérivées secondes de u, v, w, peuvent, pour toute solu-
tion numérique du système [(28), (29)), être résolues par rapporta
ees dix-huit dérivées secondes.
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Différentiant en effet la première équa t ion (28) par rapport à ^t,
on a

(33) y^
^à

ÔU^ Ô^U _ T ^Ai

ÔX (J.£1 2 Ô^

Différent iant en su i t e la troisième équat ion (29) par rapport à œ, et
la première équation (28) par rapport à y, i l v i e n t

^ on, à2 if ^ au à2 u _ Op-î
^ à Y (}.£- ~r~^Hâ().:t.- ( } , Z ' ( j y ÔX

i <)7,\
-<"ri (}.f f}^' ()y ~~ 2 uy ?

d'où, par soustraction membre à membre,

(34.) v ̂  (ÏLU. _ ^^ î ^^i
^^ ̂ r (^.r^ Ox 2 ^

Di t Ïe ren t i an t enf in la deux ième équat ion (29) par rapport à x, et la
première équat ion (28) par rapport à ^, i l v ien t

^ du (Y2 K ^ au à^ n _ t)[j..y
Âà ()z (j^ Z^ ( j x uj' àz ~ ~d^'î

^ au (PU, _ î ^.j
-<-««i 'àx ox à^ " 2 à^

d'où, par soustraction membre à membre»

/r^. Y< ^^ à^ u,
(30) Idî^ au y ii

ôz à.x;1
op.,
ôx

L ^i
2 ()Z

Le rapprochement des formules (33), (34) et (35) nous donne le
groupe

/ ^ au àî u _ \ à7.^
Zd ~àx "ôx^ "" 2 ~àTv ?

(36) V ̂  ^u _ ^^'3 I ^^i
2»À à y 7h^ ~~" 3'̂ ' 2 ïy 7

^ c)/^ <)""!/•/ _ à[j^ î ()ÀI
^ ^^ àx'^ (^a' 2 c?-s
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et nous en déduirons, par permutations tournantes, les deux groupes

(37)

(38)

%:""'<1
2;
2
2
2
2

< /̂

.̂r
^/
^/
OU

aï

au
ôx
au
ày
au
àz

(T- u
àyi ~~
y a.
^ ~~
y-u
ày1 """
à^u
1)^~
^ a
à^
(r- u
J? """

àj^s
ày
l 01^

2 à Y ?

à^i
àv

ôp^
àz

àp'\
àz
r àt,
2 ÔZ '

r à^
2 djc- ï

i àt.
2 '^'

^,
2 Ô3C

î ̂

2 à y '

Ces trois groupes d'équalions sont respectivement résolubles par
rapport aux trois groupes de dérivées secondes

(^u
Jx^
r)2 //
ày' '
ô^u

^2(1^
(^ ^
ày2'
^P

à^v
(^.r2 ?

^(T'
^^

(^W

Ô^ àz^ ô^

puisque , dans chacun d'eux, les coefficients des dérivées secondes sont
les éléments du déterminant (3o).

Si l'on différentie ma in t enan t les trois équations (^9) par rapport
à x, y, z respectivement, il vient

•̂  au à^u ^ç\àu à^u^ ^//.
^^Zj 7i~ ;T:r/T" "f" 7j -r: T~~T:àz àx ôy ^ ày àx as.

àp^
<^:

V ^tl ^L V ^u ()2a — 6^À ^^ 5ï~<)7 ̂ 2^ ̂  jyjs ̂  "àyàx ày
au àïu

à y '
àp^au à^u2 ày àx oz ' Âaà àx à y àz ^F '•-+-

Multipliant ces trois dernières équations respectivement par — i, i, i y
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et ajoutant membre à membre, il vient

303

ou à^ ii^ an
2»à~à1i'à^' à y àz

^-2
.~àJ

ôj^
àz

à^\
àx )

Différentlant la deuxième équation (28) par rapporta ^, la troisième
par rapport àj, et ad jo ignant les deux équations ainsi obtenues a la
précédente, nous aurons le groupe

(39)

Nous en déduire

(4o)

(40

^ ^fl

JL àx
^àit
j ^ ( } y

v^
Zà()z

ons, pa

^ àiz
2aà ÔX

^Ç1 ÔiL

2éàf

2 ou
ôz

' ^ ou
•2»iàx

'\^ ^lt

Zàôy

V ^u

2à'ôz

à^ii i /
Ôf Ô^ 2 \

<}2 a î
à y 0^ 2
(^ U, 1

ày àz 2

r permuta

à^ u ï
àz ôx 2
à2 u î

as ôx 2
y-u î

àz ôx 3

6^ U 1

àx ày 2
f)2 U ï

àx à y 2
<}2^/ ï

à^c ày 2

^)^
<^J
ô')..
ôz '
à^
ày

(ions

ô\
à.^
fà^
[^

^3

àx )

à\
à y ' 1

à^
àx
( à [ j ^
\à^

to

+-

4-

à[J^
àz

urna

à^
à^c

àp.ï
ày

à^\
' ù.r ) '

ntes, les deux groupes

àp-î \
~ à y ) '

à^\
a s )

Pour la même raison que précédemment, ces trois nouveaux groupes
d'équations sont respectivement résolubles par rapport aux trois
groupes de dérivées secondes

à^a
ày d s 7

à^u
as à oc'

à^u
àx à y ?

à2^
ày as/

y ç,
à^ à^c
à2 v

àx ày'

^w
ày àz '
à^w

àsà^
à^w

àx ày

Ann. Éc. Norm., (3), XXII. — NOVEMBRE 1900. 64
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III. Supposons qu'à partir d'une solution numérique quelconque
du système [(28), (29)], on ait résolu ce dernier par rapport à six
dérivées premières choisies de telle façon que, moyennant un ordre
convenable adopté pour les lignes et pour les colonnes, les cases
pleines et vides de son Tableau (I) présentent la disposition (32); soit,
pour fixer les idées,

(42)

au
àx

au
à y ~ ' "

au,
à z ~ ' "

àv
àx ' ' '

àv
à y - - - -

àw
àx

le système ainsi obtenu. Supposons en outre qu'on ait résolu par rap-
port aux dix-huit dérivées secondes de u, p, w les dix-huit équations
déduites de [(28), (^9)] par toutes les différentiations premières pos-
sibles, et aux équations (4^) adjoignons alors celles qui expriment
les quatre dérivées secondes ^

y.^ y^, y^ y^
à^' "àf2' ày^h' 'à^

en fonctions des dérivées premières de u^ v^ w et des variables indé-
pendantes, en ayant soin seulement d'y remplacer les six dérivées
premières

au àv àw
àx9 àx^ àx^

au àv
Jy' ày'
au
àz
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par leurs valeurs tirées de (4^). Dans ce système (composé de dix
équations, six du premier ordre, quatre du second ordre), les seules
dérivées paramétriques des inconnues sont

àv
~àz'

àvv
à y 9

ôw
^

et les seconds membres ne contiennent aucune dérivée principale. Le
système est d'ailleurs orthonome^ comme on le voit en attribuant aux
variables et aux inconnues les cotes respectives suivantes :

Cotes premières

Cotes secondes

l

2

I

1

I

0

0

2

0

I

0

0

IV. Les cotes premières des variables indépendantes étant, comme
nous venons de l 'indiquer, toutes égales à i, et celles des inconnues
toutes égales à o, la cote première d'une dérivée quelconque est ici
égale à son ordre. Les dérivées cardinales (n° 4) du système orthonome
ci-dessus défini (III) sont d'ailleurs les suivantes : pour u, les trois
i , . , i à^u à^ii à^u 1 1 ' * ' i à^vdérivées secondes -,—r-? -.—•r-', -.—j"; pour 9, la dérivée seconde -.—r-?àx à y àx àz à y àz i à^c à y

à3 v à3 vet les deux dérivées troisièmes -,——, ? -.——„ ; pour w, les cinq dérivéesàxà^ ày àz1 r A

. ., à3 w à3 w à3 w à3 w à3 w ., i, . / . .,
troisièmes ̂ ^,^^^, lw'1^ ày^' etla denvee quatneme

à^w
ày^à^

Or, cette dernière^ d'ordre supérieur (et par suite, ici, de classe su-
périeure) à toutes les précédentes, est superflue : car, parmi les
premiers membres de notre système orthonome, ceux d'où elle peut
provenir par dérivation sont

__ __ à^w
"ày^' Jy'àz' ~à^
à^w (Y-W

et forment une suite où la comparaison de deux termes consécutifs ne



5o8 e. RIQUIER.

donne que des dérivées cardinales du troisième ordre, savoir :
^3(p ^3(p

<y ̂ 3 ^7 '̂

Nous n'aurons donc à nous occuper, dans l 'application de la règle
formulée au n° 7, que des dérivées principales appartenant aux
ordres i, 2, 3.

15- Cela posé, soient, dans le système orthonome ci-dessus déf in i
(n° 14, III) :

Ri le groupe du premier ordre qui a pour premiers membres les six
dérivées

au ou à a 0^ à^ àw
àx ôy ôz àx ~ày àxy

IL le groupe du second ordre qui a pour premiers membres les quatre
dérivées

^(7 à^w ^îr yw
àz2' 7^' jj~^^ ^-•

Soient en outre :
R^ 'R\ les groupes déduits de R, par to-ufces les difrérent ia t ions possi-

bles du premier et du second, ordre respect ivement;
R^ le groupe déduit de R,^ par toutes les di f férent ia t ions premières

possibles;
S^ le groupe formé par les équations (28) et (29);
S^, S'\ les groupes déduits de S^ par toutes les différentiations pos-

sibles du premier et du second ordre respectivement.

Pour former les condit ions de passivité du système orthonomo
(R^ IL), il suffit, conformément à notre énoncé du n° 7^ d'exprimer
que le système

(43) (R,; R;, R,; [̂  R,)

est résoluble (sans incompatibili té) par rapport aux dérivées princi-
palesdes trois premiers ordres (que l les que soient les valeurs numé-



SUR L'INTÉGRATION D'UN SYSTÈME D'ÉQUATIONS. Ôbq

riques attribuées à .r, y , z, u, v, w, —, —^3 "—)• O1*? J6 dis en premier
lieu que le système (43) équivaut algébriquement à

(44) (S^ S,, S',).

Effect ivement, le système.Ri. équivaut algébriquement à S^ parce
qu'il s'en déduit à l'aide d'une résolution effectuée conformément au
.principe général des fonct ions implicites, et il en résulle que les
deux systèmes ( R i , R'i)? (S, , S^) sont eux-mêmes algébriquement
équivalents (1) . Le système (Ri , R/,) équ ivau t d'ailleurs algébrique-
ment à (R^ Rp Rû), car : i° il en est év idemment une conséquence
algébrique, puisqu'il en f a i t part ie; 2° les relat ions R^ appartenant
d'après leur dé f in i t ion même, à un groupe déduit de (S^ , S', ) par une
résolution conforme au pr inc ipe général des fonctions implicites, sont
des conséquences algébriques de (S,, S\ ), par suite, de . (R^ , R^ ) , d'où
résulte que (R,, R^, Ra) est conséquence algébrique de (Ri , R^ ). Cela
étant, les deux systèmes, • • • • ,

(R, , R^R,), (S,, S,), . ,

algébriquement équivalents à un même troisième^ (R^ , 'R^ , ) , le sont
aussi entre eux, et cette dernière'.équivalence en t ra îne celle des sys-
tèmes

(R,, R^, R,, K[, R;), (S,, S^ S",).

qu'il s'agissait d'établir.
Je dis en second lieu qu'en désignant par T^ le groupe des dix-huit

(1) Noas nous appuyons à plusieurs reprises, dans la démonstration ci-dessus, sur les
deux propositions suivantes :

i" Tout système de n équaticmSy résoluble par rapport à n quan-tités conformément au
principe général des fonctions implicites, équivaut algébriquement au système formé par
les n formules de résolution.

2° Considérons deux systèmes différentiels, S, T, impliquant les mêmes fonctions incon-
nues des mêmes variables indépendantes; sur chacune des équations de S exécutons, sui-
vant la règle des fonctions composées, toutes les difïcrentiations possibles des ordres i.y
2, .... w, et adjoignons à S les diverses relations ainsi obtenues; puis opérons de même
sur T. Cela ô tanfcy si îcs de-iïx systèmes S, T sont algébrique'ment équivalents, les deux
systèmes résultant de cette adjpnctio.n ne peuvent manquer do l'ctro aussi.
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équations
(36), (37), (38), (39), (4o), (4i),

et par T^ le groupe déduit de Ta à l'aide de toutes les différentiations
premières possibles, le système (44) équivaut algébriquement à

(45) (S,, T,, T,).

Effectivement, l'équivalence algébrique des systèmes S\ et T^
entraîne celle des systèmes

(S,, S^ (S^ T.),

puis celle des systèmes

(S l? D!» °l)> (^Ï9 °iy ^ 2 ? ^ g ) ?

puis enfin celle des systèmes

(S,, S',, T., T;), (S,, T,, T,);

et les deux dernières équivalences entra înent à leur tour celle de»
systèmes (44) ^ (45).

Pour former les conditions de passivité du système orthonome
(Ri , R^), on peut donc, en se fondant sur les équivalences qui vien-
nent d'être établies, prendre indifféremment l'un ou l'autre des deux
systèmes (44)» (45), et effectuer, entre les relations qui composent
ce système, l 'éliminatîon des dérivées principales des trois premiers
ordres.

En effectuant cette élimination dans le système (44), où les
groupes S ^ , S ^ S^ se composent d'équations en nombres respective-
ment égaux à 6, i8, 36, tandis que les dérivées principales des trois
premiers ordres sont en nombres respectivement égaux à 6, ï8, 3o,
on obtiendra manifestement six conditions.

Pour effectuer pratiquement le calcul, nous considérerons le sys-
tème (43)» où les groupes S,, Ta, T^ se composent d'équations en
nomfcres respectivement égaux à 6, ï8, 54, et nous partagerons par
là pensée les 54 équations T[, en groupes de trois de la manière sui-
vante:



SUR L INTÉGRATION D UN SYSTÈME D ÉQUATIONS. 3 I Î

Nous commencerons par former, avec les diverses dérivées troi-
sièmes de ^, P, w, tous les groupes possibles de trois dérivées sem-
blables. En désignant, comme il est naturel de le faire, chacun des
groupes dont il s'agit par le dénominateur commun figurant dans les
notations des dérivées qu'il contient, nous obtiendrons les dix
groupes*

(46) àx\ ày\ <^3;
( 47 ) <^2 ày, à^2 as, àx ày'2, àx àz^, ày^ àz, ày àz'2 ;
(48) àxàyàz. »

A chacun des groupes (46) correspondra, parmi nos cinquante-
quatre équations, un groupe de trois équations, résoluble par rapport
aux dérivées troisièmes semblables qui y figurent, et les exprimant à
Faide des dérivées premières et secondes et des variables indépen-
dantes; au groupe àx^, par exemple, correspondra un groupe de trois

, , , . - i / - ' à3 u à3 v y wéquations, résoluble par rapport aux trois dérivées y-g? .-^' y-^-
A chacun des groupes (47) correspondront deux groupes de trois équa-
tions, dont chacun sera résoluble par rapport aux dérivées troisièmes
semblables qui y figurent; au groupe àx2 ày, par exemple, correspon-
dront deux groupes de trois équations, dont chacun sera résoluble
par rapport aux trois dérivées ^y ^^ j^' Enfin au
groupe (48) correspondront trois groupes de trois équations, dont cha-

cun sera résoluble par rapport aux trois dérivées ^ ̂ u^ > à x à y à z
(Ï^ w

àx à y àz
Faisant alors abstraction des groupes (4^>) et considérant les deux

groupes de trois équat ions qui correspondent à l 'un quelconque des
groupes (47), nous éliminerons entre ces six équations les trois déri-
vées du troisième ordre qui y figurent, ce qui nous donnera trois
relations. Considérant ensuite les trois groupes de trois équations qui
correspondent au groupe (48), nous éliminerons entre ces neuféqua-

, . r)3 // à3 v à3 w • itions les trois dérivées ̂ ^, ̂ 7^ ̂ ^ ce qui nous donnera
six relations. Nous obtiendrons donc en tout 3 x 6 4- 6 ou vingt-
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quatre relations du second ordre, qui , en fait, se rédu i ron t à six;
f ina lement nous t iendrons compte/dans ces' six relations, 'des équa-
t ions S, et T,, afin d 'él iminer les dérivées principales du premier et
du second ordre.

16. Exécutons maintenant le calcul qui v ient d'être indiqué .
En effectuant sur les équations ï, toutes les dif férent ia t ions pre-

mières propres à amener dans les premiers-membres les'dérivées troi-
sièmes figurant dans les groupes (47) et (48), on tombe sur les
groupes suivants d'équations :

(49)

(Agbis)

(5o)

(5o bis)

^ ou
2ààx
y au
^,)y

\^ OU

2^ ôz

v au
2à àx
^ ^Ï{1
2^1)y

\^ ^lt

Zà àz

^ au
. ^^•
^ au
Zày

V^
^ as

vi au
^ àx
'vi au
2àày
vi au
2i^

y II

àx^ à y
à'^u

ôx'1 ày
(r'u

ôx'1 ôy

ô^u
ôx1 ôy

à^u
à^1 ày

<):i u
()x1 ôy

à3 u
àx^ ôz
(̂  U

àx^ ôz
(P U

Wàz

ô^u
Ox'^ ()z
d3 u

ôx^ ôz
à3 u

Ox^ as

•̂  (Y" a à2 u
^ ôx à y àa^
vi à2 u (Y2 u

11 ̂  ôf2 ûx^
^ ^2 u à2 u

~^2»é Oyôz àx^

vi à^ u à'2 u
h ̂  àx^ (Jxôy

. V ( ^^ Y
r Ad \ô^()y)

^n (PU à^u
•^aià ()x ()z ()x Oy

1^ à^ u (Y1 u
^ ôx àz ôx^
v (Ï1 u <)2 u
^ ày àz à^ -
^ cPu fr-u

^Zà o^ à^

^ (^ u (Y1 u
^ ôx^ àx (}z
^ (P u à2 u
^ àx ày Ox ôz

+W àïH Y
' Â^\àxôz)

1 û^

^ àx ày
à2?.,

ôx à y
à^j.,

Ox Oy

î (P^
2 àx ûy

^ ^ à^
2 TkK^ ?

« i1 (<y^
2 \ àx^

i à^,
2 "ÔXÔ^

à2 p.,
àx ùz

„ à--^
ôx àz

î ^À,
2 ÔX (}z 5

, ^ / à2^
2 \ àx à.^

't ô^
"w 2 àx1 J

i d2^
2 (?J2 ?

T 6^4

2 àyàz''

y

^ ()2^ ()^J.,

àx ày àx (}z

î on,
2 à y àz ?

î (}^ ^
2 ÔZ2 '

^ à'i^ ^
iôxî . ()x à y
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V c)u ^u 'V ^îu ^u — ^2^3 1 ^2^2

^auà àx àx ày^ •̂1 àx2 <^y2 ^^> ày 2 d-a?2 ?

^ au à3 u ^ <^2 u à'1 u _ i ^^â
( ° / j j-ri 3y àx ày'1 -+" ̂  ̂ r^y ~à72 ~ is ̂  d^?

^ au à3 u ^ c)2 u à2 u _ '̂ jP-L ï ^2 ^-2
—ri ^3 .̂z- ày^ ^—d .̂.r ^s ^j2 ~~ àx à y 2 <to ^-3

(51 bis)

au ç)3 u ^ / <)^/ y __ J^ <^2
2

îte ̂  <}j2 -Zri \ à.v à y ) a ày'2 5

^ <)^ €)3U V ^2;/ ^2^ _ ! '̂a
"̂  (̂ y .̂z* <)y2 •̂  ôy'1 àx à y 2 ôx ôy^<^y àx ày^ ^aà ôy'2- àx à y 2 àx Oy

()u. -^3^-- V ^2 ̂  à2 ii. _ ï / à^i cT2^ _ 0^3 '
ôz àx ày'1 ^à à y àz àx ày '2 \ àx ày ày^ à y as,

ci 6^ <)3?^ ^ d'2^/ à^ii. _ ï / __^2_^l_ r)2 |m.2 _ (J2^ \au à^u ^ à'-u à^u _ ï / à2 p.i cY^ _ à^
ôz àx ày'1 ^à à y àz àx ày '2 \ àx ày ày^ à}y .̂̂ ^̂  -l- ^ y . , r ~ . ^. ~ ^ /).y: /}v <')v2 /) y f}.s J

( ̂  au à3 u ^ à^u. à^u _ à1 ̂ .2 ï à2^
[ ^à 'àx àxàz- ^^'à^ 'à? ~~ ~àx~àz ~~ a 'àx^7

^ . ] ̂  au à3 u ^ <)2^. r}2 g/ _ ô^p-j _ ^ ^2 ̂ 3
(;)''t ; j JL ̂  ĵ ~^ '4"^ j^y 'à^ ~~ axas ~ ï àx à y '

^ ^ ou à3 u ^ f)2 u à^- u, _ ^ ^^s .
• 1 JLi Jz àx àz'2' ^ 2^Jx~àz ~à^ ~ 2 ~àx"ôz5

(52 ^^•)

v àu. fpu v / à^u y __ ^ ^^2d ̂  < r̂̂  '+'JL ̂ (iï^by ~~ 2 ^2 5

v àit cp u v r)^/ à^u __ ï /<)2^ ^^i _ à'1^.
Zà 'ày àx àz2- 4"^ ày ôz àx àz ~ 2 \ ^2 àx àz à y ôz
^ ou <P ̂  ^ ̂ / à'^u __ ï ^^3 .
2d3i ̂ Ï̂ i2 '+'̂ '̂ ' ̂ ^ """ 2 6^6^3

v ̂  ̂ lîi y '̂/ àeiu — à2lj'3 1 àî^2
2»à 7)x ày2 àz "h^ àx àz ày^ """ ày as 2 àx àz?

^ ' v ̂  ^^/ v <}2 u ^ •==. ï ^ 2 À 2 ,
^w} ' 2»à~ôy ày2-à^ 4 "Z^àyàz ày2 ~~ 2 ^/ àz '

î d^ <}3 u ^ V^Ji ̂ lîi -^ ̂ i _ 1 ^À!.
-2d ̂ ï ^j2 ^5 "h^ ^-s2 ày^ ~~ ^y ^s a à^ 3

^ au à^u Y! J^ju_ à'-u _ i_ f^lJ-î à'1 ̂  _ ^^-i \ ^
2»i 'àx ày'^àz ^ 2»à "àx'ôy à Y ôz ~~ 2 \ ày'1 à y àz àx à y ) 5

Y àu àï u V- ôïlt _â2u — 1 ^^l.
(^in^ { Z^^-^^ ^Zdjy^ àyàz " " ^ à y à ^

fv^^3^ v ( ^l^X ==i^3-
\ 2^ Jz 'ày^àz "<~^ \ày à z ) ~~ 2 ̂  '

^////. //c•. A'<y/-m., (3) , XXII. — NOVIÎMBIIE 1905. Do
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y^-^ y y-u à^u _ à^., r y-\,
^ c)x àyà^ ^ àx ày ^ "" ày as 2 Jxày'

(54) y^-^L +v^^ -^i._1^
j ̂  ̂  àyà^ »à ôf- à^ ~~ ày àz a '^î

y^-^L y j2» ^2^ _i j8^ ^
^ os àyà^ ^d ̂ j^ (jzï "a ^ ï̂'"

y ̂  JliL -.v-^ -^ - -ï (^ -. ̂ ^ ^^1
Af ^^ ^y ^^a ^ ̂ . ̂ ^ ^ ̂  ~ 2 ^ r^J as cb7" ~" ̂ 7^

; 5 4 ^ ) ' v ^ ^ +yf^-y - !^^
Ari ^J ^7 ̂ a ^ \ rfy ̂ / " Ï ^"7

V ̂  ^3 u.. v à^u à^ u __ ï y X-i
^ 'àz ôf à^ ~^Zà ~d^ 57^ = î ^y"^ '̂

y ̂  ^M ^y ̂ ^ f« ^ < /^^ , ̂ 2^ _ <^^
^àx à x û y à z j»àà^ àyàz a \ôsc ày /Àz-^ ^T

(r)5) , y ̂  -^_ + Y ^^ Ĵ L -- 1 ̂ _
j ̂  ày àx ày àz M àx ày ày ôz ~^ a àx à^f

y^-^^ v <)îïl-. àîîf — r ^2^
M àz à,xf)y()^ ^Làjc'ôz 'ày^h ~~~ 2 3^J,J

y ^— l̂i—.. v ^.// ^)ÎH _ ! ^^i
^ àz1 àx ày àz 2^ '(J^Tày 'cfaTSz ^ ï 5^^î

(55^) 'y^^^^v^^ ^/< -i^^ . ̂ i ^^^> ̂  ̂ y ̂  ^v ̂  ^ ̂  ̂ . ̂ ^ - ^ ̂ , ̂  -^ ^^ - -̂  ^

f V^f ̂ '^ ,V ^// ^Y _ ï ^?-i1 ^ ̂  ̂ ^y^ +^^^ ̂ ^ „, ^ ̂ ^

y^^ii_ v^"^ j^ 1. c^^i
^à^ àxàyàz " Z^ àxjz ^^y ^~ 3 ̂ ^'

(55^) . y^-^!^,yjli.^^ ^ î ^^
\ ^ à ( ) y à x à y ô z ^ày àz à^ày ~ i ̂  ̂ 7

f y^.^!^.+y^,^ ^Lf^ , ̂  <y^\
^ as àjc à y as Â^ à^ àx ày w 2 \àjc à^ àylh ̂  7)"^} "

Cola é t an t , la comparaison des systèmes
(49) et (49 bis),
(50) et (5o bu],
( 5 î ) GI (5 ï bis),
(Sa) et (53 bis),
(53) et (53 bis),
W) et (34^),

(55), (55 bis) et (53 ter)
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nous donne seulement les six relations
ôi5

(56)

(37)

(:)8)

(59)

((50)

(6i)

2l
2l
Si

21
2|
2|

fà^f
^2

^r-u
^
fy-u
\ô^

[ à ^ u
W
'à^-u
à^

~<^/
àx^

(Pu
àfàï
y-u.

àz àa
ô'-u

à^à:

y-n
à^
à^u
àx2

à^u
à^

; àx à y àx à^ )
àî({ àeltl \ -

v ày ô.
à2 u

Y

^

dz

(
((̂

0^ à z à y )

y-u yi
à y à s } J
à-u Y--1

à s à x ] \
<Y-a y--]

à - r à y ) \

(r-ti \

3 à y ô j c )
ô'-u \

à'^t
à y à^
ô^^

" àz àx

à'^
à.ï1 ôy

i r<r-^
2 \àjc ôy
î fà'1^
2 \ ày à^
1 ( 0 ' - ^

2 \àz àx

i an,
2 tl^

i à2^
a àx'1

i à").,
2 àyî

à'2!^
àxàz

^ y-l^
ày àx
à^y.,
à: ày

î <)i?.:i
2 dj-2 '
î (^À,
2 ^-2 '

î à"-!.,
2 <Ar2 '

^p-A
à.^ )
à9^
à y - 1 )
à^-A

ù ^ )

ï Ô'^^

'ï à y ()^
î ô'1!,
'2 <^ ÔX

î c}2/.,
•2 ,̂z' ôy

Dans ces relations, nous remplacerons, comme il a été dit , les déri-
vées secondes de u, y , w par leurs valeurs tirées des équations T^ en
fonctions des variables indépendantes et des dérivées premières, pu is
nous tiendrons compte des équat ions S,, qui l i en t entre elles les dér i -
vées premières.

lîffecfcaons d'abord le calcul dont il s'agit sur la relation (56), qui
cont ient les n e u f dérivées secondes de u, p, w relatives à y e t ^ : ces
dérivées secondes nous sont fournies par les systèmes (37), (38)
et (3c)). Pour abréger, nous désignerons dans ce qui suit par

a!? a^ ^t»

Pi. ^ ^

Yi, 7^ 73

les seconds membres des systèmes respectifs (36), (37), (38), et par
<îl» ^2» ^3?

^l» ^î, ^3?

^ 1 7 ^25 Q:ï

' /,/ceux des systèmes respectifs (3[)), (4°)» (41)- E1'1 posant alors

J) ==

au
àx
au
ày
au
àz

àv
àx
àv
ày
àv
à:

à^'
àx
àw

^
àw
ôz

B.

P.

^

(33

àv
àx
àv
ày
àv
as

àw
aï

à^
à y
àw
~Jz
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r«=

à^ àw
71 aï 7ix

ô^ àw72 rfr "̂
^(; ^(V

'/3 ^ dJ

A,.=

^ à^ à^v
1 <Àz* "à^v

^ 6 '̂ <^(ï'

6^7 à}'
àv à^'

03 î  ~àz

l 'algorithmo de Cramer, appliqué aux systèmes (37), (3rt) et (Sf)),
nous donne

d'on

et

(62)

n ^ — rnÇ^n^j 1) ^ / / -Ai) àyjz -A/;

iîJ.—A;2

j/ . ^ —— A ^,f^2

fp^ d2/< f ̂ u Y-fë \oy<)z)

()2 u Y"}D-V[ '^^L^r

1 2 àz2

^ [' à2 u à2 u
Jj^ Jz2 "

=:^^Î"^-•"2A^^j(^

En efÏectuant, confbnnérnent à la règle de multiplication des déter-
minants, les produils Ï)\ Ti^T^ et tenant compte des relations (28)
et (29), il vient

?.i ^ [j^
ï)2^ ii, \ p., ,

F-2 ^1 ^3

B,/r.
piVi+^i ^vA 2 /, , à <i ôif „,

,} P^4-^-^. (3,y,+^- <}// ()n
'àx Ï?^.r^ ^.r ( ĵ

(h< àu P. -, . -. /^^/ \2 ^ ; <^^ r}^//i (/// (/(/, -,^H^^^^ ^-hA,-^^ (S^/s^-pi- <)J- r7ï
^^\2p, „ , ,, ^^ au . f}^ ^^ /^

P^+^.,^^ ^y,^^^^^ ^^4^^^

Dans ce dernier dé te rminan t , chaque colonne peut se décomposer
en deux sous-colonnes, respectivement formées avec les termes pré-
cédés du signe 4- et les termes précédés du signe — ; les sous-colopnes
de la deuxième espèce ont d'ailleurs leurs éléments proport ionnels :
si donc on décompose, par la considération des sous-colonnes, le
déterminant ci-dessus en une somme de hu i t autres, quatre de ces
derniers s 'évanouissent comme ayant au moins deux colonnes pro-
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portionnelles, et il vient sirnpl

B^I\==

~

—

—

Pr/i+
13.7.+
Ps7i+
/^y
W
ai / ait
àx ày
au au
àx àz

Pi7i-+-
/ r),l\ 2

lV/1-t-

133-/1+

P.71-+-

P271+

P3-/1+

D U

eme

^
P-3

fJ.2

Pi 72 4-

. au au
A^

P3

P-2

^

^-3

^2

LN SYST1

în fc

Pi 7-2+
?272+

?372+

?2724-

P372+

^^ ^y

—̂y/
ou au
ày ^

Piy2+^

P272+

P:i72+

:ME

^3

À,

^

^3

^2

^-1

}„

^i

D'ÉQUATIONS

pi 73 -h ^-2

P373-+-^l

P373-+-^3

Pl73-+-P-2

P273^-P-1

P373+ ̂

Pl-/3+^

^2 73+^1

P373+^3

^// OU

àx àz
au au
^Ts
/d«Y\^-)

5i-

Pour avoir main tenan t y Byl^, il faut ajouter à l'expression précé-
dente les deux q u i s'en déduisent par le changement de u en (, pu i s
en w, c'est-à-dire répéter trois fois le premier des quatre déterminants
ci-dessus, remplacer par \^ \j^, [j^ les éléments de la première
colonne du second, par ^, A^, ;^i ceux de la seconde colonne du troi-
sième, et par (^» ^- i» À^ ceux de la dernière colonne du quatrième.
La somme algébrique de ces six nouveaux déterminants pourra d'ail-
leurs s'effectuer en les groupant deux par deux, les deux déterminants
de chaque groupe étant précédés de signes contraires; l 'un des trois
groupes dont i l s'agit sera, par exemple,

pi 71-^
(V/i^
^71^

{~\
^P'3

^-P-2

Pl72-+

i3î72-t
(Saya-l

-^3

h-À,

1-F.i

Pi7^
P27:t-+

Pî/3-<

h-^2

H^-i

^
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^4 (31/2 4- ^3 (3^-1--^2

—— ^3 P272-+-^2 P^^i

^2 P372-+-^l 16373 4- AS

et donnera immédia tement comme résultat le dé te rminan t

Pi7i Pi 72 -4-^3 Pi73+P'2
(V/i Pâ7â+^ p^-1-/^
Ps 71 p37a-hfJ.i 163 73-+-^

lequel se réduit , par la considération des sous-colonnes proport ion-
nelles, à

Pi 7i ^ [^
P'27l ^ ^1

P37l ^1 ^3

En opérant de la même maniè re sur chacun des deux groupes res-
tants, il v i en t

Pi7i l^ ^
pa7i ^ P'i

P-'P/l 1^1 ^3

-h
^1 Ri 72 P-2

î Paya ^i

^ Ps y 2 ^
4-

^1 ^3 Ri 73

.̂3 ^ p27;t

^•2 ^1 P373

(63) ^B«r,

et l'on aura^A^ en remplaçant, dans l'expression précédente, cha-
cune des lettres p et y par §. Finalement donc, notre relation (.-'Ï6),
qui, en tenant compte de (62), pcat s'écrire sous la forme

deviendra

(64;

D^AL
\àf()5

t

}.l ^3 (A,

K-3 ^2 l-l-l

f-t y., ^

—

+

Pi7i—^ ,̂
Pa y i~-(Vi ^
P37l——°3<î l ^

^i Pi^—âif îa
^3 P272—ÔJ

^ P a V î — â ^ ô a

i à'-^
a ^s2

^^.
\<),yàz

S

2

ï ^2^ 1 f 6?2}

'2 ^^••i 2 <J»J

^2

^-1

^3

Fî

P'I

^

à^A ^
ày1 ) ~ 2é

-+-

Xi /-/
.̂a ?.

^2 ^l

lî.

;!^̂

•3

2

r»-

Pi y»
Pr/3
Pî^î

ï.

—S
— ô
-0^

A?»

i^
.5,
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où les p, les Y et les S désignent, comme nous l'avons dit, les seconds
membres des systèmes (37), (38) et (39).

Des permutat ions convenables, effectuées sur (64), fourniront les
relat ions semblables déduites de ($7) et (58).

Il nous reste à transformer de même les relations (59), (6o) et (61).
Considérons, par exemple, la relation (59). En adoptant les notations
ci-dessus et posant, de plus,

à (? àw
1 àx àx

àv àw
^ Jy ^

àv àw
a3 T. -à.

Hn=

à^ àw
'fli àx ^x

àv àwY],, —
à}' ày
àv à^v

•^3 -r- -^—àz à^

, 0^-==

à^ ()w
1 àx àx

ç. àv àw
2 ày ^
, Oc à^

3 Tz ~(h

l 'a lgori tbme de Cramer, appliqué aux systèmes (36), (39), (4o)
et (4 i )? nous donne

D^-A•1./ "",,——T) -— •" U9ôx- D
à^u

ày (h :A- J)^=II- î)-^--e.àx ày

d'où

et

(65)

/ ôî ii à'2/t à2 u à2 u2U \ ^
~^)=AUD2 A.A,-0,Ji.,àx^ oy à^ àx ày ô x à ^ }

1)2 V //^ ̂  ôîu àîu \ —V A A V(S) HD JL ̂  ày àz ~ "uxjy ~àxTz) -Z^^^^^11"-

Or, le carré D2 a déjà été effectué; la quant i t é V^A^Ay se dédui t du
second membre de (63) en y remplaçant les lettres p, y respective-
ment par a, ê, et la quant i té ^©^H^ se dédui t du même second
membre en y remplaçant les lettres p, y respectivement par 0, T]. En
conséquence, notre re la t ion (59), qui , en tenant compte de (65),
peut s'écrire sous la forme

I)2 à2^ à2^ t)2?.! ^À
21 \ àx ày àx àz àx^ ày à^-yA.A.-Vo.H^

-»» / .̂ B—— ^——B
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deviendra

/

(66) , =

r
2

-4-

^1 1^3

fJ.3 }.2

^ ^1

y.iôi— O^i ^
^ 2 0 1 — — 02-^1 Àa

Ot;̂  -- 03^1 ^i

?.!

•P-3

^2

C.

f^

^-1

^

y-ï cciS^—
},2 ^2^;}——

^i asây—

/ ̂
\ àx à Y

RÏQITÎER.

-4—

^2

^1

^3

^•^3

^2^;t

^•^3

à^^ c^2^,
^^ ^^ c).r2

4-

»

^i alôa

^3 y'î (Î2

^2 ^3 ^2

.̂l \

^^3/

— (9j-/]â ^
-Q^ ^
- O^n, t,

où les a, les S, les Y] el les 0 dés ignent , comme nous l'avons d i t , les
seconds membres des systèmes (36), (3;)), (4o) el (4i) .

Des pe rmu ta t i ons convenables, effectuées sur (6(>), nous fou rn i -
ront les re la t ions semblables d é d u i t e s de (()o) et f G i ) .

1.7. Pour former le système or lhonome don t les condi t ions de pas-
sivité v iennent d'être calculées , n o u s avons considéré l 'une q u e l -
conque des so lu t ions n u m é r i q u e s du système [(28), (29)], et nous
avons m e n t a l e m e n t supposé qu'à par t i r des va leurs c o n s t i t u a n t la
so lu t i on numér ique d o n t i l s'agir le système |(^8), (2;))] se t r o u v a i t
résolu, con fo rmémen t au p r i n c i p e général dos fonc t ions i m p l i c i t e s ,
par rapport à six dé r ivées premières choisies de telle f açon q u e le
Tableau r é s u l t a n t (n° 14, I ) , moyennan t un ordre convenable adopté
pour ses l ignes et pour ses colonnes, présentât la d i spos i t i on C32).
Or, tout en f a i s a n t i n t e r v e n i r , dans notre ra i sonnement , les f o r m u l e s
de résolut ion, nous n'y avons pas eu recours, e n / a u , dans no t re cal-
cul , et nous n 'avons f a i t usage des é q u a t i o n s (28) et (29) que sous la
forme même où elles se t r o u v a i e n t données. Les résu l t a t s de no t re
calcul ne changent donc pas, q u e l l e que soit la solut ion n u m é r i q u e
considérée au débu t pour le système [(28), (29)]; i l n 'y f igure,
no tamment , a u c u n e dérivée première de u, ^, ^5 en sorte que les six
rela t ions obtenues subsis tent entre les seules fonc t ions données, A^
/^, À;,, [j^, ^, ^a, des variables indépendantes .z-, j, z , et leurs déri-
vées premières et secondes. Si donc on se reporte aux .remarques
finales du n° 5, si l'on observe d'autre part que, dans les l imites
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mêmes où les formules de résolut ion du système [^28), (29)] sont
applicables, ce dernier équ ivau t , au po in t de vue de l ' intégrat ion, au
système orthonome considéré dans notre raisonnement, on est c o n d u i t
à la conclusion su ivante :

Ou bien les six relations obtenues par le calcul précédent sont identi-
quement vérifiées, et à toute solution numérique du système [(28), (29)]
(considéré comme subsistant entre quinze quantités, ainsi qu'il a été
di t au début du n° 14) correspond alors un groupe unique d'intégrales;

Ou bien elles ne le sont pas, et le système [(28), (29)] n admet en
pareil cas aucun groupe d'intégrales.

Pour cette raison, nous les nommerons désormais conditions de pos-
sibilité.

18. Les valeurs initiales des variables indépendantes étant choisies à
volonté dans la région H (n° 13), et les conditions de possibilité étant
supposées satisfaites, tout groupe d'intégrales particulières du système
[(28), (29)] est calculai) le par cheminement dans cette région.

En désignant par (u, y, r^) l'un quelconque des groupes d'intégrales
dont il s'agit, la solution générale du système [(28), (29)] est donnée
par les formules

[ u == /iu -4- rrii 9 4- n^ •+• h^,
(67 ) < v •==. l^v -i- /n^y 4- n.^ 4- //g,

( w== l^v -+- m^çs) -4- /îgd/ -4- /Zg,

où h^ h^ Âg désignent trois constantes entièrement arbitraires, et

/i, m^ n^

(68) \ lî, m 2, n^îf " t ' 3 . ' > '^ïf

/3, m^ n^

les éléments d'un déterminant orthogonal arbitraire, c'est-à-dire des
constantes powant recevoir tous les systèmes de valeurs qui vérifient les
relations

i ^+ /|H- ^==1,

(69) < mf4-wJ-hm^=:ï,
f /^ 4- /4 -4- n^ =rï,

m i ni 4- m^ Hz ""+- ^3 ^3 == o»

(70) ^i/i "+- ^2 4 + ^4 =c»y
l^m^ -t- /2W2+ ^3/^3==0.

Ann. Éc. Korm. (3), XXIÎ. — NOVEMTBÎIE 1905. 66
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La solution générale du système [(28), (29)] dépend ainsi de six con-
stantes arbitraires,

Enfin, les solutions particulières^ en nombre infini, fournies par les
formules (67) sont deux à deux opposées.

I. Si, parmi les solutions numériques du système [(28), (29)], on
considère, à l'exclusion de toutes les autres, celles où x, y, z ont des
valeurs déterminées, x^^ j^> -^o» e^ sl l'on désigne par (u, ç>, ^) le groupe
d'intégrales particulières du système [(28), (29)] qui correspond à l'une
d'elles, l'ensemble des groupes d'intégrales qui correspondent respective-
ment à ces diverses solutions numériques est donné par les formules (67 ).

Effectivement, puisque les fonctions L», y, ^ sont développables à
par t i r dex^, y ^ , z^ et vérifient iden t iquement le système ["(28), (29)],
on voit d'abord que les fonctions u, p, w déf inies par les formules (67)
sont développables à partir des mêmes valeurs, puis, en tenant compte
des relations (69) et (70), que leur subst i tut ion dans les relations du
système [(28), (29)] vérif ie ces dernières iden t iquement .

Pour établ ir qu'inversement les formules (67) fournissent tous les
groupes d'intégrales visés par l'énoncé du présent alinéa I, adjoi-
gnons à ces formules celles qui s'en déduisent par toutes les différen-
tiations premières possibles, et, dans ces douze relations, remplaçons,
d'une part, u, y, ^ et leurs dérivées premières par les valeurs numé-
riques qu'elles p rennen t en (^, y^ ^o), d'autre part, u, v, w et leurs
dérivées premières par des valeurs numériques indéterminées; nous
aurons ainsi le système suivant :

(7ï )

w

[ ^==^uo-h /n^o— n^Q-+- Ai,
, ^o == 4 ̂ o -î" ^2 Pô -^ n-t +o + ̂ î,
\ (^-= 4^0-4- W3Cpo-+- ^3 4^0-+-^3;

— = ̂  — -+- m ̂  —— -+- ni ——- ,
à x ) ^ \^/o \àx)^ 'V^ /o\^^7û \^^/o \^7o

/<?^\ _ , / ^y \ (à^\
\ Jx), w iî \àx)^ mt2 \Jx)^ ^ \^}^

'wX , /âv\ fà^\ /M\^o^H^À^"3^

àv\ /6^\ (à^\ (à^\——\ •=z l \—.\ .4-. rn» ( —T. -4- yu ——-*- ( ?
à x ) ^ "V^/o ' \^/o 'V^/o
c?w\ , fàu\ fà^\ fà^\
~^)^ h \^)^ mî Wo^ ̂  (^À1
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(79,) (suite)

^à_u\
\àf),
^\
\ày}o
^\
^À

ràv 'à^ à^, av \ v^\ 0^
"i T" 4" m! "T- •^-nï[—'\.àyJQ \<Wo \ày' Q v^r/o / 1 \(^j/o

/<?3>\ fà'^in,[ —\ -^ n ' •__ y W
'Wo'

^\
'\^A
/^\

.^7o
^Ci)\

'^À
^Û3

^Mw
-^\

.ày, m

! /àc^ ^^
3 / o

^u"1^.
, /du'

•"^^À^"
1

^.
^A
^\ _^
^À - /2

à^\ _

fÔQ\ (à^
'mA±:) +^ (. : / -.^/o

^u\
/ 0 \6'^ / 0<^/o

.^9\
w3 l ̂ T -4- ̂\^/o

/6kL\ >
n., -•- .

a s ) , ' Y^sA ' ()^/o

Si maintenant , dans le système [(28), (29)], nous remplaçons,
d 'une part, oc, y , z par les valeurs numériques x^, y ^ , z^ d'autre par t ,
les dérivées premières de u, v, wpar les valeurs numériques indéter-
minées dont nous avons parlé, il viendra :

(78)

w
\àx)^

W\
\ày).
^Y-
\àz),

fàu\ .

'^\2 /à^V - ,
\ -4"(j- =Ai(^o, yo^o),^ ox / o \ OJG y o

^y /à^y , ,
~4~ ( 7^7 ) == À2 ̂ oy -ro? ^o)»V^^ / o\ày)^

^y
.^À

o? ^ro? ''•'o^?

^y
^À

'au' ^\ /^
^À V^/o

=^3(^0, yo, ^o)»

^tA fàw\ ( àw
^A^Y^ÀV"^

L/ ^>' \ / U W \ __ . .

ày}^)^^^^30"
fàw\ f àw\

'^['J^f [Thc] ^^(a-o, yo,So),

^J/o \^/o
4-

^\ ^\ /^\ /^\
^7o ^^yo"4" \^À \à^)o
àu\ (àu\ ( àv_\ /^\
à^h\ày)^\àx),\àyj,

\ c-' / D \ t"2' / 0

/'àw\ fàw\
^WAày)^^0'^^'

Cela étant, il suffit d'observer que, en vertu du n0 10, la solution la
plus générale du système algébrique (73), aux neuf indéterminées

^^
\àsc)^
^àu_\
^7/0
'au

(àu^ /
\ày)^ [
(àu\ f
^À' \

àv\
àse)^
àv\
ày).'
àv\
aï h'

(àn'\
\àï),

(^).
(̂ ).
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est fournie par les formules (72), où les quantités (68) sont assu-
jetties aux relations (69) et (70), et que, les quantités (68) étant
ainsi choisies, les indéterminées u^, v^, ^o, calculées à l'aide des
formules (71), prendront, moyennan t un choix convenable de À, , /^,
Â;^ des valeurs numériques arbi trairement choisies d'avance.

II. Si, parmi /es solutions numériques du système [(28), (29)], on
considère exclusivement, comme à l'alinéa I, celles où x, y , z ont les
valeurs .Vy, y y, ^, // existe quelque constante positive, r^, telle que les
groupes correspondants d'intégrales, développés à partir de .z'o, y^^ ZQ,
admettent tous des rayons de convergence au moins égaux à r^.

Si l'on désigne en outre par (.r,, y^, ^, ) un autre système de valeurs
numériques attribuées à ce, y, z, et qu'on lui fasse correspondre de même
une constante positive r^ , on peut toujours, lorsque le point (^, y ^ , ̂  ) est
suffisamment voisin de (.^o, y^, ̂ ), choisir la constante r, de telle façon
que sa différence à r^ soit moindre en valeur absolue que toute quantité
donnée.

Ce double point est une conséquence immédiate de l 'alinéa I.
IIL En vertu de la c o n t i n u i t é supposée de la région lit (n° 13),

deux points, (<^o,jo, -^o)» (X, Y, Z), pris à volonté dans cette région,
peuvent être reliés l'un à l 'autre à l 'aide d 'un arc cont inu ent ièrement
situé dans la région 11 et admettant les deux points dont il s'agit
comme extrémités in i t ia le et f inale respectivement (1). Cela étant, si

( 1 ) Dans le monde dos quantités réelles, los formules qui définissent l'arc sont do la
forme

.r==cp(0, y =-/,(/), z ^ ^ ( t } ,

où t désigne une variable réelle, assujettie à varier dans un certain intervalle, to à T, et
où y(^), /.C^), 4(0 désignent trois fonctions réelles de celte variable, continues dans
l'intervalle dont il s'agit, et vériûant les relations numériques

^o^^o),' Jo=x(^ ^=='K^)î X==9(ï) , Y==X(T) , Z=tKT).

Dans le monde des quantités imaginaires, les formules qui définissent l'arc sont de la
forme *

.^•=== oi(/)4-^(^ j-= xi(0---i-^/,-2(<0î ,s== (h(0--^-(tMQî

où t a la môme signification que ci-dessus, et où 91(0? X i C O ? '-MO? 92(^)7 ' / î ( f ' ) i 4^(0
désignent six fonctions réclîe.s de cette variable, continues dans rintorvalle de to à Ï, et
vérifiant les relations numériques

.ro==<pi(^) -+- ^â(^o), J'o^Xi^o) - i -^X2(^o), zo ̂  ̂ lOo^^Oo),
X==o, (T) +^(T), Y==Xl( ï ) -+- ^7^(T) . Z -^ïd) ^•IW)'



SUR L'INTÉGRATION D'UN SYSTÈME D'ÉQUATIONS. 025 '

l'on considère exclusivement, parmi les solutions numériques du s y s'
terne [(28), (29)], celles où x^ y, -s ont pour valeurs les coordonnées des
divers points de l'arc, il existe quelque système de rayons de convergence
commun à tous les groupes d'intégrales correspondants.

Ce po in t se dédu i t de l'alinéa II à l'aide do raisonnement usité en
pareille circonstance.

IV. Tout groupe d'intégrales particulières du système [(28), (29)]
est calculable par cheminement dans la région '%.

C'est là une conséquence immédiate de l'alinéa III.
V. En désignant par (u, 0, f^) un. groupe quelconque d'intégrales

particulières du système [(28), (29)], la solution générale de ce dernier
est donnée par les formules (67).

Effectivement, tout groupe d'intégrales particulières du système,
étant calculai) le par cheminement dan s la région îî, peut être considéré
comme déterminé par un groupe de conditions ini t ia les où oc, y , z ont
des valeurs numériques assignées d'avance et indépendantes du
groupe d'intégrales que l'on considère.

Cela étant , le point que nous avons actuellement en vue est une
conséquence évidente de l'alinéa I.

VI. Les solutions particulières fournies par les formules (67) sont
deux à deux opposées.

Car, si l'on remplace par leurs opposées les douze constantes q u i
figurent dans les formules (67), les relations (69) et (70) ne cessent
pas d'être vérifiées.

19. Plaçons-nous actuellement dans le monde des quantités réelles,
et ne considérons, parmi les intégrales du système [(^8), (29)], que
celles qui sont réelles- La région W dans laquelle nous ferons mouvoir
les variables x, y, z devra satisfaire, en pareil cas, aux trois condi-
tions indiquées plus haut (n° 13), mais avec cette restriction essen-
tielle que, pour tout point de la région, la forme quadrat ique (3i)
soit la somme (proprement dite) des carrés de trois formes linéaires
indépendantes à coefficients réels. En désignant par (u, ç, r^) une
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solut ion réelle part icul ière du système [(28), (29)], la solut ion réelle
la p lus générale est donnée par les mêmes formules (67), où les
constantes ne recevront, naturellement, que des valeurs réelles.

Si l'on considère l 'une quelconque, {u, ç\ w), de ces solutions
réelles, le dé terminant différentiel

(74)

au û^ ôw
àx ôffc àx
au. <?P àw
Jy Jy ày ^
au à^ àw
f)Sf àz ôz

étant différent de zéro dans toute l 'étendue de la région ÎT, y reste ou
constamment posit if , ou constamment négatif. Dans les théories
physiques où le système [(^8), (29)] intervient , on ne considère,
parmi les solutions réelles, que celles où le déterminant dont il s'agit
est positif. Si l'on se place à ce point de vue, il ne faudra prendre,
parmi les solut ions (67), que celles où le p rodui t

^ mi n^
l^ m^ n^
l^ m^ n^

au à^ à^
à^ à^ ^)x
â'j ()(Q à^
"à y ôy à y
àj à^ à^
àz as as

est positif; en supposant donc, comme il est en pareil cas naturel de
le faire, que le second facteur de ceprôduitsoitpôsiti^îw'rnMS/VI),
il faudra que le premier ait pour valeur + i.

20. Un cas très simple où les condit ions de possibilité sont iden t i - ,
quement satisfaites est celui où les six fonctions \^ 7^, À;), ;x,, p-a, ^3
se réduisent toutes à des constantes, ces constantes étant, naturellement,
choisies de telle façon que la forme quadratique (3ï) soit décompo-
sable en une somme algébrique de trois carrés indépendants. La
solution la plus générale du système [(28), (29)] est donnée, en
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pareil cas, par les formules

( u =a^x-+- bi^-^c^z + d^

(7^) i c == ^2^ + ̂ 2.7 -4- c^z -h A,
[ w = a^x -4- b^y -h c^z 4- ̂

où c/i, ̂ , r4 désignent trois constantes entièrement arbitraires^ et

( ai, b^ c,,

(76) \ ^2> ^? ^2?

f ^3? ^3, <'3

neuf constantes assujetties aux relations

a\ -^r a\ -haj ==Ài,

(77) ^ +^1 +^1 =^
^ 4-<?j +cj ==À3;

( &1^+^2^2+^3^3===^1?

(78) , ^01+02024-0303==^,
( ai &i + 02 b^ + 03 ̂ 3 =- ^3.

Effectivement, les neuf dérivées premières des fonc t ions u, ç7, w,
déf in ies par(75), se réduisant respectivement aux constantes (76), il
résulte des relations (77) 01(78) que les fonctions dont il s'agit véri-
f i en t i den t iquement le système [(28), (29)].

Réciproquement, on peut, moyennant un choix convenable des
douze constantes, faire en sorte que les fonct ions dont il s'agit coïn-
cident avec des intégrales particulières assignées d'avance : car leurs
neuf dérivées premières peuvent , en vertu de (77) et (78), prendre
toutes valeurs numériques vérifiant le système [(28), (^9)]» et, cela
étant, les formules (70) permettent de déterminer d^ û^, d^ de telle
sorte que, pour des valeurs numér iques données de x, y , z , les fonc-
t ions ^, Ç7, w prennent elles-mêmes des valeurs numériques données.

Si l'on se place dans le monde des quantités réelles, on doit sup-
poser que la forme quadratique (3i) est la somme (proprement dite)
des carrés de trois formes linéaires indépendantes à coefficients réels,
et l'on ne doit attribuer aux douze constantes des formules (7.5) que
des valeurs réelles. Si l'on veut en outre que le déterminant différen-
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tiel (74) soit posi t i f , on ne prendra, parmi les solut ions réelles du
système [(77)» (78)], que celtes qui rendent positif le déterminant
des quantités (76).

Lorsque les fonctions X ^ , À^, X;, se réduisent à l ' un i t é et les fonc-
t ions |ii, jj.2, pi^ à zéro, la solution générale est donnée par les formules

« -=. l^ x 4- m i y -|- n i z: •4- h i,

p =- 4.-r +• m^y -4- /^s -h- Ag,
(IP ==: /3.Z' -+- m^y -\~ n^z -+- À;},

oii figurent douze constantes, dont neuf sont assujetties à former un
déterminant orthogonal. Les solutions réelles s^obtiendront en don-
nant à ces constantes des valeurs réelles, et i l faudra, pour que le
dé te rminan t (74) soit positif, que le dé te rminan t orthogonal dont il
s'agit a i t pour valeur -4- i.

CHAPITRE IV,
SUR LES CONDITIONS DE POSSIBILITÉ DU SYSTÈME PRÉCÉDEMMENT ÉTUDIÉ.

21. Les six fonctions données, À ^ , X^)^, ̂ , p4, [x;p des variables .r,
y, z. devant vérifier ident iquement , comme nous l'avons vu au Cha-
pitre III, les six conditions de possibilité, un poin t intéressant con-
siste à rechercher quels sont, dans le choix de ces/onctions, les éléments
dont on peut disposer arbitrairement. Pour résoudre cette question,
nous considérerons, dans les conditions de possibilité, les six fonc-
tions dont il s'agit comme des inconnues, nous mettrons le système
différentiel résultant sous une forme orthonome passive, et nous
fixerons, une fois cette réduction faite, l'économie des conditions
initiales.

Le calcul, ci-dessus effectué (n° 16), des conditions de possibilité
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nous a montré que les six quantités
529

v r î" ^u
2d[J)y^ "à^

vr^ <p"
2^[_~à^ ô^

v r^ ̂^— L^2 ̂

6?2// >• ] •>•]•
/ (?-'« yi
^d^r./ J '

^fàs
f y u
.ùsàx

2
•2
2

('à2 u. 0e1 a
^à^ à y à s

^cP_u _à^
\ôy1 ôz àx

^yu. à^u
\ à,sî àx ôy

r)2 // à1 ii \
Ô3D Ôf ÔÛC à^ /

0^ a à2 i i ^
à y àz ày àjc /

(T- u à2 u \
àzôx à z à y }

peuvent, en vertu des équations (28), (29) et de toutes celles qu'on
en dédui t par des differentiat ions premières, s 'exprimera r^ude des
six fonct ions A i , À^, X;(, pii, [j.^, [jig et de leurs dérivées du premier
ordre : dans ce qui suit, nous désignerons par

<D,, ,̂ <^, W^, Wy, ^

les expressions respectives dont il s'agit. Cela étant, les cond i t i ons de
possibilité peuvent s'écrire sous la forme

(79)

Ann. Èc. Nt

à^ -.
Ô^ "h

à^ ,
ûx^
à^
ày^

à^
ày àz,

à^î
àz àx
à^

àx ày
}rm., (3),

^7,3

ày'1

à^
as1

à^
àœ1

, ^l^
ÔJC'1

. à^^
ày'1
y-y-,

'' as2

XXII. —

2

2

2

àx ày

y'^
àyàz
à^.,

àz àx
DJÉCEBIBRE

à^.i
àyàz

^
ûz àx
()2 /J.3

àx ày

à2^

-+-2^—

+2^——

î .-> (î) ——

^^

àx àz

y^
ày àx
à2^
àzày

1905.

0,

0,

0,

î o W —

, ^ w —

+a¥.~

67
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Nous résoudrons ces équations comme il suit :

(80)

,̂,
àyà:

ry^î
àv1

à^,
àds as

A2?.,
à^
à^

i)jc ày
y\
ày'-

àî^- 4
àxày

-, y-^
àue ùy

v-^
— à y as

2 àî^
ôx à^
àî^ 4
à^c à^

-, y-v^
àyàa

^ ^3
àx àz

^Ài
ày1

à'^i
àx à y

(r-\
ô^

^ à'^
ày àz
à^
ô^

^P'i
ô^

3<I^,

à2^
ày^

9A\,

à^^
àz1

2 .̂.

r)W •
— •""• X 1

r> W .- ^ t'y,

0 ^P^ A 3 y

Le système (80), ainsi obtenu, ne cont ien t dans ses seconds
membres aucune dérivée principale; il est d^ail leurs orthonome,
comme on le voit en at t r ibuant aux variables indépendantes et aux
inconnues les cotes respectives suivantes :

y \ \ V-ï

Cotos premicros

Cotes socondos ô

0

0

0

1

0

— ï

0

La cote première d 'une dérivée quelconque est, d'après ce Tableau,
égale à son ordre même; les dérivées cardinales des inconnues sont
d'ailleurs

c^\ an, à^ 0'^,

à^à^ Ox^ày' àx ày^ à^ ày'^

or, cette dernière, d'ordre supérieur (et par suite, ici, de classe supé-
rieure) à toutes les autres, est superflue : car, parmi les premiers
membres de (80), ceux d'où elle peut provenir par dérivation sont

^À3 ^3 y\
1 ! T^' ôxày' ^Jy^
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et forment une suite où la comparaison de deux termes consécutifs ne
fournit que des dérivées cardinales du troisième ordre, savoir :

^L.
àx'^ ày 1

à3'}.,
àx àyî

11 n'y a donc, pour former les condit ions de passivité, qu'à effec-
tuer les él iminat ions voulues entre les équations (80) et celles qui
s'en déduisent par différentiat ions premières. Cela étant, je dis que le
système orthonome (80) est passif'.

Je commencerai par constater que, dans les conditions de passivité,
tous les termes du troisième ordre disparaissent, en sorte que les
conditions dont il s'agit sont au plus du second ordre. Exécutons, en
effet, sur les équations (80) toutes les différentiat ions propres à
amener dans les premiers membres l 'une ou l'autre des dérivées
cardinales

^L àU, àU.
(^) àx2 as àx7 ày àx ày1 '

i l v ient ainsi, en se bornîuit aux termes du troisième ordre :

(82)

/ à'n^
àx1 àz
àU.

^T^

an,
àxî ày
à^,

à^ ày
à^

àx ày^
à^

àx ày^

(̂ .3

" à-c à y t)
y^

àx ày as

, àî^
" à.v àv à

^^ ,
à^à=

rf3^,
à.v àf as

p ôî^
àx ày à

à3!,
s ()y1 ds

, < .̂
àx^ à y

^).i
z àyàz2

à3^
àx à y àz

^P-2

"+' ày1 àz
à-^

z àx à^

à3 ̂ 2
à^ ày2

* • • ?

^i^
àx as1

y^
àyà^

Les seconds membres de ces six relations ne cont iennent d'autres
dérivées principales du troisième ordre que

an, an, an.(83) ày^àz àyà^ àx à^
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Exécutons alors sur les équations (80) toutes les di tTérentiat ions
propres à amener dans les premiers membres l ' une ou l'autre des
dérivées (83); i l v ien t a ins i

f^Àl
ày'-ôs
^?.i

ày ô^ ~
yi,

àx ùsî

y y.,.
ÔX <) ï ' 1

à» p.,
à^' à y à:

.̂,
ÔJ'ÔZ1

+

+

-+-

y^
ôx à y as

y y.,
àw os'1

'y^
Ox ôy as

.̂

ôx1- ày

î
ôoo^- ôz

y p.,
ày' àz

(84)

relations dont les seconds membres ne cont iennent plus aucune
dérivée principale du troisième ordre. Cela étant, si, dans les seconds
membres de (82), on remplace les dérivées principales (83) par leurs
valeurs tirées de (84), on constate que les deux expressions obtenues
pour l 'une quelconque des dérivées cardinales (8r ) ont les mêmes
termes du troisième ordre.

Ainsi , les condi t ions de passivité du système (80) sont bien, comme
nous l'avions annoncé, du second ordre au plus. Je dis, en outre,
qu'elles sont vérif iées identiquement, c'est-à-dire quel les que soient
les valeurs numérique}! a t t r i buées aux six quan t i t és À^ À^, À;i, [j^,
p-2, ^.3, a leurs dérivées da premier ordre et à leurs dérivées paramé-
triques du second ordre.

Effectivement, les relations dont il s'agit sont, au point de vue de
l ' intégrat ion, des conséquences nécessaires du système (80), et i l
suffit dès lors, pour prouver qu'elles sont iden t iquement vérifiées au
point de vue a lgébr ique, d 'établir que le système (80) admet certaine-
ment quelque groupe d'intégrales où les inconnues ̂ , Ày, À;,, [Xi , ;j^, (J.;p
leurs déwé es premières et leurs dérivées paramétriques secondes prennent,
pour des valeurs numériques données de x^ y, s y des valeurs numériques
données : dans cette démonstrat ion, on devra supposer, puisque les
expressions î^, <1\., <I>^, V^, Wy, Wz ont comme dénominateur commun
le dé te rminant

?4 [J^ ^

[^ ^2 P-l

P-î P-l ^3

que, pour les valeurs numériques assignées à A , , À^, A;,, a,, a^, ^3, la
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.forme quadratique (3i) est décomposable en une somme algébrique
de trois carrés indépendants.

Cela étant, considérons les six équations [(28, 29)], les dix-huit
équat ions du second ordre qui s'en déduisent par différentiat ions
premières, et les trente-six équations du troisième ordre qui s'en
déduisent par différent ia t ions secondes : comme au n° 15, nous dési-
gnerons ces trois groupes d'équations respectivement par S ^ , S\, S',.
Si, dans les équat ions S ^ , on remplace les À et les ;x par les valeurs
numériques qui leur sont assignées d'avance, on pourra t rouver pour
les neuf quant i tés

/ ôfi ô^ r}ir
--,- î --,,— î -,.—— 56w ôa' àjc

au- à^ à^'—.— y —— y — y
ày ày ày

àïf àv à^v
-T- ? "7" ? -y— 3dz ôz d^

considérées comme a u t a n t de variables indépendantes dist inctes, des
valeurs numér iques qui vér i f ient les équat ions S, ; pou r ces valeurs
numér iques , le dé t e rminan t des quan t i t é s (85) est d 'ail leurs néces-
sai rement d i f férent de zéro. Si m a i n t e n a n t , dans les dix-huit équa-
t ions S^, on remplace les dérivées premières des A et des a par les
valeurs numér iques qui l eur sont assignées d'avance, et les quan-
tités (85) par les va leurs numériques précédemment trouvées, on
pourra déterminer, pour les d i x - h u i t dérivées secondes de u, v, (P,
considérées comme a u t a n t de variables indépendantes distinctes, des
valeurs n u m é r i q u e s qui vér i f ien t ces dix-huit équat ions . Calculons
f i n a l e m e n t , à l 'aide des équa t ions (80), les valeurs numériques que
doivent p rendre les dérivées principales secondes des À et des a
quand on d o n n e aux X, aux p., à leurs dérivées premières et à leurs
dérivées paramétr iques secondes les valeurs numér iques assignées
d'avance, puis remplaçons, dans les trente-six équations S^, les
dérivées paramétriques secondes des A et des ^ par les valeurs
numériques assignées d'avance, leurs dérivées principales secondes
par les valeurs numériques ainsi calculées, et les dérivées premières
et secondes de u, ^, w par les valeurs numér iques précédemment
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trouvées : les trente-six équations résultantes seront alors, en vertu
da calcul exécuté au n° 16, résolubles sans incompatibilité par rapport
aux trente dérivées troisièmes de i/, ç, w^ et fourniront, pour ces der-
nières, des valeurs numériques déterminées.

Cela fait, choisissons à volonté pour x, y , z des valeurs ini t ia les XQ,
Yo, ^o, puis prenons pour u, ^, w trois fonctions de x, y , z arbitraire-
ment choisies sous les seules restrictions que les valeurs in i t ia les de
leurs dérivées premières, secondes et troisièmes soient celles qui
v iennent d'être calculées successivement. Formons enfin, à l'aide des
trois fonctions dont il s'agit, les six expressions

/^\2 /()^Y /à^Y
[^)^[J.)+{^^
/^V /^v /6^ybM^} ""(^
/àuY2 /6)c \ 2 /^iï ' \2

(^M^) +(^^
àff- au à^ à^ à^ ô^1

J^' 51 "'" ~ôy 7h + Jf 'â'Ï7

(){/. au à^ à^ d^' à^'
à^ àx àz à^ ()^ ô.v
ou à a àc àv à^1 à^\
ôx ()y ()x ày ûx à y '

les six fonctions de x, y, z ainsi obtenues et leurs dérivées premières
et secondes ont alors comme valeurs init iales les valeurs numériques
qui sont assignées d'avîince aux A, aux p-, à leurs dérivées premières,
à leurs dérivées paramétriques secondes, et celles que le système (80)
détermine alors pour leurs dérivées principales secondes.

Cela étant, remplaçons dans le système [(28, (^9)| les seconds
membres 5^, \^ À^, ^, p^, [j^ par les six fonctions dont il s'agit ;
il est clair que le système résultant sera iden t iquement vérifié
par les trois fonctions u, v, w formées précédemment; comme le
déterminant différentiel de ces trois fonctions est différent de zéro,
les conditions de possibilité ne peuvent manquer d'être satisfaites, et
dès lors les six fonctions que nous venons de choisir pour seconds
membres du système [(28), (29)] ne peuvent manquer de fournir un
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groupe d'intégrales de (80) : or, pour les valeurs initiales^, y^ ^,
assignées d'avance à x, y, z, elles prennent bien, ainsi que leurs
dérivées premières et leurs dérivées paramétriques secondes, les
valeurs initiales assignées d'avance.

22. Le système orthonome (80), étant passif, admet un groupe
d'intégrales répondant à des conditions initiales arbitrairement choi-
sies. Ces conditions sont de la forme

^1= F(.^y,^);

^2=H(^,y^) ;
^y==K(^ , y , z ) ;

Ài-=L(,r,j) pour

-— •== M(x, z) pour y—jo=o;

^=N(j, <r •

^
àx̂ ^(y)(86)

pour

pour

• <Xt\

:0;

?.3--=Q(--)

ê=^)

=J-yo:pour -^

à\ = S(.)

où ^o» Jo» ^o désignent les valeurs init iales choisies pour x, y, ^,
et F, H, K, L, M, N, P, Q, R, S autant de fonctions arbitraires, dépen-
dant respectivement de divers groupes de variables.

Le système (80), composé de six équations et impliquant six incon-
nues, présente donc, comme on le voit, cette particularité, que trois
convenablement choisies des six inconnues restent entièrement arbitraires
dans la solution générale.

Il était faci le de le prévoir. Si l'on considère, en effet, le système
[(28), (29)] comme impl iquant neuf fonctions inconnues, X ^ A ^ , ^3,
[j^, [j^, ^,3, u, y, w, des variables indépendantes x^ y , z , on obt ien t
une première forme monoïque et passive de ce système en le résolvant
par rapport aux six premières inconnues, puis une deuxième en
adjoignant aux équations R^ et IL du n° 15 les condit ions de possibi-



536 C. RIQUIER.

lité mises sous forme orthonome passive. Cela étant, si/après avoir
fixé pour chacune des deux formes l 'économie des condit ions init iales,
on se borne pour chacune d'elles à la considération exclusive des
arbitraires où le nombre des variables indépendantes est maximum, i l
résulte des principes exposés dans un Mémoire an t é r i eu r ( 1 ) que ces
arbitraires doivent dépendre de part et d'autre du même nombre de
variables et être de part et d'autre en même nombre : or, puisque la
première forme, examinée à ce point de vue, comporte mani fes tement
trois fonctions arbitraires de trois variables indépendantes, il en est
forcément de même pour la seconde.

23. Du résultat précédent on déduit sans peine le degré de géné-
ralité du système d'équations aux dérivées partielles

à u () if. à t ' à < ) à ( T ' f) < P

(87)

au

ait
(}Z

' au
ôï

<)n.
^+

à ii
(^•-1'"
0 1 1

^+

Ôf

à}'

ôv
" (}z

à^
à^

0^
àz
<)^
ôx
àv
-ày

()W+^
()w+^
()w

^--à-r.

(]\V

~(}Z

ÔW

7^
à^
^f

-̂ .i,

=: ^.2,

:= ̂

où (J-i, p4, p-3 désignent trois fonc t ions données des variables indépen-
dantes x, y , s, et u, v, w trois fonctions inconnues assujett ies à ce
que leur dé t e rminan t différentiel soit d i f f é ren t dexéro. A cet effet, on
désignera p a r X , , )^, À;} tro'is inconnues auxiliaires adjointesà u, ^, w,
et l'on posera

,w.^(V
^.s) '
^y
^ y ) ~
t'àuY1

^ '

/^>Y
^} :

^(vy
^ y ) :
^^\2

\ à z ) '•

:}.!,
\ ^),y. /
\ UJV /

^Y
.ày)
^Y

(88) -+•

: ?,,.\às

Ces inconnues auxiliaires devront satisfaire au système (79) ou (80),
et l'on pourra leur imposer des conditions initiales, arbitrairement
choisies, de la forme (86); leur détermination une fois opérée, celle

( 1 ) Sur le degré do généralité d'un systcnw différentiel quelconque {Acta matliema-
tica, t. XXV).
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des inconnues primitives u, c, w s'eiïectue par l ' intégrat ion du sys-
tème [(87), (88)], dont la solut ion générale dépend de six constantes
arbitraires.

En se bornant donc, conformément aux ind ica t ions données plus
haut (n° 22, influe), à la considérat ion des arbi traires pou r lesquelles
le nombre des variables indépendantes est maximum, on peut dire que
la solut ion générale du système (87) dépend de trois fondions arbi-
traires de deux variables indépendan tes : il importe toutefois de ne
jamais perdre de vue la s ignif icat ion essentiel lement relative que
nous attachons à cette expression.

24. Il convient d 'ajouter, en t e r m i n a n t , q u e la forme (80) n'est pas
la seule forme or thonome passive sous l aque l l e on puisse met t re
le système (79). On peu t , en effe t , le résoudre comme il su i t :

(89)

<)2}..
u.c'1

[ <r2^
1 ô,^
(

i <r^
l <),c ôy

^
Ô.K'- ~~

ù'\.,
' Û.K () V

' an,
dj •î ~

. ̂ -3
'̂ o^ ày

àî^ï -L-.
Ô.r () Y

v

an,
(LV ï ) ^

. àî^
" ô^ ô^

^l^
ôx à^

à'1^
•î Oyûz

an,
ôy-1

(T-[J.^
àx ôz

ô'2^
ôyô^

à'n,
<]^

à^P-î
ày à^
an,
à^

2 <I>- :

ôyôz
^t2^.,

2 ̂ ,

•î ^ Ï Y

2<I>v,

^P-^

' " 0 ^ "

4>.r.

- c^^

Or, le système (89) a ins i obtenu ne con t i en t dans ses seconds
membres aucune dérivée pr incipale , et i l suff i t , pour en constater la
na tu r e orthonome, d ' a t t r ibuer aux variables indépendan te s et aux
inconnues les cotes respectives s u i v a n t e s :

Cotes premières ,

Cotes secondes ,

ï

0

j

0

r

0

0

-— 1

0

0

0

'-S

0

r

0

— t

0

— 1

^Inn. î 'c . I\o/'în , (3 ) , XX I I .— DÉCEM»IIE iQoS. 68
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Si l'on observe d'ailleurs que les systèmes (80) 01(89) sont algé-
briquement équivalents, que les dérivées principales d'un même
ordre quelconque y sont de part et d'autre en même nombre, et que
le système (80), indéf in iment prolongé pardifféreii t iat ions, détermine
sans incompat ib i l i t é les valeurs des dérivées principales de tous
ordres, on voit immédiatement que le système (89), i ndé f in imen t
prolongé, j o u i t de la même propriété.


