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SUR L’INTEGRATION

D UN

SYSTEME D'EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

AUQUEL CONDUIT L'ETUDE
DES DEFORMATIONS FINIES D'UN MILIEU CONTINU (1),

Par M. Cosrres RIQUIER.

L’objet du présent Mémoire consiste dans I'étude du systéme
d’équations aux dérivées partielles :
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(1) Le méme sujet a 6té traité par M. Manville dans une Thése de Physique mathéma-
tique, soutenue le 3 décembre 1903 devant la Faculté des Sciences de Bordeaux; son
travail renfermant quelques erreurs, j’ai cru devoir le reprendre, et c’est ce qui m'a
déterminé & publier le présent Mémoire.
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ol u, ¢, w désignent trois fonctions inconnues, et

(2) ST

six fonctions données des trois variables indépendantes «, v, = ().
Bien que tous les résultats qui s’y trouvent exposés ne soient pas
nouveaux (), il nous a semblé qu’un travail, ol la simplicité et la
-précision ont été recherchées avant tout, pouvait présenter quelque
intérét. Nous signalerons notamment au lecteur les deux points sui-
vants : en premier lieu, la démonstration, pour les systémes orthoiques
ctorthonomes, étudiés dansnos travaux antérieurs, d'une régle de pas-
sivité plus simple, abrégeant, dans bien des cas, les calculs a effectuer
sur ces systemes; en second lieu, la détermination des éléments dont
on peut disposer arbitrairement dans le choix des fonctions (2) pour
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(1) La plupart des auleurs prennent comme inconnues les différences :
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o—y =1,

W — 3 = 1.

Si T'on effectue cotte transformation, et que I'on pose, en outre,
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le systeme (1) prend la forme suivante, sous laquelle on le considére fréquemment :
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(2) Voir I'Ouvrage de M. Darboux
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que le systeme (1) soit intégrable, ou, en d’autres termes, la détermi-
nation du degré de généralité du systeme formé par les conditions
de possibilité : le résultat auquel on est conduit présente cette par-
ticularité, facile & prévoir, que, les fonctions (2) étant, comme les
conditions de possibilité, en nombre égal A six, trois d’entre elles
convenablement choisies (par exemple : &, v, ;) sont entiérement
arbitraires.

CHAPITRE I.

SUR LES CONDITIONS DE PASSIVITE DES SYSTEMES ORTHOIQUES
ET ORTHONOMES.

1. Considérons un systeme différentiel résolu par rapport a cer-
taines dérivées des fonctions inconnues qui sy trouvent engagées,
et dont les seconds membres soient, dans une certaine région, tous
analytiques. Nous dirons qu'une dérivée de fonction inconnue est,
par rapport a ce systéme, principale ou paramétrigue, suivant qu’elle
coincide ou non, soit avec quelqu'un des premiers membres, soit
avec quelqu’une de leurs dérivées. Des intégrales (ordinaires) quel-
conques d’un pareil systeme étant supposées développées par la série
de Taylor & partir de valeurs initiales quelconques des variables indé-
pendantes, les portions de ces développements formées par 'ensemble
des termes qui, aux facteurs numériques connus prés, ont pour coef-
ficients les valeurs numériques initiales des intégrales dont il s’agit
et de leurs dérivées paramétriques de tous ordres, se nommeront les
déterminations initiales de ces intégrales. On peut d’ailleurs, comme
je lai établi ('), fixer 2 'aide des considérations les plus élémentaires
I'économie des fonctions (ou constantes), en nombre fini, dont la
connaissance équivaut a celle des déterminations initiales.

(1) Sur une question fondamentale du Calcul intégral, premicre Partic (Acta Mathe-
matica, t. XXIII, p. 215-230).
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A chacune des variables indépendantes et des fonctions inconnues
engagées dans notre systeme faisons correspondre maintenant p en-
tiers (positifs, nuls ou négatifs) que nous nommerons respectivement
cote premicre, cote seconde, . . ., cote pi™® de cette quantité, les entiers
dont il s’agit étant assujettis A la seule res(riction que la cote premiere
de toute variable indépendante soit positive et au moins égale a 1. Consi-
dérons ensuite une dérivée d’ordre quelconque 7 de I'une des fonc-
tions inconnues, et nommons cote ¢ (¢ =1, 2, ..., p) de la dérivée
en question I'entier obtenu en ajoutant & la cote ¢'“m¢ de la fonction
inconnue les cotes ¢ des r variables de différentiation. Désignons
enfin par ¢, ¢’ deux quantités appartenant a I'ensemble illimité que
forment les fonctions inconnues et leurs dérivées de tous ordres, par

Ciy,  Coy ceey Cpy

P A
les cotes respectives de ces deux quantités, et convenons de dire
.o . . s
que ¢ est normale ou anormale par rapport a ¢, suivant que les diffe-
rences
¢ — ¢, Cy— ¢, ceey ep—Cp

a,

satisfont ou non & la double condition : 1° que ces différences ne
soient pas toutes nulles; 2° que la premiére d’entre clles non égale &
zéro soit positive.

Cela étant, le systeme différentiel considéré sera dit orthoigue, si les
seconds membres y sont indépendants de toute dérivée principale, et
si, moyennant un choix convenable da nombre p ¢t des cotes que I'on
a commencé par attribuer aux variables et aux inconnues, chaque
second membre ne contient effectivemsnt, oatre les variables indépen-
dantes, que des quantités (inconnues ou dérivées) qui soient nor-
males par rapport au premier membre correspondant ().

2. Dans tout systéme orthoique, I’ensemble illimité que forment les
dérivées principales des inconnues se partage, d’aprés une lot déterminée,
en ensembles limites successifs satisfaisant a la condition suivante :

(1) 1bid., p. 234.
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. [ N ey . - r
St l'on désigne par ¢, ¢' deux dérivées principales quelconques, la de-
DRI o . . ,
rivée o' est normale ou anormale vis-q-vis de ¢, suicant que l’encemble
. \ ™ ) N \
partiel ot figure &' précéde on non celui ot figure ¢ ().

Observons tout d’abord qu’en désignant par o la cote premiére
minima des diverses fonctions inconnues, toute dérivée d’ordre n de
ces derniéres aura une cote premiére au moins égale 4 n + o, puisque
la cote premitre de toute variable indépendante est au moins égale
a 1. Il résulte de Ia que la cote premiére d'une dérivée d’ordre quel-
conque ne tombe jamais au-dessous de 1 + g, et qu’en désignant pare
un entier déterminé quelconque (au moins égal 4 1 + ¢), le nombre
des dérivées possédant une cote premiere égale 4 ¢ est essentielle-
ment limité.

Cela posé, on partagera d’abord les dérivées principales des incon-
nues en ensembles limités successifs d’apres leurs cotes premieres
croissantes; chaque ensemble ainsi obtenu sera, toutes les fois qu’il
y aura lieu, partagé en ensembles partiels successifs d’apres les cotes
secondes croissantes des dérivées qui le composent; puis, chacun des
ensembles résultants en ensembles partiels successifs d’apresles cotes
troisicmes croissantes de ses termes; et ainsi jusqu’a épuisement
des p cotes. L’ensemble illimité formé par les dérivées principales se
trouvera finalement partagé en ensembles limités se succédant suivant
une certaine loi, et 'on voit immédiatement que, par rapport 2 une
dérivée quelconque figurant dans I'ensemble partiel de rang N, les
dérivées figurant dans les ensembles partiels de rangs 1, 2, ..., N —1
sont toutes normales, tandis que les dérivées figurant dans les ensem-
bles partiels de rangs N, N +1, ... sont toutes anormales. C’est ce
qu’il s’agissait de prouver.

Si maintenant 'on convient de dire qu'une dérivée principale est
de classe 1, 2, 3, ... suivant qu’clle appartient au premier, au second,
au troisicme, ... des ensembles successifs formés ci-dessus, notre
théoréme peut encore s’exprimer en disant que toute deérivée principale
est normale ou anormale relativement a une aulre swwant qi’elle est ou
non de classe inferieure a cetle autre.

(1) Zbid., p. 233 ct 234.



480 C. RIQUIER.

On observera que toute dérivée de quelgue dérivée principale est de
classe supcrieure a cette derniere : car, la cote premiére de toute variable
indépendante étant au moins égale a 1, toute différentiation exécutée
sur quelqu’une des fonctions inconnues ou de leurs dérivées a pour
effet d’augmenter la cote premiére.

3. Soit S un systéme orthoigue. Si aux équations du systeme S on
adjoint toutes celles qui s’en déduisent par de simples différentiations
(d’ordres quelconques), les premiers membres du groupe illimité
résultant de cette adjonction sont (avec répétition possible, mais sans
omission) les dérivées principales des inconnues «, ¢, ...; d'ailleurs,
ainsi qu’il est facile de 'établiv ('), le second membre de chaque
relation adjointe nc contient, avec les variables @, y, ..., que des
quantités (inconnues ou dérivées) normales vis-i-vis du premier
membre correspondant, et ne contient, par suite, en ce qui concernc
les dérivées principales, que celles de classe inféricure au premicr
membre (n°® 2). Souvenons-nous enfin que le second membre de
chaque relation du systeme S est, par hypothése, indépendant de
toute dérivée principale.

Cela étant, partageons les relations du groupe illimit¢é dont il
vient d’étre question, en groupes limités successifs d’apres la classe
croissante des dérivées principales qui figurent dans lears premiers
membres, et soient '

(:))) 3'11« 332, 3‘035

les groupes successifs dont il s’agit. Si de chacun des groupes (3)
on extrait un groupe partiel ayant, mais sans répétition, les mémes
premicrs membres que le groupe total correspondant, les groupes
partiels ainsi obtenus sont, d’apres ce qui précede, successivement
résolubles par rapport aux dérivées principales de classes 1,2, 3, ...,
et cela, quelles que soient les valeurs numériques attribuées aux
variables «, ¥, ..., aux inconnues u, ¢, ... et aux dérivées paramé-
triques. Mais la méme chose n’a pas nécessairement licu pour les

(1) 1bid., p. 235 ot suiv.
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groupes totaux (3), parce que la répétition possible d’'une méme dé-
rivée principale dans plusieurs premiers membres d’un groupe total
entraine, dans bien des cas, I'incompatibilité. Cela étant, si, quelles
que solent les valeurs numériques attribuées d x, y, ..., u, ¢, ... et
aux dérivées paramétriques, 'incompatibilité ne se manifeste dans
aucun des groupes (3), et si, des lors, la résolution successive de ces
groupes est indéfiniment possible quelles que soient les valeurs dont
il s’agit, le systeme orthoique sera dit passif.

D’apres cette définition, il semble qu’on ne puisse en général expri-
mer la'passivité qu’a 'aide d’'un nombre infini d’identités; ces identités,
toutefois, ainsi que nous 'avons établi ('), résultent, a titre de conse-
quences nécessaires, d’un nombre essentiellement limité d’entre elles, obte-
nues par la simple consideération des groupes

331, 332; RS pl{,

ou K désigne la classe maxima des deérivees cardinales des inconnues.

4. On peut, comme nous allons le voir, simplifier cette regle dans
bien des cas. Rappelons tout d’abord la définition des dérivées cardi-
nales.

Si I’on considére deux dérivées (distinctes) d’une fonction quel-
conque u de x, y, ..., et que I'on adjoigne mentalement a chacune
d’elles la suite indéfinie de ses propres dérivées, tout terme commun
aux deux ensembles illimités ainsi obtenus se nommera une résultante
des deux dérivées en question. Pour passer delafonction u & l'une ou
i lautre de ces derniéres, il faut exécuter sur elle certaines différen-
tiations, dont quelques-unes peuvent étre les mémes de part et
d’autre : en désignant par le symbole D. I'ensemble de ces diffé-
rentiations communes, et par les symboles D’., D”. I'ensemble des
différentiations restantes pour la premiére et la seconde dérivée res-
pectivement, les deux dérivées considérées peuvent évidemment

s’écrire
D.D'.u, D.D".u,

o

(1) 1bid., p. 241 & 250.
Ann. Ee. Norm. (3), XXIl. — NOVEMBRE 1g05. 61
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et I’'on voit sans peine : 1° qu’elles admettent D.D’. D".z comme résul-
tante unique d’ordre minimum; 2° que 'ensemble complet de leurs
résultantes s’obtient en adjoignant a celle d’ordre minimum la suite
indéfinie de ses propres dérivées.

Considérons maintenant un systeme différentiel résolu par rapport
a certaines dérivées des inconnues, ct, dans ce systéme, deux équa-
tions ayant pour premiers membres respectifs deux dérivées d'une
méme inconnue; puis, prenons la résultante d’ordre minimum de ces
dérivées, et répétons 'opération en faisant varier de toutes les ma-
nieres possibles le choix de la fonction inconnue et celui des deux
équations sur les premiers membres desquelles on doit opérer : les
résultantes, en nombre essentiellement limité, que nous obtiendrons
ainsi, se nommeront, par rapport au systeme donné, les dérivées car-
dinales de ses diverses fonctions inconnues.

5. Un systeme orthoique, S, étant donné, supposons que les déri-
vées cardinales des inconnues puissent s’y répartir en deux groupes
(A), (B), satisfaisant & la double condition suivante : 1° une dérivée
quelconque du groupe (B) est de classe supéricure d une quelconque
du groupe-(A); 2° si Pon considere exclusivement, parmi les premiers
membres de S, ceux dont une meéme dérivée du groupe (B) peut se
déduire par différentiation, deux quelconques d’entre cux sont les
termes extrémes d’une suite, formée avec quelques-uns d’entre cux,
et telle que, pour deux termes consécutifs de lasuite, la dérivée cardi-
nale correspondante fasse partiec du groupe (A).

Gela étant, nous conviendrons de dire que, par rapport au systéme
orthoique S, les dérivées cardinales du groupe (B) sont superflues; il
est alors facile d’établir que les conditions de passivité peuvent étre
obtenues parla simple considération de ceux d’entre les groupes (3)
dont1'indice ne surpasse pasla classe maxima des dérivées cardinales
non superflues (*).

(1) Nous prions le lecteur de se reporler a la démonstration de la régle formulée plus
haut ( Acta mathematica, {. XXIII, p. 243 ¢l suiv.), démonstration dont les alinéas I, 11,
II, IV et V devront tout d’abord étre reproduils. Le raisonnement s’'achévera alors
comme il suil :
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Ainsi, pour qu'un systéme orthoique soit passif, ou, en d’autres termes,
pour que les groupes (en nombre illimite)

pi, pﬁy 3)35

VI. 8i, désignant par J la classe maxima des derivées cardinales non superflues, et
par j un entier aw moins égal & J, on suppose que les diverses expressions directes de
chaque dérivée principale des classes 1, 2, ..., J sont identiquement égales, la méme
chose a licu pour chaque dérivée cardinale de classe j + 1.

Soit A une dérivée cardinale de classe j -+ 1, apparlenant, pour fixer les idées, a I'in-
connue « : on sait déjd (IV) que, parmi ses expressions directes, toutes celles qu'on ob-
lient en partant d’une méme ¢quation du systeme proposé sont idenliques entre clles, et
il reste a prouver que les deux expressions obtenues en partant de deux équations diffé-
renles jouissent de la méme propriété.

Or, j -1 étant supéricur & J, la dérivée cardinale A est superflue : en conséquence,
les premiers membres des deux équalions considérées sont les termes extrémes de
quelque suite, formée avec des premiers membres ayant pour dérivée commune A, et
telle que, pour deux termes conséeulifs quelconques de la suite, la résullante d’ordre
minimum soit une dérivée eard:nale non superflue. Nous pouvons done nous borner; dans
notre démonstration, & I'examen du cas ou les deux expressions directes considérées de
la dérivée cardinale A ont 6té obtenues en partant de deux équations dont les premiers
membres aient pour résultanle d’ordre minimum une dérivée cardinale non superflue, 8.
Dans cette hypothése, A, qui est une résultante des deux premiers membres dont il

~

s'agit, ne peul que coincider, soit avee &, soit avec une dérivée de &; comme elle est
d'ailleurs superflue et que 8 ne l'est pas, clle est de classe supéricure a 8, et, par suile,
coincide forcément avee unc dérivée de 8.

Cela étant, pour passer de la fonction x & I'une ou a l'autre des deux dérivées qui
figurent respectivement dans les deux premiers membres, il faut exéeuter sur elle cer-
taines différentiations dont quelques-unes peuvent étre les mémes de part et d'autre.
Nous désignerons par le symbole D. I'ensemble de ces différentiations communes, et par
les symboles D'., D”. 'ensemble des différentiations restantes pour la premiere et la
seconde dérivée respeclivement. Les deux équations pourront alors s’¢erire sous la
forme

I

(4) ' D.D.u .
(5) DD .w=...,

la résultante d'ordre minimum, 8, de leurs premiers membres ne sera aulre que
D.D. D"z, et A se déduira de D.D’.D".w par une différentiation convenablement choisie
(dordre supérieur 4 zéro). En conséquence, les opérations & exéculer, soit sur 1'équa-
tion (4), svil sur I'équation (5), pour en déduirc une expression directe de la dérivée
cardinale A, pourront D'dlre comme il suit : 1° on effectuera d’abord la différentiation D".
s'il s'agit de la premiére, la différentiation D'. 8'il s’agit de la seconde, et 'on remplacera
les dérivées principales igurant dans les seconds membres par lours expressions ultimes;
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sotent, pour toules valeurs numeriques des variables, des inconnues et de
leurs deripées paramelriques (considérées pour un instant comme autant
de quantités indépendantes distinctes), successivernent résolubles (sans
incompatibilite) par rapport aux deripées principales de classes 1, 2, 3, ...,
i sufffit que, en designant par J la classe maxima des dérivées cardinales
non superflues, cette résolution soit possible pour les groupes ( en nombre
limite)

(6) By Py o W
et les dérivées principales correspondantes.

1l va sans dire que, pour effectuer le calcul des conditions de passi-
vité, on peut, au systéme (6), substituer tout autre systeme qui lui
soit algébriquement équivalent, et exprimer que ce dernier systéme
est résoluble (sans incompatibilité) par rapport aux dérivées princi-
pales des classes 1, 2, ..., J.

Les relations ainsi obtenues, indépendantes de toute dérivée prin-
cipale, doivent, comme l'indique I'énoncé, étre vérifiées identiquement.
Si elles ne le sont pas, et sil’on cesse, en cons¢quence, d’y considérer
comme indépendantes les quantités autres que z, y, ..., elles se pré-
sentent comme étant, au point devue de l'intégration, des conséquences
du systéme donné, c'est-d-dire qu’elles ne peuvent manquer d’étre
satisfaites par tout groupe d’intégrales de ce systeme : au cas donc ou,

2° on exéeutera ensuile les différentiations restantes, qui sont los mémes de part et
d’autre, et I'on éliminera finalement des seconds membres les dérivées principales. Or,
D.D.D".« ou ¢ élant néeessairement de classe inféricure & j—1, il suit de nos hypo-
théses que les résultats sont identiques, d’abord aprés la premiere partie de I'opération,
et ensuite apres la seconde.

VII. Comme on I'a vu & l'alinéa III, chaque dérivée principale de premiere classe ne
posséde qu’une seule expression directe. Si done on suppose que les diverses expressions
ultimes de chaque dérivée cardinale non superflue sont identiquement égales, I’application
répétée des alinbas IV et V prouve que I'égalité identique enlre les diverses expressions
directes d'une méme dérivée principale a encore licu, de proche en proche, dans les
classes 1, 2, ..., J. Aprés quoi, I'application répétée des alinéas 1V, VI et V prouve
qu'elle a encore lieu, de proche en proche, dans les classes J+1, J+2, .... Il nly a
des lors, pour une méme déripée principale quelconque, qu'une seule expression directe,
et, & plus forte raison, qu'unc scule cxpression ultime. Cest co qu’il s’agissait d’établir.
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sans étre identiquement verifices, elles ne contiendraient que les seules
variables x, y, ..., elles indiqueraient que le sysiéme rn’admet aucun
groupe d’winlégrales.

6. Dans un systeme orthoique, supposé passif, la question de savoir
si les intégrales hypothétiques répondant & des déterminations ini-
tiales données (convergentes) existent effectivement, se résout par
affirmative dans le cas ol leurs développements construits a prior:
sont tous convergents, par la négative dans le cas contraire. Cette
convergence n’a pas nécessairement lieu, ainsi qu'on peut le prouver
par des exemples ('); mais il est toute une catégorie de systemes
orthoiques ol elle ne peut manquer de se produire : ¢’est celle ol1 les
cotes premucres des diverses variables indépendantes sont toutes égales
4 un méme entlier positif, entier qu'il est toujours permis, sans res-
treindre la généralité, de supposer égal a 1 (*). Le systéme orthoique
sera dit, en pareil cas, orthonome.

Ainsi done, si, dans un systéme orthonome passif, on se donne arbi-
trairement les déterminations initiales (convergentes) d’un groupe d’in-
tégrales hypothetiques, les portions restantes des développements de
ces dernicres sont elles-mémes convergentes, et les intégrales dont il
" . . f " 3
s’agit existent efectivement (°).

En d’autres termes, tout systéme orthonome passif est complétement
intégrable.

7. Ltant donné un systeme orthonome, S, ou les cotes premieres
des variables indépendantes sont, comme il vient d’étre dit, toutes
¢gales a 1, il est clair que la cote premiere d’une dérivée quelconque
de fonction inconnue s’obtient en ajoutant & la cote premiére de la

(1) Sur une question fondamentale du Calcul intégral (dcta Mathematica, t. XXIII,
p- 251 et suivantes).

(?) Sur le degré de généralité d’un systéme différentiel quelconque (Acta Mathematica,
t. XXV, p. 33 et suivantes).

(3) Sur une question fondamentale du Caleul intégral, troisiéme Parlie (ALcta Mathe-
matica, t. XXIII, p. 259 et suivantes).
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fonction I'ordre total de la dérivée. Cela étant, adjoignons aux rela-
tions du systeme S toutes celles qui s’en déduisent par de simples
différentiations (d’ordres quelconques), et partageons le groupe illi-
mité ainsi obtenu en groupes limités successifs d’apres les cotes pre-
mieres croissantes des premiers membres. En désignant par o la cote
premiére minima des premiers membres de S, et par

Sw’ Sw—i—l’ sm—f—i’: e

. les groupes successifs dont il s’agit, la regle de passivité formulée au
s 5 entraine, & plus forte raison, la suivante, souvent plus commode
au point de vue pratique lorsqu’il s’agit d’effectuer les calculs :

Pour que le systéme orthonome S soit passif, ou, en d’autres termes,
pour que les groupes (en nombre illimite)

-
btd) Stl)+l7 Sf:)-!~2!

sotent, pour toutes valeurs numériques des variables, des inconnues et de
leurs dérivées paramétriques (considérées pour un instant comme au-
tant de quantités indépendantes distinctes), successivement résolubles
(sans incompatibidité) par rapport aux dérivées principales de cotes pre-
mieres ®, @ 4+ 1, © + 2, ..., il suffit gi’en designant par L la cole pre-
micre maxima des déripées cardinales non superflues, cette résolution soit
possible pour les groupes (en nombre limite)

(7) Sws, Sewts .- Sg

o

et les derivées principales correspondantes (*).

(1) Considérons, comme exemple, un systéme d’équations aux dérivées parliclles im-
pliquant trois fonctions inconnues, w, ¢, ¢, des variables indépendantes &, v, ..., et sap-
posons qu’il ait pour premiers membres toutes les dérivées d’ordre m de «, toutes celles
d’ordre 22 de ¢, toutes celles d'ordre p de o, les seconds memhres ne contonant, avee les
variables x, y, ..., que les trois inconnues «, ¢, w ot leurs dérivées d'ordres respecti-
vement inférieurs & m, n, p. En altribuant & ., y, ... des coles respeclives loutes égales
a1, et & u, v, w des cotes respeclives ¢y, co, ¢y vérifiant les relations

Cy~t M = Cp-i~ Nl = Cyp—+ P,

on voit immédiatement que le systeme dont il s’agit est orthonome; on voit en méme
temps qu'en désignant par C la valeur commune des trois entiers ¢, m, co—+ n, cp-+ p,
les premiers membres v sont tous de cote C, et que les diverses dérivées cardinales y
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On pourra d'ailleurs, pour effectuer le calcul des conditions de

ont des cotes respectives pouvant varier de C+1 a C+m ¢l s’agit de l'inconnue «,
de C—+1 & C+ » §'il s’agil de I'inconnue ¢, de C +1 & C —+ p s'il s’agit de I'inconnue «.
Je dis que, dans un parcil systeéme, toutes les dérivées cardinales de cote supéricurce
& C+1 sont superflues.

Pour le démontrer, il suffit évidemment d’élablir le point suivant : Deur dérivées d’un
méme ordre m d’une fonction u sont towjours les tcrmes extrémes de quelque suite, exclu-
sivement formee avec des dérivces d’ordre m de u, et telle : 1° que toute dérivée
commune aux dewx termes exirémes soit commune & tous les autres; 2° que, pour deux
termes consécutifs quelconques, la résultunte d’ordre minimum soit d’ordre m +-1.

Effeclivement, supposons lout d’abord qu’il n’y ait que deux variables x, y, ¢t soient

omuy am
dxxyB’  gxa—l gyprh

(8)

les deux dérivées dont il s’agit, qui ont pour résullante d’ordre minimum

am=+n
(9) 0 B

Si T'on forme la suile

amu omu amu omu
dx% dy P Gre—1 gy’ gper oyp+2’ 7 Oaa—l gy i’

ol les termes extrémes sont précisément les dérivées (8), on voil immédialement que
les divers termes, tous d’ordre m, admettent pour dérivée communc la dérivée (9), par
suite aussi toule dérivée de cette derniére, par suite enfin toute dérivée commune aux
deux dérivées (8); on voit en oulre que, pour deux termes conséeulifs quelconques, la
résullante d'ordre minimum est d'ordre m —+ 1.

Notre proposition étanl vraie dans le cas de deux variables, tout revient & établir qu’en
la supposant telle pour un nombre de variables inféricur & & —+1, elle I'est encore pour
les & =1 variables «x, », .... .

Partageons a cel effet les dérivées de Dordre total m en groupes successifs d'apres les
valeurs décroissantes de I'ordre partiel relalif & z, et soient

GHH G/lL-—h eo ey Gh GO

les groupes successifs dont il s'agit.
Si l'on considére d’abord deux dérivées appartenant & un méme groupe, Gy, eclles
pourront s’éerire sous la forme

0% om—%y 0% om—%y
du% gyBozv ... ur% oyBosr. ..

(10)

Or, en vertu de ce qui est admis, les deux dérivées

om=%y gm-—2%y
T 7 ) G "
B0 gB ..’
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passivité, substituer au systeme (7) tout autre systeme qui lui soit
algébriquement équivalent, et exprimer que ce dernier systeme est

qui intéressent seulement les 4 variables y, 3, ..., peuvent étre considérées comme les
termes extrémes de quelque suite, exclusivement forméc avec des dérivées d’ordre m — =
relatives aux seules variables 7, z, ..., et telle : 1 que toule dérivée relative & ces
seules variables ¢t communc aux deux lermes extrémes soit commune 2 lous les autres;
20 que, pour deux lermes conséeutifs queleconques, la résultante d’ordre minimum soit
d’ordre m — = +1. Si I'on substitue maintenant & chaque terme de la suite sa dérivée
prise « fois par rapport & z, ce qui donnera des dérivées d’ordre total 72, la nouvelle suite
aura pour termes extrémes les deux dérivées (10), et jouira de la double propriéié :
1 que toute dérivée commune aux deux termes extrémes soit commune a tous les aulres;
2° que, pour deux termes consécutifs quelconques, la résultante d’ordre minimum soit
d’ordre m —+1.

Pour établir maintenant ’exaclitude du point qui nous occupe dans le cas général olt
les deux dérivées considérées de l'ordre me appartiennent respectivement aux deux
groupes Gg-+p, Gg, il suffit, puisque la démonstration se trouve déja faite dans le cas
particulier ot p est nul, de faire voir qu’en supposant la chose cxacte pour la valeur
actuelle de p, elle I'est pour la valeur suivante p + 1.

Considérons donc deux dérivées appartenant respectlivement aux deux groupes Gou.p-i1,
G, et soient

omu omuy
des Loy Bosy T dur oy B st ..

les deux dérivées dont il s’agit. Leurs ordres partiels relatifs 3 x étant inégaux, les
sommes des ordres particls restants sont inégales en sens contraire, et I'on a forcément

Bty >+
ou
(=) +("—+)+...>0;

I'une au moins des différences
E’” — ﬁl’ Yll . Y’; .

la premiére, par exemple, est donc positive, et, en désignant par / un cerlain entier po-
sitif, les deux dérivées peuvent s’éerire

omy, omuy
D Y s O Y I e

(1)

Considérons, en méme temps qu'elles, la dérivée

omu
or%p gy B+ ozv ...’
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résoluble (sans incompatibilité) par rapport aux dérivées principales
de cotes premieres , w +71, ..., Q.

ct rangeons ces trois dérivées dans 'ordre suivant :

omu oy omy

(r2) 02 +prl gy B ozy ... dxe+p )y B+lozr ... 0r* 0,8+ o3 ...

En désignant par D.« la résultante d’ordre minimam de

oY+ oY+t
DEYGRR PRGN

2

celle des deux termes extrémes de la suite (12) est évidemment

&t pA-D+(B7+1)
m LU

el ne peul manquer, 4 cause de /zr, d’élre en méme temps une dérivée du terme inter-
médiaire : il en résulte que toute dérivée commune aux deux termes extrémes de (12)
est foreément aussi une dérivée du terme inlermédiaire. D'un autre ¢olé, les deux pre-
miers termes de (12) ont pour résullante d’ordre minimum la dérivée d’ordre 72 —+1

om+ly

dadtp+lg) B+lgsy’ .7

¢t les deux derniers termes, ui apparliennent respectivement aux groupes Geip, Gy,
peuvent, en vertu de ce qui est admis pour la valeur p, étre considérés comme les deux
Lermes extrémes d’une suite formée avee des dérivées d’ordre m, et telle : 1° que toule
dérivée commune aux deux lermes extrémes soit commune a tous les aulres; 2° que,
pour deux termes conséculifs quelconques, la résultante d’ordre minimum soit
d’ordre m —+ 1. On en déduil immédiatement I'exaclitude du point a établir pour les deux
dérivées (11).

Revenons maintenant au systeme différentiel spécifié au début de la présente Note.
Pour qu'unc dérivée de cote G -+ 1 v soit cardinale, il est évidemment nécessaire el suffi-
sant qu'elle intéresse plusicurs variables indépendantles distinctes. Si I'on en considére
une intéressant & variables distincles, il existe, dans le systeme proposé, % équations
distincles qui, différentiées chacunc par rapporl & la variable voulue, en fourniront des
expressions ol ne figurent, avec les variables indépendantes, que des quantités (inconnues
ou dérivées) de cole inféricure & C—+1: dans ces & expressions on remplacera les déri-
vées de cote C par leurs valeurs tirées des équations dn systéme, et il faudra, pour la
passivilé, que les & expressions résultantes soient toutes identiquement égales. On pro-
cédera de méme, pour toutes les dérivées cardinales de cote C +1, et I'on aura ainsi
I'ensemble des conditions de passivité.

it & () ©

dnn. Ee. Norm., (3), XXII. — NoVEMBRE 1903. 6

1
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CHAPITRE II.

SUR UN SYSTEME D'EQUATIONS ALGEBRIQUES.

8. Considérons le systeme d’équations algébriques

w? +0} +wl =gy,
u: + e 4wl =0,
i v +wi =oy;
(13)
Ug Uz = 987y = VgV == T,
Ug Uy 030y~ V(07 == Ty,
A e R S IR et 2
ou

Uy, 1y Wq,

(1[1) ? Uyy oy Wy,

lyy, ¥3y V3
désignent des indéterminées, et
(15) O1y T2y O3y Ty Tay Ty

des constantes données. Relativement aux neuf indéterminées, le
systeme (13), composé de six équations, posstde autant de détermi-
nants différentiels qu’il y a de combinaisons de neuf objets six & six.
Pour se représenter commodément 'une de ces combinaisons, on
peut construire le Tableau & double entrée

() (e) (w)

(2) ’

(3)
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dont les neuf cases correspondent respectivement aux neuf indéter-
minées (14), et noircir a I'aide de hachures les cases correspondant
aux six éléments de la combinaison considérée; on obtiendra ainsi
une sorte de damier ot les six cases noires et les trois cases blanches
pourront offrir des dispositions relatives variées; par exemple, a la
combinaison

Uy,  $yy Uz, Wiy Oy ¥

correspondra le damier ci-dessous :

() (v) (w)

(1)
(2)
5 \\Qf\\\

Cela étant, nous dirons qu’une combinaison des neuf indéterminées
six & six est parfaite, si son damier, moyennant un ordre convenable
adopté pour les lignes et pour les colonnes, offre la disposition sui-
vanle :

9. Stl’onattribue aur neuf indeterminées (14) des valeurs numeérigues
n’annulant pas le déterminant

uy 0y oy
(16) wy vy oy |,

uy ¢y vy

les divers déterminants différentiels du systéme (13) qui correspondent

aux diverses combinaisons parfaites (n° 8) des neuf indéterminées, ne
peuvent s’annuler a la fois.

Effectivement, si I'on prend les dérivées premieres des premiers
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membres de (13) par rapport aux neuf indéterminées
Uy Pry Vyy  Uzy  Fay Vay Uz, V3 Wy,

on obtient (en adoptant pour les lignes un ordre convenable et sup-
primant le facteur 2 dans certaines lignes) le Tableau rectangulaire

lll’ (’17 ‘I(".’ 0’ O’ 07 07 0’ O?
Uy $2, W3y Uy, Oy, Wy, O, 0, O,
Uy, 3, W3 0O, 0, O, Uy, ¢, Wy,
o, o, o, Uay 2y Wy O, o, o,
o, O, O, Ugy O3y W3, Uyy 9y Wy,

O, O, O, 0, 0, 0, Uz, V39 W3y
dont nous désignerons les neuf colonnes respectivement par
(ur), (v1), (w1), (@), (92)s (2), (us), (93), (%)

La seule inspection du Tableau (17) nous montre que, si 'on s’assu-
jettit & y prendre les trois colonnes («,), (¢,), (w,), deux des trois
colonnes (u), (¢4), (wy), etune des trois colonnes (u,), (¢,), (w),), le
déterminant différenticl correspondant s’obtiendra en multipliant le
déterminant (16) par U'un des trois déterminants du second ordre
extraits du Tableau
(18) { Uyy Vyy Va,

Uz, O30 Wy,
ct Ie résultat par 'une des trois quantilés
Us, V35 e

Or, le premier facteur de ce produit est, par hypothese, différent de
zéro; des trois déterminants du second ordre extraits du Tableau (18),
I'un au moins est difféerent de zéro, puisque le déterminant (16) est
supposé I'étre; et si 'on suppose, pour fixer les idées,

#Z 0,

Uy 9y
3

u; ¢

ce qui conduit & prendre, dans le Tablean (17), les deux colonnes (u,),
(¢.), I'une au moins des deux quantités u,, v;, par exemple la pre-
miére, située dans la colonne (u,), sera différente de zéro, en sorte
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que le produit

Uy 3| Uy,

c¢’est-d-dire le déterminant différentiel correspondanta la combinaison
parfaite

le sera lui-méme.

10. Pour que le sysicme (13) posséde quelque solution numerique
r’annulant pas le determinant (16), il est nécessaire que la forme qua-
dratique

(19) X2+, Y2+, 72+ 27, YL 4+ 27, 2X + 27, XY,

aux trois indeterminées X, Y, Z, soit décomposable en une somme alge-
brigue de trois carres independants ().

Réciproquement, sv une pareille décomposition est possible, aucune des
solutions numeériques, en nombre infint, du systéme (13) n’annule le -
déterminant (16).

Iin designant enfin par

Uy ¢y ‘;Ju
Uy, oy ‘!Jz,
Vs, CP:H I'&

l"une quelconque de ces solutions numeriques, et par

l, my, ny,
(20) by, my, ny,

( &y my, ng

(') Nous rappellerons que la condition néecssaire et suffisante pour la possibilité de
cette déecomposition est
@ Tz Ty
T3 Ga Tp | 7% O.

Ty Ty O3
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les éléments d’un déterminant orthogonal arbitraire, c'est-a-dire des
quantités pouvant recevoir tous les systémes de valeurs qui verifient les

relations
oo+ w0 =1,

m; H-mi +mi; =1,

2 2 2 —~—
A -+ N - n3 = I,

(21)

My 2y = DMy, = My N3 == 0O,
nly +nly, +n3l; =o,
Limy +lmy + l[ymy = o,

la solution la plus générale du systéme (13) est donnée par les formules

[ wy=lv+myo+ny,
o= Lyv; 4+ my0, 4+ 12y,
W= Uy my o+ nay,
y== {1 v+ my 0, ~+ n, ¥,
(22) Vo= Ly Us -+ my 9, -+ Ny,
W= Lyug -~ My @y + Ny,
Uy= Ly vy -+ myQz+ ny,,

o3 =lu3 4+ My 03+ Ny Yy,

¥y = l3u5 -+ M3 @y -+ ny Y.

1. S¢le déterminant
Uy vy
Uy 0y 11

uy vy vy

est different de scro, le determinant

9 9

ut 03 ol 20,94 200, 1y 20, ¢y
9 9 9

1% 03 i 20500, 20¥'5 Uy 20,0,

w} 02 w3 20500y 200y Uy 21y 0y

Uslly 9305 (Pp(Vy oWy 0300y  Wally— Wylly Uy ¥y U0,

Uglly O30 V3000 0500 = Q1605 (0500 - 0 1l Uy 9~ ) 9y

Uyl 910y W Wy 000~ 0otV SV Uy~ W Lty (L, 9y == Uy 8

Jouit de la méme propriéte.
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Si, dans une forme quadratique des indéterminées U, V, W, on
substitue & ces derniéres trois formes linéaires des indéterminées X,
Y, Z, on tombe sur une forme quadratique de X, Y, Z. Cela étant,
proposons-nous de déterminer une forme quadratique F(U,V, W)
par la condition qu’en y substituanta U, V, W les trois formes linéaires

données
U=u X+, Y+ uw, 7,

(23) V=0X+ oY+,
W=, X+w,Y +w,Z

qui, en vertu de notre hypothese, sont indépendantes, on tombe sur
une forme quadratique donnée H(X, Y, Z) : ce probleme admet évi-
demment une solution et une seule, qui s’obtient en substituant & X,
Y, Z, dans la forme quadratique donnée, leurs valeurs en U, V, W
tirées des formules (23).

Or, en désignant par

AX2+ A Y2+ A 224 oB, YZ + 2B, ZX + 2B, XY
la forme quadratique donnée, et par
M, U2+ M,V2+- M;W2- 2P, VW + 2P, WU + 2P, UV

la forme quadratique cherchée, les coelficients inconnus de cette der-
niére sont fournis par les équations

w? M+ 03 My o] My+ 20,0, P+ 2w, Py+ 2w, Py=A,
w? M+ o3 My+ wi My+ 2000y Pi= 0 20050, P+ 2uy 0y Py=A,,
uj M+ ¢ My+ o M-+ 203013 P+ 24V Uy P+ 2Uy0; P,=—=A,,
a1ty M=+ 0,05 My - 637,057 Mg (0069 03699) Py (00034005 00) Pot= (0,054 t305) Py=B,,
uytty Mg+ 030 Mo 0300 My (03001 00003) Py = (0520, 091 10) P ot (00014 €y 03) Py=D,,

L uy My 0000 My 09,00y My (910001 02501) Py (090,000 099004) P ot (€904 w091) Py=B,.

Ce systeme admettant, d’aprés ce qui a été dit, une solution et unc
seule, le déterminant formé avec les coefficients des inconnues est
nécessairement différent de zéro, ce qu’il s’agissait de prouver.

II. Revenons & notre énoncé.
La forme quadratique la plus générale (a trois variables) décom-
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posable en trois carrés indépendants est

(29) (s X+, Y + w22+ (0, X+ 0, Y -+ 03 2) + (0, X+ 0, Y + 0y Z)2,

ou
i, Uy, Us,
Vi, Vo, V3

Wy, Py, 1

désignent neuf constantes (réelles ou imaginaires) arbitrairement
choisies sous la seule restriction que leur déterminant ne soit pas nul;
en I'ordonnant par rapport a X, Y, Z, elle devient

(25 bis) (W2 + o2+ o) X2+ (24 02+ ) Y2 (w02 +od) 12
+ 2 (Uglty~+ 905+ o0y ) YZ + 2 (g ey~ 030+ owg0v)) ZX
-2 (uy s+ 1094 s vy) XY.

Cela étant, si le systeme (13) admet quelque solution numérique
n’annulant pas le déterminant (16), la forme (1g) est identique
& (25 bis) ou (25) pour les valeurs considérées des indéterminées (14),
ct, par suite, est décomposable comme I'indique I'énoncé.

Réciproquement, si la forme (1g) est décomposable comme I'in-
dique Pénoncé, elle est identique & (25) ou (25 bis) pour certaines
valeurs des mémes indéterminées n’annulant pas le déterminant (16),
et, par suite, le systeme (13) admet quelque solution numérique
satisfaisant & la méme restriction. Cela étant, si Pon désigne par

Vg, 9, ‘-Pn
Uys  @Day ‘-Pz’

Vs, @3 Un

une semblable solution numérique, on peut, aux variables an-
ciennes (14), substituer ncuf variables nouvelles (20) définies par les
formules (22), puisque le déterminant différenticl des anciennes
variables par rapport aux nouvelles est, en vertu des formules de
transformation, égal au cube de

i o Yy

(26) vy @y U
1 Vs @3 $s
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et, par suite, cssentiellement différent de zéro. En écrivant alors que
les seconds membres des formules (22) veérifient le systéme (13),
nous obtiendrons un systeme de six équations, linéaires par rapport
aux six expressions qui constituent les premiers membres de (21); et
si, pour abréger, nous désignons ces six expressions respectivement
par
(27) Qi Qs Qy Ry, Ry Ry,

~

le systeme (13) transformé se déduira du systeme (24) par la simple
substitution des lettres

Q, R, v, 9, b, o, T

aux lettres
M, P, u, ¢, ow, A, B

respectivement. Sil’on a égard maintenant & la non-nullité du déter-
minant (26), il résulte de 'alinéa I que, dans le systéme (13) trans-
formé, le déterminant formé avec les coeflicients des quantités (27)
est différent de zéro, et que ce systeme admet, par rapport aux quan-
tités dont il s’agit, une solution et une seule; cette solution est d’ail-
leurs bien facile & apercevoir, car, en tenant compte de ce que les
¢léments du déterminant (26) constituent une solution numérique du
systeme (13), le systeme (13) transformé est manifestement vérifié
pour '

Q,=r, Qu=1, Q= R,=o, R, =o, Ry=o;

on tombe ainsi sur les formules (21).

On voit par Ia que la solution la plus générale du systeme (13 ) est
bien fournie par les formules (22), comme 'indique ’énoncé. Aucune
solution particulitre n'annule d’ailleurs le déterminant (16), car, si
Pon tient compte des formules (22), ce déterminant est visiblement
le produit du déterminant (26) par le déterminant orthogonal formé
avee les quantités (20).

11. La forme quadratique (19) ctant supposce décomposable en trois
carrés indépendants, si I’on considére comme initiales les neuf valeurs
Ann. Ec Norm., (3), XXIl. — NOVEMBRE 1405. 63
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particulicres des indeterminées (14) qui constituent une solution nume-
rique du systeme (13), on peut, a partir des valeurs dont 1l s’agit, résoudre
ce dernier, conformement au principe geéneral des Jonctions impliciies,
par rapport @ quelque combinaison parfaile des neuf indeterminces.

C’est la une conséquence immédiate des deux numéros précédents.

12. Les constantes (15) etant supposces reelles, pour que le sys-
téme (13) rosséde quelque solution numerique reelle n’annulant pas le
determinant (10), il est nécessaire que la forme quadratique (19) soit la
somme (proprement dite, et non algébrique) des carres de trots Jormes
linéaires indépendantes @ coefficrents réels ().

Réciproquement, st une pareille décomposition est possible, aucune des
solutions numériques réelles, en nombre infint, du systéme (13) r’annule
le déterminant (16).

En deésignant enfin par

l'une quelconque de ces solutions numeriques réelles, et par

L, m; n
ly my, n,
by my oy

un determinant orthogonal arbitraire a éléments reels, la solution reelle
la plus générale du sysicme (13) est donnée par les formules (22).

Effectivement la forme guadratique réelle la plus générale décom-
q ] P g

(1) Nous rappellerons que les inégalités

g T3 T2
~ St T ~ - - ~
gy > 0, > 0, T3 GOy T | >0
Ty Oy
T2 T O3

constituent un ensemble de conditions nécessaires et suffisantes pour la possibilité de
cette décomposition.
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posable comme I'indique I'énoncé est

(0 X+ Y + w2+ (0, X+ 0, Y - 0, 2) 4 (0, X =0, Y+ 0, 7)1,
ol
Uy, sy Uy,
1y a9 3

Ty 0y 1y

désignentneuf constantes réelles arbitrairement choisies sous la seule
restriction que leur déterminant ne soit pas nul; en I'ordonnant par
rapport & X, Y, Z, elle prend la forme (25 bis).

Cela étant, si le systeme (13) admet quelque solution numérique
réelle n’annulant pas le déterminant (16), la forme (1q) est identique
i (25 bis) pour les valeurs considérées des indéterminées (14) e,
par suite, est décomposable comme U'indique I'énonceé.

Réciproquement, si la forme (19) est décomposable comme I'in-
dique I'énoncé, elle est identique & (25 bis), pour certaines valeurs
réelles des mémes indéterminées n’annulant pas le délerminant (16),
et, par suite, le systeme (13) admet quelque solution numérique
réelle satisfaisant & la méme restriction. Cela étant, on désignera par

Uy, ?ly "!Jl’
Ypy Doy "b"’

T2

Y Duy ’1'1::

unc semblable solution numérique; on substituera aux variables
anciennes (14) neuf variables nouvelles définies parles formules (22),
et la démonstration s’achevera comme au n® 10.
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CHAPITRE III

ETUDE DU SYSTEME D'EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
SPECIFIE DANS L’INTRODUCTION.

13. Désignant par u, ¢, w trois fonctions inconnues, et par 4,, 2,,
Ayy Uy, U, Uy six fonctions données des trois variables indépendantes
x, ¥, 5, nous considérerons le systéme d’équations aux dérivées par-
tielles (1), spécifi¢ dans I'Introduction, et nous adopterons pour ce
systéme la notation abrégée

(28) 2((’7)%)_7, Z(%):h Z(j—))i'):

~ i du dw de duw
(o) Xy =ee XgaTte Mg e

ol les sommations indiquées par le symbolcz doivent s’¢tendre aux
trois fonctions inconnues «, ¢, w. Un pareil systéme se déduit, comme
on le voit, du systéme algébrique (13), en y remplacant les indéter-
minées (14) respectivement par les neuf dérivées premicres des
inconnues, et les constantes

1y Gay Ty Ty Tay T
respectivement par les fonctions données
7‘1) )”25 7'37 s P2 [P

Occupons-nous tout d’abord de déterminer la région dans laquelle
il convient de faire mouvoir les variables 2, y, =.

En premier lieu, si 'on admet, conformément au point de vue
adopté par M. Méray et par un certain nombre d’auteurs, que 'exis-
tence des dérivées d’une fonction implique, par définition méme, la
possibilité de son développement en une série entiere par rapport
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aux accroissements des variables, la scule inspection du systeme
[(28), (29)] nous montre que nous n’avons pas & faire varier «, v, =
au dela des limites ol cette possibilité existe a la fois pour tous les
seconds membres.

D’un autre coté, les seuls groupes d’intégrales dont la recherche
soit intéressante au point de vue des applications sont ceux pour
lesquels le déterminant différentiel

du dJdv  Ow |

du de  Ow
(%) W dy oy

du dJde  dw
Jds Jdz 0=

n’est pas identiquement nul : si doncnousnous bornons, comme il est
naturel de le faire, a la recherche exclusive de ces groupes d’intégrales,
nous n’avons pas a faire varier , y, s au dela des limites ol la forme
quadratique

(31) X242 Y2 L4 oy YL A4 2 ZX - 22, XY

est décomposable en une somme algébrique de trois carrés indépen-
dants (n° 10). -

Enfin, comme nous aurons & nous occuper du calcul par chemine-
ment des intégrales de notre systéwe, nous devons évidemment faire
varier &, y, = dans.une région continue.

En résumé done, la région R dans laquelle nous ferons mouvoir les
variables x, y, z sera supposée satisfaire 4 la triple condition suivante :

1° A partiv de valeurs initiales arbitrairement choisies dans la
région ¥ (et pour des accroissements suffisamment petits), les
seconds membres du systeme [(28), (29)] sont tous développables
par la série de Taylor;

2° Pour tout point de la région R, la forme quadratique (31) est
décomposable en une somme algébrique de trois carrés indépendants;

3¢ La région R est continue.

14. Bien que les équations (28) et (29) ne contiennent pas expli-
citement les trois fonctions inconnues u, ¢, w, il est toujours permis
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de les considérer comme subsistant entre u, ¢, w, x, v, 5, et les neuf
dérivées premieres de u, ¢, w par rapporta x, y, =, soiten tout guinze
quantités : il va sans dire alors que, dans toute solution numérique du
systeme, les valears de «, ¢, o sont enticrement arbitraires.

Cela étant, et cn assujettissant, comme il vient d’étre dit, les
variables indépendantes 2, ¥, z &4 ne pas excéder la région 8, le
systeme [(28), (29)] possede diverses propriétés que nous allons
successivement énumérer.

I. Etant donné un systéme du premier ordre résolu par rapport i
certaines dérivées des fonctions inconnues qui s’y trouvent engagées,
on peut, pour en disposer nettement les diverses équations, les écrire
dans les cases d’un quadrillage rectangulaire dont les lignes corres-
pondent aux variables indépendantes et les colonnes aux fonctions
inconnues, en mettant Péquation qui aurait, par exemple, gg pour
premicr membre dans la case qui appartient & la fois & la colonne («)
ot i laligne ().

Gela étant, si Pon considere comme initiales les valeurs qui consti-
tuent Uune quelconque des solutions numériques du systéme [(28).
(29], il vésulte du n° 11 qu'a partiv de ces valeurs le systeme peut
toujours étre résolu, conformément au principe général des fonctions
implicites, par rapport & six dérivées premieres choisies de telle facon
que, moyennant un ordre convenable adopté pour les lignes et pour
les colonnes du quadrillage, les cases pleines et vides présentent la
disposition relative suivante :

(32)

1L, Les dix-huit équations déduites de | (28), (29)] par toutes les
différentiations premiéres possibles, et qui sont linéaires par rapport
aux dix-huit dérivées secondes de u, ¢, w, peuvent, pour toute solu-
tion numérique du systeme [(28), (29)], étre résolues par rapport a
ees dix-huit dérivées secondes.
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Différentiant en effet la premiere équation (28) par rapport i z,
on a

(33) YLl
Différentiant ensuite la troisitme équation (29) par rapport a x, et
la premiere équation (28) par rapport a y, il vient

N du Pu o du Pu dp,
- — —— = )
e )y () T i ot O Jy o

~ die  0*u 1 0k,

Ld )1 (_)-l;)}; T uy ’

d’olt, par soustraction membre & membre,

3 1w e Ops 1 0k
(34) Zl())' dr T dx 2 dy

Différentiant enfin la deuxicme équation (29) par rapport i z, et la
premiere équation (28) par rapport a =, il vient

o Ou Qru - du J2u D1ty
R YT

Js Jx* | A gx ords . dr

? du *u 1 J)y
& ) v ds T 2 Js

d’ot1, par soustraction membre & membre,

¥ g 10

Jds du* — de 2 03

Le rapprochement des formules (33), (34) et (33) nous donne le
groupe

O du 0w v dly

Jdx dxt 2 dx’

du *u _ Odpy 1 dhy
(36) 20y 0= 0z "3 ap
10X

o Jwe Pu dps 1 dy
2 AT 0 T
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et nous en déduirons, par permutations tournantes, les deux groupes

g Ju gt Oy 1 0
dxr dy* dy 2 dr’
du Q*u 1 dly

(37) 20y 5 =5y
u P _ o1 0
ds oy* — Oy 2 Js
du du _ dps 100
Jr 0z* 0z 2 dx’
()1/ Pu Iy 1 02y
(38) DX el e
()u Pu 1 0k
T2 03

Ces trois groupes d’équations sont respectivement résolubles par
-apport aux trois groupes de dérivées secondes

2y J%e Doy
o on o
u 0% 0%
P
ERY d%p 0%
PEE L

puisque, dans chacun d’eux, les coefficients des dérivées secondes sont
les éléments du déterminant (30).

Silon différentic maintenant les trois équations (29) par rapport
Az, y, srespectivement, il vient

Egﬁ A u N O ou u dp,y
05 0x Jy — 4 dy dxds  dx
O Jdu 0%u du d*w _ Op,
0z dx dy dz dy ds ~ dy
2 0*u du Q. _ duy
dy dx s dz dyds ~ ds’

Multipliant ces trois dernitres équations respectivement par —1,1, 1,
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et ajoutant membre & membre, il vient

gu w1 (dps | I O
dax dy d=~ 2\ dy Js dz

Différentiant la deuxiéme équation (28) par rapport i z, la troisieme
par rapport 4y, et adjoignant les deux équations ainsi obtenues & la
précédente, nous aurons le groupe

o P (U s )
die dy ds~ 2\ dy d= da )’
Jdu Ju 1 Jls
(39) dv dyds 2 ds’
du Pu 10y
\ Jds dy ds~ 2 dy

Nous en déduirons, par permutations tournantes, les deux groupes

die Q% ——IQZ‘.‘_
Z)TL"()Z().'L'_;();’
(10) 00 (S Gy O,
! & Jy dzdx 2\ Jds O 0y
Jdu J*u _l%
s 0sdx 2 dz’
O du Pu_1dh
dx 0z dy 2 dy’
du d*u 1 )y
e 2y Gwoy =2 0%
o0 0w 3 (O ‘_)_1’-_2_%>.
20 dmoy = a\os T oy T 0

Pour la méme raison que précédemment, ces trois nouveaux groupes
d’équations sont respectivement résolubles par rapport aux trois

groupes de dérivées secondes

02w % 02w
dy 03 dy Jds’ dy s’

u Qe *w
0s dz’  Jsdz dzdz’

u ¢ e
oz dy’ dzdy’ dzdy

Ann. Ee. Norm., (3), XXIL

— NOVEMBRE 190J.
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III. Supposons qu’a partir d’une solution numérique quelconque
du systeme [(28), (29)], on ait résolu ce dernier par rapport i six
dérivées premiéres choisies de telle facon que, moyennant un ordre
convenable adopté pour les lignes et pour les colonnes, les cases
pleines et vides de son Tableau (I) présententla disposition (32);soit,
pour fixer les idées,

ou_ o fow_
;7R B LR e e b
du av

4 _— =... _— ...

(42) d)’ ())’ .
ou _
Jdsz

le systéme ainsi obtenu. Supposons en outre qu’on ait résolu par rap-
port aux dix-huit dérivées secondes de u, ¢, w les dix-huit équations
déduites de [(28), (29)] par toutes les différentiations premieres pos-
sibles, et aux équations (42) adjoignons alors celles qui expriment
les quatre dérivées secondes "y

dtp*  Jrw J2ew 0*ew

ds*’ 0y*’ dyods 03

en fonctions des dérivées premieres de u, ¢, w et des variables indé-
pendantes, en ayant soin seulement d’y remplacer les six dérivées
premiéres

ou ov  gw
0z’ Jz’ dz’
()y’ dy’

ou

0z
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par leurs valeurs tirées de (42). Dans ce systeme (composé de dix
équations, six du premier ordre, quatre du second ordre), les seules
dérivées parametriques des inconnues sont

dw

oy ?
dv  Ow
Jdz’ 05’

et les seconds membres ne contiennent aucune dérivée principale. Le
systéme est d’ailleurs orthonome, comme on le voit en attribuant aux
variables et aux inconnues les cotes respectives suivantes :

a _1' z u v w
Cotes premicres | I I ! o ‘ o o
Cotes secondes 2 I (o} 2 ‘ I o

IV. Les cotes premiéres des variables indépendantes étant, comme
nous venons de I'indiquer, toutes égales a 1, et celles des inconnues
toutes égales a o, la cote premiére d’une dérivée quelconque est ici
égale & son ordre. Les dérivées cardinales (n® 4) dusystéme orthonome
ci-dessus défini (III) sont d’ailleurs les suivantes : pour u, les trois

d*w Q*u  J*u d%y
0z dy’ 9z ds’ dy 05 dz dy’
etles deux dérivées troisiémes —()—%’;—, 0—;’30%’ pour w, les cinq dérivées
Bw Pw Pw  BPw  Pw

0z dy Dz dy 05’ Jw o dyos’ 3y I etladérivée quatrieme

dérivées secondes ; pour ¢, la dérivée seconde

troisiémes
04w
Or, cette derniére, d’ordre supérieur (et par suite, ici, de classe su-
périeure) & toutes les précédentes, est superflue : car, parmi les
premiers membres de notre systeme orthonome, ceux d’ou elle peut
provenir par dérivation sont

02w 0w A

et forment une suite ol la comparaison de deux termes consécutifs ne
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donne que des dérivées cardinales du troisi¢me ordre, savoir:

3w D3

0y* 05’ dyd=*

Nous n’aurons donc & nous occuper, dans 'application de la regle
formulée au n° 7, que des dérivées principales appartenant aux
ordres 1, 2, 3.

15. Cela posé, soient, dans le systeme orthonome ci-dessus défini
(ne 14, T11) :

R, le groupe du premier ordre qui a pour premiers membres les six
dérivées '
du  Ju dJu  Je  dv Odw_

oz’ 9y’ 95 9z’ dy’ dx’

R, le groupe du second ordre qui a pour premiers membres les quatre
o X
dérivées
02¢ Qw D%ep 0% w
0527 0yt dyoJs’ dst

Soienten oulre :

R, R les groupes déduits de R, par toutes Ies différentiations possi-
bles du premicr et du second ordre respectivement;

R, le groupe déduit de R, par toutes les différentiations premicres
possibles;

S, le groupe formé par les équations (28) et (29);

S, 8 les groupes déduits de S, par toutes les différentiations pos-
sibles du premier et du second ordre respectivement.

Pour former les conditions de passivité du systéme orthonome
(R, R,), il suffit, conformément & notre énoncé du n® 7, d’exprimer
que le systéme

(43) (Ry; BRI, Ry; R, R,)

est résoluble (sans incompatibilité) par rapport aux dérivées princi-

pales des trois premiers ordres (qucllcs que soient les valeurs numé-
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de dw Ow
PEN ()y

lieu que le sysleme (43) equwaut a[vebrzquement a

0

riques attribuées a z, y, 5, u, ¢, w, ) Or, ]e dis en premier

(44) (8, S’w «11)"

Effectivement, Ie systtme R, équivaut algébriquement & S, parce
qu’il s’en déduit & aide d’une résolution effectuée conformément au
principe général des fonctions implicites, et il en résulte que les
deux systemes (R,, R|), (S,, S|) sont eux-mémes algébriquement
équivalents ("). Le systeme (R, R|) équivaut d’ailleurs algébrique-
ment & (R, R, R,), car: r°il en est évidemment une conséquence
algébrique, puisqu’il en fait partie; 2° les relations R, appartenant,
d’apres leur définition méme, & un groupe déduit de (S,, S) par une
résolution conforme au principe général des fonctions implicites, sont
des conséquences algébriques de (S,, S,), parsuite, de (R,, R}), d’olt
résulte que (R,, R}, R,) est (,onbequ(‘nce alocbrrque de (R,, R}). Cela
étant, les deux systémes.

(Rl’ 1{/1’112)7 (SI’ L;)r

'lfrébriquomont équivalents & un méme troisieme, (R,, R)), le sont
aussl entre eux, et cette demwre‘ équivalence entraine celle des sys-
temes

(Rl’ I{ll’ R27 1{/’1’ ]‘{g)’ (Sl? S,l.’ S”l),.-

qu’il s’agissait d’établir.
Ju dis en second licu qu’en désignant par T, le groupe des dix-huit

(1) Nous nous appuvons a plusieurs reprises, dans la démonstration ci-dessus, sur les
deux propositions suivantes :

1* Toul systéme de » équations, résoluble par rapport a » quantités conformément au
principe général des fonctions implicites, équivaut algébriquement au systeme formé par
les n formules de résolution.

2" Considérons deux systemes différentiels, S, T, impliquant Ies mémes fonctions incon-
nues des mémes variables indépendantes; sur chacune des équations de § exéeutons, sui-
vant la régle des fonctions composées, toutes les différenliations possibles des ordres 1,
2, ..., m, ct adjoignons a S les diverses relations ainsi obtenues; puis opérons de méme
sur T. Cela Gtant, si les deux systémes S, T sont algébriquement équivalents, les deus
systemes résultant de celte adjonction ne peuvent manguer de l'étre aussi.



510 C. RIQUIER.
équations
(36), (37), (38), (39), (4o0), (41),

et par T} le groupe déduit de T, a I’aide de toutes les différentiations
premieres possibles, le systéme (44) equivaut algébriquement a

(45) (84, Ty, T).

Effectivement, I’équivalence algébrique des systémes S| et T,
entraine celle des systemes

(85, 81), (84, To),
puis celle des systémes
(85, 84, 8Y1), (8y, 8% Toy TY),
puis enfin celle des systemes
(85, 81 T, Ty),  (Sy, To, TY);

et les deux derniéres équivalences entrainent a leur tour celle des
systemes (44) et (45).

Pour former les conditions de passivité¢ du systeme orthonome
(R,, R,), on peut donc, en se fondant sur les équivalences qui vien-
nent d’étre établies, prendre indifféremment ’'un ou 'autre des deux
systemes (44), (45), et effectuer, entre les relations qui composent
ce systtme, I'élimination des dérivées principales des trois premiers
ordres.

En ecffectuant cette ¢limination dans le systeme (44), ou les
groupes S,, §', 8, se composent d’équations en nombres respective-
ment égaux 4 6, 18, 36, tandis que les dérivées principales des trois
premiers ordres sont en nombres respectivement égaux i 6, 18, 3o,
on obtiendra manifestement six conditions.

Pour effectuer pratiquement le calcul, nous considérerons le sys-
téeme (45), ol les groupes S,, T,, T, se composent d’équations en
nombres respectivement égaux a 6, 18, 54, et nous partagerons par
la pensée les 54 équations T, en groupes de trois de la maniere sui-
vante :
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Nous commencerons par former, avec les diverses dérivées troi-
siemes de u, v, w, tous les groupes possibles de trois dérivées sem-
blables. En désignant, comme il est naturel de le faire, chacun des
groupes dont il s’agit par le dénominateur commun figurant dans les
notations des dérivées qu’il contient, nous obtiendrons les dix
groupes’

(46) dz*, dy*, 093
(47) dz® dy, dz*dz, dzxdy*, 0dxds?, Jdy*ds, dyds®;
(48) 0z dy ds. s

A chacun des groupes (46) correspondra, parmi nos cinquante-
quatre équations, un groupe de trots éguations, résoluble par rapport
aux dérivées troisiemes semblables qui y figurent, et les exprimant &
I'aide des dérivées premiéres et secondes et des variables indépen-
dantes; au groupe 0z, par exemple, correspondra un groupe de trois
Ru v Pw
0% 9z 9z
A chacun des groupes (47) correspondront deux groupes de trots équa-
tions, dont chacun sera résoluble par rapport aux dérivées troisiemes
semblables qui y figurent; au groupe dx* dy, par exemple, correspon-
dront deux groupes de trois équations, dont chacun sera résoluble
Pu d3v ¥ w
0zt dy’ 0x22dy’ dz*dy
groupe (48) correspondront trois groupes de trois équations, dont cha-
Pu d*v
dz dy ds’ dz dy 05

équations, résoluble par rapport aux trois dérivées

Enfin au

par rapport aux trois dérivées

cun sera résoluble par rapport aux trois dérivées

9w

Faisant alors abstraction des groupes (46) et considérant les deux
groupes de trois équations qui correspondent a I'un quelconque des
groupes (47), nous éliminerons entre ces six équations les trois déri-
vées du troisieme ordre qui y figurent, ce qui nous donnera trois
relations. Considérant ensuite les trois groupes de trois équations qui
correspondent au groupe (48), nous éliminerons entre ces neuf équa-

0w 0%¢ 0w
0z dy 05’ 0z 0y 05~ 0z dy 03
six relations. Nous obtiendrons donc en tout 3 > 6 + 6 ou vingt-

tions lestrois dérivées » ce qui nous donnera
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quatre relations du second ordre, qui, en fait, se réduiront a six;
finalement nous tiendrons compte, dans ces six relations, des équa-
tions S, et T,, afin d’éliminer les dérivées principales du premier et

du second ordre.
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16. Exécutons maintenant le caleul qui vient d’é¢tre indiqué.

En effectuant sur les équations T, toutes les différentiations pre-
miéres propres d amener dans les premiers membres les dérivées troi-
siemes figurant dans les groupes (47) et (48), on tombe sur les

groupes suivants d’équations :

. E du Pu AN N e
dx dx* dy dx Jy Jdz: T
; P A R
(49) & Jy Dty Z Dyt dut -
AL, Al
‘ Jz Jxzdy - i )y 5 Oz T
E du bf)i.”a_ N ()_..”_ ()‘1‘//_ .
dr du? dy " e )1 17;(73/ _
robisy | $ 04 e (12-5_
(49 bis) Z Jdy dz* Jdy F—Z e dy
& due Ddu o ) J%u
20 gy 0 Taay =
du D ~ J*u J*u .
S PN TR Ty
- O Jdu Pu Pu 0w
(50) 2 Jy 02 0= +2 Jy ds dzt =
o Jdu dPu 2w *u
Jz 022 03 +Z 5% dx* -
du Pu 2w u
S EW vt Js +E 0zt dz ds
50 bi N Ju Pu o e Pu
(%0 bis) 21 dy dz*Js +2l dx dy ox 0z
Q_z_ Pu ~> Pu \?
Js da*0s & 0z 0z -

1 0

2 dx dy’

0% 123 1 0%

dedy 2 dy*’

0* 11, 1 )%

dawdy 2 dyds’

1 0%}

5 050y

1 J%h,

2 dxt’

_f_<()’—’[.'.1 . Py Opy
2\ da*  dxdy dxds
1 0%h,

2 0z ds’

0?1y 1 0%,

Jdz s 2 Uyds’

*py 1 0%

dz 0z 2 0z

1 ()"),

5 dxzds’

1/ Dy 0?1y 02 1,
P (()1‘ Jds " Ozt T Oz dy
1 0%y

2 Jx*’

>;

)
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[ y(ﬁt_ P u +2ﬂ *u 0%y 10%h,
& d=d Qx O D y* dx? dy? T Jxdy 2 oz’
) e _Fu dPu d*u 1 0%
(51) i )y Oz Dy }-u)x dy dy* T 29dzady’
S~ Jdu Du Pu u 0% 1,y 1 0*h,
Vo Pu o Pu Pu | Opy
| el 05 Jx dy? 4 dx d5 Oy? dxdy 2 dx 0z
Zg_l{_r)ﬁt _*_y 2 \? ___()'-’)‘
dx dx dy* ox dy T2 gy?
. g o Ju QPu 0*u 0*u 1 0%,
(1 bis) 4 247 dz Jy? E 2 Jdxdy 2 dxzdy’
( Sﬂ_il d*u ? ‘u J*uw _E(()‘-’[J.l L PP 02;./.3>_
| =i )z J2 Jy? o) y 03 dxdy ~ 2\ dx dy Jdy? dy 9z )’
/ i JPu o 02 QP 0%y 1 0%k
D i et — 9P I 3
S s ) O 5* +2‘ dx?* Jz* — 0z 03 2 dx*’
. ~ die dduw o e e 0y 1 0%Rg
(52) ' Z dy Oz 03* }-d dedy 052 — 0z ds 2 dzdy
( O Ju dPu ? ()’ w Pu 1 _()_27\3 .
| At g3 Jx 05° T &0z 0s 05 T 2 0z 03’
[~ du D3 %u \? 1 0%
S >-i Jx dx 03 2‘ (()L(}u> T2 032’
. ~ Ju  Pu o u Qe 1 (0%, 0%y ()2[.L.3>
(52 bis) }d—(j‘;/- dx 05% Zf)ydd dzds 2 ( R - Jdrds dyods)’
( Jdu J*u Z()"u 0*u 1 0%k
\ 03 0x 03¢ 0z2 dz dz 2 dx 03’
y()u Pu N APu 9w Pupy 1 Phy
i )2 Jy? 03 Jz 0z dy®  dyods 2 0z ds
v ) o du Pu NI 0%hy :
(53) ’ Z dy Jy*Js +2& dy dz d)y* =~ 20y ds
o du d*u 0*uw Q*u 0% 1y 1 0%h,
5 e AT 0 Tds T3 o
y du Pu ¥ *u Pu 1 0%y Py Py
A )z 0y? 03 + i G dy dyds — 2\ dy* dyds  dxdy
o g o due JdPuw v 02w 0%u 1 0%
(53 bis) ( };.Jy dy*0s +ZZ]‘ dy 0z 2 Jy ds’
du Pu 1 0%As,
: E—E 0y*ds +Z <()y 0») T2 dy*’
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Pu
Pu
dy 0z*
Pu
Pu
0%
0*u
dx dy dz
Pu
dy dx dy ds
P u
s dx r)_yTE

Pu

I du

(54) 23’}—’
PE

Ju
! s

du

( 25
gl
dy

o Ou
PER

()u
S i )

du

(54 bisy ¢

’)

O 0{/

hd ) )z Dy 03

~ Ju Pu

dy drdyds
P ORALSC.
\ 5 dx dy 0s
Z du  Du
oz
Sier) | Yo du W(%;,'J

ZQ’“L Pu_
‘ 0z dxdy 05

52
s

53 bis)

Tedyds +
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Py

S 0u J*u
+2 97® 9 ds

u

0%
}Aay 0z 0z 0z
v _Ju Qo
drdz Jdx ()y
S A
+ 20 ey =
' S P
3* dx dy

(iela etant, la comparaison des systemes

(Gg) et (49 bis),
(50) et (5o bis),
(51) et (51 bis),
(52) el (52 bis),
(53) et (53 bis),
(54) et (34 bis),
(55), (55 bis) et (53

I NBUALIN
Taed 0z dy dt T dyds
yf)u()u :()‘U.J____
=i Jy* (3* 0y 0s
o w1 0%y
dyds dz* T 2 dy 9z’
N 1/ 0%,
+Z dz ds dy 93 =2 '(T)TI;_:
d*u \? 1 0%,
+2ge) =%
Sﬂd"u P*u 1 Py
dz* dyds T ad yd
PN A ( 9y
d )t Jyds T 2 ()-L()y
} Qe Jdu _1! a2, ,
RPpy: dy dy ds — 2 dxrds
N P Pu 1 Py
| Qxdz dy ds T 2 dxdy’
} u Ju _ ! AN ,
.-u)c()_y drds 2 dyds

Wl -

Lt
dxdy’

W~

:a[»-

—-

g
2\ dx ds

ter)

0% 1y
<())' PE

0},

0x dv

oy’

022, 0y
958 dxdz)’
Prs P
O 3 oz )’
O )
Oz Jy dy* )

o* P,

o Pps |
dyds~ 0
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nous donne sculement les six relations

y [0 0%w *u >2} 0 1 0%, 1 0%y

dyT 95* T\ dy os T dyds 2 a3 2 9g)F

o) X5 e (o H: Ppa
-T

(36)

T \ I
32 Qx? 0z 0x dzdr 2 dr: 2 9%

. <N IR D \? 0? 1 0% 1 0%,
38 | Lece (TN 9 L0 LU0,
(98) }-d _dx? dy* (c)xdy) drdy 2 Jdy? 2 Jz*’

5 9w 0w u Pu ()’ 0%y 2\ 1 0y
(9) 2(().1;2 dy Js Y dy dx ds > ().L () Y + oz dz ().1?'-’>— 9 dy ds ’
v((_)_z_l_l 0 u 2% D*u > 1 0%y N Py ()E[J.2>___l_ 0%,
i\ Jy2 dsdr 0dyds dy dr 2 ()y Jds  dydx  dy? 2 0z ()J;"

S (0% d*u Pu  Pu\_ 1/ 0 s ()211.3> vy
(61) > (()" dxdy  Jsde 0s ()y>_ 2 \05 d MU dy ~ 0s%) 20xdy

(Go)

Dans ces relations, nous remplacerons, comme il a été dit, les déri-
vées secondes de u, ¢, w par leurs valeurs tirées des équations T, en
fonctions des variables indépendantes et des dérivées premiéres, puis
nous tiendrons compte des équations S, qui lient entre elles les déri-
vées premiéres.

Effectuons d’abord le calcul dont il s’agit sur la relation (56), qui
contient les neuf dérivées secondes de w«, ¢, w relatives & y et 5 : ces
dérivées secondes nous sont fournies par les systéemes (37), (33)
et (39). Pour abréger, nous désignerons dans ce qui suit par

Fyy  Cay Oy,
@17 B Bus
719 Y2 Y3
les seconds membres des systémes respectifs (36), (37), (38), et par
0, 0y Oy

Ny N2y Mgy

917 029 03
ceux des systemes respectifs (39), (40), (41). En posant alors
(_)_’f dv  dw & o
Jdxz Jdxr Jdx P dr Jx
| 0w de  aw . de Qw
D = W (),)" '()—‘)/ H B”—- {32 J}' ()}’ >
du dv  odw dv  Ow
Jds Js Os S P




Qe
ot
[op
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X Jv  Ow - _(2‘_ f)_(l

/1 dr Jx °t 9z Ox
. de  Ow A 9v Odw
Iu——' /2 ()_y "()_)'/' ) Au—— 02 de _d7 ?

. Jdv  dw . dv 2(_!_

73 )z 0= 03 e e

I'algorithme de Cramer, appliqué aux systémes (37), (38) et (39),
nous donne

*u Ru 9%
Doa=Mw  Dom=T, D=,
d’olt
' L[ 0*u d*u D \*7| . .
[ (2]
ot
6 T M Al Pu N _Npr YA
(62) o5 g~ gy gz) | = 2 balus- XAk

En effectuant, conformément i la regle de multiplication des déter-
minants, les produits D*, B,I',, et tenant compte des relations (28)
et (29), il vient

Moo e

D2=1 s 2y oy |,

P P lg
o . . du\?* du du du du
Pl (G) BT gy Pibre— g 0n
_— du du R . Ao \? ] du du
B.X.= @2/1 g — o ;)3; Bava -+ by — <“(35;> By 7 [Py — ()‘)‘ =
. Jdu du du Ju du\?
Bars—t o~ % s Bava-pu— 2)7 e Bavs+ty— <;)“;)

Dans ce dernier déterminant, chaque colonne peut se décomposer
en deux sous-colonnes, respectivement formées avee les (ermes pré-
cédés du signe + etles termes précédés dusigne — 5 les sous-colovnes
de la deuxieme espeéce ont d’ailleurs leurs éléments proportionnels :
si donc on décompose, par la considération des sous-colonnes, le
déterminant ci-dessus en une somme de huit autres, quatre de ces
derniers s’évanouissent comme ayant au moins deux colonnes pro-
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portionnelles, et il vient simplement

Bl’/l“{— 1,
B, I,=— Bayi =+ Mg
ﬁs’/1+H2

du\?
(%)
_(,lt Jdu
Jdz @
du du
ox 03
ﬁ‘L'/l"l— ).1
- (32'/1‘5‘.‘-’-3
@3'/1"'—[-12
131}’1+7-1

— ﬁz‘/x‘*‘ -3

Bai+ 12

Biya+
Baya-+ 1y
ﬁa?z =+

Bivat g
Bava+ Dy
53'/2‘1‘ [*1

dx dJdy

_()u 2
%)

Jdy Js

@1‘/2-1- 3
Payat+ 2y

5::'/2'*" 1

D EQUATIONS.

;61'/3‘** a2
Bsva+ 1
5373*‘ g

f)l Vs [

ﬁ-z'/:r’f‘ 13!

6;} '/;;—l_ ).3
Biys+ P2
B, 73+ [y
@3 73+ As
0u o0
dx 0s

ou 0w
dy 05

du\?
Jz

51~

. . Y . . \ . ’ .
Pour avoir maintenant ZBqu il faut ajouter & 'expression précé-

dente les deux qui s’en déduisent par le changement de « en ¢, puis
~en w, c’est-d-dire répéter trois fois le premier des quatre déterminants
ci-dessus, remplacer par A,, p,, @, les éléments de la premiére
colonne du second, par p,, A,, p, ceux de la seconde colonne du troi-
sieme, et par p,, ,, A, ceux de la derniére colonne du quatrieme.
La somme algébrique de ces six nouveaux déterminants pourra d’ail-
leurs s’effectuer en les groupant deux par deux, les deux déterminants
de chaque groupe étant précédés de signes contraires; I'un des trois
groupes dont il s’agit sera, par exemple,

;61"/1“""11 Biya+ s
Bayi+ps Paya+ Ay
| Bayi+'p2 Bayat+pa

@173‘*‘ 2
Bays—+ P
Bays—+ s
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b Buyatps Bivstpa
— | s Bava+dy Bays+pu
[*2 fa:x"/z + o Bays+ As

¢t donnera immédiatement comme résultat le déterminant

pl?l @172‘4—[.1.3 61734_[-1-2
ﬁ:’.?l @272’{—12 BZYIS_!—[J-l ,
@371 Bz“/g—l—[.).l 183]/3_{_)13

lequel se réduit, par la considération des sous-colonnes proportion-
nelles, &

ﬁn‘/x s [P

B2 by My

@3'/1 P 2y

En opérant de la méme manicére sur chacun des deux groupes res-
tants, il vient

Bivi P P Lo Biyy P hoops Bavs
(63) 2[3”1‘”—: Boyi P P || s Pove || s he Bavs |5
@371 1 7y -2 ﬁs'/z Ty A2 ﬁ’;'/:;

. . .
et 'on aura ZA,‘: en remplacant, dans expression précédente, cha-
cune des lettres B et ¥ par ¢. Finalement done, notre relation (56),
qui, en tenant compte de (62), peut s’écrire sous la forme

(LB 10N 00 gy
b <0)/(): PR =2 Bl — DA%
deviendra

i M P

r ()?'P-l 1 ()27-2 I ()27.3\
6 e D i IO S B A
(64) SRR (()_)' 0z 2 Oz* 2 ())"2)

Pa P A . :

Biyi— 03 Ps P2
= @2Yx—6261 hy
637!_6381 P A
i Biya— 010, pa i pa Biys—0.0; |
4| s Paya— 03 Po || s 2 Pa7s— 020, |,
P2 @‘372“8351 Ay M2 @373—8:2;
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oules B, les v et les ¢ désignent, comme nous 'avons dit, les seconds
membres des systémes (37), (38) et (39).

Des permutations convenables, effectuées sur (64), fourniront les
relations semblables déduites de (57) et (58).

[l nousreste i transformer de méme les relations (59), (60) et (61).
Considérons, par exemple, la relation (59). En adoptant les notations
ci-dessus et posant, de plus,

o 2_‘_’_ Q ) Jdv  dw 5 de  Ow

1 dr Oz " 3% 0w : V' 9r Jdxz

Jdv  Odw dv  Ow dv  dw

Av= oy, — —|, Hy= |0 — -—1, O,= |0, — -—
2 dy dy 9y 9y % dy dy |’

u f?_ﬂ 2{:’ l ) Q ﬂ g do  dw

5 Uz 0s 95 0= P05 0=

I'algorithme de Cramer, appliqué aux systemes (36), (39), (40)
et (41), nous donne

*u Jiu Pu Pu
D __—.' =A, D ()77)_: = A4, D Ja 05 H,, D W =8,,
d’ou
L [0 Qu Nu  Qu ) . ‘
) <;)-7 oy ds  dxdy dx 03, = Aulu— 0.1,
a

5 2N (Pu e 0w du N RN
(65) D 2& <()1- dy 05 vxdy dx ()..) =2 Auhe > 0. Ha.

Or, le carré D* a déja éLé effectué; la quantité EA,,A,, se déduit du
second membre de (63) en y remplacant les lettres 3, y respective-
ment par o, ¢, et la quantité Z@uHu se déduit du méme second

membre en y remplacant les lettres 3, ¥ respectivement par 6, n. En
conséquence, notre relation (59), qui, en tenant compte de (65),
peut s’écrire sous la forme

02y 0%y 02 .y 0% RN
2 <()x dy T 0zds T 0 dy d-> EA"A“ } OuH.,
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deviendra

/ Ao s P

Oy 0% 2y 0% 1, 0%}, >
5 | P P (d‘y oy T ozds T 9 dy ds

/

Mo B Ay
o0y — 0Ny Py P by o0y 0yny
(66) ! = | 00— Gy ke Py | | Pa @0 — Oymn Py
oyl -=Ozny  py Ay P2 Oy Oy — Oyny 7y

.
by Py o 03— 8,y
+ lps de oOy— Oyny |,

P2 Py

20y
30y
ot les «, les ¢, les n et les 0 désignent, comme nous Pavons dit, les
seconds membres des systemes (36), (34), (40) et (41).

Des permutations convenables, effectuées sur (66), nous fourni-
ront les relations semblables déduites de (60) et (61).

17. Pour former le systéme orthonome dont les conditions de pas-
sivité viennent d’¢tre calculées, nous avons considéré P'une quel-
conque des solutions numériques du systeme [(28), (29)], et nous
avons menlalement supposé qu'a partir des valeurs constituant la
solution numérique dont il s’agit, le systéme [(28), (24)] se trouvait
résolu, conformément au principe général des fonetions implicites,
par rapport & six dérivées premieres choisies de telle facon que le
Tableau résultant (n° 14, 1), moyennant un ordre convenable adopté
pour ses lignes et pour ses colonnes, présentat la disposition (32).
Or, tout en faisant intervenir, dans notre raisonnement, les formules
de résolution, nous n’y avons pas cu recours, en fait, dans notre cal-
cul, ¢t nous n’avons fait usage des ¢quations (28) et (29) que sous la
forme méme ol elles se trouvaient données. Les résultats de notre
salcul ne changent done pas, quelle que soit la solution numérique
considérée au début pour le systeme [(28), (29)]; il n’y figure,
notamment, aucune dérivée premicre de u, o, w, en sorte que les six
relations obtenues subsistent entre les seules fonctions données, i,
Kys Kyy [hyy Moy Py, des variables indépendantes x, y, =, et leurs déri-
vées premitres et secondes. Si donc on se reporle aux remarques
finales du n° 5, si Uon observe d’autre part que, dans les limites



SUR L'INTEGRATION D UN SYSTEME D EQUATIONS. 5a1

mémes ou les formules de résolution du systeme [(28), (29)] sont
applicables, ce dernier équivaut, au point de vue de I'intégration, au
systéeme orthonome considéré dans notre raisonnement, on estconduit
a la conclusion suivante :

Ou bien les six relations obtenues par le calcul précédent sont identi-
quement verifiees, et a toule solution numeérique du systéme [(28), (29)]
(considéré comme subsistant entre quinze quantités, ainsi qu’il a été
dit au début du n° 14) correspond alors un groupe unique d’intégrales

Ou bien elles ne le sont pas, et le systeme |(28), (29)] n’admet en
pareil cas aucun groupe d’intégrales.

Pour cette raison, nous les nommerons désormais conditions de pos-
sibelite.

18. Les valeurs initiales des variables indépendantes etant choisies a
volonté dans la région W (n° 13), et les conditions de possibilité étant
supposées salisfailes, tout groupe d'intégrales particulicres du sysiéme
[(28), (29)] est calculable par cheminement dans cette région.

En désignant par (v, ¢, ¥) Uun quelconque des groupes d’intégrales
dont il s'agit, la solution géncrale du systéme [(28), (29)] est donnée

par les formules
‘ u="4v+mo+ Y+ Iy,

(67) ¢ 0 =0Lv4+myo + naY —+ iy,
( w=Lu—+ myo + nzy 4+ Ay,

ot hy, hy, h, désignent trois constantes entiecrement arbitraires, et

L, m, n,
(68) lyy m,, ny,

ly, my, ng

les éléments d’un délerminant orthogonal arbitraire, c’est-a-dire des
constanles pouvant recevoir tous les systemes de valeurs qui vérifient les
relations :
| & se =
(69) ¢ mi+ mi+mi=i,
n*—+ n;+ ni=u,
MRy~ My Ry~ My nz= 0,
(70) nly + nylo + ngly —o,
Lmy 4+ lymy + lymg = o.
Ann. Ec. Norm. (3), XXII. — NoOVEMBIE 1905. 66
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La solution générale du systéme [(28), (29)] dépend ainsi de six con-
stantes arbiraires.

Enfin, les solutions particuliéres, en nombre infini, fournies par les
JSormules (67) sont deuzx & deux opposces.

1. Si, parmi les solutions numériques du systeme [(28), (29)], on
constdeére, a exclusion de toutes les autres, celles o x, y, 5 ont des
valeurs determinées, z,, y,, z,, et si ’on désigne par (v, p, J) le groupe
d’intégrales particuliéres du systéme [(28), (29)] qui correspond & l'une
d’elles, Uensemble des groupes d’intégrales qui correspondent respective-
ment c ces diverses solutions numériques est donné par les formules (67).

Effectivement, puisque les fonctions v, g, ¥ sont développables &
partir dex,, y,, z, et vérifient identiquementle systeme [(28), (29)],
onvoitd’abord queles fonctions u, ¢, o définies par les formules (67)
sont développables & partir des mémes valeurs, puis, en tenant compte
des relations (69) et (70), que leur substitution dans les relations du
systeme [(28), (29)] vérifie ces derniéres identiquement.

Pour établir qu’inversement les formules (67) fournissent tous les
groupes d’intégrales visés par I'énoncé du présent alinéa I, adjoi-
gnons i ces formules celles qui s’en déduisent par toutes les différen-
tiations premieres possibles, et, dans ces douze relations, remplacons,
d’une part, v, @, ¥ et leurs dérivées premieres par les valeurs numé-
riques qu’elles prennent en (2, ¥,, 5,), d’autre part, u, ¢, w ct leurs
dérivées premiéres par des valeurs numériques indéterminées; nous
aurons ainsi le systéme suivant :

ty = Livg+ myoy—~+ nyby+ Ay,
(71) ¢ 9y == lyug =4 g, -+ ny by + Ay,
wWo == lyUg—+ My~ ngby—+ Ay

du dv Jdo oy
<J£> =h <a;)+ i (55:>+ (55)
v\ __, (099" 09 oy
(72) <;)—5>0—-—lz (5;>o+ ”ll_)<()—‘x>o+ 1, <7E>0,
aw\ Jv Jdo AN
32 )= (55) 0 e (3), 0 (32)
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<du> ) oy
S w(5),m (53), 0 (55),
de do 94
3 :l’ 3., 2 . | 5 I
<o > ‘<d)'>0+m‘ (@)ﬁ” <0y)0
YN — g (22 99 A AT
@)= G () (),
(72) (suite)
du\ dv 09 )
<5?)o_l'<0_:>o+m‘<0—:>o+n‘ (0—‘>0
(), =4(8),+n(8) (2
s/0 7 *\05/e *\ 0z /, *\ds ),
<2‘:> 14 _d_u -+ m 99 -+ n (}D—
50 "\05/0 *\0d3 /o N\ 05/,

Si maintenant, dans le systeme [(28) (29)], nous remplacons,
d’une part, x, y, = par les valeurs numériques 2, y,, 5,, d’autre part,
les dérivées premieres de u, ¢, w par les valeurs numériques indéter-
minées dont nous avons parlé, il viendra :

[ du\? de \ 2 Iw

50+ (52)+ ()= o0 3 20

(0u>2+<9_"_>'+<0n i ( £)
ay ), \ay ), T \oy ), = 12\ Yo %)
du\? Jdr\? Ow\ 2

<-_"- +<—: -+ (—_:) :)\3 (‘7"0, Yo 50),
dz /4 5/ J3 /4

(73) i

(20, 2)7 (). (8),+ (). 2) e o
(F 0 0"'”)0 I}: 0o \ 05, dy 03 0_['1 0s Yos S0)s
Qﬁ) 7). (5 <2">+Qf><93>~ (Zor You 50)

5 /0 \OZ /o 5>0 )x ], 95 )4 \ 0z 0—5‘2 0 Yoy S0)»

v du Jdu v _d__v_ N ()_w %> — uy(z =)
li %—>0 <%’ 0+ <Z)_-Z‘ . ().7.>0 0w>0 d)’ O—IJ-:: 0 Yos So)e

Cela étant, il suffit d’observer que, en vertu du n° 10, la solution la
plus générale du systeme algébrique (73), aux neuf indéterminées

Ju dy depr
(). (=) G
ou\ Jdv gc_v.>
&) (%) (F).
Jdu ¢ dw
G (&) ().
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est fournie par les formules (72), ol les quantités (68) sont assu-
jetties aux relations (69) et (70), et que, les quantités (63) étant
ainsi choisies, les indéterminées u,, ¢,, w,, calculées a 'aide des
formules (71), prendront, moyennant un choix convenable de %, 4.,
Ay, des valeurs numériques arbitrairement choisies d’avance.

1. Si, parmi les solutions numériques du sysiéme [(28), (29)], on
considere exclusivement, comme a l'alinéa 1, celles ou x, y, = ont les
valeurs x4, y,, 5, il existe quelque constante positive, ry, telle que les
groupes correspondants d’intégrales, cdeveloppes a partir de x,, y,, 54,
admeltent tous des rayons de convergence au moins égaux ar,.

Si l’on désigne en outre par (x,, y,, 5,) un autre systéme de valeurs
numériques allribuées a x, y, =, et qu'on lui fasse correspondre de méme
une constante positive r,, on peut toujours, lorsque le point (x,, y,, 5,) est
suffisarmnment voisin de (,, ¥, =), choisir la constante r, de telle fagon

que sa différence a ry soit moindre en valeur absolue que toute quantité
donnée.

Ce double point est une conséquence immédiate de I'alinéa I.

[II. En vertu de la continuité supposée de la région R (n° 13),
deux points, (,, ¥, 54), (X, Y, Z), pris a volonté dans cette région,
peuvent étre reliés lun & 'autre & I'aide d’un are continu entiérement
situé dans la région R et admettant les deux points dont il s’agit
comme extrémités initiale et finale respectivement (*). Cela étant, s

(1) Dans le monde des quantités réelles, les formules qui définissent 'arc sont de la
forme

z=9(1), y=y(t), z=¢(),
ol ¢ désigne une variable réelle, assujettie & varier dans un cerlain intervalle, £ a T, et
ol 9(¢), 7(¢), &(t) désignent trois fonctions réelles de celte variable, continues dans
I'intervalle dont il s’agit, et vérifiant les relalions numériques
To=¢(k),  yo=y(t), se=%(4); X=¢(T), Y=y(T) Z=¢T).
Dans le monde des quantilés imaginaires, les formules qui définissent I'are sont de la
forme °
w=o1(()+ionll), y=ypl)-+rifa), 2= )+ id(),

ol ¢ a la méme signification que ci-dessus, ot ol ©1(¢), v.1(), ¥1(2), @a(t), 72(t), Ya(t)
désignent six fonclions réelles de celte variable, continues dans lintervalle de ¢ 4 T, et
vérifiant les relations numériquoes '

o=, (ty) +igs(te), o= f1(to) -+ i7a(lo), 2o = Y1 (to) + L2 (to),

X=0u(T) +iga(T), Y =yu(T)+iya(T), Z =(T)+ia(T).
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l’on considére exclusivement, parnu les solutions numeériques du sys-
teme [(28), (29)], celles ot z, 'y, = ont pour valeurs les coordonnées des

divers points de Uarc, il existe quelque systéme de rayons de convergence
commun & tous les groupes d’intégrales correspondants.

Ce point se déduit de 'alinéa TI & I'aide du raisonnement usité cn
pareille circonstance.

IV. Tout groupe d’intégrales particulicres du systéme [(28), (29)]
est calculable par cheminement dans la région R.

C’est Ia une conséquence immédiate de P'alinéa TI1.

V. En désignant par (v, o, z}z) un. groupe quelconque d’intégrales
particulicres du systéme [(28), (29)], la solution géncrale de ce dernier
est donnée par les formules (67).

Effectivement, tout groupe d’intégrales particuliéres du systeme,
étant calculable par cheminement danslarégion 8, peut étre considéré
comme déterminé par un groupe de conditions initiales ol @, ¥, = ont
des valeurs numériques assignées d’avance et indépendantes du
groupe d’intégrales que I'on considere.

Cela étant, le point que nous avons actuellement en vue est une
conséquence évidente de 'alinéa I.

V1. Les solutions particuliéres fournies par les formules (67) sont
deux a deux opposées.

Car, si I’on remplace par leurs opposées les douze constantes qui
figurent dans les formules (67), les relations (69) et (70) ne cessent
pas d’étre vérifiées.

19. Placons-nous actuellement dansle monde des quantités réelles,
et ne considérons, parmi les intégrales du systeme [(28), (29)], que
celles quisont réelles. La région R’ dans laquelle nous ferons mouvoir
les variables @, y, z devra satisfaire, en pareil cas, aux trois condi-
tions indiquées plus haut (n° 13), mais avec cette restriction essen-
tielle que, pour tout point de la région, la forme quadratique (31)
soit la somme (proprement dite) des carrés de trois formes linéaires

by

indépendantes & coefficients réels. En désignant par (v, ¢, ¢) une
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solution réclle particuliere du systéme [(28), (29)], la solution véelle
la plus générale est donnée par les mémes formules (67), ou les
constantes ne recevront, naturellement, que des valeurs réclles.

Si I'on considére 'une quelconque, (z, ¢, w), de ces solutions
réclles, le déterminant différentiel

C. RIQUIER.

u g0 ow
Jr dxr OJx
du Qv oOw
(74) oy oy oy |
du Qg gg
dz 0s 0s

é¢tant différent de zéro dans toute Uétendue de la région ', y reste ou
constamment positif, ou constamment négatif. Dans les théories
physiques ol le systéme [(28), (29)] intervient, on ne considére,
parmi les solutions réelles, que celles ou le déterminant dont il s’agit
est positif. St I'on se place a ce point de vue, il ne faudra prendre,
parmi les solutions (67), que celles out le produit

du Jduv dY
L my n dz Jr Ox
: L B I PR o
12 my Ny a; —d—‘; '(7‘;,
bomsona ), 00 gy
Jds 05 03

est positif; en supposant donc, comme il est en pareil cas naturel de
le faire, que le second facteur de ce produitsoit positif (voir n° 18, VI),
il faudra que le premier ait pour valeur + 1.

20. Un cas trés simple ol les conditions de possibilité sont identi-.
quement satisfaites est celui ol les six fonctions Ny, Ay, Nyy thyy Uy, Py
se réduisent toutes a des constantes, ces constantes étant, naturellement,
choisies de telle fagon que la forme quadratique (31) soit décompo-
sable en une somme algébrique de trois carrés indépendants. La
solution la plus générale du systtme [(28), (29)] est donnée, en.
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Or
&)
)

pareil cas, par les formules

(75) $ = ax + byy + 5+ d,,

S u=a;xr+ b y+cs+d,

<

( Ww=a;x + byy + cy5 + d,

oud,, d,, d, désignent trois constantes entiérement arbitraires, et

‘an b, ¢,
(76> ? Aoy b'l’ Cay

as, bs, ¢y

neuf constantes assujetties aux relations

(a} +al +ai =1,
(77) Bo+bl 8 =1,
ci +c3 +ci =g

biey+ bycy + byey = py,
(78) CC Ay CaQy = C3 Ay = [Ly,
a b+ ay by + a3 by=— ;.

Effectivement, les neuf dérivées premieres des fonctions u, ¢, w,
deéfinies par (75), se réduisant respectivement aux constantes (76), il
résulte des relations (77) et (78) que les fonctions dont il s’agit véri-
fient identiquement le systeme [(28), (29)].

Réciproquement, on peut, moyennant un choix convenable des
. douze constantes, faire en sorte que les fonctions dont il s’agit coin-
cident avec des intégrales particulieres assignées d’avance : car leurs
neuf dérivées premiéres peuvent, en vertu de (77) et (78), prendre
toutes valeurs numériques vérifiant le systeme [(28), (29)], et, cela
¢tant, les formules (75) permettent de déterminer d,, d,, d, de telle
sorte que, pour des valeurs numériques données de , y, =, les fonc-
tions u, v, w prennent elles-mémes des valeurs numériques données.

Si I'on se place dans le monde des quantités réelles, on doit sup-
‘poser que la forme quadratique (31) est la somme (proprement dite)
des carrés de trois formes linéairesindépendantes & coefficients réels, .
et 'on ne doit attribuer aux douze constantes des formules (75) que
des valeurs réelles. Si I’on veut en outre que le déterminant différen-
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tiel (74) soit positif, on ne prendra, parmi les solutions réelles du
systeme [(77), (78)], que celles qui rendent positif le déterminant
des quantités (76).

Lorsque les fonctions A, A,, A, se réduisent & 'unité et les fonc-
tions (,, .y, &, 2zéro, la solution générale est donnée par les formules

u=Llax+my+nszs-+h,
¢ = Lo+ myy 4+ na s+ hy,
=l +myy -+ ngs -+ hy,

ou figurent douze constantes, dont neuf sont assujetties & former un
déterminant orthogonal. Les solutions réelles s’obtiendront en don-
nant i ces constantes des valeurs réelles, et il faudra, pour que le
déterminant (74) soit positif, que le déterminant orthogonal dont il
s’agit ait pour valeur + 1.

CHAPITRE 1V.

SUR LES CONDITIONS DE POSSIBILITE DU SYSTEME PRECEDEMMENT ETUDIE.

21. Les six fonctions données, A,, Ay, Ay, hy, Pho, tog, des variables z,
y, = devant vérifier identiquement, comme nous I'avons vu au Cha-
pitre 11, les six conditions de possibilité, un point intéressant con-
siste & rechercher quels sont, dans le choiz de ces fonctions, les éléments
dont on peut disposer arbitrairement. Pour résoudre cette question,
‘nous considérerons, dans les conditions de possibilité, les six fonc-
‘tions dont il s’agit comme des inconnues, nous mettrons le systéme
différentiel résultant sous une forme orthonome passive, et nous
fixerons, une fois cette réduction faite, 'économie des conditions
initiales. ,

Le caleul, ci-dessus effectué (n° 16), des conditions de possibilité
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nous a montré que les six quantités

z[@l *u . < >
dy* ds? 3 A
B[ - (5]
d3* da? Js dx ’
u u \
2 [?)? d}'; o ( )

;\ Pu e Pu Ju
.d(dwz dyds  Jdxdy dxds)’

2 u QPu Pu QFu
' dy* dsdx  dyds dydr)’
Z Pu FPu  Pu Ju
5% da dy Jzdax Jd30y
peuvent, en vertu des équations (28), (29) et de toutes celles qu’on
en déduit par des différentiations premiéres, s’exprimer & aide des

six fonctions A,, Ay, Ay, hyy U &y el de leurs dérivées du premier
ordre : dans ce qui suit, nous désignerons par

(I)xy D ¥ P k4 1Fz H b > IIJ‘:
les expressions respectives dont il s’agit. Cela étant, les conditions de
possibilité peuvent s’écrire sous la forme

0% 0y Ouy
gz ayt 2())/():
022y UM — 0?2y

Jdx? z* Js 0x
2% 0%, 0 s

—+ —2

dy* ox? 0z dy
0%}, . Py Pps Py

dy Jz Jr? dxdy  Jdxds
0%%, N Pps Py %144

ds dx dy* dyds  dydz
22X, -+ Py Py 0%y
dxdy = ds* dz0x 0z dy
Ann. Fc. Norm., (3), XXII. — DECEMBRE 1905, 67

+2d,—=o,

-+ 2(I)y: o,

+ 2@, =o,

(79)
+o2W,=o,

+2W¥, =o,

+ a2, =o.
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Nous résoudrons ces équations comme il suit:

(0% 0% g P v
dy 05— 0x oy T oz o2 2
0?2, —_ Py, o
dz* T T dwdy  dy? ki
Phy Oy Py Pps 2 W, s

deds ~ dyds  dxzdy  dy?
022 02 1y 0%,

02~ 20zds | 03t
0%y _ O - Ppy g 2.,
da Jdy Jdx ds Jdy 95 d3* N
Py, P Py
dy* — T dyds Jds?

(80)

— 9 (by,

— 20,

Le systéeme (80), ainsi obtenu, ne contient dans ses seconds
membres aucune dérivée principale; il est d’ailleurs orthonome,
comme on le voit en attribuant aux variables indépendantes et aux
inconnues les cotes respectives suivantes :

z Y = Y hy hy Py P hy
Cotes premitres........ 1 I 1 0] (s} O (¢} §) o
Cotes seeondes. ..... .. (s} s) [¢) (¢} 1 2 —_1 | =1 ] -1

La cote premiere d’une dérivée quelconque est, d’aprés ce Tableau,
égale & son ordre méme; les dérivées cardinales des inconnues sont
d’ailleurs

Pl 0 0%, Phy
0?05’ Jz*Jdy’  Jdxdy?  dxtdy*’

or, cette derniere, d’ordre supéricur (et par suite, ici, de classe supé-

rieure) a loutes les autres, est superflue : car, parmi les premiers

membres de (80), ceux d’or elle peut provenir par dérivation sont
0%*)3 0%}y 0%y

0z’ dxdy’ oy’
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et forment une suite ol la comparaison de deux termes consécutifs ne
fournit que des dérivées cardinales du troisieme ordre, savoir :

)y %),
ox=dy’ odxdy*

Il n’y a done, pour former les conditions de passivité, qu'a effec-
tuer les éliminations voulues entre les équations (80) et celles qui
s’en déduisent par différentiations premiéres. Cela étant, je dis que /e
systéme orthonome (80) est passif.

Je commencerai par constater que, dans les conditions de passivité,
tous les termes du troisieme ordre disparaissent, en sorte que les
conditions dont il s’agit sont au plus du second ordre. Exécutons, en
effet, sur les équations (80) toutes les différentiations propres &
amener dans les premiers membres I'une ou l'autre des dérivées
sardinales
(81) P P O

dx*ds”  dx’dy”  dxdy?

il vient ainsi, cn se bornant aux termes du troisiéme ordre :

Py 03 g 032,
Jards 2 dx dy Js - dy*ds Y
0%, 0% g 2y ®ry
0z 05 o dy ds Ry dy  dxdy* U
0304 —, Pps i e
(82) dx*dy — “dxdyds  dyds?
Ply _ Ppy N Ppy Py o
dr*dy — 0dx*0ds  dxdyds  Odx 0s*
Py Oy Py, Py .
dx dy*  dxdyds  Jdy*ds  dyds?
A* %y 0% 1y 0% g

dx J z':2()<1;r) Jds Oz ds?
Y Y

Les seconds membres de ces six relations ne contiennent d’autres
dérivées principales du troisieme ordre que

), 0, 0990,

(83) dy*ds’ Jdy dst 0z 05
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Exécutons alors sur les équations (80) toutes les dilférentiations
propres & amener dans les premiers membres 'une ou 'autre des
dérivées (83); il vient ainsi

[ 0%k — 0 s + 0% 114 _ 03 1y e
dyt s o dy? dxdyds  dx*dy
, Ph o Pps Puy Py
(84) | Oy 052 7 D dy s M dx* ds ’
Dy Py 0% 1y 0%
et

e dst T dyds? Jdx dy 0s - Jdy*0ds

relations dont les seconds membres ne contiennent plus aucune
dérivée principale du troisieme ordre. Cela étant, si, dans les seconds
membres de (82), on remplace les dérivées principales (83) par leurs
valeurs tirées de (84), on constate que les deux expressions ohtenues
pour I'une quelconque des dérivées cardinales (81) ont les mémes
termes du (roisieme ordre.

Ainsi, les conditions de passivité dusysteme (80) sont bien, comme
nous I'avions annoncé, du second ordre au plus. Je dis, en outre,
qu’elles sont vérifices identiqguement, ¢’ est-a-dire quelles que soient
les valeurs numériques attribuées aux six quantités A,, Ay, Ay, o,
s thg, 8 leurs dérivées du premier ordre et & leurs dérivées paramé-
triques du second ordre.

Effectivement, les relations dont il s’agit sont, au point de vue de
Pintégration, des conséquences nécessaires du systétme (80), et il
suffit deés lors, pour prouver qu’elles sont identiquement vérifices au
point de vue algébrique, d’établir que le systéme (80) admet certaine-
ment quelque groupe d'intégrales ot les inconnues Ay, Ay, hyy (hyy Py Uy,
leurs dérivées premicres et leurs déripées paramétriques secondes prennent,
pour des valeurs numcriques données de x, y, s, des valeurs numériques
données : dans cette démonstration, on devra supposer, puisque les
expressions @, &, O, W, , W, W, ontcomme dénominateur commun
le déterminant

Ik My e
a Ty M s

P P D

que, pour les valeurs numériques assignées & Ay, Ay, Ay, thy, U, Uy, la
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forme quadratique (31) est décomposable en une somme algébrique
de trois carrés indépendants.

Cela étant, considérons les six équations [(28, 29)], les dix-huit
équations du second ordre qui s’en déduisent par différentiations
premieres, et les trente-six équations du troisieme ordre qui s’en
déduisent par différentiations secondes : comme au n° 15, nous dési-
gnerons ces trois groupes d'équations respectivement par S,, S, S/.
Si, dans les équations S,, on remplace les A et les p. par les valeurs
numériques qui leur sont assignées d’avance, on pourra trouver pour
les neuf quantités

[ du dv dw

SJ;’ 07 95

. Jdu 00 dwv
Sn - N i
(83) dy’ dy’ Oy
Qu, 90 O

WL > 05 z’

considérées comme autant de variables indépendantes distinctes, des
valeurs numériques qui vérifient les équations S, ; pour ces valeurs
numériques, le déterminant des quantités (85) est d’ailleurs néces-
sairement différent de zéro. Si maintenant, dans les dix-huit équa-
tions S, on remplace les dérivées premieres des A et des w par les
aleurs numériques qui leur sont assignées d’avance, et les quan-
tités (85) par les valeurs numériques précédemment trouvées, on
pourra déterminer, pour les dix-huit dérivées secondes de u, ¢, w,
considérées comme aatant de variables indépendantes distinctes, des
valeurs numériques qui vérifient ces dix-huit équations. Calculons
finalement, & 'aide des équations (80), les valeurs numériques que
doivent prendre les dérivées principales secondes des A et des p
quand on donne aux A, aux ., a leurs dérivées premieres et a leurs
dérivées paramétriques sccondes les valeurs numériques assignées
d’avance, puis remplacons, dans les trente-six équations S, les
dérivées paramétriques secondes des A et des p par les valeurs
numdcriques assignées d’avance, leurs dérivées principales secondes
par les valeurs numériques ainsi calculées, et les dérivées premieres
et secondes de u, ¢, w par les valeurs numériques précédemment
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trouvées : les trente-six équations résultantes seront alors, en vertu
dua calcul exécuté au n® 16, résolubles sans incompatibilité par rapport
aux trente dérivées troisiemes de «, ¢, w, etfourniront, pour ces der-
nicres, des valeurs numériques déterminées.

Cela fait, choisissons & volonté pour «, y, = des valeurs initiales z,,
Yo» 5o, PUis prenons pour «, ¢, w trois fonctions de x, y, = arbitraire-
ment choisies sous les seules restrictions que les valeurs initiales de
leurs dérivées premiéres, secondes et troisiemes soient celles qui
viennent d’étre calculées successivement. Formons enfin, 4 I'aide des
trois fonctions dont il s’agit, les six expressions

du\? do \?2 O\ 2
(5e) =+ (52) = (%)
Jdu\? ov\? divy 2
(%) + () +(%)"
du\? 0o\ ? i\ 2
(5)+ () + (%))

e du dv Jv v O

5

dy 05 - Jdy 035 dy 03
du du dv de o dw

0z 9z T 95 0x T U5 0z’
du du ¢ dy N diw dwr
0z dy Tordy " ow dy

les six fonctions de x, y, z ainsi obtenues et leurs dérivées premiéres
et secondes ont alors comme valeurs initiales les valeurs numériques
qui sont assignées d’avance aux A, aux @, i leurs dérivées premiéres,
a leurs dérivées paramétriques secondes, et celles que le systeme (80)
détermine alors pour leurs dérivées principales secondes.

Cela étant, remplacons dans le systeme [(28, (29)] les seconds
membres A,, Ay, Ay, @y, P, P par les six fonctions dont il s’agit :
il est clair que le systeme résultant sera identiquement vérifié
par les trois fonctions «, ¢, w formées précédemment; comme le
déterminant différentiel de ces trois fonctions est différent de zéro,
les conditions de possibilité ne peuvent manquer d’étre satisfaites, et
deés lors les six fonctions que nous venons de choisir pour seconds
membres du systéeme [(28), (29)] ne peuvent manquer de fournir un
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groupe d’intégrales de (80) : or, pour les valeurs initiales z,, ¥, 5.
assignées d’avance a4 x, y, z, elles prennent bien, ainsi que leurs
dérivées premiéres et leurs dérivées paramétriques sccondes, les
valeursinitiales assignées d’avance.

22. Le systeme orthonome (80), étant passif, admet un groupe
d’intégrales répondant a des conditions initiales arbitrairement choi-
sies. Ces conditions sont de la forme

wi= F(z, y, 3);

pe=H(x, y,5);
rs=K(z, y, 3);

O M =L(ax, ) pour 5 — 5,=0,
%%}:M(x, 3) pour Y —Yo=0;
la=N(y, 3) pour X — Zy= 0,
(86) ) %:—_P(y) pour X — Xy=5—5,=0;
23=Q(s)
%:R(;) pour X — Xy= Y — Y, =0,
%‘ — 8(s)

ou &, ¥, 5, désignent les valeurs initiales choisies pour «, y, =,
et F, U, K, L, M, N, P, Q, R, S autant de fonctions arbitraires, dépen-
dant respectivement de divers groupes de variables.

Le systeme (80), composé de six éguations et impliquant six incon-
nues, présente donc, comme on le voit, cette particularité, que zrois
conyenablement choisies des six inconnues restent enticrement arbitraires
dans la solution generale.

Il était facile de le prévoir. Si 'on considére, en effet, le systeme -
[(28), (29)] comme impliquant neuf fonctions inconnues, A, A,, Ag,
Uy Meus My, U, ¢, w, des variables indépendantes @, y, =, on obtient
une premiére forme monoique et passive de ce systéme en le résolvant
par rapport aux six premiéres inconnues, puis une deuxieme en
adjoignantaux équations R, et R, du n° 15 les conditions de possibi-
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lité mises sous forme orthonome passive. Cela étant, si, aprés avoir
fixé pour chacune des deux formes I’économie des conditions initiales,
on se borne pour chacune d’elles & la considération exclusive des
arbitraires ot le nombre des variables indépendantes est maximum, il
résulte des principes exposés dans un Mémoire antériear (') que ces
arbitraires doivent dépendre de part et d’autre du méme nombre de
variables et étre de part et d’autre en méme nombre : or, puisque la
premiere forme, examinée i ce point de vue, comporte manifestement
trois fonctions arbitraires de trois variables indépendantes, il en est
forcément de méme pour la seconde.

23. Du résultat précédent on déduit sans peine le degré de géné-
ralité du systéme d’équations aux dérivées partielles
du du v Jo - Jw dw
ay 9 Tay o Ty g P
(529 | owdu  ov 00 ow ow _
Jds de  ds dx  Jds dr ’

du du dv Jdy oy O
L ow dy Y Jy M) )y =
OU Py Uy, Py désignent trois fonctions données des variables indépen-
dantes z, y, 5, ¢t u, ¢, w trois fonctions inconnues assujelties a ce
que leur déterminant différentiel soit différent de zéro. A cet effet, on
désignera par A, A,, Ay troisinconnues auxiliaires adjointes huw, ¢, w,

et I'on posera
du\? ()v i\ 2
(52) + () + ()
du Jdy v
(88) <f)y> +<0y < ) =
(()u> < dw
- o~> <?T>

Ces inconnues auxiliaires devront satisfaire au systéme (79) ou (80),
et I’on pourra leur imposer des conditions initiales, arbitrairement
choisies, de la forme (86); leur détermination une fois opérée, celle

p—

(1) Surle degré de généralité d'un systéme différenticl quelconque (Acta mathema-
tica, t: XXV).
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des inconnues primitives u, ¢, w s’effectue par I'intégration du sys-
teme [(87), (88)], dont la solution générale dépend de six constantes
arbitraires.

En se bornant donc, conformément aux indications données plus
haut (n° 22, in fine), & la considération desarbitraires pour lesquelles
le nombre des variables indépendantes est maximum, on peut dire que
la solution générale du systeme (8~) dépend de trois fonetions arbi-
traires de deux variables indépendantes : il importe toutefois de ne
jamais perdre de vue la signification essentiellement relative que
nous attachons & cette expression.

24%. 1l convient d’ajouter, en terminant, que la forme (80) n’est pas
la scule forme orthonome passive sous laquelle on puisse mettre
le systéme (79). On peut, en effet, le résoudre comme il suit :

i 02, ., Ppy Pl

— 2 —ad_;
vt vxdy  0y* ’
g Dy 0P Dy Py I
) de* T dardy Jdix s dJdy Js =
Dy D%, 0?1y Py e
( dxdy ~ dxds  dy 0z + 9y 2y

(89)

Jdxer T T 0w ds )s*

D*hy DMy D1y Jd
Vdrdy — Odxds Jdy ds Jds?
| "o ot 0,

=2 — = = D,
Lody? Jy Uz Js? *

[ 0% 02, 07
g v, Y P2 NP

Or, le systtme (8¢) ainsi obtenu ne contient dans ses seconds
membres aucune dérivée principale, et il suffit, pour en constater la
nature orthonome, d’attribuer aux variables indépendantes et aux
inconnues les cotes respectives suivantes :

x y z A, T hy 1 ., U
Cotes premiéres ....... 1 1 f (s} o 0 , 0 (o} l (] !
l_v S— ]
. L
Cotos secondes ... .... (¢} 0 O —1 o 2 [ —1 — !
|
| |

Ann. I'e. Norm, (3), XXIL. —- DECEMBRE 1905. 68
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Si I'on observe d'ailleurs que les systemes (80) et (89) sont algé-
briquement équivalents, que les dérivées principales d'un méme
ordre quelconque y sont de part et d’auntre en méme nombre, et que
le systéme (80), indéfiniment prolongé par différentiations, détermine
sans incompatibilite les valeurs des dérivées principales de tous
ordres, on voit immédiatement que le systéme (89), indéfiniment
prolongé, jouit de la méme propriété.



