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SUR LES

EQUATIONS LINGAIRES AUX DIFFERENCES FINIES,

Par M. Arr GULDBERG.

Les analogies entre les ¢quations linéaires aux différences finies et
les équations différenticlles linéaires ont été depuis longtemps
signalées.

Aussi Taylor a réduit la solution de I'équation linéaire aux diffé-
rences finies du premier ordre aux quadratures finies. Lagrange a
démontré que sa méthode des variations des constantes des équations
différenticlles linéaires s’applique aussi aux équations linéaires aux
differences finies. Cauchy, utilisant une idée de Brisson, a donné,
par des formules symboliques, la solution générale de ['équation
linéaire aux différences finies & coellicients constants; et ces ques-
tions ont ¢té reprises et complétées par M. Mansion. Tardi a démontré
que, si 'on connait une intégrale particuliere d'une équation linéaire
aux différences finies, on peut abaisser d’une unité Pordre de cette
¢quation, de méme que Uon peut diminuer d’une unité 'ordre d’une
¢quation différenticelle linéaire dont on connait une intégrale. Les
théorémes sur les intégrales formant un systéme fondamental d'une
équation différenticlle linéaire ont conduit MM. Casorati, Pincherle
et Heyman & des théorémes analogues sur les intégrales formant un
systeme fondamental d’une équation linéaire aux différences finies.
Les méthodes symboliques pour intégration d’une équation différen-
ticlle linéaire ont ét6 origine des méthodes symboliques pour I'inté-
gration des équations linéaires aux différences finies (voir Boowk, 4
treatise on the calculus of finite differences ).
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Dans un Mémoire important, M. Pincherle a exposé une théorie tres
compléte d’une forme linéaire aux différences finies, suggérée sans
doute par les théorémes analogues de la théorie des formes algé-
briques et des formes différentielles linéaires.

Mais il restait une partie des plus importantes de la théorie des
équations différentielles linéaires. qui n’avait pas encore son ana-
logue dans la théorie des équations lincéaires aux différences finies :
je veux dire la partie qui traite des fonctions invariantes ou fonctions
symeétriques des solutions d'une équation différentielle linéaire et la
transformation de ces équations. C’est 'étude des propriétés ana-
logues des équations linéaires aux différences finies qui fait 'objet
du présent Mémoire.

Soient vV, y®, o0, 0 les éléments dun systeme fondamental
d'intégrales d’une ¢quation linéaire aux différences finies d’ovdre 7
les fonctions symétriques en question sont, comme par les équations
différentielles linéaires, des fonctions algébriques entivres de y)'.
vo. ..oyl etde Tears valeurs suceessives qui se reproduisent mul-
tiplices par un facteur constant, dans le sens du caleul aux diflérences

v

finies, diflérent de zéro quand on remplace ¥, 20 oo, v par les
clements =)', =7, ..., 5 d'un autre systeme fondamental, ¢’est-

a-dire quand on fait une substitution linéaire de la forme
}’(ur’.' - (;,'1 5,(,3’ - (:,‘25&?’ e e (:,',1 Zrl{.,'

OUL==1,2,..., 7.

Dans le premier Chapitre, je démontre un théoreme analogue au
théoreme fondamental de M. Appell sur les fonctions invariantes
d'une ¢quation différentielle lincaire, et japplique ce théortme &
quelques exemples.

Le second Chapitre contient les applications de ce théoréme & la
théorie de la transformation des équations linéaires aux différences
finies avee quelques exemples.

Le présent Mémoire, qui est né de étude du Mémoire classique
de M. Appell ('), s’attache étroitement au Mémoire de 'éminent géo-

(1Y) Annales de ['ficole Normale supericure, »¢ série, L. X, p. 3g1.
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métre, dont j'ai pu utiliser les démonstrations presque textuellement.

Jai eu 'honneur de présenter 2 'Académic des Sciences, dans la
séance du 12 octobre 1go3, le théoréme qui est la base de cette
théorie.

CHAPITRE I

SUR LES RQUATIONS LINEAIRES AUX DIFFERENCES FINIES.

I. Soient
(1) Yatn a-v"l ! Jatn-1t (7./1:2) Yain—gt ..+ (ll;l.” Yie==0

une ¢quation linéaire aux différences finies, les @, ¢tant desfonctions
de @ et ¥V, ¥2, ..., ¥y un systéme fondamental d’intégrales; je vais

démontrer le théoreme suivant :

Toute fonction algebrique enticre ¥ de y'!', ¥, ...,y et des valeurs
successipes de ces  fonctions, qui se reproduil multiplice par un facteur
constant différent de zéro quand on remplace v, v, ..., ¥\ par les
élements d’un autre systéme jondamental d’intégrales, est égale & une
fonction algébrigue enticre des coefficients de équation linéaire et de

leurs valeurs successives mulliplices par une puissance de |(—1)"a" |.

La fonction supposée F doit, en particulier, se reproduire, & un
facteur constant pres, quand on permute entre clles les fonctions .,

(2

v, oo yd o I résulte de Ta que cette fonction contient les valeurs
successives de ¥, y.¥, ..., ¥y jusqu'au méme ordre. Soit p cet
ordre; je vais d’abord montrer que la fonction F est une fonction

invariante de n( p + 1) variables
yi DA Vi o Y
(2) v Y Vi o YR

o (n) ) w1
Ye o Ya+r w2 om0 Y

En effet, cette fonction F est supposée telle que, si 'on passe du
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systtme fondamental »{", y&', ..., " & un autre s}, =7, ..., 57,

Yu o Yox a€
¢’est-a-dire si 'on fait

(i ( 2 ~1
.,’V-L{) (‘11 ~x N -+ (Jl""( ) i (1111 *'.1.”)

X3 o 2) ~(n
Y ‘H = (;,’1 ".1.'+1 - (‘l"“'.(l-f-l -+ .. (4,'”#.,‘._‘_1

0 e (Y, <t D) Yoo=12) Y .
Yo =055, +Casdl,+. . 4+ Cinsil,

oi=1, 2,..., n,o0n aitidentiquement

n (1) (S 9] (1) (2) (2) 2) . o oA ) A0

n

]»(}’x’ wrts o Yaeaps Yo Yawrs -0 Yawps -- -5 Ye s Yovrrr -0 Yasp
— H.F (52, 54 S0 . A2 ot —(2) . .o i ST
— . ~ror S+t oty Vudpy S *'./:Jr-(' Sty Ndpy te oty Yy N1yttt Nryp )

le facteur I étant une fonction des sculs coefficients C de la substi-
l'ution (3). Ce facteur H est supposé différent de zéro tant que le nou-
au systeme s, =Y, ..., 507 est fondamental, ¢’est-a-dire tant que
I(\ déterminant D de la bubslll,utlon est différent de zéro. 1l résulte de
lIa que H ne peut différer que par un facteur numérique £ d’une puis-
sance de D
I = £.Dm.

On voit immédiatement que £ =1, en supposant

ridl=syn =, = sg

La fonction supposée F se reproduit done multipliée par D” quand
on fait sur les variables (2) une substitution telle que (3). Il en
résulte que F est une fonction invariante des n(p + 1) variables (2),
ainsi que nous 'avions annoncé.

II. En appliquant & la fonction F les théorémes connus de M. Appell
sur des fonctions invariantes ('), on voit qu’il y alieu de distinguer
trois cas :

1° Sil'ordre p des plus hautes valeurs successives de y.', ¥, ...,

qul huuront dans F est moindre que n — 1, la fonctwn F ne con-

tlenl, ni oy, ¥, ooy ni les valeurs successives de ces fonctions.

m

(1) Loe. cit., p. 393-40o0.
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2° Si p=n —1, la fonction est, & un facteur preés, indépendante

dey!, vy, .... ¥, une puissance du déterminant

T () (1) ()
y&‘ yw-H .7x+:‘. tee } T+n-—-1
2) (2) (2) (2)
Ya o Yrr1r Yaxr2 - Yaina
(n) L) (n) ()
Y Yax+r Yzwa o+ YVasn—

c’est-d-dire, d’aprés un théoréeme de M. Heymann, une puissance
de (= 1)"a, 1.

3° Si p est plus grand que » — 1, on peut toujours, d l'aide de
I'équation linéaire (1), remplacer dans F toutes les valeurs succes-
sives de y'V, ¥¥', ..., %" d’ordre supérieur 2 n — 1 en fonctions des
autres. Cetle opération n’introduit évidemment dans F que des fonc-
tions enticres des coefficients de I'équation linéaire et de leurs
valeurs successives.

On transforme ainsi la fonction F en une autre de méme nature qui ne
contient plus que les valeurs successives de y’, ¥, ..., ¥}’ jusqu’a
I'ordre » — 1 inclusivement; par suite, d’apres le deuxieme cas, cette
fonction est une puissance de II[(— 1)*a!”, | multipliée par un facteur
qui ne peut étre qu'une fonction algébrique enticre des coefficients
de '¢quation linéaire et de leurs valeurs successives.

1. Le théoréme démontré peut étre étendu & un systéme d’équa-
tions linéaires simultanées de la forme suivante

P all yhaltyie. 4 allyt=o,
2

Yiwmtai yi+altyi+...+ai yr=o,

n n1 1 ne 2 nn y | J—
.yw+1+a.v .)/r"}'“ﬂ‘t .}/‘z++a¢ .)’x—oy

ik

les coefficients a7 étant des fonctions de . Soit

AN -G TS A
" P

ni n2 nn
()’m Yo e Y

un systéme fondamental d’intégrales de ces équations; le détermi-
dnn. L. Norm (3), XXIl. — JuiLLeT 1905. 4o
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nant de ces n® quantités, soit D,. D’apres un théoréme de M. Hey-
mann, on a done (')

Dy=CH[(—1)"P,_],

ou P, désigne le déterminant

11 12 1
A a, SN a,

21 22 2n
a a; az

ni ne nn
Ay Ay an

Toute fonction algebrigue entiére des fonctions (4) et de leurs valeurs
successives qui se reproduit mulliplie par un facteur constant différent
de =éro quand on remplace les fonctions (4) par les éléments d’un autre
systéme fondamental d’iniégrales, est égale a une fonction algébrique
entiére des coefficients &'} et de leurs valeurs successives multiplice par une
puissance de U{(—1)"P, ]

Il est inutile de donner la démonstration de ce théoreme, car elle
est en tout semblable & celle qui précide.

IV. Pour donner une application simple du théortme démontré,
proposons-nous de former la condition nécessaire et suffisante pour
que deux équations lin¢aires aux différences finies

Je(rz) Z= Yoeben a&?))’x-f-n» e I o a&é”yx =0,

~ —_— 1) ~ (m) o
qp.z(‘u:) Eanliad’ 2oy ) -+ [)(;: )"'x-d—ur -1 +..- b.'r”)‘“‘.'z =0

()
aient une intégrale commune. Soient ¥, ¥¥, ...,y les éléments
d’un systeme fondamental d’intégrales de la premiére des équa-
tions (5); =, =7, ..., 57" les ¢léments d’un systeme fondamental
d’intégrales de la scconde. La condition nécessaire et suflisante pour
que les deux équations aient une intégrale commune est que le déter-

(1) Heymany, Studien iber die Transformation und Integraiion der Differential und
Differenzengleichungen, p. 333.
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minant
@x(}’“)) Dt (V(v“) @4‘4—2(.}'3;“) cee Qrpn— 1(}’ )
s | 2= ) 0et(VE) Cuna(PE) h Guram (V)
C‘Ox()’fg)) C.DJH-I (}_g”) CP:t—i—" (}" " LI C?.z-l—n—l (.7".(1,{” )

soit nul. En effet, la condition nécessaire et suffisante pour que les
deux équations aient une intégrale commune est que I'on ait

0 (Cy + CoyF+. .+ G )y =o,

’

Gy, Gy ...y G, étant des constantes; or cette condition peut s’écrire
Croa(rid’) +Coge (V) +. ..+ Cagu(y) =o,

et on sait que la condition & = o est la condition nécessaire et suf-
fisante pour qu’il y ait une relation linéaire et homogene, et a coef-
ficients constants entre les 7z fonctions o,(y."), 2.(¥%), ...,
’J‘b<.)/(/1)

Le déterminant ¢ est une fonction invariante de

1) A1) 1)
Yoo Y oo Yarmin-10

a2 (2 20
Y Yerts oo Vadkman-
oy .y ceeg teeeeenn N

n) (n) (n)
}’,., 2 £L+1 et YL-HIIIII 17

par conséquent, ce déterminant est égal & une fonction rationnelle
entitre des coefficients de la premiere des équations (5) et de leurs
valeurs successives multipliées par I[[(— 1)"aJr . |- En calculant cette
fonction entiére de la fagon indiquée page 313, on obtient la condition
cherchée, ¢ = o, en fonction entiére des coefficients des deux équa-
tions et des valeurs successives de ces coefficients. Celte méme con-
dition s’obtiendrait aussi en égalant & zéro le déterminant

SolB) Ser (B0 Sumal3E) e fermei (5
/z(;i“) S (32)) Jaara(SE7) ... Savmr (5

f( "”’) S (55"7) /x+z(~"”’) oo Srem-r(55")
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V. Pour donner une autre application générale du théoréme
énoncé, proposons-nous de former I'équation linéaire qui admette :
la fois les intégrales de deux équations linéaires données (5). Adop-
tons les mémes notations que dans le paragraphe précédent, on voit
que 'équation cherchée, qui est ¢videmment d’ordre 7 + n, estla
suivante

(1) (2} n) ~(1) (e
Ya-+m-n .)’;z:+m +n Y &tmin coo Yarmen Sometn Lo P LA

, .),’I\ A2 Lo ~i1) A1)
) XAm-=n—1 o] 7 Yidn-—-1 A .)JH-/n-f-u—-l kA1 R ~SLdm+n—-1

Le premier membre de cette équation est une fonction inva-
riante de
}(l“ y(rl-:l 9’.‘.»‘-#2 cet .y.':'{fi/u tn

(n) (n) (n) om)
.}/JL' .7w+1 &r+2 tet .)/.13'1-//1 Fn
et de
~(1) ~(1) ~(1) -1
~u ~a41 ~ak2 st Seenen
~ (1) ~ (2L ~( ~LN)
~x ~ a1 ~L42 M Suepment

On peut donc exprimer en fonction des coefficients de deux équa-
tions (5), et on obtient ainsi I'équation cherchée.

La méme méthode sert & former Péquation linéaire admettant les
intégrales de (rois ou plusieurs équations linéaires données.

Il est & remarquer que I'équation (6) ne répond pas & la question
si les deux équations (5) ont une ou plusicurs intégrales communes;
car, alors, le déterminant (6) est nul identiquement comme ayant
deux ou plusieurs colonnes identiques.

Dans ce cas, I'on formera I'équation linéaire ¢(z,) = o donnant
les intégrales communes aux deux équations (5); cette équation
¢ (z,)=o0 peut étre formée par une méthode analogue i celle de la
recherche du plus grand commun diviscur de deux polynomes. Les
équations (5) peuvent alors se mettre sous la forme

9 (5g) = @1 ['41(:,)] =0,
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~a

les équations linéaires
(3" Jiluz) = o, G(Uz) =0

n’ayant plus d’intégrale commune. On formera ensuite, par la mé-
thode précédente, I'équation F(u,) = o, admettant les intégrales des
équations (57), et I’équation cherchée, admettant les intégrales des
équations (5'), sera

Fll(s,)]=o.

s O G O

CHAPITRE 1I.

TRANSFORMATION DES EQUATIONS LINEAIRES AUX DIFFERENCES FINIES.

VI. Le théoreme du paragraphe 1 fournit une méthode générale
pour la transformation des équations linéaires aux différences finies.
(1) (g

Soient, comme précédemment, ¥\, ¥¥, ..,, ¥ un systeme fonda-
mental d’intégrales de I’équation (1) et

[ (1) (1) (1) . (%) (2) (2} - . oy i Ll
fl,;; "‘./(.)’.’L' 9 ’gg+1a teey yA—Hnﬂ a8 $y.z+17 AR} y.l‘4 My ey ,}’.n ‘)y.r+l" "'1,).1'4—111")1

e

une fonction algébrique entiére des intégrales y,”, ¥, ...,y et de
leurs valeurs successives. Le probleéme général de la transformation
des équations linéaires aux différences finies est de former {’équation
lindaire aux dyfferences finies qui admet pour intégrale la fonction 1.

Tout d’abord, pour voir quel est lordre de I'équation linéaire
en 1y, on remplacera y,’, ¥, ... ¥, par les éléments d'un autre
systéme fondamental, en faisant

vy =Gl 4+ Cpsd ..+ Cypsy,

Yy =Cansll Cia B3 L))
Yar = Ci sl + (.4,2.,“_1 ~+ . Cm:xua

oli=r1, 2, ..., n; 'ordre de I'équation linéaire en v, est égal au
nombre de termes linéairement indépendants qui entrent dans
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I’expression de 7, en fonction de 57, =5, ..., 5% et des valeurs suc-
cessives de ces fonclions. Soit p ce nombre (»,l 501ent

(1) 2 (»
Pzry P’y -y Px

les p termes en question linéairement indépendants; I’équation en 7,
sera

. (1) (2) (P
Naetp Peip Cavp s Qg
(2) 2
ﬂx—ﬁ—p—-1 CP.,L‘+11—-1 ch«P/l 1 st (,D.x.'+p -1
(7) =o.
P n(1) (2) o
Nz P % s 9

Le premier membre de cette équation est une fonction invariante
de s\, 57, ..., =" etde leurs valeurs successives jusqu'a un certain
ordre. On peuL donc exprimer ce déterminant en fonction des seuls
cocefficients de I'équation (1), et 'on a ainsi I'équation cherchée
en 7.

Soit, par exemple, I'¢quation

Vs == @Yt -+ DuY .
URE D’.(J)]";

'expression générale de 7, sera

Posons

(Crya' - Gy s

Nous avons ici les trois termes

19) ()

yah yayih ydh
et 'équation donnant v, sera en général du troisicme ovdree (').
VII. La transformation la plus simple consiste & poser
Tl == A“)Iy:l}r’m -+ V“}’m—m g ek A;{m.y./::l Y

A, AL, L Al étant des fonctions données de @, et ¥’ une inté-
grale de I quld[l()l’l (1). On voit immédiatement que I'équation en 7,
est du méme ordre que la proposée. Cn remarque d’abord qu’a aide

(V) HEYMANN, Studicn dber die Transfornution und Integration der Differenticl und
Difjerenzengleichungen, p. 410.
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de I'équation (1) on peut toujours abaisser U'indice m de la plus
haute valeur successive quifigure dans 7, au-dessous de », et ramener
1, & la forme

N J— A1) A1 A1
Nxe == %1 Yewn-1 =+ %02 wpn—a 1= o Cop Vg

En prenant les valeurs successives des deux membres, une fois,
deux fois, ..., n fois, et ¢liminant les valeurs successives de y'!" d'in-
Y

dice supérieur & » — 1 au moyen de 'équation (1), on a de méme

- —_—- 1) (1) (1)
nx—#»l - aH y.zrvu»n -1 -+ al? ‘),;L'"‘”"'?, R, aln 3".: ’

N Al M ) ‘“ o)
En éliminant 7, v o 00,

obtient I'équation cherchée en 7.
La fonction ¥, s’exprime en 7, de la méme facon que v, en .
En effet, laissant de coté la derniére des (2 + r) équations précé-
dentes, on a n équations qui sont du premier degré par rapport a

entre ces (n+ 1) équations, on

.1'.(1:”1 yizlllv CRIER .7;:14211 -11
et on tire, en particulier,
.)/.ln“ = Brfgan—1 ~+ Baflgrn -2 +. ..+ f’n").z‘-

I est & remarquer que 'on peut effectivement résoudre ces équa-
tions du premier degré; en effet, sile déterminant des inconnues était
nul, on en conclurait pour 7, une relation de la forme

My Nty == M Tlgn—s =« + o=~ A, Ny = 0,

ce qui est absurde, car Uexpression générale en 7, au moyen des inté-
grales de I'équation (1) contient 2 termes linéairement indépen-
dants, & moins que I'équation

0 (&} (i —_—
AL Yim AP Yormer+. .+ Ay =0

n’ett des intégrales communes avec la proposée (1), auquel cas
I'ordre de I'équation en 7, subirait une réduction évidente.






SUR LES

EQUATIONS LINEAIRES AUX DIFFERENCES FINIES,

(SECOND MEMOIRE. )

Par M. Acr GULDBERG.

Iexpose, dans ce travail, une théorie d'intégration des équations
linéaires aux différences f[inies, qui est entiérement analogue a la
célebre théorie de MM. Picard et Vessiot sur Uintégration des équa-
tions différentielles linéaires. La proposition fondamentale en est la
suivante :

A toute équation linéaire aux différences finies d'ordre n correspond
un groupe continu fini de lransformations linéaires homogcnes a n va-
riables, qui jowit des deux proprietes suiwantes :

1 Touwte Jfonction rationnelle des intégrales qui a-une expression
rationnelle admet toutes les trans formations de ce groupe;

2" Toute fonction rationnelle des intégrales invariante par toutes les
trans/ormations de ce groupe a une expression rationnelle.

Ce travail est divisé en trois Chapitres. Dans le premier Chapitre,
je démontre le théoréme cité qui est la base de toute cetle théorie. Le
deuxieme Chapitre contient intégration de I'équation donnée au
moyen d’équations auxiliaires, liées & la réduction progressive du
groupe de transformations de I'équation. La méthode a laquelle on
arrive donne la condition nécessaire et suffisante pour qu'une équa-
tion linéaire soit intégrable par des quadratures, et de Ia résulte, en
particulier, 'impossibilité d’intégrer, au moyen des quadratures, les
¢quations linéaires générales supéricures au premier ordre. Le troi-
sitme Chapitre contient I'application de la méthode développée a
I'équation linéaire du second ordre.

Ann. Ee. Norm. (3), XXII — Juwuer 1go5. 41
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(3]

La méthode que j'ai suivie dans ce Mémoire est entierement ana-
logue & celle suivie par M. Picard dans son excellent Traiteé d’Analyse
pour les équations différentielles linéaires.

Les principaux résultats contenus dans ce travail ont été présentés
a 'Académie des Sciences dans la séance du 27 octobre 1go3 (*).

CHAPITRE I.

GROUPE DE TRANSFORMATIONS I’UNE EQUATION LINEAIRE
AUX DIFFERENCES FINIES.

1. Soit
(I) Yatm-t P'f ),7’.z'+m- e I o /)j({’l‘]’w =0

une équation linéaire aux différences finies & coeflicients rationnels;
nous désignons par y.’, ¥, ..., ¥ un systeme fondamental d’in-
tégrales, ct posons

./"{Il 1 I‘.:'{I/

V-r:: u.’l.‘l '(}’;‘}/—‘“ Ilj,:“ V,'l“ e IR L ’

ou les u, sont des fonctions rationnelles arbitraircment choisies de «.
Cette fonction satisfait & une équation linéaire aux différences finies
d’ordre m* a coefticients rationnels, équation qui se forme immédia-
tement, en exprimant

v /
\ @€y ) a1 LRI A BRI

a aide des valeurs successives des y, jusqu’a 'ordre m — 1. Entre
les m*+1 équations ainsi obtenues, il suffira d’¢liminer les y, et
leurs valeurs successives pour avoir I'équation cherchée, que nous
désignerons par (A),

(A) \TJ'-HH’ -+ l)'ll ! V.r--( e e I)Lz':"u' V«r: 0.

(1) Dans son travail : On linear homogencous difference equations and continuous
groups (Bulletin of the Americar mathematical Society, »™ sérics, Vol. X, p. 499),
M. S. Epsteen a continud ces recherches.
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Cette équation a pour intégrales les fonctions

(6 ik

wy oy (6, h=1,2, ..., m).

Siles w, sont pris arbitrairement, ces m* derniéres fonctions sont
bien lin¢airement indépendantes; il suffit, pour le faire voir, de
regarder un cas particulier. Supposons, pour plus de simplicité,
m =2 et mettons «’ =1; il suftit donc de prendre pour u’ une
fonction, ne satisfaisant pas a 'équation aux différences finies, dont
la solution générale s’écrit

i Ly + Gyl

T Wi
£ Gyt Gy '

(%)

De ce que les «'? ¥ sont linéairement indépendants, on conclut

quau moyen des expressions de
V;Xra V.1-~-H; e vy V.r—l-m’-—l:

en fonction linéaire des v, et de leurs valeurs successives jusqu’a
Vordre m — 1, on peut tirer, par la résolution d’équations du premier
degré, les valeurs des y, et de leurs valeurs successives en fonction
de V. et de ses valeurs successives ci-dessus; car, dans le cas con-
traire, on pourrait former pour V, une équation linéaire aux diffé-
rences finies d’ordre m* — 1 au plus, et entre les m* quantités

k)

Y.

wy
existerait donc une relation homogene et linéaire & coefficients con-
stants, contrairement & ce que nous avons établi.
Nous aurens donc en particulier, pour v}, v.2', ..., v, des expres-
sions |
Vil = Vet oa Voot an Ve,

},(;; - ?)1 V.z+ (j'z V.x'+1 —+ ..o 161/1‘-‘ V.rwn“—i;
v’)""l‘{" le= 7.1 V;z_- -~ 7.;! V.’L‘+l -+ e /.,”2 V't_'_,u'z__“

ou les o, B, ..., h sont rationnels en .
A toute intégrale de I'équation (A) correspond un systéme d’inté-

grales v\, v, ..., ¥ de I'équation proposée (1); ce systéme pourra

o
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n'étre pas fondamental. Cela arrivera si le déterminant des y, et de
leurs valeurs successives jusqu’a 'ordre 7m — 1 est nul; en écrivant
ceci, on obtiendra une certaine ¢quation en V,

(CP) (,D("‘l": V.’(" \/;1,'+17 st \/-:L'—F/L‘) )

k étant au plus égal & m*— 1. On aura donc un systéme fonda-
mental

(2)

(1 ()
Yals Y& oo yi,

si ’on prend pour V, une intégrale de 'équation (A) ne satisfaisant
pas a léquation (). N
Ceci posé, il arrivera, en général, ¢’est-a-dire si 'équation (1) est
prise arbitrairement, que I'équation (A) n’aura aucune solution com-
mune avec une équation aux différences finies a coefficients ration-
nels, d’ordre inféricur & m?*, si lon fait abstraction des solutions que
. '_ \ 2 . ~
satisfont a U’équation (cp}
Mais il pourra, dans certains cas, en étre autremen(; supposons
done quel’équation aux dillérences finies d’ordre p

(f) ./.(‘!'7 \l.l'w V’«l'i [ I ) \’,l' i /I) O

remplisse cetle condition, / étant un polynome. Parmi toules ces
équations, considérons celles qui sont d’ordre moindre, et prenons
une d’elles que nous continuerons i désigner par la lettre /o Nous
pouvons supposer I'équation / algébriquement irréductible par rap-
port & V. 5 il est clair alors que toute solution de / qui n’appartient
pas i o satisfait & A, car, dans le cas contraire, on pourrait déduire
des ¢quations (A) et (/) une équation d’ordre moindre, qui ne serait
certaincment pas une identité, et a laquelle satisfait la solution com-
mune i (A) et (f).

Soient y), v, ... ¥ le systeme fondamental correspondant i
une certaine solution de I’équation / (solution n’appartenant pas i ¢),
et Y, Y, ..., Y le systéme correspondant i la solution générale
de la méme équation; on aura
YV =ay y V- ay y oty Y,

Y =ay y 4y y Py, ,y.‘,f"”,

(8) !

(M) e 401 (2 Lo
! Y1 "=y Y A Yy e e U Y
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Les coefficients @ dépendent seulement de p parametres arbitraires,
et nous allons voir facilement qu’on peut les considérer comme des
fonctions algebrigues de p paramétres arbitraires. En effet, considé-
rons I'intégrale générale de I'équation

./’(‘I‘, v.‘l." \,;lwvl’ ey \T;l,'+[l> — O;
cette intégrale générale sera nécessairement de la forme
Vo=, 0 4 ay VI - . L = o0 )

les g, étant m* solutions linéairement indépendantes de I'équation (A).
En écrivant que cette expression de V, satisfait & I’'équation f, nous
obtiendrons des relations nécessairement algébriques entre les con-
stantes «, et comme 1l doit rester p arbitraires, les a seront des fonc-
tions algébhriques de p constantes arbitraires. Done, dans

ri1) TeR [
\.z: ‘.::’r R Y.c)

figureront algébriguement p constantes, et, par suite, st y!', ¥,
v désignent un systéme fondamental correspondant & une solution
particuliere de /, les coefficients de la substitution, désignés plus
haut par e, dépendront d’une maniere algebrigue de p paramétres arbi-
traires que nous appellerons les paramétres A.

Les relations algébriques ainsi obtenues entre les @ expriment que
si les y, correspondent i une solution arbitraire de /, les Y, déduits
de (S) correspondront aussi & une solution de /. Dans ces conditions,
il est évident que si I'on considére deux substitutions, telles que (S),
correspondant i deux systémes distincts de valeurs des paramétres 2,
le produit de ces deux substitutions sera une substitution de méme
forme, les paramétres A ¢tant représentés par un troisieme systéme
de valeurs. Les substitutions (S) forment donc un groupe continu de
transformations ; nous désignerons par G ce groupe continu et algé-
brique de transformations linéaires, et nous Uappellerons le groupe
de transformations velatif a I'équation linéaire aux différences finies.
Dans les deux Paragraphes suivants, nous représenterons par y!,),

» 2 un systéme fondamental correspondant & une solution

.9

-)/J.‘ LA .y.c
de /.
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Faisons encore la remarque importante, dont la démonstration est
immédiate, que U'intégrale générale de I’équation ( f) peut s exprimer
linéairement en fonction d’une intégrale particuliére et de ses valeurs
successives, les coelficients de cette expression linéaire étant des fonc-
tions rationnelles de @ dépendant de p constantes arbitraires.

2. On peut établir, & Uégard de ce groupe, la proposition suivante
qui rappelle le théoreme fondamental de Picard dans la théorie des
équations différentielles linéaires :

Toute fonction rationnelle de x, de y'), y¥, ..., ¥ et de leurs
valeurs successives, s’exprimant rationnellement en fonction de x, reste

invariable quand on effectue sur v, ¥, ..., v les substitutions du

groupe G.

En parlant d'une fonction des y, restant invariable, nous enten-
dons que cette fonction reste la méme fonction de la variable 2.

Considérons une fonction des y, et de leurs valeurs successives
jouissant de la propriété indiquée dans 'énoncé; en y remplacant
¥y, ooy par lears valeurs en fonction d’une intégrale 'V,
de /, qui n’appartienne pas & o, et désignant par R(a) la fraction
rationnelle de @ & laquelle est égale, par hypotheése, notre fonction,
on aura 'équation

(2) I:('/": v-l«" V.’r!»h S V.’l.'-hp) - R(’)7

F étant rationnelle. Cette équation se tronvera donc vérifice pour une
certaine solution de / n’appartenant pas & o. Elle le sera, par suite,
pour toutes les solutions de f, qui n’appartiennent pas 4 g; en effet,
dans le cas contraire, on pourrait, de I'équation (2) et de I'équation

./(’*7 'vx; \/-.24‘“ (L) vx-w:) )

que nous supposons de degré p. par rapport a V,,, et algébriquement
irréductible par rapport & V,,,, tirer une seconde équation

72y Vs Vieiiy oooy Vayp) =0

de degré p. au plus, par rapport & V,,,. La fonction V,. satisfait & ces



SUR LES EQUATIONS LINEAIRES AUX DIFFERENCES FINIES. 32’7

deux équations; si I'équation 7 n’est pas une conséquence de 'équa-
tion f, on pourra obtenir une équation aux différences finies algé-
brique d’ordre moindre que p, & laquelle satisferaV,, ce qui est contre
nos hypothéses sur /.

Il faut donc que 7 soit une conséquence de f, ¢’est-a-dire que toute
solution de f, ne satisfaisant pas a o, vérifie la relation (2). Du mo-
ment, dailleurs, que la solution générale de fvérifie (2), il en sera
certainement ainsi pour toute solution particuliere, et, notamment,
pour celles qui satisfont & o, s’il en existe.

Dire que la fonction F garde la méme valeur R(x) pour toute solu-
tion de / revient & énoncer que la fonction rationnelle considérée
de x, des y, et de leurs valeurs successives ne change pas quand on
elfectue sur ¥y, ¥, ..., ¥ les substitutions du groupe G, et le
théoréme est démontré.

3. A ce théoreme, on doit joindre une réciproque.

Toute fonction rationnelle de x et d’un systéme jfondarnental '),
Y&, L, ¥ et de leurs valeurs successives, qui reste inpariable par les
substitutions du groupe G, est une fonction rationnelle de x.

12) o, “y

Soit Oz, ¥\, ¥y oo ¥ vl - une fonction satisfaisant aux
conditions de I'énoncé; il faut montrer que, si on met & la place
de 0, ¥, ..., ¥ un certain systéme fondamental, la fonction @
sera une fonction rationnelle de . Or, remplacons les y, et leurs

valeurs successives par leurs valeurs en fonctions de V,, nous aurons
(l) = I“('Z.y V:m Vx—ﬁ-l, st v.z-"ll)'

Je dis que, si on prend pour V, une intégrale de fn'appartenant
pas & o, cette expression sera une fonction rationnelle de 2. Remar-
quons d’abord que, d’aprés Phypothese faite sur ®, la fonction
F(x, V,, ...) représentera la méme fonction de x, quelle que soit la
solution V, de I’équation /, n’appartenant pas a g, et, par suite, pour
I'intégrale générale V, de /.

Or, soit encore p le degré de / par rapport & V,.,,; pour des valeurs
arbitraires données &

r ) |
x, Vg, Viwrty oo ¥ 24+p—13
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’équation /=0 a w racines distinctes en V, ,. En se servant de
'équation f, on peut supposer que dans F la valeur successive V.,
ne figure qu'au degré 1 — 1 au plus. Cette substitution faite, F devient
une fonction

Fi(z, Voo Vot < ooy Vaup) = o0

rationnelle par rapport aux lettres dont elle dépend et contenant V.,
a la puissance . — 1 au plus dans son numérateur et son dénomina-
teur. Comme pour une valeur donnée d’ailleurs quelconque de z, la
fonction F, prend la méme valeur pour toutes les valeurs des con-
stantes arbitraires figurant dans Uintégrale générale de I’équation f,
il s’ensuit que, dans les mémes conditions, la fonction F, prend la
méme valeur pour toutes les valeurs de V., V., ..., V., satisfaisant
a la relation
f(?", Vir Ve IEERRE) V.H—p): 0,

de degré p. et algébriquement irréductible par rapport & 'V,.,,; il faut
donc que F, ne dépende que de z. La fonction © est donc une fonction
rationnelle de x, comme nous voulions I’ ¢établir.

4. Les deux théortmes préeédents sont enticrement analogues aux
théorémes fondamentaux de Picard dans la théorie des ¢quations dif-
férentielles lincéaires.

Pour une équation linéaire aux diflérences finies arbitrairement
donnée, I'équation (A) correspondante n’aura aucune solution com-
mune avee une équation algébrique d’ordre inféricur i m?*, cette solu-
tion n’appartenant pas i I'¢quation 2.

L’équation désignée par fse véduit alors & I'équation (A) elle-
méme; le groupe de transformations de I'équation donnée est alors
I'ensemble des substitutions linéaires effectuées sur yi. v, ..., ¥y,
¢’est un groupe & m* parametres.

Quand le groupe G est un groupe a moins de m* parametres, I’ équa-
tion est une équation particuliére : elle est caractérisée par ce fait qu’il
existe au moins une fonction rationnelle de x, de v, v, ... Yo et
de leurs valeurs successives, cgale a une fonction rationnelle de x, cette
relation n’ayant pas lieu, quel que soit le systéme fondamental y*

X 7
(2) (m)

J’.:- LA .Y.:: *
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Substituons, en effet, dans
f(.l‘, Vx‘) V-.z:—H’ Tt ‘7.1'+j))w

a la place de Vg, 'expression u y + o7y ...+ ¥, nous

obtiendrons une fonction rationnelle des y, et de leurs valeurs suc-

cessives qui ne sera pas identiquement nulle, quels que soient les
¢léments du systéme fondamental y, ¥, ..., ¥/, et qui, pour cer-
tains systémes fondamentaux, se réduira & zéro, et pourra donc étre
regardée comme une fonction rationnelle de «.

Inversement, supposons qu’entre les ¢léments d’un certain systéme
fondamental y", 2, ..., ¥, on ait la relation

7@y ¥ sy sy Yl ) =0,
qui ne soit pas vérifiée pour un systéme fondamental quelconque.
En remplacant les y, par leurs valeurs en V,, V, étant une inté-
grale de A ne satisfaisant pas & 9, on aura

‘P("If’ Vs V-x—i-h e V:L'-!-/u) == 0,

£ ttant au plus égal & m* — 1. Cette relation ne se réduira pas & une
identité, car alors la relation ¥ serait vérifiée quand on fait sur les y,
une substitution quelconque. Onadonc une équation d’ordre moindre
que m?, 3 laquelle satisfait une solution V, de A, n’appartenant pas
A g, ct, par suite, le groupe de U'équation n'est pas le groupe géneral a
m?* paramelres.

5. Nous avons dit que, parmi les équations f d’ordre moindre p,
on prendrait 'une d’clles; mais on doit nécessairement se demander
quelle conséquence entrainerait, pour le groupe de transformations de
I'équation donnée, la substitution d’une équation / & une autre équa-
tion, que nous désignerons par f,. Cherchons les relations qui peuvent
exister entre les intégrales de ces deux équations d’ordre p

S(Vz)=o, SV )y=o.

Puisque V!’ est une fonction linéaire des y., et que celles-ci s’ex-

priment aussi linéairement a 'aide des V, et de leurs valeurs succes-

sives, nous aurons pour V.’ une expression linéaire par rapporta V,
dnn. Ee, Norm., (3), XXIl. — JUmLET 1905, 4o
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et ses valeurs successives. Si done nous considérons deux intégrales
détermunees v, et ¢ de ces deux équations, n'appartenant pas 4 o, on
aura

o = 2,0, + ﬁ:v [
o, et b, étant des fonctions rationnelles de z. Or, considérons d’autre
part I'expression
(T) W, =20, V4L Vg 4. ..

V, étant Uintégrale générale de /; clle satisfera & une équation
Fordre p,
Ja(Wy) =o.

Les deux équations /; et /, ont une intégrale commune, n’apparte-
nant pas a ¢, & savoir ¢, Il faudra donc que équation /, (W, ) = o
coincide avee I'¢quation /, (V') = o, puisque autrement ¢’
rait h une équation aux différences finies algébrique d’ordre moindre
quep.

On voit done la dépendance qui existe entre les deux équations f
et /ys Pune est simplement la transformée de Vautre. D’autre part,
transformer Féquation /au moyen de la substitution (T) considérée
ci-dessus, ¢’est substituer seulement un systeme fondamental d'inteé-
grales & un autre ct, par suite, le groupe de transformations que nous
aurait. donné I'équation [, est le transformé de celui qui nous a donné
['équation [ au moyen d’'une substitution lincdaire convenable effectuce
sur les ... Les deux groupes doivent étre regardés comme identiques.

satisfe-

6. Nous avons examiné uniquement jusqu’ici le cas d’une équation
i coefficients rationnels. Nous pouvons supposer que les coefficients
de Uéquation aux différences finies appartiennent & urn domaine de ra-
tionalite plus étendu. On peut supposer que I'on a un certain nombre
de fonctions

ay, aF, ..., a,

telles qu'aucune d’elles ne puisse s’exprimer par une fonction ration-
nelle dex, des autres fonctions et de leurs valeurs successives jusqu’a
un ordre quelconque. On considére, comme faisant partie du domaine
de rationalité, 'ensemble des fonctions rationnelles de z, des a, ot
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de leurs valeurs successives. Les diverses équations aux différences
finies que 'on aura alors & considérer devront étre des équations aux
différences finies algébriques dont les coefficients seront fonctions
rationnelles des 2, des a, et de leurs valeurs successives. Telle sera
cn particulier, quand elle existera, I'équation /(V,) = o, qui joue
dans la théorie précédente le role essentiel; au domaine donné de
rationalité correspondra un groupe de transformations pour l'équation
linéaire aux differences finies.

7. Dans la théorie de Galois sur les équations algéhriques, la résol-
vante irréductible pouvait étre trouvée par des calculs toujours effec-
tuables, une fois donné le domaine de rationalité. 11 en est tout autre-
ment dans la théorie actuelle, qui est entierement analogue a la théorie
de MM. Picard et Vessiot sur les équations différenticlles linéaires.
Nous concevons seulement I’existence de cette ¢équation aux différences
finies /, de telle sorte que le groupe de transformations, pour une
équation donnée, ne peuat pas étre obtenu par des opérations suscep-
tibles d’¢tre régulicrement effectuées. Il en résulte qu’en général on
devra, au point de vue pratique, commencer par chercher tous les
groupes algébriques de transformations linéaires et homogtnes pour
un nombre de variables égal & 'ordre de Péquation linéaire aux diffé-
rences finies; grice aux travaux de Sophus Lie on posséde des prin-
cipes surs pour effectuer cette recherche. Il reste alors & reconnaitre
siun groupe déterminé estle groupe de transformations de I'équation
donnée.

Soit G un tel groupe; nous pouvons former une fonction ration-
nelle

R(z, yo's ¥ s Y& ¥l - -0)
restant invariable quand on effectue sur les y, les substitutions du
groupe G, mais qui n’est pas un invariant pour un groupe d’un plus
grand nombre de parambtres. Cette fonction satisfera i une équation
aux différences finies algébrique A d’ordre 7*— p, en désignant par ¢
le nombre de paramétres du'groupe G, les coefficients de cette équa-
tion étant des fonctions syrdiriques des y,.

Supposons que I'équation donnée soit & coefficients rationnels;
ayant pris le groupe G et la fonction correspondante R, nous formons
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'équation A, qui est aussi & coefficients rationnels. Si G estle groupe
de transformations de I’équation linéaire donnée, la fonction ration-
nelle R, qui reste invariable parles substitutions de G, devra étre une
fonction rationnelle de @, pour un systeme convenable d’intégrales
fondamentales, & savoir pour celles qui correspondent & ’équation /
en V. de notre théorie générale.

Il résulte alors du second théoreme fondamental que /’équation A
admeltra une intégrale rationnelle. Nous sommes donc conduit &
rechercher si une équation aux différences finies algébriques admet
pour solution une fonction rationnelle; ¢’est un probleme que 'on
n’a pas, autant que je sache, actucllement abordé dans toute sa géné-
ralité, mais, dans bien des cas, la méthode des coefficients indéter-
minés permet de trouver la solution.

Quoi qu’il en soit, en se placant & ce point de vue, on commencera
les essais en prenant d’abord les groupes algébriques & un paramutre,
puis, s'il n’existe pas d’intégrales rationnelles pour les équations A
correspondantes, on passera aux groupes ayant, apres les groupes hun
paramétre, le moindre nombre de parametres, et ainsi de suile, jus-
qu’h ce quon arrive, pour un certain groupe G & r paramétres, i une
équation A ayant une solution rationnelle, tandis que pour tous les
groupes & un moindre nombre de paramétres cette condition ne
s'¢lait pas trouvée réalisée. Le groupe I' de I'équation dépendra de
r parametres, car, s'il dépendait de moins de r parameétres, nous au-
rions trouvé dans les essais précédents une équation A 4 intégrales
rationnelles; d’autre part, il ne peut dépendre de plus de r para-
mitres, car, dans le cas contraire, une fonction rationnelle des y,,
invariante pour les substitutions de G et prise au hasard, n’étant pas
invariante pour les substitutions du groupe I' qui aurait plus de
r paramétres, ne pourrait s’exprimer rationnellement.

Il résulte de la, ou bien que I' coincide avee G, ou bien que I est
un groupe complexe a r paramétres contenant le groupe G. En ¢étu-
diant de la méme maniére chacun des types de groupe & r para-
metres, on déterminera ainsile groupe I', qui pourra étre un groupe
non complexe ou un groupe complexe formé de plusicurs groupes G
i r parameétres.

—y @) bt
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CHAPITRE IL.

REDUCTION DU GROUPE DE TRANSFORMATIONS D'UNE EQUATION LINEAIRE
AUX DIFFERENCES FINIES.

1. On peut, relativement & la réduction du groupe de transforma-
tions d’'une équation linéaire aux différences finies, développer une
théorie analogue & celle de M. Vessiot sur les équations différentielles
linéaires.

Nous considérons, pour un domaine donné de rationalité, une équa-
tion linéaire aux différences finies ayant le groupe G comme groupe
de transformations. Soit

(1) 03) (M) . (1)
o(x2h yals o YEUS Yt o0 0)

une fonction rationnelle d’un systéme fondamental d’intégrales,
dontles coellicients sont des fonctions de  appartenant au domaine
de rationalité. Reprenons aussi I'équation

(/) f(V.r’ V:z--H; crey V.r+p):?

d’ordre p qui joue dans notre théorie le role essentiel. En remplacant
les y, par leurs valeurs en fonction de V,, on peut regarder o comme
une fonction de V, et de ses valeurs successives, et nous écrirons

(G{) @x:/(vx’ Vx+1, --.qV_q;.,,p).

Si la fonction ¢ est prise arbitrairement, elle dépend de p con-
stantes arbitraires, quand on prend pour V, I'intégrale générale de
'équation /; la fonction o satisfera alors 4 une équation aux diffé-
rences finies d’ordre p. Mais il pourra arriver que, V, étant toujours
I'intégrale générale de /, la fonction ¢ ne dépende que de p’ constantes
arbitraires (p’ < p). Dans ce cas, @ satisfera & une équation aux diffé-
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rences finies d’ordre p’
S(J,, ZA+1y - C?.:r+p’) =0,

les coefficients étant des fonctions de 2 appartenant au domaine de
rationalité.

Si 'on prend pour V, une intégrale déterminée o, de /, la fonce-
tion ¢ est completement déterminée. Quand on y remplace ¢, par la
combinaison linéaire de ¢, et ses valeurs successives, qui donne I'in-
tégrale générale de /, on obtient par hypothése une fonction dépen-
dant, non de p, mais sculement de p’ arbitraires. Il en résulte que la
fonction o restera invariable pour les substitutions d’un groupe G de
transformations dépendantes de p — p’ arbitraires. Ce groupe G dé-
pendra, en général, de la solution choisie ¢ , mais il peut arriver que
ce groupe ait un sous-groupe I' ne dépendant pas de ¢, alors ce sous-
groupe T', dont nous désignerons par s le nombre des arbitraires,
laisse invariables toutes les fon(-lmn o déduites de la fonction initiale
par toutes lessubstitutions du groupe; on peut encore dire qu’il laisse
invariables toutes les intégrales de S.

2. Avant d’aller plus loin, cherchons quelle dépendance existe
entre deux fonctions rationnelles des intégrales et de leurs valeurs
successives restant invariables par les substitutions d’un mdéme
groupe G, contenu dans G et dépendant de ¢ arbitraires. Nous sup-
posons que la fonction ¢ considérée ci-dessus reste invariable par les
substitutions de G, et par ces substitutions seulement.

Quand on met & la place de V, une intégrale déterminée ¢, de
I'équation /, la fonction

7(Vas Vasrr ooy Yaup),

envisagée plus haut (§ 1), représente une fonction déterminée de z,
que nous désignons par g, ct elle reste invariable quand on met i la
place de ¢, une autre intégrale V, dépendant de ¢ constantes arbi-
traires, cette intégrale corrc:pondant précisément au groupe G, de
transformallonb ceci revient a dire que les deux équations aux diffé-
rences finies en, V,,, désignées par ¢f) ct (a), ont une solution com-
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mune dépendant de ¢ constantes arbitraires. On peut former, par des
calculs d’¢limination. I'équation aux différences finies d’ordre ¢ don-
nant cette solution; elle sera de la forme

R(Vx’ V:L'Jrh sy V.7:+qs Pxs Px+1s » - ) =0,

oll nous avons mis en évidence g, et ses valeurs successives.

Soit maintenant o}’ une seconde fonction rationnelle des inté-
grales restant invariables par les substitutions de G, ; nous pouvons
exprimer les intégrales 1), ..., ¥ al'aide d’une fonction V, inté-

grale de I'équation R : cette fonction 2.’ prend alors la forme

(1) — .« 7 A 2
’-?x)-—-/,l(\/.lfa \x+1; SRR ] Vx«H]; Qs Pz-t15 - - s

et elle doit rester invariable, quand on met a la place de V. une inté-
grale quelconque de R. Sicette dernicre équation est algébriquement
irréductible par rapport & V., et que A soit son degré par rapport
4 Vi on réduira dans 7, mis sous la forme d’un quotient de poly-
nomes, le numérateur et le dénominateur a étre seulement de
degrée A—1 en V,,,, en se servant de I'équation R, et dans 7, ainsi
préparé, on voit immédiatervent que V, et ses valeurs successives
doivent disparaitre, et, par suite, 2}’ s’exprime rationncllement &
I'aide de g, et de ses valeurs successives et des quantités du domaine
de rationalité.

Si R n’était pas algébriquement irréductible, le groupe G, serait
complexe, mais ¢}’ restant par hypothése invariable pour le groupe G,
le raisonnement précédent est applicable & tous les groupes non
complexes composant G, et nous avons toujours la méme conclusion
qui rappelle entierement le théoreme de M. Vessiot sur les équations
différenticlles linéaires : la fonction ¢ s’exprime rationnellement a
Uaide des et de ses valeurs successives.

3. Nous arrivons maintenant & la réduction du groupe d’une ¢qua-
tion. Adjoignons au domaine primitif Uintégrale générale g, de
"équation S considérée plus haut, qui reste invariable par les substi-
tutions du groupe I' du paragraphe 1. Nous allons ‘établir que
ladjonction de g, réduira a T le groupe de I’équation donnée. En effet,
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apres Uadjonction de ¢, le groupe de I’équation ne peut contenir que
des substitutions du groupe initial G n’altérant pas ¢,; donc le groupe
ne peut étre que I' ou un groupe contenu dans I'. Mais il est facile de
voir que toutes les substitutions de I" feront partie du groupe cherché,
car toute fonction des intégrales exprimable rationnellement, apres
I'adjonction de ¢, s'exprimera rationnellement 4 I'aide de ¢, et de
ses valeurs successives; clle restera donc invariable par toutes les
substitutions de I'. Inversement, toutes les fonctions des intégrales,
invariables par les substitutions de I, s’expriment rationnellement &
Taide de g, et de ses valeurs successives, d’apres le théoreme du
paragraphe précédent.

Le groupe de l'équation, aprés Iadjonction de g,, est donc le
groupe I'.

4. Nous montrons maintenant que le groupe T, auquel nous
venons de réduire le groupe de équation, est invariant dans le groupe
initial . Nous avons

@w:Z(“'m Vgd1s = = +» "x+1:)7

et cette fonction ne change pas quand on remplace ¢, par une combi-
naison linéaire de ¢, et de ses valeurs successives répondant précisé-
ment au groupe I'. Soit 4 une substitution de I', et s une substitution
quelconque de G la substitution s transforme les y. en des Y, ct,
par suite, ¢, en une certaine intégrale V, de /. La fonction 2,
devient @, et 'on a

(bx:Z(Vx: Vaits + o5 Vw—f--p)'

Cette fonction @4, considérée comme fonction des Y, reste inva-
riable quand on effectue sur ceux-ci la substitution 4, ce qui revient
4 remplacer V, par la combinaison linéaire de V, et de ses valeurs
successives dont nous avons parlé plus haut. Si, enfin, on remplace
les Y, par les y,, ¢’est-h-dire si 'on effectue la substitution s=', on
retombe sur la fonction ¢, ; par suite, la substitution

s~ths
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transforme la fonction o, en elle-méme. Done, cette substitution
appartient & T'. Ainsi la transformée de A par une substitution quel-
conque s* de G appartient a I' : ¢’est-d-dire que ce dernier groupe est
invariant dans G.

5. On voit que I'on est conduit, par les théoremes précédents, i
décomposer, s’il est possible, G de maniere & avoir une suite de
groupes algébriques linéaires et homogeénes

G, Gy, ..., Gs

tels que chacun d’eux soit un sous-groupe invariant du précédent, le
dernier groupe Gs n’ayant pas de sous-groupe invariant dépendant de
paramétres arbitraires. Par l'adjonction successive des intégrales
d’équations S, nous raménerons i ne plus avoir d’arbitraires, le groupe
de I'équation, qui sera alors intégrée.

On peut méme supposer, de plus, que chaque groupe est un sous-
groupe invariant maximum du précédent, c’est-d-dire que, étant con-
sidérés par exemple G et G, il n’existe pas de sous-groupe invariant
de G, dépendant d’un plus grand nombre de paramétres que G, et
contenant G,.

Mais nous n’insisterons pas sur tous ces points qui nous entraine-
aient trop loin. Nous allons étudier seulement le cas ot 'on adjoin-
drait les intégrales d’une équation aux différences finies auxiliaires.

6. Supposons que nous adjoignions au domaine primitif de ratio-
nalité I'intégrale générale r, de I'équation

N YA . Cy—
Poaay— P (Pradets <oy Fagpy P2) == 0,

que nous désignerons par F(r,)==o0. Nous supposons que I’équation
n'a de solution commune avec une équation algébrique d’ordre
moindre; les coefficients de P, qui est rationnel par rapport & r, cf
ses valeurs successives, appartiennent au domaine de rationaliteé.

Si l'adjonction de r, réduit le groupe, I'équation

f( Vs Vot -0y V.r—!—-p) =0
dnn. Fe. Norme, (3), XXII. — Aour 1905. 43
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aura une intégrale, correspondant & un systeme fondamental, com-
mune avec une équation d’ordre moindre, dont les coeflicients sont
des fonctions rationnelles des quantités du domaine primitif, de r, et
ses valeurs successives. Soit /, 'équation d’ordre minimum jouissant
de cette propriété; 'équation

) s : . . . - — r
./‘1(‘/1" Vx+l) MR "’x-kp'y /x9 ’.T-Hs erey /.z"l-/.—i) =0 (/) </))

joue, dans le domaine de rationalité, le role que jouait / dans le
domaine primitif. Le groupe de transformations de I'équation, apres
'adjonction de r,, dépend de p’ parametres.
Nous allons établir, au sujet de ce nombre, une inégalité impor-
lante.
Nous disons que
pzp—h

Supposons, en effet, p’=p — A — ¢; prenons A fois les valeurs suc-
cessives de I'équation /,. Nous aurons ainsi A + 1 équations enlre

7 r . N . -
\mv V.r(-n vy \.rrprru Iz P ity ey /:ci/-~1'

Nous pouvons, entre ces ¢quations, ¢liminerr, el ses A — 1 valeurs
suceessives, ot nous aurons ainsi une relation de la forme

D(Vay Vargs s Viewpop) 50, (p-1),

ou les coelficients appartiennent au domaine de rationalité. L'expres-
sion V,, correspondant & un systeme fondamental, satisferail & une
équation d’ordre moindre que p, ce qui est impossible. Cette ¢qua-
tion ne se réduira pas & une identité, car chaque équation contient
une valeur successive de V, ne figurant pas dans les précédents.
Linégalité
pip—=i

est donc ¢tablie, et nous pouvons, par suite, dire qu’apres I adjonction
de r,, le groupe de Uéquation contient au moins p — A paramétres. Nous
désignerons par G le groupe initial, et par I' le groupe apreés I'ad-
jonction de r,.

Il importe d'approfondir davantage la nature de ce groupe 1'. Pour
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ane intégrale r, de F(r,) =0, nous avons une équation f, déter-
minée, et I'intégrale générale de cette équation s’obtient linéaire-
ment a 'aide d’une intégrale particuliére et de ses valeurs succes-
sives, les coefficients qui appartiennent au domaine primitif dépendant
de p"arbitraires. Nous disons que, si 'on met & la place de r, une
autre intégrale R, de F, I'intégrale générale de la nouvelle équation f,
s’exprimera de la méme maniere au moyen d’une intégrale particu-
liere et de ses valeurs successives.
Désignons par
O (Vs Viorry -2

I'expression de l'intégrale de /,, correspondant & r,; les deux équa-
tions

fl(v.ry er»H’ RS} Vx-&—p’r oy Drty - - ~) =0,

S1(Of Oppq, ... )0

sont deux équations en V,, et toutes les solutions de la premicre
apparticnnent & la seconde; ceci entraine des relations entre r,, et ses
valeurs successives, qu’on peut ramener & lordre A —1 au plus. Ces
¢quations de conditions doivent étre des identités, d’apreés 'hvpo-
thése faite sur Uirréductibilité de F, et 'on en conclut, de suite, le
résultat annoncé. On remarquera encore que 'on passe de I'équa-
tion /, correspondant & r,, & Péquation /', qui correspond i R,, en
remplacant V, par une combinaison linéaire convenable de V, et de
ses valeurs successives.

7. Llintégrale généraie de /, appartient & /5 pour une intégrale r,
de F, Uéquation /, en V, a son intégrale générale dépendant de pr
constantes arbitraires; en faisant varier r, on doit obtenir toutes les
intégrales de /, car si 'intégrale générale de /, dépendait de moins
de p constantes (y compris les constantes figurant duns 7, ) on forme-
it par des caleuls algébriques 'équation d’ordre inférieur a p dont
dépendrait cette fonction, et cette équation aarait ses coclficients
appartenant au domaine initial de rationalité. Le nombre p ne pour-
it pas alors correspondre au groupe de I'équation pour ce domaine.

Nous pouvons maintenant démontrer que I' est un sous-groupe
invariant de G. Soit une intégrale r, correspondant & une équation /|
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dans laquelle on a mis une certaine intégrale r, de F; il correspond
a r, des intégrales v\, ¥2', ..., ¥y de I’équation proposée. Effcc-
tuons sur les y, une substitution quelconque s du groupe G; les y,
deviennent des Y, auxquels correspond une fonction V,. Celle-ci est
une intégrale d’une équation f,, dans laquelle r, a été remplacée
par R,. En effectuant sur les Y, une substitution 2 de T, on rem-
place V, par une autre intégrale V), de la méme ¢quation, d’apres ce
que nous avons dit plus haut; enfin, la substitution s~ nous raméne
de V, 4 une intégrale ¢, de¢ I'équation initiale /, relative & r,. La con-
clusion est que la substitution

s~ Vhs,

transformée de % par s=', appartient au groupe I', puisqu’elle est la
substitution correspondantau passage de ¢, 4 ¢; done T est invariant
dans (.

8. Nous allons appliquer le théoreme précédent i la recherche des
¢quations linéaires aux différences finies intégrables par des quadra-
tures finies. Considérons donc une équation linéaire

Yarm— @ Vasmog oo oo @ V=2 0,
que nous supposons wtegrable | par quadratures finies. Soil G son
groupe. L’adjonction d’un certain nombre de quadratures, qui se
présentent d’abord dans le calcul de intégrale, peat ne pas réduire G,
mais il arrivera nécessairement un moment ot 'adjonction d’'une qua-
drature réduirale groupe del’équation; or, adjoindre une quadrature,
¢’est adjoindre une intégrale de I'équation

Foew1==b,
0 appartenant ici au domaine primitif auquel on a adjoint les quadra-
tures antérieures qui, par hypothese, ne réduisaient pas le groupe.
L’adjonction de r, diminuant le nombre p des paramétres de G, le
groupe se trouve ramené, d’aprés le théoréme du paragraphe 7, 4 un
groupe d’au moins p — 1 parameétres (A =1); le groupe réduit G, aura
done ce nombre de paramétres. On continuera ainsi jusqu’a la réduc-
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tion du groupe de I’équation & un groupe ne renfermant plus d'arbi-
traire, et alors I'équation sera intégrée.

Nous aurons donc une suite de groupes

G, Gy ..., Gs,

chaque groupe étant un sous-groupe invariant du précédent, la diffé-
rence du nombre des parametres de deux groupes consécutifs quel-
conques G; et G, étant égale & Punité, et le dernier groupe ne
dépendant que d’un paramétre.

Nous pouvons donc dire que, st une équation linéaire aux diferences
Jinies est intégrable par quadratures finies, son groupe de transforma-
lions est intégrable.

9. Laréciproque de ce théoréme est exacte : nous allons montrer
que, si le groupe de transformations d’une équation linéaire est inté-
grable, cette équation sera intégrable par quadratures.

Il résulte d’abord d’un théoreme bien connu de Sophus Lie, que
Pon peut choisir les intégrales d’un systeme fondamental de telle
sorte que les transformations finies du groupe soient de la forme

(1) — A1)

Y = a, yi,

(2) —— A1 (2)
Y.x') — azl.}'.x‘) +[522 S£y

(3) e ' 2 '3
Y = a;uy.,-“ =y Y D agnyd,

Le groupe G de I’équation ne comprenant que des transformations
de cette forme, il est visible que I'expression

(1)
RS

(1)
Y

reste invariable par les substitutions de G et est, par suite, exprimable
rationnellement.
Faisant alors le changement de variable

Ye =y 2z,
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nous aurons une équation linéaire d’ordre 7 — 1, dont ['intégrale

générale sera
€
.)’1‘
A <———yf ,,>-
o o

En désignant par 2., =17, ..., z0""" les intégrales de cette ¢qua-
(m)

tion correspondanti y'Y, ¥\, ..., ¥ son groupe aura seulement des
substitutions de la forme

Z.’X{Ilﬁj) = C‘/ﬂﬂ z‘l':l/ + (lIIIB:’.(':}) + .- + a"l m :"'l"” I“
Nous pouvons done raisonner sur I'équalion en sz, comme sur
’équation initiale. Nous aurons pour I'équation linéaire en =z, une
~'1)
Sy

intégrale =", dont I'expression =2 sera rationnelle dans le nouveau

EN

~a
domaine de rationalité, c’est-a-dire apres adjonction de v, an do-
maine primitif. On continuera ainsi, de proche en proche, et 'on voit
que I'on trouvera, par des quadratures successives, tous les éléments
d’un systeme fondamental. Le (héorcme énoncé est done établi, et
nous avons la proposition suivante :

La condition nécessaire et suffisante pour qu’une équation lindaire aux
differences finies sout intégrable par quadratures finies est que son
groupe de transformations soit intégrable.

Il résulte immédiatement de la et des théorémes généraux de
Sophus Lie sur les groupes linéaires que I’équation lin¢aire genérale
dordre m, ¢’est-a-dire une équation linéaire dont le groupe est le
groupe géndéral am® paramitres, n'est pas intégrable par quadratures.
Sophus Lie a, en effet, montré que le groupe linéaire & m* paramétres
admet un seul sous-groupe invariant d’ordre m* — 15 ¢’est le groupe
pour lequel le déterminant de la substitution est égal 4 I'unité. De
plus, ce dernier groupe n’admet aucun sous-groupe invariant. Il est
clair alors que les conditions développées ne sont pas remplies.
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10. Equations a coefficients constants. — L'exemple le plus simple
d'une équation intégrable par quadratures est celui d’une équation &
coefficients constants. Soit I'équation

((l) ,,"'x—l—m -+ CL}’x-&—m—i bR o Cm 7—1)';:—1-—1 -+ cm,r-:t = a3
, . ¥ ., . . .
Péquation en === admet m intégrales rationnelles, & savoir les m ra-
N

cines, supposées distinctes, de I'équation
(D) Pluy=um+cium™ ! +...4Cp_ytt 4, =03

A2 Lo
,}.Ii-l-l 1 S

_'“7 e " T ]
) Yooyl Vs
tions de équation est donc

ces m racines. Le groupe de transforma-

v ( —— A1) L . (2], omy — )
(c) Yo o= @) s Y= a:‘:_?’.:? 3 el Y. = Ay

Or les transformations de ce groupe sont échangeables deux i
deux; I'intégration doit donc s’effectuer par 7 quadratures indépen-
dantes.

En effet, on peut, par des quadratures indépendantes, calculer suc-
cessivement des invariants des m sous-groupes invariants & un para-
metee dua groupe donné, et les m invariants sont les 7 intégrales
S0 (2) tm

v, v, ooy onretombe done sur le procédé ordinaire d'inté-

gration de cette classe d’équations.

Remarque. — Si les racines de I'équation (0) ne sont pas distinctes,
le groupe de transformations de 'équation (@) se réduit. Supposons,
par exemple, que u, soit racine multiple d’ordre £ de (b), et soil

gy o, , . Vv, .
u, = Z)%]— Nous considérons I'équation en =z, = —» qui est
ok .

L

0 == Sy [yf’l}-f)-m. -+ Cl )'ir'-;mml +... -+ Cmy.’rll]
—+ Az.z' [”I"y‘lzum-*' (”L - I) Cl)’.’;t‘li{lllml deatCp -1}/.’1?411 ] -+
-+ [’n,ygl/n -+ ci.yirlflm»ﬂ ] At Spt y.(tiei/u A Sae
Elle devient, si I'on pose
Yy =uy,

Az \
0= 5, () + Az P (uy) g+ —7—-7,5 P"(ug) u? ... +A" s ),
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c’est-a-dire
NG

—/—.—':3 P& (uy) b+ .+ A" 5,0 =o.
L)

Elle a donc £ intégrales rationnelles, par exemple,

1, o, at ..., =zt
(1) (2) (k) .
qui seront, si 'on veut, ?/—;?-), L;—m ce ey 3;—',, de sorte que le groupe (¢)
est ici remplacé par
YV =ay?; Y¥ =ayd; cees YP =a,y¥;
YO = apa y 5 s Y= 0.
La quadrature qui donne ¥, fournit en méme temps
yF =xyl; oy =y, e, Y = xt b,

¢’est-a-dire que £ quadratures sont remplacées par une seule, ce qui
tient & ce que le groupe contient £ — 1 paramétres de moins que dans

le cas général.

CIIAPITRE 1L

LQUATIONS LINEAIRES AUX DIFFERENCES FINIES DU SECOND ORDRE.

1. D’aprés la méthode générale que nous avens indiquée pour Uin-
tégration d’une équation linéaire aux différences finies donnée, la
théorie générale des équations linéaires d’ordre 2 comprend la réso-
lution des trois problémes suivants :

. Déterminertous les groupes algébrigues de transformations linéaires
homogenes @ n vartables. — Les travaux de MM. Klein, Jordan et
Sophus Lie font connaitre, pour n =2, 3, 4, tous les types de groupes
discontinus et continus. De plus, MM. Jordan et Sophus Lie ont donné
des théorémes généraux sur les groupes & n variables.
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Il. Etwudier a quels caractéres on reconnaiira que le groupe de trans-

Jormations d’une équation linéaire donnée appartient @ un de ces
groupes.

L. Connaissant le tvpe du groupe de transformations d’une équation
linéacre, indiquer quelle sera la nature des dquations auxiliaires a inte-
grer, et former ces équalions auxiliaires.

Nous ne pouvons aborder ces problémes dans toute leur généralité;
nous limiterons nos applications au cas particulier de I'équation du
second ordre.

Le groupe lin¢aire homogéne général i deux variables y.!', y.* dé-
pend de quatre paramétres, et ses équations sont

(l) ( \!n“:: llj’.(r“ -+ lzy.(n?)o

[ Y=ty + ZJ._}’.(I?'}

el tous ses sous-groupes algébriques sont donnés par le Tableau
suivant :

( 11 ) Y_(." = ‘],.’"l ) l-.»y.';i" ), Yfz? ) — [3‘},""1 ) - l,'_y.',l“,

OW Lyl — Lyly =13

(1) Y=ty Y=Lyl 4+ 4y,
(1V) V=4, Y =6yl Ly,
(V) Y=y, Y=y,

(VI Y=yl Y=t (W + Ly,
(V1) Y ==y, Ly,

(VIHI) Y =yi, Y =y Ly,

(1X) YiD=tey . Y@= ety

Tous ces sous-groupes sont intégrables, sauf le
groupes (1) et (VII) sont seuls invariants dans le groupe linéaire

homogéne général.

2. Soit donnée I'équation linéaire du second ordre

(l) Yase + Po Yo+t = qalx =0
Ann. Ee. Norm., (3), XXII. -—— Aotr 190d.

premier. Les
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Trois transformées jouent un role important dans I’étude de I'équa-
tion du second ordre : ce sont celles dont dépendent les invariants
caractéristiques des groupes (1I), (I1I) et (VII).

Le premier a pour invariant
(@) Ay :3';-”.)".(1.?;1 ”_.)'(arg’)':ci;l »
et la transformée correspondante est
(2) Apiy— Ay = 0.

Le groupe (IIT) a pour invariant

(1)
Jor+1

2
Y

Uy =
et la transformée correspondante est
(3) Up gy Palle + (g = 0.

Lntin, le groupe (VII) a pour invariant
i

T == :-‘)_/-.(:?—)’
et la transformée correspondante est (')
(ess =T t) (e =ams) _ |
(Nasa= Tz ) (figiy— Nig-1) Pallae

3. De lintégration de U’équation du second ordre. — Supposons que
nous ayons aflaire & I'équation générale du second ordre. Notre
théorie conduit alors & ce résultat (connu) qu’on en peut ramener
Pintégration a celle d’'une équation de la forme (3) et & une quadra-
turc finie. On peut, de plus, faire en sorte que ces deux opérations
soient indépendantes 'une de autre. En effet, si 'on intégre (2) au
moyen de la quadrature

(5) Az =cll(qyg),

(1) W. Heymann, Studien aber dic Transf. u. Integration der Differential u. Diffe-
renzen gleichungen, p. 413.
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on réduit le groupe de transformations de I'é¢quation au groupe de A,,
¢’est-d-dire au Uroupc linéaire spécial. Si, en méme temps, on mtoow
I'équation (3), cela réduit ce nouveau groupe i la transformation
identique, puisqu’il est simple. L’equatxon donnée doit donc étre
intégrée. Soient, en effet, «!”, «'¥, w, trois intégrales de I'équa-
tion (3). Si 'on pose

'V(“ 2)
W = Y @y Yarn
& — T2 Uy = "G
x xX

y.ls v’ ne sont définis chacun qu'a une constante prés, de sorte qu’on

peut les assujettir encore a vérifier la relation (a), A, étant une des
valeurs de 'expression (5), et, en outre, 'équation

y, - vl
y YY) +y(2)

17—
On en conclut

(g — ) y$P + (up—ul ) yP=o,

Iy Yy (e — ufP) = AL,
et, par suite,

Y = / (Ue— ui’) Ay _, O (te— YA,
: \/ (e = uSt) (el — ul?) ' (@ — ¥ ) (uh — u, 25
Remarque I. — La présence d'un radical carré dans les for-

mules (6) tient & ce que les groupes de A, et de w,, ', ¥’ ont cn
commun la transformation

A 11— A1) (’)_ ’H
(7) i m— =yl

de sorte que, apres la quadrature (5) et'intégration de 'équation (3),
le groupe de transformations de I'équation se réduit en réalité i la
transformation identique ct & la transformation (7). Il faut donc
encore I'extraction d’une racine carrée pour le réduire a la seule
transformation identique.

Remarque 11. — Si'équation proposée a pour groupe de transfor-
mations le groupe linéaire spécial, A, est rationnel, ¢’est-a-dire que la
quadrature (5) disparait dans le calcul précédent. Il n’y a done dans
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ce cas, qui s¢ reconnait i ce que le coefficient ¢, est égal & ===, ol r,,

s
e

est une fonction rationnelle, qu’a intégrer I'équation (3).

(1)
4. Equations intégrables par quadratures. — La fonction ==L a pour
Y
groupe le groupe (1) qui contient parmi ses sous-groupes tous les
types qui suivent, ¢’est-d-dire tous les groupes intégrables. On a donc
le théoreme suivant :

Tutonine. — Pour qu'une equation linéaire aux différences finies du
second ordre soit intégrable par des quadratures, il faut et il suffit que

A1
Ve
i

Lexpression d’une de ses intégrales . soit rationnelle.

Il résulte de la que la forme générale des équations du second
ordre, intégrables par quadratures, est

Yars + Pa Yot = Ra(pe + Rar ) yo =0,

R, étant une fonction connue de 2. On a un systéme fondamental
d’intégrales par les formules

L’)’.‘n?): (:H(nuf 1); hy.{l?)::y.('l'l“}‘:.z'a
oul'on a

Cas particuliers. — Dans le cas ol le groupe de transformations de
'équation linéaire donnée est I'un des groupes (1V), (V), (VI),
(VII), (VII), (IX), Pintégration qui exige, dans le cas précédent,
trois quadratures, dont deux sont superposées, se simplifie. Elle se
réduit & une seule quadrature pour les trois derniers, & deux pour les
autres; ces deux quadratures sont indépendantes dans le cas ol le
groupe est le groupe (V). Nous n’effectuons pas ici les calculs qui ne
présentent que peu d’intérét.



