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RECHERCHES SUR L'ELASTICITE.

Par M. P. DUHEM.

— e

TROISIEME PARTIE.

LA STABILITE DES MILIEUX ELASTIQUES.

CHAPITRE I.

DES CONDITIONS SUFFISANTES POUR LA STABILITE INITIALE
IYUN MILIEU ELASTIQUE.

I. — Sur les conditions suffisantes pour la stabilité initiale
d'un milien quelconque.

[ ¢tat initiced du milicu que nous nous proposons d’étudier est un
¢tal ot ce milicu, soumis uniquement & une pression extérieure nor-
male et uniforme 1y, et porté en tous ses points & une méme tempéra-
ture Ty, se trouve en équilibre; il est alors homogéne et sa densité
est po. S'il est, en outre, isotrope, nous avons aflaire & un milien
vilrewr ; sinon, nous avons affaire & un milicu cristallise.

Supposons que ce milieu ait subi, par rapport & I'état initial que
nous venons de définir, une trés petite déformation; le point maté-
riel qui, dans Pétat initial, avait pour coordonnées a, b, ¢, a mainte-
nant pour coordonnées @ -+ %, b-+1, ¢+, &, n, C étant des quan-
tités infiniment petites. La déformation en chaque point est définie
par les six grandeurs

2y £y o= == gy = =0
Jda 200 P de

00, 0% A ___ JE | dn
( nEoe o et T da

s &y ¢ U ¢
(1)
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Supposons, en méme temps, que la température T aux divers points
du milieu differe trés peu de T,.
Le milieu admettra un potentiel interne § qui pourra s’écrire

(2) :ﬁ:f‘l’(T, €1y €25 €3y Y1y Y2 73)61"1’

=fffpoq)('r: €1y €2y &y, 71, 72 "/3)61(6 dbde.

Nous devrons, d’ailleurs, dans le développement de la fonction @,
nous arréter aux quantités infiniment petites du second ordre par
rapport & (T —Ty) et de,, €2, €55 Y45 Yar Yo-

Les égalités (45), (61) et (62) de la premivre Partie de nos Re-
cherches sur I’Elasticité donnent, en tout point du milieu,

25 _ JP N oP
; ‘Nx-—""F’Oa‘E’;’ Ny =—po P N: P"(Te—,’
() - o - ob - ob
Ty = —py o Iy ==—p, 97 Iz o= py 97

Cherchons quelle est la pression IU qui, & la température T, main-
tiendrait Ie milieu en ¢quilibre sous la densité p,, et désignons par
~ 009:(py, T) cette pression. Nous devrions avoir, pour

(o 1y 08 O
(Pl p()’ - ()El - -(752 o ()53 ’
_ 0D 90 9D

0 -—D‘}’: o= ;)—:l-l-; = ;)-:/—;-
Nous voyons alors que ® peut s’écrire
(4) (1) = cPO(PO’ T) +?1(P0’ T)(El -+ €y -+ 53) -+ CPz(Po, To: 519 £y, 537 '/17 }’2; 711)7

0, étant une forme quadratique en e, &,, &5, Y, Y2, Y-

Si le milieu est limité par une surface dont les divers points sont
immobiles et si ses diverses masses ¢lémentaires sont soustraites i
l'action de toute force extérieure, le systeme admet un potentiel total
qui se confond avec le potentiel interne (2). Si, au contraire, la sur-
face qui limite le milieu est totalement ou particllement déformable,
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ctsi la partie déformable de cette surface est soumise a la pression
normale, uniforme ¢t constante TI,, le potentiel (otal s’obtiendra en
ajoutantau potentiel interne , donné par I'égalité (2), le produit [,V
de La pression I, par le volume total V du systéme.

Supposons, en particulier, que la température du milieu soit main-
tenue constamment égale i la température initiale T,. Si la surface
limite est maintenue immobile, le potentiel total a pour valeur, selon
les égalités (2) et (4),

(5) L ::/ //P()[?VO(PU, Ty) =91 (pos To) (e 4 €s 4+ &4)

= Dy (por Toy €15 825 €35 715 72 7a)] da db de.

Si la surface limite est totalement ou partiellement déformable et
si la portion déformable supporte la pression normale, uniforme et
constante I, le potentiel total a pour expression

(6) L1,V / / /{/nl ’7"0((107 To) -+ @i(po, Ty) (61 - €y -1 €3)
k - @y (pos Tos €15 825 €3, Y1y 72> ¥3)] dea db de.

La pression 1, est, d"ailleurs, lice & la densité g, et a la tempéra-
ture T, par la relation

(7) My = powy(po, Ty)-

I¢tade de Pélasticité se limite d celle des milieux doués des pro-
pri¢tés que nous allons définir :

Si l'on maintient inpariable la température initiale dw systéme; st Uon
maintient immobile toute la surface qui limete le milien ou seulement une
partie de cette surface; si enfin, la partic déformable de celie surface,
lorsqu’elle existe, supporte une pression normale et uniforme constam-
ment égale @ la pression initiale ;

L’état initial du milicw est toujours un état d’équilibre stable.

La recherche des conditions qui sont nécessaires et suffisantes
pour qu'une telle stabilité soit assurée se présente comme un des pro-
blemes essentiels en la théorie de Pélasticité. Elle définit avee préci-
sion les propriétés physiques des milieux qui sont I'objet de cette
théorie.

Ann. Fe. Norm., (3), XXIl. = AvaiL 1905, 19
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Le criterium bien connu de Lagrange et de Lejeune-Dirichlet nous
indique dans quelle voie se peuvent découvrir les conditions suffi-
sanles :

Pour que la stabilité requise soit assurce, il suffit que Uétal initial fasse
prendre auw potentiel tolal une valeur minimum parme teutes celles que
sont compatibles avec les restrictions prescriles.

On voit alors qu’il est nécessaire, en premier lieu, de donner les
relations qui expriment ces restrictions.

Ces relations sont bien aisées & écrire en tout point de la surface
limite que 'on suppose immobile ; elles se réduisent &

(8) £E=o, =0, € =0,

Le probléme de minimum ainsi pos¢ présente des difficultés qui
paraissent insurmontables.

Il existe toutefois un cas particulier oir la solution de ce probléme
devient trés aisée; ¢’est celui ol Oétat indtial de miliew est Uérat déqui-
libre pris, a la temperature Ty, sous wune pression 1, égale @ o. Un (el
état d’équilibre est concevable pour les solides et Tes liguides; il ne
est point pour les gaz, qui sont ainsi exclus de notee ¢tudes; mais
cette exclusion n’oflre aucun inconvénient, car, pour les fluides, le
probleme qui nous occupe a ¢46 résolu d’une manivre compléte.

La fonction qui doit étre minimum dans P'état initial, moyennant
les conditions prescrites, est alors la fonction Q donnée par 1'éga-
lite (5).

Pour que cette fonction soit minimwm dans un élat initial oa le sys-
téme est soumts a une pression nulle, il Saut et i suffit que la forme qua-
dratique

92 (por To, €1y &4, €5, 71 Yo 73)
en
€ E2 &y Y Y2 Vs

soit une forme définie positive, toutes les fois que g,, T, vérifient la
relation

(9) ,}Ul ( P{), '.l‘()) T2 0.
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Comme la sulfisance de cette condition est ¢vidente, nous allons
prouver seulement qu’elle est nécessaire.
Les ¢galités (5) et (¢) permettent d’écrire

(10) Q= [//p(,%(p(,, Ty) da db de
"\“‘/[/Pl)’?sz(,o()y To, €15 €9y 83, Y15 725 7)) da b de.

Au sccond membre, le premier terme demeure invariable en tout
déplacementvirtuel imposé au systemes; le second, nul en I'état initial,
doit ¢tre positif en tout autre ¢tat voisin.

A partiv de Pétat initial, nous pouvons donner au milieu un dépla-
cement infiniment petit défing par les formules

s E oyt b - ayye,
T g (= Uy O = dyy

(11)

Co g = gy U = agyc,y
ol les a;; sont neuf constantes arbitraires. Nous aurons alors

g €y T My, €y

T My, €y == dyy,

(1)

Uy dya ==y, o g o g, 73 T oy - Qg

et il est clair que Pon peut disposer des neuf arbitraives a;; de telle
sorte que les six quantités e, &y, &, vy, Ya, Y3 prennent des valeurs,
indépendantes de «, b, ¢, choisies comme 'on voudra. Si nous dési-

gnons alors par
M = /f/p" da db de

la masse totale du milicu considérd, au sccond membre de 'éga-
lité (10), le second terme deviendra

M(Pz((‘«n 'I‘“, 517 52’ 5.’!7 717 '/2’ 73)'

Pour que ce terme soit positif en tout état voisin de I’état initial,
il faut et il suflit que 'inégalité

(13) '*,92<P07 To, €1, &5, €3 Y1 720 /'ﬂ) =0
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soit vérifiée pour tout ensemble de valeurs non nulles de
El) €ay €3, Yh }’2, 73

et pour tout couple de valeurs de p,, T, qui vérifie I'égalité (q).
En vertu du théoréeme d’Euler sur les fonctions homogenes, I'iné-
galité (13) peut encore s’écerire, en tenant compte de I'égalite (4),

L) L od od . Jb Jd ) (2) -
(14) (5;181'*' 5;;52-*— (“)‘5*353-** 5%/1‘*‘ (')7272 F 075 /3) > 0.

Dans cette inégalité (14), (2) représente un carré symbolique ol
I'on doit faire
(0<I)>(‘—’> _0*® <()‘I’ c)‘l’) 0P

dey) T 0}’ 0¢; 0z,) T 0ei 08

tandis que
e =el, (e165) =€) 8,

L’inégalité (13), ou P'inégalité (14), éerite pour tout couple de
valeurs de p,, T, qui vérifie I'égalité (), nous assure que I'état initial
du systeme est stable dans les conditions prescrites, si cet éat initial
estl’état d’équilibre que prend le milicu porté i la température T, et
soumis & une pression nulle.

Supposons maintenant que Uinégalité (13), ow Uincégalité (14 ), soit
vrate pour tout couple de valeurs de p,, T,. Pourrons-nous aflirmer q.uc,
état initial du milieu étant Iétat d’équilibre pris & une température
quelconque T, et sous une pression quelconque 11, cet état demeure
stable dans les conditions prescrites ?

Nous pourrons affirmer que la quantité Q donnée par 'égalité (5)
est minimum dans I'état initial.

L’état initial sera donc sirement un étar d’équilibre stable si ’on
maintient inpariable la température et immobile la surface qui limite le
milicu.

Mais il ne parait pas que nous puissions rien affirmer touchant la
quantité Q donnée par I'égalité (6). Nous ne pouvons donc assurer la
stabulité de U'état initial si unepartic de la surface limite se déforme en
restant soumise & une pression uniforme et constante qui différe de o.
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1I. — Sur les conditions suffisantes pour la stabilité initiale
d'un milieu vitreux.

Les considérations précédentes s’appliquent, en particulier, aux
milicux vitreux. Pour de tels milieux, on a [ Recherches sur U Elasticité,
a¢ Partie, égalités (6))

(15) Popa = 'A}‘/\(P(n To) (e + ey 2y)?
-+ M (py, Ty) (28} + 28} 4+ 2e3 +yi+ 75+ 73),

ce ([lli [)()ll!} encore s’ Gerire

3A (,f/'.n Ty) -2 M (P(n Ty)

6

M(pw, Ty) s 2.2 2.1 .
- m{P‘;; AAAAA ) [2(ea—&;)2 4+ 2 (g3—2,) -+ a(e; — &) - 3y + 371 + 3y2].

(16)  pyoy == (&) &y + &4)°

Le diseriminant de g,, considéré comme forme quadratique en e,
€15 45 Yis Yar Yao CSL

A -+-2M A A 0 0 o
A A2 M A 0o 0 0
A A A+2M o o o
0 0 0 M o o
0 0 0 o M o
0 0 0 o o M

On en tive, & la maniere habituelle, les conditions nécessaires et
suffisantes pour que =, soit une forme définie positive et 'on (rouve
que ces conditions se réduisent i

(17) 5 3A(,Pu; '110)+2M(p0,'ro)>0,
M (py, Ty) = o.
Ces deux inégalités équivalent ici & I'inégalité (13), ou 4 I'inéga-
lité (14).
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On en tire les deux inégalités

Alpo, To) +2M(py, To) > o,

8
(18) Alpos Ty) + M(pg, Ty) > o

Ces inégalités (17) et (18) ont une grande importance dans une
foule de questions d’élasticité statique. Si Pon désigne, en elfet, par
a le coefficient de compressibilité cubique du milicu et par Ele coel-
ficient d’élasticité de traction, on a (')

3
= 3 A(P(n Ty) 2 M(P(n 'I‘n)’
A(P(n Tn) -+ M(Pm Tn) .
M(pg, To)[3 A(ps, To) 4= 2M(py, )]

(19)

E=
Ces deux coefficients sont donc positifs en vertu des inégalités (17)
et (18).
Si le milieu est dénué de viscosité et hbon conducteur de la chaleur,
la vitesse de propagation des vibrations longitudinales est donnée par
Pégalite [ Recherches sur I'élasticité, 2° Partie, égalité (76)]

(20) o = \/\(P”’ To) +2M(pw 1),
o

tandis que la vitesse de propagation des vibrations transversales est
donnée par I'égalité [1bid., égalité (80)]

(21) %:\/M______(P‘”T“).
Po

Selon les inégalités (17) et (18), ces deux vitesses sont réelles.
Rappclon§ que, pour u.nlmlll(eu fluide, la dernicre des inégalités (17)
est remplacée par I'égalité

(22) M(py, Ty) =0,

1 > APl A ) 010 vt T
qui est alors vérifiée quels que soient p, et T,.

(1) Lamsz, Legons sur la théorie mathématique de Uélasticité des corps solides, »° édi-
tion, p. 75; 1866,



RECHERCHES SUR L'ELASTICITE. 151

CHAPITRE II.

DES CONDITIONS NECESSAIRES POUR LA STABILITE D'UN MILIEU ELASTIQUE.

I. — Remarques diverses sur les petits mouvements d'un milieu élastique.

Quelles que soient les valeurs, {inies ou infiniment petites, fone-
~
tions de a, b, ¢, que Pon allribue & £, 7, §, nous continuerons &
désigner par g, &y, &5, Y4, Yy, ¥s les six grandeurs que définissent les
egalites

0t o ()_-n . — ()C_
( R =00’ P oe]
I , , .
) On 174 ¢ 0é 7 dn

R el VAR Ut Al U Lol Sl 7

tandis que nous désignerons par ey, ., €,, g, g2, &3 les six compo-
santes de la déformation proprement dite, composantes qu’expriment

les Gealitos

N (,_)_gd : (’_).'_‘ - (i)_ 2
T 0d 5 |\ e /) ! \()/1> ‘ \()u> . ’
i 1| /08 N® O ¢ ACN\?
. s ; f (/)&:)1_ <(_)'ﬂ>2_ <Q£>z
(23) “=0¢ T u |\ e \ de de )
' a0 0E JE dn dn 0 L
»%rlﬂ_r:(—)-; 4—(75—1—-;}7“}-(—)2;—*-(77;()—(;~1~;)—5%,
X 0F  0E OE dnodn I J%
5’2467&— Ué**"%%%‘%mwl—-{)—cd—a,

de On  0E 0E  dn dn - 9L 9t
5= o 0w T a6 T 0a b ™ 9a 96

Lorsqu’en tout point a, b, ¢ du milieu, £, n, Cseront infiniment petits
AINSIT QUE LEURS DERIVEES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE EN &, b, ¢, nous dirons
que &, 1, C sont, vARTOUT, tnfiniment petits.
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Lorsque &, v, { sont partout infiniment petits, on peut éerire

ey=¢g ..., Cy—Eyt+..., Cy=—¢gy--.. .,
(24)

g1:’/1—|—..., 5’2:’)/2—}—..., ng}ld—*—,
les signes +... désignant des quantités qui sont infiniment petites
au moins du second ordre.

Quelles que soient les valeurs, {inies ou infiniment petites, que on

attribue 2 &, 1, ¢, le potenticel interne du milicu déformé peut toujours
se mettre sous la forme (2), & la condition d’écrire

(4 bis) Q=" 9o(po, T) +21(py, T) (e1+ e2-+¢;)
+ 05(po> T, €15 €2, &35 71y V25 V3) +- - -,

formule ol le signe +... remplace des termes qui sont infiniment
petits au moins du troisicme ordre, lorsque g, 7, ¢, sont, partout, infi-
niment petits du premier ordre.

D’ailleurs, I’égalité
(7) My=-— Po @1 (Pos T)
demeure toujours valable.

Lorsque €, v, {sont partout infiniment petits, les quantités N;, T,

sont données par les égalités (3); si done on tient compte des éga-
lités (4 bis) et (7), et si Pon suppose T ="T,, on pourra écrire

, do, o, ' do,
N,=1,— Poz)-i- “4.. NJ.:: I, — p(,;)—:f RN N,==T,— Po ()é: ..
m o ()c?“l T — ()& — ———()(Pz
To=—p, o7 N Ty—=-—0p, s e, I'e=—p, P o

les symboles +... désignant des termes qui sont infiniment petits
au moins du second ordre lorsque &, 7, { sont partout infiniment
petits.

D’autre part, les actions de viscosité doivent dépendre d'une fone-
tion dissipative qui sera, elle-méme, dépendante de gy, de Ty, et des
six quantités que nous avons désignées (Recherches sur [élusticité,
1% Partie, Chap. II, n° 5) par A, A}, A}, I}, 1", I",. La fonction dissi-
pative doit d’ailleurs étre une forme quadratique définie positive de

A
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ces six dernitres quantités. Mais, dans le cas ol &, n, { sont partout
infiniment petits, on peut, comme nous lavons déja remarque,
(Recherches sur I’ Elasticité, »¢ Pame Chap. I, n° 2) confondre A, A,
AL T, T, T avee

O Y S &
) 1 — ()t’ C-.)‘———- dt, Cs-—-— dt)

(26)
()yl ()}l‘-’ 7_073

v =, “’_:-——-) gy = ——
‘ 71— By 72 0t Vs o’

en négligeant des infiniment petits du second ordre.
La fonction dissipative pourra donc s’écerire

/ff pofdadbdc

(27) ¥ = f(po, To €1 €y €35 Yli’ Y:.!’ 72;)"}"-':

avee

/ ¢tant unce forme quadratique définie positive en &), €,, €5, Y, Ya» Ts
et le symbole +... désignant un terme qui est infiniment petit au
moins du troisiéme ordr(, lorsque %, 1, G, &, 7/, (' sont, partout, infi-
niment. pt,tll.s.

Dans ce dernier cas, on doit avoir

0% o5 0

= Po e’ TP Jey Ve P del’
05 0.27 0

i L =T PGy Py

Nous pourrons donc écrire, d’une manicre générale,

- 9> ()/' af
( 8) ‘W&'*""’PO"{E”‘—-‘-’ P()()_ L] p()()s -
2 {
— aof __ Jaf — af
(Tx-—*"—{)o"—()y,l—l—.-., -—-pou/2 — ey = po()/ + ey

les signes —+... désignant des termes qui sont infiniment petits au
Ann. Ee. Norm., (3), XXIL — AvmL 1905. 20
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moins du second ordre lorsque £, 0, {, &, n', T sont, partout, infini-
ment petits.

Les ¢quations indéfinies du mouvement sont

02
l.&

AN

¥ 3

=0,

Ny

J Jd . 9 m
07(Nx+’“)+5}(r3+15>+ _(ly‘“'-)‘)"’f)

7

o . Jd no_
%(F;“"Tz)"“ ,}’(N +JJ)+ (F +T.r)+()7)‘2“-—03
J Ty J T. +T)+—-(\I+J)—|— i JS
d ( +T.))~{— y( @& P()t_ _
dxz Jdy Jz

Lorsque £, 7, { tendent vers o, les dérivées tendent

da’ 90’ de
vers 1; les autres dérivées de x, y, = par rapport a a, b, ¢, tendent
vers o; en méme temps, g tend vers go. Si'on tient compte des éga-
lités (25) et (28), et si 'on observe quell, est indépendant de a, b, ¢,
on peut mettre les ¢quations précédentes sous la forme

_52_ ()qo, ()/ _+__(_)_<')(‘Pﬁ] ()/) L9 J ()’J'—i——@[ __()'*’5 o
da \ g c}ul DO\ dyy oy, Je\dyy 0y, g T

A [Jdo, af J [do, af" A (Do, Jd/ () 7
ﬁ<(173+()/,)+(//)<().~.1 +()e;>+ B

Jded dy, + dv
d (o, IS "do, If D 09y OAf bua -
(726‘(()'/2 +()/ > +()/) 0/1 +()'//1> +()(J(()€3 = ().:) PIE e IO

Dans ces équations, les symboles —-... représentent des quantités
qui sont infiniment petites au moins du sccond ordre lorsque &, 7, €,
¢, 7', Usont infiniment petits quels que soient a, b, c.

Formons maintenant les conditions aux limiles.

in tout point de la partic immobile de la surface qui limite le
milieu, on doit avoir, quel que soite¢, les égalités

(29)

Y

(8) == o, 1 =0, {=o.

Considérons maintenant un point matériel pris sur la partie défor-
mable de la surface limite.

En Iétat initial, cette surface était la surface X, le point matériel
considéré y occupait la position w; la demi-normale en u, i la sur-



RECHERCHES SUR L'ELASTICITE. 155

face X, dirigée vers U'intérieur du milieu étudié, faisait avec les axes
de coordonnées des angles ayant pour cosinus <, 3, v.

En I'état déformé, la surface limite est la surface S; le point maté-
riel considéré y occupe la position M; la demi-normale en M, & la sur-
face S, dirigée vers U'intérieur du milieu, fait avec les axes de coor-
données des angles dont les cosinus sont /, m, 7.

En tout point M de la surface S, et a tout instant ¢, nous devons
avoir

(Ne+ve— )+ (T4 72) m—~+ (T, =+ z,) n=o,
(T 73) L4+ (Ny+vy—I0)) m —+ (T ~+ 1) n=o,
(Ty—+7y) L (Tr+1y) m—+ (N;+v;— ) n=o0.

Dans le cas ol &, v, {sont partout infiniment petits, ladistance Mu.
est infiniment petite; il en est de méme des différences (a—17),
(p—m), (v —n). Silon tient compte des égalités (25) et (28), on
voit que I'on peut, quel que soit le mouvement du milieu, énoncer la
pmposltmn suivante :

En tout point ., pris sur la position initiale ¥ de la partie défor-
mable de la surface limite, on a, quel que soit ¢,

(52 (B B (0 yrvome

e, Je} 7z JY; ()y‘,

" do, af 00, of o, __2_/:> o
o () (vé:w‘)“(oﬂuh AR

Jo, Of \ (i)_’{)_‘ ()/ <£:J>_2 aof > o
<7)7—2—+—(}7;2 a+\‘)71 )p ge. T g )1 =

Dans ces formules, les signes —+... représentent des termes qui
sont infiniment petits au moins du second ordre lorsque %, 7, ¢, %,
7/, T sont, partout, infiniment petits.

Si le milieu est un milieu vitreux, o, est donné par I'égalité (15);
/ estdonné par Pégalité analogue

7\(P"’TO)( &)+ e5)?

(31) po S =

P———————-(P”’ °)(2s”—|—2s’2’+25 + YR )
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Les égalités (25) deviennent

H

N IL,— A(py, Ty) (&1 + ea+e3) — 2M(pg, Tode, 4. .,
\ N I, — A(po, To) (61 + g2+ &3) —2M(py, To)ea+. ..,
(32) ) N. =, — A(po, TVO)(EI—I—«sg-{—e;;)—D.M(pU, To)e,+...,

Te=—M(py, To)ys+.--
rl‘y-——M(OO;To)}/z"*‘---,
— M (po, Ty)ya~+-- -,

H

1l

H

tandis que les égalités (28) prennent la forme

Ve — A(po, To) (6] + ey +¢e5) — 2 (po, Ty)ei .. -,

vy =~ 2(po, To) (i -2} +&5) — 2p(py, To)eh +.. .,
(33) ) vs==— A(po, To) (s} +ceo—+e}) —2p(py, Ty)ef ...,

Tp=— p(pos To) 7y .- s

oy = — (o> To) 74 +

t2 = — (o, To) 7y +

Les équations (29) deviennent

0 Jn Jdzh

(A + M) ()d (Ja o0 T ve

JD* [dE o Jz

+ (2 4p )()(/ ¢ <()a + b + e

¢ an 74
A (Ga+ 5+ b

I
S
>
X

(34) . .
0t On g aJ J*1 B
+()\+IJ)0005(0c¢+(’)7)‘}—})c g AN T P =
0¢ on ot ,
(A+M)5— <—(}Z+75+()(, M AZ
> (0E  dn 0% d .., 0%z
v()\—l—li)()c()t( }-—-Jz—i--a—é) [J.*(-)—I’A,'——'Oo—’)—-‘—:!'—{-—....._

tandis que les équations (30) prennent la forme

[A(er+e+e5) +~2Me Ja+ My, 3+ My, y

+[A () +ey+e)) +ap e la4p Yy 4+ yhy +. . =0,
Myso-+[A(er +e+¢) +2Me, ] My, y

-+ [ ﬂ//3‘7"*' [7‘ (5’1+5,2+€’3)+2[J. 8;][6—{—[,1,}/’1-/_*_.”:0,
My,o+My f+ [Ae, +ey-+ey) + 2Me, ]y

e vra e yiP o [R (S e e) 2 e ]y +...=o.
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R

Dans ces ¢quations (32), (33), (34) et (35), les signes —+ ... dé-
signent des quantités qui sont infiniment petites au moins du second
ordre lorsque &, 1, G, €, 7', T sont, partout, infiniment petits.

II. — D'une condition nécessaire pour la stabilité initiale
d'un milieu quelconque, cristallisé ou vitreux (!).

Nous allons, en premicr licu, démontrer la proposition suivante :

St, en un milicw cristallise, la fonction
'T":(,Hu, Ty, &y, &, &, 715 72 '/3)

est une forme définie négative en e, ey, &y, Yy, Yoo Yar (état tnitial du
mulicre ne saurait demeurer stable lorsque les diverses parties de la surface
terminale sont marnienues immobiles.

Supposons, en eflet, que Pétat initial du milieu soit stable.

Aux valeurs absolues initiales de &, v, € et de leurs dérivées par-
tielles du premier ovdre en «, by ¢, de 2, %/, T, nous pouvons imposer
des limites supéricures telles que les quantités

o o

Cry  Cay  Cy, S Sa S
El, 'fA/, ¢
demeurent toutes inféricures en valeur absolue & des limites données
davance, et cela quel que soit ¢

Done, si 'état initial du milieu était un état d’équilibre stable, on
pourrait limiter supéricurement les valeurs absolues initiales de &, 7,

¢, et de leurs dérivées partielles du premier ordre en a, b, ¢, de &, 7/,

(1) Considérations sur la stabilité et, particulicrement, sur la stabilité des corps élas-
tiques (Procés=verbawr des séances de la Société des Sciences physiques el nadurelles de
Bordeanr, séanee du g juillet 1903). —~ D'une condition nécessaire pour la stabilité ini-
tinle d'un milice élastique  quelconque (Comptes rendus, t. CXXXVII, séance d'u
wg février 1904, p. 541).
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¢ de telle sorte que la quantité

U :—/f/?z(Po, To: Cyy €y ey, (-!v"h 5"2, .‘5"3) C[[l db dc
- ;{fff(g"-’—i—'n"-’-{— Y da db de

demeure, quel que soit z, inférieure & une grandeur positive A donnée
d’avance.
Les égalités (24) permettent d’écrire

U:—ff/%(m"r"’s"s” €y V15 Y25 V3) da db dc
-+ %f'/f(:i/‘l_;_ -0 dadbde . ..,

. désignant une quantité qui est infiniment petite, au moins du
troisicme ordre, lorsque &, 7, { sont, partout, infiniment petits.
De I'égalité (37) on tire

Jo, 9%, ,
[ [ [ (G e
—;—/ff( "=y dadbde +. ..,

(36)

(37)

0, 0oy,

()Jl ’ 090y /2 4+ Y /
7 ()'/,,

09, ”
(}/ 71

()” B

U
(38) — T > e db e

bR

cG -+

-+... désignant encore un terme qui est infiniment petit, au moins
du troisicme ordre, lorsque £, 0, {, &, ', U’ sont, partout, infiniment
petits.

Mais les égalités (29) donnent

[ [ fazen

+ 8"y dadb de

. d9,  Of 0 (09,  Of d/doy A\,
f ff% ()a(()sl ()e’,) - d//(()-/;, - ()/7,> - ?)—-(()72 - ()/) 5
9 [do, _Qﬁ> <()9, af J (doy, A\,
+L)a<d*/:;+0'/’ T\ v, +0e;> +T<on "0/1) ”
d (d9, If d [do, Of d (0w, 9"
*‘[da(d-ﬂ +0/;> +00<07;+5-7I> —1——)-(&-; 57 ) ¢ ftlad/)d(
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+ ... désignant des termes qui sont infiniment petits an moins du
troisieme ordre lorsque &, 7, (, %, v', U sont partout infiniment petits.
Cette égalite, 4 son tour, peut s’éerire

/ [ [.(Q/C_,”'i— ' n" " C C”) da dbde

. o, af <0o, y > <():p2 J .
’“'“f( (ac{ + .LI)"* o Tan) PG, +7)“> gk
(Do, af* (0w, | Of 0o, af *

- (7)7,,‘ - ay'y ,) * (()s; 06! > <d /—1 0y /)

(9% AN [ 09 of do, af N\ - ,} <
- (:}"/‘:—i ()'/, o -t <()71 ‘1’“’)/) (()H +()E:,> » g(/,d

7
‘ oy 0wy o d9y 02y 00y 09,y
"ff/ (‘:)‘s";”‘*‘ PRy S Sl Y Sl Cal S ) deadb de

a/ ()(.,/ a aif . . A . /L Jdf
///(():, 0cL &7 e S g /i o7, +})F}Z/

Mais tout point de la surface X est un point immobile, cas auquel,
en ce point, on a, quel que soit ¢, les égalités (8), qui entrainent les

caalites
(8 bis) =0, =0, ¢'=o0;
Pintégrale par laquelle débute Te second membre de Pégalité préce-

dente porte sur une quantité nulle. Au méme second membre, on
peut, en vertu du théoreme d’Euler sur les fonctions homogenes,

remplacer la somme

g W o O g O O
DI t Je, " Je’, &9 7t oY, 73 7y 7

par 2./ I'égalité précédente se réduit done &

f / ' f (E'E" 40"+ C'E") da db de
..... 9, ¢ 4 09, , 00y , 09y 09y, .
//f(()si '})5;624 e 36 +()7‘ 71t 07 e i T 7y | dadb de

~').//ffclaclbclc—|—...,
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et I'égalité (38) peut s’écrire

dU ()ca?, ().9», ()o,, ()37, )cg_ y 00,
(39) e /ff(()hl vey +,)~ '+d/ 71 PN ;+(// dadbde

—zjfj/dadb(lc—i—....

De cette égalité (39) une nouvelle différentiation par rapport & ¢
tire 1'égalité

()@" l )CP-Z g )(P“ ¢ - 0’.”2,,/ ) ()'92 I ()(‘.92,1 )
d[‘ fff( ()c, ()E gy + —— U5, €y ;}7; 7+ ()7 s+ '(T" /:x) da db de
’ 0o, ) f do, Of () 0/
/ff[ (dcl —T>E‘+ <7f§ +?)é§>a T\, ()c,>e
0w, of o, of" 0o Jof
~+ <()71 -+ a7 > Y+ <.UT/; ~+ 0—/,“) Ve + (;U: -+ D—/—)y:, | dadbde

ot (2) représente un carré symbolique.
Orona

()m‘s’ ()‘u o 9, ,+£2?g , ().)2 9% doy ,\™
ey ! ()H dz, ()'/1/ ()/ 7 ()/ 73

— @2({307 107 6” 527 5:57 [/17 Y,u Yli)
D’autre part on a

JIST Gerig)ar (i) (Zi’ff i)
-] [ e (e e ) )
(e e (Grr e (2w 30) |
(i) (ran)e - (G if)r|e]e
“ffﬂ H <()) *Jde‘/‘> +o£"<3/+/)//> *a)z@jﬁ + o){>|
| mGee i) w3 5 (G )|
(B )4 ) 3 ) e
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Au second membre de cette égalité, la premiere intégrale porte sur
une quantité nulle. En effet, 'élément 4% est immobile et I'on a alors,
quel que soit ¢, les égalités (8 bis), qui entrainent les égalités

(8 ter) £'—=o, "= o, {"—=o.

Quant & la seconde intégrale, on peut la transformer au moyen des
égalites (29).
Tout compte fait, I'égalité (40) peut s’écrire

d*y : 1 " ,
TE ///cpz(o(,,. 0 €15 8y Eyy P Vs 73 ) dadb de
" J (0w,  Af A ()w, aAfF\1?
_{_ PR R Bk _— - —
[/[( a <,()El + /)e,) + :)/)< s + ()y;,> + 9 07, - ()7'2)]
|9 (()wz Jf " ) (Do,  Of J <()q)2 Af
‘ ()(/ Y + Jy, > l ob <E + ?)?;) - Je J:/T + ()}',)j

D duy,  Af" 0 (()cu.‘g o Jd (Do, ANV . 10,
e | [ e i — el e ) e — laedbdc
F ()(L(()’/-A ' 4)'/';,) + AT 5 J74 | de <()s,; + ()53> f(la( e

Le signe ... continue & désigner des termes qui sont infiniment
petits au moins du troisicme ordre lorsque & om, L, &, v, T sont,
partout, infiniment petits.

Le terme explicitement éerit en Pexpression (41) de %;-T peut-il
sTannuler? Si on tient compte de Phypothese faite au sujet de @, on
voil que, pour que ce terme s'annule, il faut et il suffit que 'on ait

| ’02((11),’uv"-n“u“;y/p/w/y)'-:0
J [du, /" 0 (dw, Jf ooy ()/' .

(S by (G gl ) g ) =0
: )

(h2) 7 « (()% /AN (r)’,pg /)/)»} (_)(()jaz_ IS

Ju Dy 0y ey " e, X b Jy4

J (()a,z2 . af L9 J (()fm _}I__l)i _*_(_) oy . af
D\ J7, ()‘/f> AT ()'/',) de \ de, 1)~,>

La premitre des égalités (42) exige que Pon ait, quels que soient
a, /), C,

- =0
Je ?

(43) gm0, Ey,T=0, EyT0, P1T=0,  YyTO, 7y ==0,
Ann. ke, Norm., (3), XXII. — AviiL 1905. 21
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en sorte que les trois derniéres deviennent

0 09, 0 oy N 0 Jgy
Jda ;El— + 0b dy, dc 0y,
d Jo, J do, Jd du,

(44) - 19a a7, T 0B 0z, T dc dpy
Jd 00, J 09y, 0 Jdu,

- 0.

90 a6 Oy T 0c 05

Les ¢galités (44) entrainent I'égalité

[/” ) 09y 0 09y, 0 09:),
()(1 0z, Y dys e 07, ) ¢

( 09, - d dg. 0 Jy, ,
i 0y, Ab dz, Jc ()/I )

da dbde o

(, 9 03, J J%, ] )oz )C

"\ Ja (—)7; Jdb 7, B e ¢

qui devient, en vertu des égalités (1),

Do, 09, do, 0o, dpy . 0%, )
///(!:‘17)-: +¢27)?2_ - ,_‘()E‘ + 7 ()/ + Y ')72 7y ()/ )(lu/l/)//(

P
‘)“—1 7y ()/., B
A, dyoy )’92 Ry
+ (()/{ ll;;:()'l ’)/x //) K
N ()quz I 0 0% N\
} (’)/ o == 7, B+ e, /) CldX o

Au pr('mlor membre de cette égalité (45), la seconde intégrale
s'annule, car &, 0, Csont nuls en tout point de la surface X. Si 'on
tient compte, en outre, du théoréme d’Buler sur les fonctions homo-
génes, cette égalité devient

4
/'/‘/%(p“, Py ei, s, 845 715 Y2y ¥u) dadb de = o.
L2 L3 L2

La fonction ¢, ne pouvant étre négative, elle exige que Pon ait,
quels que soient a, b, ¢,

4 al \
(?2(90’ 10, €1y Egy €3y Y:, 727 74) =0
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ou bien, puisque @, est une forme définie positive en ¢, ¢, &, v,

N h'd
122 |3

(46) § TR0, g, R0, & TR0, YTT 0, faTTO0, Y3==O.

Les égalités (43) et (46) sont donc les conditions nécessaires ot
s’U”lSdnt(/b pour que le terme explicitement écrit, en’expression (41

d*\
de — S0it égal i zéro.

Les égalités (46) équivalent aux égalités

3

£ 4 0ne — 00y b,
(47) Lo = Dy gt — €,

C=dyt w0 —mya,

tandis que les égalites (43) vqluv.tlvnl aux ¢galités

‘‘‘‘‘ =2 oy — oy b,
(48) o= - o — o,

o s Ty hgy Dy, My, Wy Oy,
(,1|9) ; oY 3! 5! / / /
Ly vay YN My My, My,
ctant douze quantités indépendantes de «, b, ¢. Mais les quantités &,

7, C, données par les égalités (47), doivent, m:lun les conditions (8),
s‘annuler en tout point de la surface X5 selon les conditions (8 bis), il
, s € données par les Gga-
lités (48 ); pour cela, il faut et il suffit que les douze constantes (49)
soient égales & o, ce qui nous donne, quels que soient a, b, ¢,

en doit étre de méme des quantités &

-

0, 0, ¢ =o,

¢
{ E" =0, n' == o, ¢ = o.

(H0)

Telles sontles conditions nécessaires et suffisantes pour ques “annule

U
la quantité explicitement écrite en 'expression (/1) d(* ok

, da*U
Les termes explicitement écrits en Pexpression (41 de —— sont
| i

done infiniment petits du second ordre lorsque &, 7, (&, »', U sont,
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partout, infiniment petits du premier ordre; leur somme ne s’annule
que lorsque les six quantités & 7, §, &, »/, U sont nulles quels que
soient @, b, c; hors ce cas, cette somme est essentiellemeut positive.

Les termes non explicitement écrits sont infiniment petits du troi-
sitme ordre lorsque &, 7, {, &, »', U sont, partout, infiniment petits.

On peut donc limiter supéricurement les valeurs absolues de &, 7,
{, de leurs dérivées partielles du premier ordre ena, b, cet de &, v, ¢
de telle sorte que i{’}[gsoit sarement positif; pour qu’il ¢n soit ainsi
quel que soit ¢, il suffira, si le systeme est stable, d’imposer des
limites supérieures suftisamment petites aux valeurs absolues initiales
de &, v, (€, v, C.

Considérons maintenant la valeur initiale de (7/;7], valeur qui se tire
de I'égalité (39).

Lorsque &, v, ¢, &, v/, U sont partoul infiniment petits, les termes
explicitement ¢écrits sont, en général, infiniment petits du second
ordre, tandis que les termes representés par ... sont infiniment
petits da troisicme ordre au moins.

Supposons les valeurs initiales £, v, €, de &, o/, U lices aux
valeurs initiales £,, n,, {,, de &, v, Cpar les relations

g - i il e K2 f =
Cg = N Cos e K* urn C() R ~K2Cm

ot K* est une quantité positive indépendante de «, b, c.

. U . L.
Le premicr terme de <—(7[—> deviendra évidemment
. 0

W (9% dJo, dw, Jw, w, 04
-..AI\Z/// ,.__.fg __L_%E e Ll ] ._'__‘!- ._.._._ﬁ-_ JZ— [ [(*
. Uz, 10—+ e, o t Uz, &9+ 77 710+ 7y 720 —+ s V0 | e db e
ou, selon le théoréme d’Euler,
—_0 l\'ﬂ/ /j D2 (E10+ €205 €405 Y105 Y200 Y30 ) dee db de,
quantité essentiellement positive si 'on n’a pas

£197= 0, €90 = O, Ey0== O, Y10 =0, Y20== 0, 730 == 0.
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. AR .
Le second terme de (i/f) deviendra

KI’\/ // J(&105 €205 €309 Y10s V200 Vo) dec b de.

On pourra donc choisir K* assez petit pour que la somme des deux
o . o dU» . , . .. ,
premiers termes de —(—[[) ait un rapport aussi voisin de 1 que 'on

- 0
voudra au premier de ces termes.

On pourra ensuite choisir s Mo G b leurs dérivies partielles du
premier ordre en «, b, ¢, assez pelits en tout point (a, b, ¢) pour que
Pensemble des termes non explicitement éerits ait une valeur aussi
petite que Pon voudra par rapport i la somme des deux termes expli-
citement écrits et, partant, par rapport au premier de ces termes.

Alors i aura le signe de ce premier terme, qui est le signe
P\wc), e T e ee premier terme, qui est le signe <.

Sicdone notre systéme ¢tait en équilibre stable, on pourrait choisir
les valeurs prises, en tout point («, b, ¢), par £, 1,, {,, de telle sorte
que les trois conditions suivantes soient remplies :

1 U ne surpassera jamals une cerlaine valeur positive donnée
d"avance A;

20 (f(//l[l>0 est positil;

30 (IZEJ demeurera positif quel que soit 2.

l1®

Or les deux dernieres conditions exigent que U croisse au dela de
toute limite avee £; elles contredisent done i la premitre, en sorte qu'il
est absurde dattribuer la stabilité & notre sytéme.

La proposition énonceée est ainsi ¢lablie.

On remarquera que la démonstration de cetle proposition n’implique
aucune fypothese touchant les actions de viscosilé ; ces actions pourraient
éire présentes ow absentes, elles pourraient ausse bien lendre a favoriser
le mouvernent gu’ a lempécher, sans que la proposition cessat d’ éire exacte.

[l est intéressant d’indiquer la forme que prend celte proposition
pour un milicu vitreux; cette forme est la suivante :
Se, en un miliew vitreur, on a a la fois les deux inegalités

(51) M<o, 3A-+2M<o,
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Uétat d’équilibre initial de ce milicu ne peut demeurer stable lorsqu’on
suppose_jfixes les divers points de la surface qui le limite. Cette pro position
demeure vraie que le milieu soit exempt de viscosité ou qu’il en soit
doué, que cette viscosité tende & géner ou & favoriser le mouvement.

III. — FEtablissement de diverses formules qui serviront a discuter la
stabilité initiale d'un milieu vitreux ().

C’est & la considération des seuls milicux vitreux que notre analyse
va maintenant s’attacher.

Nous supposerons ces milieux illimités; nous supposerons en outre
que les régions infiniment éloignées sont maintenues immobiles ; ¢t, d'une
maniére précise, voici ce que nous entendrons par la :

Soit rla distance d’un point (a, b, ¢) i lorigine des coordonnées;
nous admettrons que, lorsque r croit au dela de toute limite, les
fonctions

! ! ! = oy Vi
y 1, g; cy N, 4

%y

&:a 1y €7

tendent vers o @ la fagon de fonctions potenticlles ; ¢ est-a-dire que
ces fonctions tendent vers o; qu'il en est de méme des produits par r
de leurs dérivées particlles du premier ordre en @, b, ¢; des produits
par 7* de leurs dérivées partielles du second ordee en @, 0, c.

Que &, n, C soient finis ou infiniment pelits, nous poserons, en
toutes circonstances,

‘ (j — _()_.C; ..)< ()_.” - ()E’
da b Je
e Jg¢ O
1= =7 — 5
(52) 0'/) Jc
o 06 €
2T ¢ T dd’
o O 98
P 0a 00

(1) Sur quelques formules utiles pour discuter lu stabilité d’un milieu vitreux (Comptes
rendus, t. CXXXVIII, p. 737, séance du 21 mars 1904 ).
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Si & m, (&, v, Usontinfiniment petits, il résulte des égalités (34)
que nous aurons, en tout point (@, b, ¢) et & tout instant ¢,

s S d 0%0
(53) (A+2M)A9—+—(A+2;.L)FtA —Pigp =0
et aussi
Jd 0%
M Aoy + p— 5 — Aoy, — P"Tcl'? 4+ ...=o,
. ‘ Jd 0%ty
(vh) M Aoy~ . 0 Awyy— py—— I e.. 0,
J 0%,
M Ay - 7 Aoy — py—-5 5 e

Dans ces équations, comme dans les équations (34) dont elles dé-
coulent, les symboles ... remplacent des termes qui sont infini-
ment petits au moins du scecond ordre lorsque & G g, v, ' sont,
partout, infiniment petits du premier ordre.

Ces préliminaires posés, considérons expression

(H5) U (A tzM)/.//.(AO)“da db de,

olt nous supposerons tout d'abord Uintégrale ¢tendue au volume que
limite une surface X dont tous les points sont & une distance finie du
point O3 nous pourrons ensuite faire croitre au dela de toute limite
tous les rayons vecteurs de cetle surface sans que Uintégrale cesse
d"avoir un sens.

De 'égalite (55), nous tirerons

A r

56 ey I 4 Al o

(56) o (A »M)j AG A s,

puis

> d* W ‘ ' 1\ ’ "
(57) —T 2 (A - tzM.)/(AO Vdts - 2 (A -—2M) [ A6 AG d.

Dans ces égalités on a posé, pour simplifier les formules,

Ji — 00 —

dadb de = dw, 7 IE



168 P. DUHEM.
L’égalité (53) donne
A+2M AD - A+ A20 ) pg

Po Po

Aell

en sorte que I’égalité (57) devient

d*W

— _ e
Ca=2(A i—zM)/(AQ) de

+9-—————(A+"’M) /A@AAedm+ (A+2MP)M+9“)/A0AA6’dw
0

Cette égalité, & son tour, peut s’écrire

(58) f‘g-;—f: 2(A+2M)f(A0’ ) des

2(A+ 2M)2/' <() A0)2 (() AON? <() AO)”]
— -+ 4 doy
Do , et 0o Jc

__2(/\ -+ 2 M) (h ~ 2p) J AO 9 AG ()AO ()~A0-:+()A0 a Al e
Py da_ da ()W/).— 0b oe adc )
(A -2 M): [ 0
+9(A -2 M) /AU()A)cDJ
P() ()/I,,'
R - ‘\ % * o
_+_-’(/\—+ M) (A~ ap) /AO’)AJ s
et . dan;
e e e e e e e

k)
Dans cette égalité, n; est la normale & I'élément X, dirigée vers
Pintérieur du volume occupé par le milieu
Si lon fait croitre au dela de toute limite tous les rayons vecteurs
de la surface X, I'égalité (58) devient

(59) Tr=2(A+220) [(40)do
2( A+ 2M)’f (() AO)" 0 AON? 0 AGN?T
b + (=) + (== s
Po \ da ( Jdb > dc ) J

_2<-A+2M>0~+2p—)f(ozm 0AY  IAGOAY  DAGIAYY
Po Oz o T To6 ab T e de )46,

Dans les égalités (58) et (59), le symbole ... remplace des termes
qui sont infiniment petits au moins du troisi¢me ordre lorsque &, 7, ¢,
&, ', ¢ sont, partout, infiniment petits.
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Considérons maintenant I'expression

. . ()//’ )0’ 2 d0"\?"
(60) = /‘ 4)(/> .l)b’) + <‘()E> |

Nous aurons

dws.

rﬂ; ) /'(’()0’ 0" 6" " 09" 9o" )
v = ‘ Po vy

dr o 9a T o5 96 T ¢ 0 1T

ce que Pégalite (53) permet d’éerire

a da R oL oL ac  de
(4 / f)O' oAl N a0 0 Af}’ . Jd0' 0 A /s
e da da b 0db de  de )I '

! f / 0 0 74 0
6 L A Mm/ O 5 L L2

le signe —+... désignant des termes qui sont infiniment petits du troi-
sitme ordre lorsque &, v, (%, v/, ' sont, parl()ul,, infiniment petits.
Drailleurs, 'égalité (G1) peut encore s’éerire

(6u) (7//4; e g (A - oM /.'.\0 AV oy — 2 (2 - 2 )j .( AU elos

. o
co (A - )M)/A// ()—j—c/_; — 2 (1 - f).[J.)/A//%r/E

St Pon fait croitre au delic de toute limite tous les rayons vecteurs
de la surface X, cette formule se réduit &

(63) {//1; e o (A - o M )/-A’/ AD dwy - o (h - 2 )‘/‘(Af/)2 dos - . ...

Revenons a la formule générale (61); elle donne

" f 00 o Al 0 gAY 0 0 AY
dry (A '.aM) (()/ Al JdU" 9 Al d0" 9 Al )dz:s

der Ve oa T 06 To6” T U6 o

YAl Q0" 0 Q0" 0 o0
oA oM /(()AJ a9 o A0 JO JAD 00 )//n

i 0w T on o6 T ue oe
i DA 00" QAD 0T DAY Yo"
A2 (h o )/( ek )r/m

“da da T o b T U oe
2() +ap )j<()0/ Jd AG” JdUJ AO” JdU 9 AD"

Jda Oda +2)—/7 Jb +-5(— Je dw

.................................................

Ann. Ec. Norm., (3), XXIl. — AvRiL 1905. 22
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L’égalité (53) transforme cette derniére égalité en

o’ p ()0’ DAY 99 0ANT 90 DAY
A 2(A 42 M)/ Jda  da _P—(—)Z a6 T de " de )1/737
2 [ AV
ey R R 7 b
[ -
/AT
—i—l(A—&-)M)()A/ ().+fa,.L)‘))A/j ‘
'
l(\-—k M)ﬂ.‘y (A= 2p .)()‘;'\(jJ ((/GS
L+ 2 . 707
+&_{J:i_)/: (_,\.;ﬂp,M).iA/_\f/q- ().—q—aa[J.')—(—)—AAf/’ %7
0 i
fl
(A-f- M) 2 A NG+ (04 )H)—-—AM .
LA oMy L AN+ (5 2 A.\O’ 12710
i e ' de
Cette égalité, i son tour, peut s’éerire
/'-'r’
(64 GF = —a(A+ »M)/ AOY drs— n( A 1 2 M) /M ‘“_//..
9 " Y . )AO’ 2
“m)/ ; (’\ * ]\])___ + (2 1;,{,.)&();/»]
' A 5 Al |2
|- (/\ -+ 2 \l) 07 b (A o) g;ﬁ’i
s [/
-+ (\ -+ a2 M) l)é—i A (LA ()(%—/- :r/m
L —{—~ Jl_l A ] oAy - , J Al o Al
f Po /’ (’\ } “M) I (l"+ ‘ZIJ') Jda N Ja
()A J A0 9 AU
A A ap)——— | =
- ( T M) R adb | b
0 s o
(A ey M)l))A O )()()Ac) ()()AC} ;clm
/+)[J)/5 ()A) ()'_\0”' g o
A oMy 227 varz| 2. 9%
Po (/ ) P ap) da | dn; da
Al . DAY 0 o
oM —i e DL e e L2
l ) (ko) db | on; 0b
JAY DA 0 00
+ [ (A+2M s 7 B iy 70
[( ) FOap) Je J dn; de fd
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~ ?_()‘_-_}:_?_ﬂl \ _l_)_(J_’ _i -( A 4o () A9 ) X 0 AGT
; o J b da ong |V 2 (Ao o
00 Y ) AG
AW;}E«(\,%—.AM)——()——-—}_“_P o) 2= 7 |

90 ()AJ . NEVATIN

_7)—(-;)‘;7}\-‘— “) ‘i“(/—i—[;) 5 5(/_‘

Si Pon fait troitre au dela de toute limite tous les rayons vecteurs

de la surface X, cette formule se simplifie et devient

?, <
(65) @ oo (A0 NI)/ (AD")* dw

A
(_;),—, : (/\ I-')\/l) AO + (2 1~ta{1.)’-)?)f\{—:/—"r
+ ;( , :M)”)‘?’ .a<-,.-,~».y-»‘%'\/,i;r
e ;(A_.}_') )_AJ + (% -|-:>,[J,)()()Aco" 2;(165
4 ;‘"’1’)/( :(/\+‘.4M)()0A}+(/ rfzy.)d()A(fI: (-)%
- (\i—')M) D O %fil(f/l
- (A-MM)—— b (- w% (),ﬁ/}/((/m

Dans les égalités (64) et (65), le signe -+ ... représente des tm'mes
({lll sont lnﬁnmwn( pvllts du troisicme ordre lorsquo £, T ¢, 5, o, 44
sont, partout, infiniment petits.

Considérons maintenant Uexpression, analogue a I'expression (55),

(66) P = Mf/ /.[(Am, )2t (Awy)? -+ (Aoy)* | da db de,

que, par abréviation, nous écrirons

(67) P = M‘E/(Ar.))ﬂ(/m.
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De cette égalité (67) nous tirerons

>
(68) {/l MZon) Ao’ dw.

Raisonnant ensuite comme nous 'avons fait pour tirer I’égalité (50)
de I'égalité (56), mais en substituant dans nos déductions les éga-
lités (34) a I’égalité (53), nous trouverons que 'on a, pour un mxln,u
indéfini,

(69) (Zﬂl‘: _9M2f(Am’) dw
17} Am 0 Aw 0 Am
Po Zf!.( ()a < b ) ) I(/TT

B OMP Z/(() Aw 0 Aoy’ - 0An 0 Am . JAw 0 Am’) s

Jda da b b de e

Dans cette égalité, le signe +... désigne des termes qui sont infini-
ment petits au moins du troisitme ordre lorsque %, 7, € sont, par-
tout, infiniment petits.

Considérons enfin expression, analogue a 'expression (60),

O ()m doy' (()m" 2
(70 U (A R .
70) p"> /| ()(1 <l)/l ) N 1)(:) ‘(ln
Raisonnons comme nous I'avons fait pour tirer I'égalité (63) de
l’égal.ité, (60), mais en faisant usage des égalités (54) au lieu de
I’égalité (53); nous trouverons que I'on a, pour un milicu indéfini,

i

7) :
(71) Lo zME[Am Aoy dgy - o 11.2:/(Ar,)’)2 v,

+... désignant encore des termes infiniment petits du troisiéme
ordre lorsque ¢, v, ¢, &, v/, U sont, partout, infiniment petits.
En raisonnant comme nous 'avons fait pour obtenir la formule (65),
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nous trouverons que 'on a, pour un milieu indéfini,

(72)

d2p
?l—ﬁ = 2sz(Am’) dw

s 2] (-

+ (M 0 Aw +

ab

() AG)’ 2
F e

0 Am’)2
=% ;

0 Aw 0 Aw'\*?
+ (M Jc TP e ) J 1o

/ 0 Ao 0 Ao 0 Aw'
E M -+
o‘, da da ) da

70 Ao v) An'\ 0 Aw'
+ KM a5 T FTg > b
N (M 0 Am 0 A\ 0 Am
Toe T e @

... désignant toujeurs des termes infiniment petits au moins du
troisitme ordre lorsque &, 1, €, &, 7/, U sont infiniment petits

Ces diverses formules vont nous permettre d’établir plusieurs pro-
positions touchant la stabilité des milieux vitreux.

IV. — D’une autre condition nécessaire pour la stabilité
d'un milieu vitreux illimité (?).

La premicre proposition que nous démontrerons est la suivante :

Considérons un miliew vitreux indeéfini dont les régions infiniment
éloignées sont maintenues immobiles. Iétat initial de ce milieu ne pour-

rait sirement pas éire un élat d’équilibre stable st Uon avail a la fois les

(1) Considérations sur la stabilité et, particulicrement, sur le stabilité des corps élas-
tiques ( Procés-verbaur des séances de lu Socidté des Sciences physiques et naturelles de
Bordeawr, Séance du »5 juin 1903 ). — ID’une condition nécessaire pour la stabilité d’un
milieu vitrewr illimité (Comptes rendus, t. CXXXVIL, p. 541, s¢ance du ag février xgog).
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deux inégalités
(73) A+2M <o, M<o.

Cette proposition est vraie que le milieu soit deénué de viscosité ou doue
de viscosite ; elle demeurerart vrate si les actions de viscosilé étaient des
puissances actives au liew d’étre des résistances passives.

Cette proposition nous donne des renseignements plus complets
5]

que la proposition démontrée pour les milieux vitreux & la fin du
paragraphe Il. En effet, si les inégalités (52) entrainent les inéga-
lités (73), les inégalités (73), au contraire, pourraient fort bien étre
vérifiées sans que (3A + 2M) fat négatif. Il est vrai que la proposi-
tion démontrée a la fin du paragraphe Il s’applique & un milieu limi té
par une surface immobile quelconque, tandis que celle-ci suppose le
milieu illimité en tout sens.

Pour démontrer cette proposition, considérons la fonction

(74) U=—W ) —D -+ p.

En vertu des égalités (55), (6o), (66) et (70), et des inégalités (73),
cette grandeur ne pourra jamais étre négative. Si Pon impose aux
valeurs absolues de 0, 0, w,, w,, 0,, 0|, »,, o), des limites supé-
rieures convenables, U sera sirement inféricur & une quantité posi-
tive quelconque A, donnée d’avance. Si done I'état initial du systéme
était stable, on pourrait sirement aux valeurs absolues initiales de £,
0, G, &, 0, U imposer des limites supérieures telles que U n’atteigne
la valeur A pour aucune valeur de ¢.

Les égalités (56), (63), (68), (71) et (74) permettent d’écrire

(75) P —— A +2M)‘/'A9A0’dw~AMZ/.AO)Am’dw
—2(} + 2[J.)f(A0')2 das — o pu. 21/.(&;)’)2 dos
e e s

+. .. désignant des quantités quisontinfiniment petites au moins du
troisieme ordre lorsque &, 4, ¢, £, #', { sont, partout, infiniment
petits.
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a2U

(76) T h(A e M)[(AO')wm

p

0 /"; '(A+9M)()Aj+(7+ ()AJ]
0

+‘ /\~+—2M)()A + (242 l

(

+\(/\+°M)—»-+()—|—'>p)()m]

— /;MZ /(Am’)'—’dm

J Am
"F,,(, A.afl (MW+{

0 Ao
+ <M b P

() AO)
Je

Jda
J Am’)‘“’

J Am’>2
7

» =05
() AU)/ 27
)

Ry
ne

Le signe -+ ... désigne toujours des infiniment petits d’ordre supé-
rieur par rapport i g, 7, (€, 7, C.

Peut-il arriver que le terme explicitement ¢erit au second membre
de I'égalite (76) soit nul? Pour cela, en vertu des inégalités (73), il
faut et il sullit que Pon ait, quels que soient @, b, ¢ : '

(77) Al o,
‘ JAY . oAl
S (A4 2M) TG 2L) =
) Al . CJAY
8 aM)" b o) ———
(78) (A~+2M) - s (A~ 2p) D o,
Af ) AY!
(A'l“ M)() ()‘.—}- {)57::(),
(79) Ao, =0, Af,) L= o0, Awy = o0,
) J Af;)[ J AU), -0
da R PR
0 A(l),' J Afl)l‘ ______
(80) ‘ v an P T
0 Aw; d Aoy
M=+ 5 =2

(i==1, 2, 3).
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En vertu de I'égalité (77) et de la premiére inégalité (73), les éga-
lités (78) deviennent

049 _ 9A0_ 045 _
Ve ab de

et, comme Al est nul & intini,
(8[) A(/ O,

De méme, en vertu des égalités (79) et de la seconde inégalité (73),
les égalités (8o) deviennent

JdAw, o JAw; o 0 Aoy .y
da — 7 b 7 Je '

et, comme Aw,; est nul a 'intini,
(82) Awy =0, Ay =0, Awy 0.

Les quantités
(/, [OF [OFS Mgy

! / / !
0 e wmy, m,

doivent, dans tout I'espace, vérifier les ¢quations (81), (82), (77)
et (79); elles doivent, en outre, s’annuler & Uintini; cela exige que
'on ait, dans tout I'espace,

(83) My 70, Wy == 0, y == 0,
(84) o=o,
(83) W] == 0, 0y == 0, ny =0,
(86) 0 =:0.

Les égalités (83) et (85), jointes aux trois derniéres égalités (52),
montrent qu’il existe deux fonctions F(ea, b, ¢), ¥ (a, b, c), finies
continues et uniformes dans tout 'espace, telles que I'on ait

& . OF o (o OF
87) 1e da’ ! b’ = oe”
7 [pmm O OO
7 9a’ T==35" -7 ¢
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Les égalités (84), (86), (87), jointes a la premitre égalité
exigent que Pon ait, dans tout ’espace,

N

Cr
(S 4
N>
-

AF = o, AF" = o.

F et F' sont donc de simples constantes et les égalités (87)
deviennent

& =o, 1 = o, £ =o,

€

"= o, 1 =z 0, '=o.

Telles sont les conditions nécessaires et suffisantes pour que le
terme explicitement écrit au second membre de I'égalité (76) de-
vienne égal i o.

Hors ces conditions, ce terme est essenticllement positif; il estinfi-
niment petit du second ordre lorsque £, 7, ¢, &, 7', ¢ sont, partout,
infiniment petits.

On voit done que, tant que les valeurs absolues de &, 7, {, &, 7/, U
et de leurs dérivées partielles du premier ordre en a, b, ¢ ne surpas-

d*U

seront pas certaines limites, —E aura sarement le signe de son pre-

mier terme et sera positif; si Péquilibre initial du systéme était

stable, on pourrait limiter supéricurcment les valeurs absolues ini-

tiales de &, v, ¢, &, 7', C et de leurs dérivées partielles du premier
PU .

ordre en @, b, ¢, de telle sorte que —— ne puisse devenir négatif pour

aucune valeur de ¢
Considérons, d’autre part, la valeur prise, a U'instant £ = o, par la

quantité — —l—[—{ qu’exprime 'égalité (11).

l’osonb, 4 cet instant ¢ = o,
o = K&, 11y = K2, o = K2g,.
I’égalité (75) nous donne alors

<%[‘£>o::~[‘l{2(A + "’M>f(A00)2dw —~/|K'2M2/(Awo)2 des

—2K* (A + 2 [J.)f(A00)2 deo — 2 K* IJ.E‘/‘(AQ)‘,V dws

Ann. Ee. Norm., (3), XXIl. — AvaiL 1905. 23
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Visiblement, nous pourrons prendre pour K2, &,, 7,, {, et pour les
dérivées particlles en a, b, ¢ de £os No» Co, des valeurs assez petites

dU . . .
pour que (—-) ait le signe des termes qui, au second membre,
s dt /,

occupent la premitre ligne, et ces termes sont positifs.

Si donc D'état initial du systéme était un état d’équilibre stable,
nous pourrions disposer des valeurs initiales de &, 7, {, &, 7/, €' de
telle sorte que les trois conditions suivantes fussent sirement rem-
plies :

1° U ne surpasserait pour aucune valeur de ¢ une quantité posi-
tive A, arbitrairement donnée d’avance;

2° La valeur initiale de C—(l],g serait positive;

3° % ne serait négatif pour aucune valeur de ¢

Les deux derniéres conditions contredisent la premicre; le (héo-
réme énoncé est done démontré.

V. — Le postulat des petits mouvements.

Les démonstrations précédentes ont la rigucur introduite dans les
questions de ce genre par M. Liapounoff et par M. Hadamard. Nous
allons obtenir d’autres propositions par des démonstrations un peu
moins rigoureuses en ce qu’elles impliquent un postulat que nous
avons déjh invoqué dans I’étude de la stabilité des fluides (*). Com-
mencons par énoncer avec précision ce postulat, que nous nomme-
rons le postulat des petits mouyements.

Considérons un milieu isotrope, dont une partie de la surface est
maintenue immobile, tandis que le reste de la surface supporte une
pression normale, uniforme et constante. Donnons 4 ce milieu un
mouvement; & I'instant ¢, le point matériel dont les coordonnées ini-
tiales sont @, b, ¢, aura pour coordonnées

w:a_*—g(a’ b, ¢, t), )’=”+'ﬂ(a: b,c, L), s=c—+¢§(a,b,c, t).

(V) Sur la stabilité et les petits mouvements des corps fluides (Journal de Mathéma-
tiques, 5°¢ série, L. IX, p. 2335 1903).
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Supposons que les valeurs absolues de &, v, {admettent, quel que
soit ¢, une limite supérieure A

(88) [E12A, InlZA,  [Z1ZA

et que 'on ait de méme, quel que soit ¢,

:}%‘ SrA, , i—))—i A,
%% 1A, %% A, g—g C A,
(88 bis) 3—:;5 LrrA, 32—(‘)"7) AL ,
()((),/25 7 L N , ()(3;2 T, SrTA,
%2‘—3 A, %2;’ ZrvA, %%f- VA,

ryr'y ' ", Y, élant des constantes positives données une fois pour
toutes.

Reportons-nous & ce qui a été dit au paragraphe I, et nous voyons
que, toutes les fois que A est suffisamment petit, £, 1, (, nuls en tout
point de la partie de la surface terminale qui est maintenue immo-
bile, vérifient les équations (34) en tout point (@, b, ¢) du milieu et
les équations (35) en tout point de la partie de la surface terminale
qui supporte une pression invariable. Dans ces équations, le sym-
bole +... remplace des termes qui sont infiniment petits au moins
de 'ordre de A2,

Cette proposition n’est point douteuse; elle est le fondement des
considérations développées aux paragraphes I et IV. Voici mainte-
nant la proposition trés voisine que nous lui substituons :

Si A est inférieur & une certaine limite, on a, quel que soit ¢,

(89) E=w -+ IA2, 0 == ¢ -~ mA?, C=w -+ nA?,

[, m, n étant trois quantités qui, quels que soient «, 0, ¢, ¢, et quelque
petit que soit A, ne surpassent pas en valeur absolue une certaine
grandeur positive fixe I'; dont, en outre, les dérivées particlles du
premier et du second ordre en «, b, ¢, ¢ admeltent également des

limites supéricures fixes.
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Dans les égalités (89), «, ¢, w sont trois fonctions de «, b, ¢, ¢,
définies de la maniére suivante :
1° Pour toutes valeurs de a, b, ¢, ¢, on a

0 du  dy Jdew
(A,—n-M)% (D—(;-I—()b—i— )—!—MAu
02 (()u de s 0 Pu
+ () 9a0i\da 70 ()c) - ('(_)ZAM' Po e ’
du Jdy O .
(A+M (()( o5 ) +MA¢
(90) ()II+()(7+()(V —}—uiA*——~ (l"_c_zwo
+ 0 +p) bd da top T Uc) TR R T hgE T
du  Jde dw
<()a 7% " ()c> +Maw
R ()2 ﬂ de . v A Oty
U+ )()c i \Ja 00 W) TR TP

2° En tout point de la partic maintenue immobile de la surface
limite, on a

(91) =0, ¢ == o0, W=z 0.

3° En tout point de la partic de la surface limite qui supporte une
ression invariable, on a
P
A ’)ﬁ—l—-(-)ﬁ-i-f)(l M()—" ‘oc—i—M Qi‘—i-ﬂ B+M
) 0b da

da db Jde (
—I—_)L()(()u+ﬂ)-+(l‘ﬁ +2,L)2_l.‘_- ot d /ou " dy :
gt o) T et ra\as T g B\ ge T

Jdu du  dy O’ dy e,
<— ()a> [ <()—a +?)'3+7)7)+2MT(' J(j+M 0/)
du  dy du v OJw 0%y ()V v
( + >a+ LM)l(()a %*%) ()//()ll( Je 7)—5>7_
Jdw  du 0y ) du  de ()cv dww
M < - ()C) “ (()c ()b) [ ((Ja o T ) oM Je } /

dv  du’ "t __)_ ()v v Ju ()v ()W 0%
ai\doc " ()[ o Tt ()()4—9'“()(;()&.

+
=

da - Jdc [
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4° ATlinstant £ = o, on a, quels que soient a, b, c,

g =g, v =m, w=_C,
(93) cdu __JdE de  on  dw  IJL
(%= =9 %~ a

Les équations (go) et (92), qui doivent déterminer «, ¢, ¢, ne dif-
ferent des équations (34) et (35), que doivent vérifier &, 1, , que par
la suppression des termes représentés par —+. .., lesquels sont infini-
ment petits par rapport aux termes explicitement écrits.

Mais, bien que les équations qui déterminent §, v, Cdifferent infi-
niment pea de celles qui déterminent «, ¢, a0, bien que ces quantités
et leurs dérivées par rapport & ¢ soient identiques & 'instant initial, il
n’est nullement prouvé que les quantités (6 — w), (q—¢), ((—w)
soient toujours infiniment petites du second ovdre. De ce que deux
systemes d’équations awx derigées partielles différent tnfiniment peu {'un
de autre, on ne sauracl conclure que leurs intégrales correspondant aux
mémes condiions indiales, différent infiniment peuw.

Done, en écrivant les égalités (89), nous admettons implicitement
Pexactitude d’un postulat non démontré.

Néanmoins, comme, dans une foule de questions du méme genre,
les plus grands géometres ont fait usage de ce postulat, nous allons
en user 4 notre tour au numéro suivant. '

VI. — Modifications (') que le postulat des petits mouvements
permet d’apporter aux propositions démontrées au n° I.

Le postulat des petits mouvements permet, tout d’abord, de rendre
un peu plus completes les propositions énoncées et démontréesaun® 1.

’

Il permet, en premier licu, d’étendre le theoréme que nous agons for-

(t) Sur les conditions nécessaires pour la stabilité initiale d'un milicu vitrewx ( Procés-
verbaur de la Société des sciences physiques ct naturelles de Bordeawr, séance du
2 evril 1go3).
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mulé pour tous les milieuzx vitrewx ou cristallisés au cas ou la surface qui
limite le milieu étudié, au licw d’étre enticrement f xe, serail en partw
déformable et soumise, dans sa partie déformable, & une pression inva-
riable.

Il permet, en second lieu, d’apporter un autre complément au
corollaire, relatif aux milieux vitreux, que nous avions tiré de ce
théoréme; ce corollaire, ainsi complété 4 deux reprises, se formulera
de la maniére suivante :

St l’on a, en un miliew vitreux, les deux conditions

3A+2MZo,
(94) M<o,
dont l'une au moins ne se réduit pas a une égalité, le milieu ne peut
demeurer en equilibre stable lorsque les diverses partics de sa surface
lerminale sont ow maintenues vmmobdes, ow soumises & une pression
invariable.

Nous nous contenterons de démontrer cetle dernicre proposition,
laissant au lecteur le soin, d’ailleurs aisé¢, d’établir la premitre.
Posons, en effet,

S L i
(o5) S e NPT/ IR P
¥ _ow v _du  dw __dv du

NERTR PT T T
et considérons I'expression

(96) U=— éffftw/\—}-2M)(s,—+-52+a;,)’

+ oM [ (g2 — &)+ (ey— ;) (&~ &)+ 373+ 373 -+ B3] | da db de

()u do\? dw\?*
s [SUG) (@) (%)

da db dc
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que 'on peut aussi écrire, en posant de = dadb dc,

(97) U:~£f[A(El~t-sg+ss)’

+M(ze%+2s§+2s§+yf+7§+v§)]dw
1 Ju\? de ow
oo |G) () + (5 )=

Légalité (66) nous montre que, lorsque les conditions (g4) sont
vérifices, U ne peut jamais étre négatif.

Les conditions (88), (88 bus) et (89) nous montrent ensuite que, si
la grandeur A dont dépendent les limites imposées aux valeurs
absolues de &, x, C et de leurs dérivées partielles est suffisamment
petite, U demeurera sirement inféricur 2 une limite positive arbi-
trairement fixce d’avance V.

Enfin, si l'état initial du systéme est stable, on pourra, aux valeurs
absolues initiales de

AN RS

qui, selon les égalités (3), sont les mémes que les valeurs absolues
initiales de

du dv dw
Uy 0y W, —5 =y =

g’ o’ o
imposer des limites supéricures telles que A soit aussi petit que I'on

voudra, partant que U demeure, quel que soit ¢, inférieur a V.
L¢galité (96) nous donne

:“ifﬂ(3A+2M)(€l+82+63)<{£ o 053)

dey 0 Je, gy
salf(ema) (- 52+ e (B2 - G+ ame (5 - )

+371007;‘+5/20 +37, “]gdw
fdu Pu de Qe Odw Ot P
W/mw*mw*wW “-
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Mais, selon les égalités (go) et (95),

Ju d*u v ¢ dw £)_"_"\) des
(99) P{f(fﬁ P T T /

fj { (A""M)—o‘ (214 &+ &)+ MAw

0* ) du
+(h + )dadt(a,+e, &—53)—{—;/.) AuJ 3
+[ (A + M)()db (&, e+ ¢;) + MAp

. W]
(s -+ P)()bdt(cl+cl+%)—+ 2 6- ¢ 7

+[ (A+M)D— (g4, &) + M Aw

| ow )
E,+E;+E)+{J Au d.

0
) gea ¢ e Tl
:——f’ [A (g+e+e)+2Meg] a+M y;,ﬁ-}—Mygy

4+ (* + p

()/‘

Por Bt p Lhyi(ls

" J ey
+|~Ya'['<81+52'(—5;;)+,),{-"ﬁ o -

1. e de dey
MS./g('))A +14M)(€,+524~e;,)<0—2 + ~—E~!~~——l)

i de,  Oe de, O R
SR W —C

s 0 o 0
+ 37, L‘—&-%/z(d-/t?—{-S/, )/;Ji(lm

ey, dgg\? ey de\? dey 08\
Kw ;;7) *('JZ"UZ) +<'JZ“7)7)
Y a2 32

Au dernier membre, la ligne de points remplace deux intégrales
analogues & celle qui précéde cette ligne.

Or, ces trois intégrales étendues a la surface que limite le milieu
sont séparément nulles; en effet, ou bien I'élément dS appartient & la
partie immobile de cette surface; alors u, ¢, w y sont, selon (g1),
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nuls quel que soit ¢, ce qui donne

du o dv o dw
a="  aT” T %

ou bien I'élément S appartient a la partie déformable de la sur-
face S; alors les égalités (92) y sont vérifiées. En toute circonstance,
les égalités (98) et (99) nous donnent

clU~ )
dt 5 |

(BA 4 2M) (&, + &y-+ 23) <()E1 ey 053)

ge "o T

de, ey N Jdey  dg A % dey
+2Ml(52—83)<()t “'&‘)‘*‘( )<W—W>+(51—°2)<dt_m
+3yl()yl+3yld}’2+ 73() ];6
1 | ()a, daz ()_ei 2
/((“"'2“) MY
) dey,  dey dey  degy ey  dey
+”Jl<()t 7[) +(7)7 ()t> +<7)7 ()é>

Jy, [ 07, o[ 073\
<“)?> 'H( dz) +5<7)7 .

|
) dss.

- . d*U
Formons maintenant —--

Nous pouvons écrire

d*U , ()s, r);‘,‘ ()s;, 2
qar T 5/ (3 A -2 M) ()/ T ()7)

()s, dey dey  dgg\*? de, . 0, \2
+2 MK m'+(m”“w)+<m"m)

+a(F) e () 2 (F) e

(T ¢ ()r-:z e, ()sf 0%¢,
_2/% LA(s,—i—ez-*—e;,)—i—)MaH—)( 2 > 2] 2o
()s1 dey,  dey . dey | 0%ey

+‘LA(€1+52+55)+?M51+)\( '——i— —(')7> -~1~*),{.Uz—7}7

) ()c, e, ()a;, 08T 0%

ot ‘A(a, &yt &) - 2 Me, -+ )( 5 ()L > 4+ am 7)_2 5

)75\ 0
() G () G (1 3)

Ann. Ec. Norm., (3), XXIl. — AyriL 1go5. 24



+2f§[A(e1+sz+sﬁ)+9Me +7\( 4

r 2
+zf% (A+M)0 (& &y &) + MAw + (7~+{i)()z()t(€1+ &y £y) - [ )A J() :

(102)
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La seconde intégrale peut s’écrire

de de, 0
zfj[A(ei—)—eﬁ—v—ss)—i—zMs,—e-)\(?f_,_Ut;+7£§_

.
(M%+Hd’“‘>ﬁ+ M72+H%>7 2l as

oe ) 0¢. e,
+2f({A(e,+eo+e;)+oMaz+)\<d; +(()8t“’+_l_€:>+w_()5_t.]@

(M}'l‘*‘[idw)“/ +

Jgy  dey  dey\
at ot o ’

07, dy,
+<M/2+{J—(—)Z')0'+<M}/1+{J ()t)p\‘(ﬁf dS
o

J*v
Joe

J 0* d
-+ (A —I—M)(—)—/(si-l—ez-b—ea)ﬁ-MAv -1—(A+/.L)m(e,+s2/i- E;;)—‘-[J.WAV

—+ (ATBI) J (e1+ €+ &) + MAw -+ (4

)i(g_g"_« _.1._ ._)_4A‘v
RS R &) L

Dans cette expression, les trois premieres ihtégrales sont nulles;
en effet, ou hien I'élément S est immobile, cas auquel «, ¢, w sont
nuls, quel que soit ¢, ce qui donne

NPu 0% 0w

— 0 — =20 — =20}
Jae ’ o ’ oe? ’

ou bien I'élément dS supporte une pression invariable, cas auquel
les égalités (92) y sont vérifiées.

Quant & la derniére intégrale, on peut la transformer en y rempla-
cant u, v, w par leurs valeurs tirées des ¢galités (go). Finalement,
I'égalité (101) devient

a*U de; des ey
i s/;”A"”’M)(m*T'*“()t)

()e,_ deg\*  [dey  de\? (()aI ey \?
+2 M[ ()z> (5 )+ o)

o4 & «%) +—3<%:/L—'5>2+3<%/l—‘2)2—|§dm

J* oy
“‘)7‘$/|
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2 [ , Jd i |
+|—O;. " [:(;\‘*“I“);E(E]—}—;z—{—ba)+MA11_

N ()2 . ] R () T2

“‘()\ -+ IJ-)()(('()“Z (&g + €y - cg) —+ [J_ ()—t A”J

-l-—[(/\ -+ M)%}(ap}—ez “+ &)+ MA¢

~ J* 2
b ot

) .
(A4 (g, + &y 4+ &y) + ((52 Ap

= l(/\ -+ M) (L))— (g8, +¢&3) +MAw

Jc

2 ) 0 1%
T T (&) + &, 4+ &) + ‘U';)_Z Aw J ” o8

A linstant £ = o, rien ne nous empéche d’associer aux valeurs que
du , 0Oy , o
— o —

nous choisirons pour u, ¢, w des valeurs de «' == “~—, ¢’ = — —
pour i, ¢, s valeu o’ ac’ ot

données par les formules

w = K2?u, ¢ = K20, ol = K2,

K* étant un coefficient indépendant de @, y, =z. Alors, au second
membre de 'égalité (1o00), la premiére intégrale deviendra

2%

l;‘ /} (BA-+2M) (&, ~4 &y -+ €52

4 2M{ (e — €2 )2+ (&1 — &)+ (e2— &) -+ 3y} + 373 + 373 ]| dw,
tandis que la seconde deviendra

K+ .
-7 ft(d)‘ + ap]) (&1 4e2+&y)?

b A [(Ey &y )2t (&) — &3)2 (&g ~— & )2+ 3y~ 3yi—+ 3yi ]l dw.

En vertu des conditions (94), dont 'une au moins ne se réduit pas
4 une égalité, nous pouvons choisir w, ¢, w de telle sorte que leurs
valeurs absolues ne franchissent pas les limites qui leur sont impo-
sées et que la premiere des deux intégrales précédentes soit positive.
Nous pouvons ensuite choisir K* si petit que les valeurs absolues
de «', ¢/, w" deviennent inféricures aux limites qui leur sont imposées
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et que la seconde intégrale soit inférieure en valeur absolue a la pre-
miére.

\ e dU R ..
Dés lors, lavaleur initiale de —; sera stirement positive.

D’autre part, en vertu des conditions (94), g{;—U, qui est donné par
I'égalité (102), n’est jamais négatif.

U croit donc au dela de toute limite avec ¢.

Cette conclusion, qui implique contradiction, démontre par I’ab-
surde le théoréme énoncé. .

La proposition précédente a une application importante :

Pour un corps fluide, M est nul; nous voyons alors qu'un corps
fluide ott A serait négatif, serait en équilibre instable lorsque cer-
taines parties de sa surface seraient maintenues immobiles, tandis
que d’autres supporteraient une pression invariable. Par la se trouve
étendue aux fluides visqueux une proposition démontrée ailleurs (')
pour les fluides exempts de viscosité.

\

VII. — Autre conséquence du postulat des petits mouvements : ni l'une ni
Pautre des deux vitesses de propagation au sein d’un milieu isotrope ne
peut étre imaginaire (*).

Le postulat des petits mouvements nous permet d’apporter un com-
plément important & la proposition que nous avons établic au para-
graphe IV; nous pourrons, en effet, énoncer et démontrer le théo-
reme jque voici :

Considérons un miliew vitreux indéfini dont les régions infiniment
€loignées sont maintenues immobiles. L’état initial de ce milieu ne pour-

(1Y Sur la stabilité et les petils mouvements des corps fluides, Chapitre I (Journal de
Mathématiques pures et appliquées, 5¢ série, t. 1X, 1903, p. 233).

(2) Sur les conditions nécessaires pour la stabilité initiale d’un miliew vitreux (Procés-
oerbaux de la Société des Sciences physiques et naturelles de Bordeaux, séance du
2 avril 1go3).
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rait sirement pas étre un état d’équilibre stable si lon avait l'une ou
Uautre des inégalites

(103) A+2M <o,
- (104) M <o.

Cette proposition est vraie que le milieu soit dénué de viscosité ou qu’tl
sout doué de viscosite ; elle demeurerait encore vraie st les actions de vis-
cosité, au liew d’étre des resistances passives, étaient des puissances
actwes.

Dans le cas ou le miliew est dénué de viscosité, cette proposition peut
s’énoncer autrement; si 'on se reporte aux expressions, données par
les égalités (20) et (21), de la vitesse de propagation des vibrations
longitudinales et delavitesse de propagation des perturbations trans-
versales, on peut la formuler ainsi : L'édguilibre initial du miliew seraut
stirement instable st Uune ou Uautre des vilesses de propagation y étai
tmaginaire.

Supposons, en premier lieu, que I'on ait

(103) A+2M<o.

Posons

~ 5 du _ 0v 0w,
(103) 0= Jda + a0 - Je

In vertu des égalités (go), cette grandeur vérifiera, en tout point
du milieu, I'¢équation aux dérivées partielles

20

Pl

(106) (A+2M)AO+ (7 + 2p) o A0 — g

Considérons I’expression

(ro7) U=z=--(A —i«zM)/'(A@)2 dws - P"/l:(%(:)z,y -4 <%_(2_/)e -+ <%>2J dws,

ol
0O = ()@— s de == da db dc.
a¢
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Des calculs tout semblables & ceux qui, des égalités (55) et (60),
tirent les égalités (56) et (63), nous donneront

(ro8) Cfl,—[tJ::—[;(A +2M)[A®A®’dm~—2 (A +2p) /(A@’V dw.

Puis, des calculs semblables a ceux qui ont fourni les égalités (5¢)
et (65) nous permettront d’écrire

2 .
(rog) C/iltg =4(A + 2M)/(A(‘)’)°"dm‘
b _apy 0 A® 0A0' |2
+E;f3 [(A+)M)~(7(T -+ (7\+2p) v()((m»
0A0 JA®"|?
+ [(A»}—zM)—W)— + 0o 2 J
0 A0 ' oAm“ﬂt
4—[(A--1—2M)—~(;—C—-+(7\+),p.)~()-é | v(lm.

Ces préliminaires posés, supposons que I'é¢tat d’équilibre initial
du systéme soit un état d’équilibre stable. On pourrait visiblement
imposer aux valeurs absolues initiales de

d on  I¢

&, M, C, -0—;7 "7;:'7 (—)2'7

qui sont les mémes que les valeurs absolues initiales de

v o w du dv  Ow
R VA VA T
des limites telles que U ne surpasse 4 aucun instant une certaine
valeur positive donnée d’avance V.
D’autre part, nous pourrons toujours, i cet instant initial, prendre
qQu av w
2wy 0

oY w2 o% e
ot =K, Gy =Ky, o =K,

K* étant une quantité indépendante de «, b, ¢. Nous aurons alors,
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selon I'égalité (108),

(110) (\%g\)():"-r’xl("’(/\—PQM)/.(A®0)2dm

— 2K+ (X + 2;1.)'/'(A®0)2a’m.

Nous pourrons toujours, sans que les valeurs absolues initiales de

du dv dw
T T T
prescrites, faire en sorte que A®, ne soit pas nul dans tout I'espace
et prendre, en outre, K* assez petit pour que le second membre de
I'égalité (110) ait le signe de son premier terme, qui est positif selon
I'inégalité (ro3).

u, v transgressent les limites supérieures qui leur sont

dU . . cen , .
<7l[> serait alors sirement positif; comme selon I’égalité (109),
8 0

d*U » Ay N , Mgt i

—p e peut étre nul & auvcun moment, U croitrait au deld de toute
limite avec ¢ et ne pourrait demeurer inférieur 2 V. La contradiction
i laquelle nous aboutissons démontre le théoréme énoncé.

Imaginons maintenant que 'on ait 'inégalité
Imag intenant que P'on ait 'inég
(ro4) M -7 o.

Posons, par exemple,

0w Jy

Qo 27 20
(r1r1) =y F oz

Sclon les égalités (go), nous aurons, en tout point du milieu et &
tout instant,

2()
(112) M AL, - {J.‘% AL — p,,(») -0

e

Considérons alors I’expression

. o O 2 S/ 2 s'/wz"
oot o fosne o (25 (5 (38 o
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ol
09,

9’1:'—&2—'

Des calculs semblables & ceux qui, des égalités(67) et (70), tirent
les égalités (68) et (71) permettent d'écrire

Y T (T

Puis, de méme qu'on a obtenu les égalités (69) et (72), on ob-
tiendra l’égalité

(115) dﬁ = AMf (AQ, )

[ ( (}AQ, 0ASZ’>
(

N MdASZ A% )
09 Mszq

En raisonnant sur les égalités (x13), (114) et (115) comme nous
avons raisonné sur les égalités (107), (108) et (109), nous prouve-
rons que I'état dequnhbrt initial dun miliew indéfini ol Iinéga-
lité (104 est verifiée ne saurait étre un état d'¢quilibre stable.
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CHAPITRE III.

LE DEPLACEMENT DE L’EQUILIBRE.

I. -— Du déplacement de 1’équilibre en général.

Considérons d’abord an systéme défini par un certain nombre de
variables normales «, {3, ..., A, hors la température absolue T. Sup-
posons qu’a une certaine Lempérature T, le systtme prenne un état
d’équilibre lorsqu’on le soumet aux actions extérieures A, B, ..., L,
et que cet état d’équilibre varie d’une maniere continue lorsque, sans
faire varier la températare T, on fait varier les valeurs A, B, ..., L
des actions extéricures. Si les actions A, B, ..., L éprouvent des
variations infiniment petites dA, B, ..., dL, que nous nommerons
des actions perturbatrices, les valeurs des variables o, B, ..., A qui
conviennent a 'équilibre éprouvent des variations de, B, ..., dA,
que nous nommerons des perturbations; I’expression

dA dot + dB dB —+ . . .+ dL d)

sera nommée le travail perturbateur isothermique.

Dire qu’un travail perturbateur est positif, ¢’est dire, sous une
forme mathématique précise, que la perturbation se produit dans le
sens vers lequel (endent les actions perturbatrices. Il est clair que
les systémes que la nature nous offre seront tels, en géncral, que toul
travail perturbateur tsothermique, accompli a partir d’un état d’eéqui-
libre, soit positif. Cest ce que nous exprimerons en disan( qu’ils sont
soumis a la loi du déplacement isothermique de I équilibre.

Soit (e, B, ..., A, T) le potentiel interne du systeme; pour que ce
systéme soit soumis & la loi du déplacement isothermique de I'équi-
libre, il faut et il suffit (*) qu'a partir de I’état d’équilibre, toute

(1) Traité élémentaire de Mécanique chimique fondée sur la Thermodynamique, Livrel,
Chapitre VII (t. I, p. 137).

Ann. Ec. Norm., (3), XXII. — MaI 1905. 25
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valeur de la variation seconde

a7 o o -
j)j:‘; (ot )* (Q):@F?: (dBy ... - ))):’ (ed2)* + S‘ )() Iy dp.dv
soit essentiellement positive. Il en résulte, selon le criterium de
Lagrange et de Lejeune-Dirichlet, qu'un étal d’équilibre soumis a la
lot du déplacement isothermigue est assurément stable si l'on maintient
invariables la température T et les actions extéricures A, B, ..., L.

A cette loi du déplacement isothermique de I'équilibre se rat-
tachent beaucoup d’autres considérations que nous avons déve-
loppées ailleurs (*); nous serons amené ici 4 étendre quelques-unes
de ces considérations aux milieux ¢lastiques.

II. — Du déplacement isothermique de 1'équilibre pour un milieu élastique
affecté d'une déformation homogéne.

Supposons que les composantes £, 0, { de '¢longation soient, pour
chacun des points matériels du milicu, des Ionclmns linéaires des
coordonnées initiales @, b, ¢ de ce point; en d’autres termes, suppo-
sons que l'on ait

‘ £ == :g(, ety b= gy b agg e,
(116) Cof) Ty b Gy €~ gy b~ gy,
( €= Cu b= @y (A= Ay b A agyC,
Eo» Mos Go ot les a;; étant douze quantités indépendantes de a, b, c.
Selon les égalités (23), nous aurons
ey =ay+j(at, + al, -+ al)),
€y = Ay + j(al, + ai, + dj,),
(117) €3 = agy -+ (@t +aj, + aiy),
817 Ay o Ugy ~= (g Gy~ Ay Cyy =+ (ys Uy,
E27= Ay b Gy~ Ay g = Uyy g = gy dyy,
== Uy~ ) = (g g 1= Ay gy = Cyq Uy

Les six quanlilés ¢,, e,, ¢,, g, gs, &, ont ainsi des valeurs indé-
pendantes de @, b, ¢, ce qu’on exprime en disant que la déformation
du miliew est homogene.

Supposons quc les quantités &, /)(,, C(, et les a,, éprouvent des va-

(1) Ibid., lercl Chapitres VI, IX, X, XI.
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.. S S N . ,

riations ¢%,. 3v,, ¢¢,, oa;; indépendantes de a, b, c; nous aurons,
selon les égalités (116),

(118) s

' 0 == 8¢, -+ a day, -+ b dayy + ¢ Sas,,

(<2
ny

£ = 0Ey + adayy + bda,+ cdayy,

= 0Ny + aday - b 8asy + ¢ 0asy,

Qs
=

tandis que les égalités (r17) donnent

N o :
f0e = (1 @) Oy = @y Oty =y Octyy,
N
8¢y == @y 0y~ (1 = Qyy ) Oys = Cyy Oftyy,
ey == @y Oty - Ay Oty - 3
0€y “= gy 0ty + Ayy Oty = (1 = &g3) Octyy,
O 1= @y 0ctyg (1 = @ys ) Ollay ~ Clyy Oclyy
N ~
(119) ¢ A= @y Oct g = Qyy Oy —+ (1~ dg3) Ogy,
N ~\ Y
SaTE @y OG- Qg 0@y~ (1 agy) Oy
(1= @y ) Oy @y Otgy + Az 0y,
~ N b o
03 = (1 - dyy) 0Gg+ Uy Oltyy + 31 Oy,

’ (119 Octyy 1 (1 -+ ay) Oy + dgy Octy, .

Ces égalités peuvent encore s’écrire :

n RN dy o Jds .
neq == —— Ol g~ —=— Oy + —— 01,
! da "M Da YT Qa MY
g o.r Y ay Setos 4+ Js Sue
0Cy = o Oy~ = Ollyy = — Oy
2 ()/) 12 /) 22 ‘)/) 32y
n o . Ay Js .
O’y - — 0y~ == 0y + —— Oy,
’ de B 0e TR e +
N da . Ay . 03 .
Oy mn = Oy = = Oay ~- — 0(lyy
R 00 BT 00 TR T g 7
/ RN dy Js
120 ( e 22 Oy b = Bty A —— Oy,
(120) \ dec T e T ge T
0L d.r Aty dy Oty + Js ou
04 ™ = O0lyy T o Oy
o2 dc M e TR e
N o Setes dy St 4 ds o
= 00y == 0y ~+ 5~ 0dyy
da T 0a TP Ja ’
. BN _ oy et 4 Js S
0L, == e OV (L & 1= o ————v— 32
o8 da " 0 TR da
- )r Y Jv St Js ou
x e —— Oy = = Oy — oa,
i (/// 11 ()/) 21 /} 31



196 P. DUHEM.

Les égalités (119) donnant pour e,, e,, €, g, &2s Sa, des valeurs
indépendantes de a, b, ¢, la déformation est encore homogéne apres
la variation imposée aux &,, 7o, Gy, @;;-

Cette méme variation donne encore, selon les égalités (118),

(121) st=o, d*n—=o, 0%l =o
et, en vertu des égalités (119),

0%e; = (Oayy )%+ (0@ )+ (Jas ),

8%ey = (Oayy )2+ (0ayy )%+ (0a30)%,

0% ey = (0ay3)* + (Oay; ) + (Jtay )%

02 g1 = 2(0a,, 0cty5~+ Otys Oty —+ Scgy Octys),

02 go=2(0ay3 a4 ~+ Oays Octys + Ocyy Octyy ),
. 0283 =2(0a O+ Oty Oyy—+ Octzy 0tzy).

(122)

Lorsqu'un milicu est, a partir d’un état initial homogene, affecté
d’une déformation homogene et que, de plus, la température de ce
milieu est maintenue uniforme, on voit sans peine | Recherches sur
U Elasticité, premiére Partie, égalités (62)] que les six quantités Ny,
N,, N;, T,, T,, T, sont indépendantes de a, b, ¢ ou, ce qui revient
au méme, de &, v, 55 il en résulte [7bid., égalités (70)] que les actions
extéricures capables de maintenir le systéme en équilibre se réduisent
a des actions purcment superficielles. L’élément S de la surface qui
limite le milicu est soumis & une force dont les composantes sont

( PrdS = (Nga+T;p-+Tyy)dS,
(123) P,dS =(T;a-+Nyp+Trpy)ds,
? P.dS = (Tya+T.3 -+ Nzy)dS.

a, B, v étant les cosinus des angles que la normale & I’élément JS,
dirigée vers I'intérieur du milieu, fait avec les axes de coordonnées.

La perturbation isothermigue dont nous venons d’étudier les pro-
priétés cinématiques transtorme l'¢élément dS en un élément dS';
aprés cette perturbation, le corps est encore maintenu en équilibre
par des actions purement superficielles; I'élément dS’ est soumis &
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une force dont les composantes sont

P,LdS' =P, dS +3(P,dS),
Pl dS' =P, dS + (P, dS),
PLdS =P, dS + 3(P, dS).

s(P,dS), c(P,dS), S(P.dS) sont les actions perturbatrices.
Le travail perturbateur a pour expression :

de :f[a(deS)BE+3([’de) &0 +8(P, dS) ¢
ou bien, selon les égalités (123),

de:f; 3[(Nyot - T B + Tyy) dS] d
4+ O[(Tz ot -+ Ny B+ Toy) dS] 80
4 B[(Tyet Ty + Noy) dS] %1,

Si Von tient compte des égalités (r2r), cette expression peut
2 M
s’éerire

(l’)A/I) de = 8 /‘I‘(N’Lg e T;-,ﬁ - '],’y"/) f)g - (’]‘:. o N.Y@ - Tr'}’) o1
- + (Tya+Tafs - Noy) 8] dS.

Les ¢galités (45), (61) et (62) de la premiere Partie des Recherches
sur U Elasticité transforment la quantité sous le signe f et permettent
de remplacer I'égalité (124) par I'égalité

(125) dae -:8/ (QLD de; + il dey, —+ 9® de,
dey de, ;
ob o a0 >
e Q7 a’m,

S 1 - ()”2-!—‘——‘0”3
I8 © dgs ° gy

ou l'intégrale s’étend & toutes les masses élémentaires du systeme.
Les six grandeurs e,, e,, ¢, g,, g»» &, ayant, ainsi que la tempé-
rature T, la méme valeur en tout point du milieu, cette égalité peut
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s’écrire, dans le cas ot la perturbation est isothermique,

N 0D o odb P od N . o ~o\@
(126) dE = m(:)—ioe, - 362032 + e . dey +()a10b1 +()g‘,0“ 4 ()mom)
o0 ., oo ., o ., 0P, o,

+m<———d 18 e,-t--———() 9%ey+ 5 ‘8 e,+(}g_1o &1+ 03‘26 024—()'(’30 M),

(2) désignant un carré symbolique.
En vertu des égalités (120) et (122), cette égalité (126) devient

~ LY dx ) )z
(r27) dE= ml ;)e ( Bg-oa“ + f)xoa.“ b ((7—0(&,1> “+ ...
o da y Js .
%;I' 70 Ay -+ 25 0(‘14'1' b Oy

22 sy 2 By 2 0ay,) o |
de T 9 T de ) T

[ 0 s e SV (B 2]
+m? DZ[(M“) + (Oay )+ (Daz )] +. ..

oo
2 (Ot Oty Oty Otlyy ~+ Ottyy Oty ) +. ..

9%
(2) désignant encore un carré symbolique.

Pour que le systéme, EXCLUSIVEMENT AFFECTE DE DEFORMATIONS HOMOGENES,
verifie la lov du deplacement isothermique de Iéquilibre, o faut et il suffit
que le coefficient de m, au second membre df Uégalié (127), soit positif
quelles que soient les valeurs atiribuées aux oa;.

ITI. — Du déplacement isothermique de I'équilibre, en général,
en un milieu élastique.

Nous allons maintenant établir la proposition suivante :

St la condition qui vient d’éire énoncée est verifice quelles que sovent
les valeurs de e,, ey, ¢, gy, gsr &5 le milieu élastique considéré est
soumis, en toules circonstances, a la loi du deplacement isothermique de
Uéquilibre.

Supposons, en effet, que notre systeme soit en équilibre lorsqu’on
le soumet a des actions extéricures qui se composent :
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1° D’une force P, dS, P,dS, P,dS appliquée i chaque élément dS
de la surface terminale;

2° D’une force X dm, Ydm, Zdm appliquée d chaque masse élé-
mentaire dm.

Chaque point matériel de coordonnées initiales a, b, ¢ est affecte,
en cet état d’équilibre, d’une élongation &, v, {; la déformation, en
ce point, est définie par les égalités (23).

A ce systéme appliquons une perturbation ou les quantités &, 7, {
¢prouvent des variations premieres ¢&, (n, o(, indépendantes ou non,
¢t des variations secondes 82£, 2%y, 62 C.

Les ¢galités (23) nous donneront

e = 9£ 0% dyddn 05 00

1T Da da da oa = da da’

(l ‘.’.8) 65’" — ()Ll_t ({L’)\é - ()Z ()ﬁ - (?i QAé\C
Jdb Je b oc db dc

dx 0ot  dy ddn  ds JdE
e ob T oc 96 T oc b

et aussi

g (0 0% 000080 907 000\
& "'<()b oc T op 9 T b ()c) e
() ] S R SRIORRRAERRERELEES ,
s, . (Q9EN*  [ddn\? dadg\? .,
’ocl ﬁ((}a) l_<()a - (}(1,) + D,
avece
beo . o OFE 0y odn  0s 00
g vre da da Jda  da Ja da ’
Ny N Ng. - Ny
(130 Ly Y% 00 dy d0*n Js J3*¢
) g = 06 e T 06 "¢ T b Toe

duw d3*  dy dd*n + J3 929%¢
9¢ 06 " 9¢ b T d¢ db

Le travail perturbateur que nous nous proposons d’étudier aura
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pour expression

ou bien encore

(131) dc;:a[f(xag +Yon +73) a’m—+—/(P,,-6£ 4P, 80 P, 5¢) dS

P. DUHEM.

f(ax 3 - 8Y 6n + 7. 8C) dm

+f[6(P,db)8g +

3(P,dS)dn + (P, dS) o]

_f(X62£+Y82n+Z6’C)d/nw f(anfg_wyaﬁ-n P, 8°C) dS.

L’état initial et 'état troublé étant deux états d’équilibre, on tire
sans peine, del’équation méme des déplacements virtuels,

(132)

s o
: - f (ac %

ob

dey +
dey

A
ey

5 [(x 55+ Y o + 7.0 dim —+ / (o3 P 30+ P, 6) dS

o <l'

tandis qu’il suffit, dans cette méme équation des déplacements vir-
tuels, de remplacer ¢, on, ¢( par 6&, ¢*x, ¢*(, et de tenir compte
des égalités (130) pour trouver I'égalité

(133) f(xazg FY 80 +28C)dm +f(Px52£~I— P, 3% + P, 34C) dS

oD :,
f(m”

()fb o
e ID G +0 g

ov

D2ey+ —D2g

Ay

o od
fomem D2y e — D2 >rlm.
08 ik J&n

Les égalités (131), (132), (133) et (129) nous donnent sans peine

(134) & :f'[

o0 (0w 0
de, da da
0 0z 0ot

- 5:( 0b dc
dx 90k

()c b

9e ﬁ&e) +
()61 < da

® (95 93¢
dg, 96 dc

()y c) 07
da da

dy d9n

+ 9 de

dy 90on
dc db

Jddn\? N
Jda

Jdb  Jdc

95 oc

L. 93098
da Jda

a 8C
9b ()c

de 0b

(2)
=

dd¢ d 8'4)

JoC\?
()a> _I+

-+ ‘dm
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Or, sous le signe j, le coelficient de dme est ce que devient le coel-

ficient de m au second membre de égalité (127), lorsqu’on vy fait

et J o - J ok e 0 0&
11 = ’ 2 == T 3— "
da ! Jdb B e
3u d dn . d on . J o0
(lyy == , Oyy == ——» 09y = —— 3
' da =T 00 T de
Oty = J % Octyy = J 9 Octyy = J 9%
3= 39 ey Ly .
! da i a0 3 de

Il est done essentiellement positif; il en est de méme de d&, ce qui
démontre le théoréme énoncé.

IV. — Conséquence, relative a la stabilité de l'équilibre,
de la condition établie au § II.

Supposons que le coeflicient de m, au second membre de I'éga-
lité (r27), soit essentiellement positif. St les divers éléments de masse
qui forment le corps élastique sont soustraits & laction de toute force
exterieure et st la surface qui limite ce corps est maintenue invariable,
ainst que la température, 'étal d’équilibre de ce corps est stable.

Kn effet, dans les conditions indiquées, le systéeme admet un
potentiel total qui se réduit a son potentiel interne :

F ::j D (e, ey, ey F1y Goy &3, T) dim.

La variation premiére de ce potentiel, en une modification isother-
mique, esb

(135) oF /( e “ ()(b L ob be 1711 5 oo | 0@ . >dm
3! M . I o 2. r - 2 .
(150) ()(‘ Cy —- )61 () ; 3T 01 51 ()5”2 &2 () s

¥ . . N [N Y
Cette variation est nulle pour tout systéme de valeurs de o¢, on, ot
égales & o en tout point de la surface qui limite le systéme.
Ann. Fe. Norm., (3}, XXIl. — Mat 1903. 26
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lv

En vertu des égalités (128), (129) et (35), on peut écrire

. [ 0% ( 9z 98  dy 09, Js 9%
(136) *F = /9[ B‘Z( da 9a " da 9a " da da )
00 ( 0z 0% 9y ddn 9z 93
N T( b 0c T 0b dec  9b de
dx 085y ddn  Jz 08C T
¢ 9 +dc o9 T de ()b>+ ]
o0 [/ 00k 0 dn 0 0C\?
- [( ) ()a)J‘—(()n):l_l
0 (0008 0dndon 0% 0KY
<()b ¢ 706 ac "ok Toe ) T
90 LB, SO SR w
+f< tet g Ve g e G Dl G D DR

Au sccond membre de P'égalité (136), la seconde intégrale est,
selon les égalités (130), ce que devient le so(,oml mom])r(' de I'ég:
lité (1 )5) lorsqu on 'y remplace les quantités g€, on, 0 par les quan-
tités 02, &%, 6*¢, qui sont également nulles en toul point de la sur-
face qui limite le systeme; celle intégrale est donc égale & o. Quant
a la premiere intégrale, identique au second membre de I'éga-
lité (134), elle est essentiellement positive.

Done, en toute modification isothermique virtuelle qui a pour
point de départ un état d’¢quilibre et qui laisse immobiles les points
matériels infiniment voisins de la surface limite, ¢*4 est positif, ce
qui démontre le théoreme énoncé.

Cette proposition a été tirée dela condition établie au paragraphe IT:
Le coclficient de m, au second mom])ro de I'égalité (127), est positif
quelles que soient les quantités Sa;;. Pourrait-on renverser I'ordre de

celte déduction et prouver que le coeflicient de m, au second membre
de I'égalité (127), est sirement positif, quelles que soient les valeurs
“attribuées aux quantités ¢a;;, en prenant comme point de départ la
proposition suivante : Si l'on impose au systeme, & partir d’un état
d’¢quilibre homogéne, une modification virtuelle qui laisse invariable
la surface limite, il en résulte pour ¢*4 une valeur positive?

En général, celle marche inverse ne semble pas pouvoir étre
suivie; dans celte voie, on ne connait qu'une scule proposition, due

) dm.
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a M. J. Hadamard (*'); encore la démonstration présente-t-elle un
point litigieux que nous allons essayer de marquer avec précision,
Voici 'énonce du théoreme de M. Hadamard :

Supposons que les variations

([ Oa,, =k, Oay, = kB, da,y, = kyy,

; .
(137) oy = kya, 0y, = kyf3, Octyy = kg7,
Octy, = kya, Oy == Iy 3, Octyy = kyY,

ot o, b, sont les cosinus des angles qu’ une certaine direction fait avec les
azxes de coordonnées, rendent négatif le coefficient de m au second membre
del’égalite (127); on pourra attribuer a ek, o, ol desvaleurs telles que le
second membre de U'égalité (136) ou, ce qui revient au méme, la pre-
micére wiegrale de ce sccond membre soil une quantilé négative.

Au sein du milieu pris dans son état initial @, b, ¢, et & distance
finie de la surface qui le limite, tracons une aire plane X dont la nor-
male fasse avec les axes des coordonnées des angles ayant pour
cosinus o, B, yv. Par le contour de cette aire, élevons-lui des nor-
males qui, toutes, aient une méme longueur 45 elles formeront la sur-
face latérale dun eylindre € ayant pour base I'aire X et une seconde
aire X', ¢gale ot parallele & la précédente. Donnons aux divers points
du milieu des déplacements , 7, € qui engendrent la déformation
homogtne ¢, e, €, g, gu, g, Ensuite, définissons les quantités 8¢,
gn, ¢ par les conditions suivantes :

1° Pour chacun des points matériels qui, dans Pétal initial, étaient
contenus i I'intéricur du cylindre C, on a

o

S 0L =k (aa—+[b+yc)+ K,
(138) On == ky(aa + P b -+ ye) + K,
0C == ky(aa~+ B0 +yc)+ K,

K,, K,, K; é¢tant trois quantités indépendantes de «, b, c. Comme pour
tous les points matériels qui, dans état initial, formaient Iaire X, la

(1) J. Habamarn, Lecons sur le propagation des ondes et les équations de I”Hydrody-
namigue, n° 270, p. 253; Paris, 1903.
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somme (aa +Bb +vc) a la méme valeur, on pourra disposer de K,
K., K, de telle sorte que, pour ces points, 8, &1, ¢C soient égaux i o.
Des lors, il est clair que, pour tous les points matériels contenus ini-
tialement i Uintérieur du cylindre C, 8%, on, ¢( seront des quantités
infiniment petites avec 4 et au moins de I'ordre de 4, tandis que les

uantites 295, ... auront les valeurs, indépendantes de £,
q Ja P
Q¢ Jo: 0 oE
- TTON — =N S == [y y
g =R G =hE S =y
. ddn dan J on
(139) da kaer oL T ko, Ve T ket
g0 08 2000
Ja = kya, b =/, ——()—(’—_-___/.3/_

2° Pour les points matériels non compris initialement & intérieur
de C, nous supposerons que 0%, 37], ol ont des valeurs nulles le long
de la surface qui limite le systeme, se raccordant d’une maniere con-
tinue, le long des parois du cylindre C, aux valeurs que of, 37], ol
prennent pour les points intérieurs a ce cylindre, enfin infiniment
petites avec 2. Nous supposerons, en outre, que I'on peut choisir ces
quantités de telle sorte que, pour tous les points matériels non inilia-
lement compris & intéricur du cylindre G, les quantités %%éa ‘e
soient infiniment petites du méme ordre que 4.

Cette derniére supposition est-elle légitime 2 Prenons un point M &
la surface du eylindre C. Lorsqu’on tend vers ce point en venant de

. s . d . .
I'extérieur du eylindre, G tend vers une limite que nous désigne-
d ok . . \ .
rons par (—;)f> > tandis que silon tend vers le méme point en venant
4

o : 08¢
de I'intérieur du cylindre, -(-)?; a
quelconque, menée par le point M tangentiellement & la surface du
cylindre C. Les valeurs extéricures et intéricures de 2% devant se rac-

corder sans discontinuité le long de cette surlace, on devra avoir

pour limite £, «.. Soit 0 une direction

dJd 3'5‘ d ok . ) OF
2 v < ( . = (0 ‘s 08 (0. ¢
( Ja >Ccos(/,a) +( b )cco.s( Oy b) + (——0(: >aco.s( l, ¢)

=k [acos(0,a)+ L cos(0, b) +ycos(0,c)l,
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et, semblablement,

<‘_)_ﬂ’> cos (0, a) -+ (0 0‘n> cos(0, b) + ((122> cos(f, )

da ab Je
= ly[ecos(f, @) + L cos(d, b) +ycos(F, c)],
< d(Z),,COS(J’ @) + <_JZ>0 cos(0, b) + \%—>CC()S(G,C)

= fy[e cos (0, @) + B cos(, b) + y cos(0, ¢)].
En tout point des bases X et X' du cylindre G, on a

acos(0, a) + P cos(6, b) -+ ycos(0, c)=o;

. ., J o¢
il n’est donc pas absurde de supposer que les quantités <~~5> R
: ba ),

sont infiniment petites avec 4; mais il n”’en est plus de méme le long
de la surface latérale du cylindre G. Le long de cette surface,

e cos(f, a) 4 peos(0, b))+ ycos(l, c)

n’est plus, en général, ni nul, ni infiniment petit avec A; si, par
exemple, on prend pour direction 0 la direction de la génératrice,
cette quantité est égale i 1.

Il existe done certainement d extéricar du cylindre G et au voisi-
nage de sa surface latérale une région dans laquelle les quantités
d ¢ . C o . v
--(-;;f—; .-+ ne sont pas, en général, infiniment petites de lordre de 4,
mais demeurent finies lorsque 4 tend vers o. Nous admettrons que cette

région environne la surface latcrale du cylindre d’une sorte d’anneau
dont la section a toutes ses dimensions de ordre de h, en sorte que le
volume de cet anneaw sou infiniment petit de U'ordre de h*. Cette suppo-
sition que I'intuition fait apparaitre comme vraisemblable, mais qu’il
est malaisé de justifier par un raisonnement rigoureux, permet seule
de poursuivre la démonstration de M. Hadamard.

Cette démonstration, d’ailleurs, s’achéve immédiatement; au
second membre de I'égalité (136 ), la premibre intégrale se décompose
en deux autres; 'une, étendue aux masses qui n’étaient pas initiale-
ment comprises dans le cylindre C, est infiniment petite de 1'ordre
de A*; Tautre s’étend 4 la masse que contenait initialement le
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cylindre C; elle est le produit de cette masse, qui est un infiniment(
petit de Iordre de 4, par un coefficient indépendant de /; ce coelli-
cient est ce que devient le coefficient 72, au second membre de I'éga-
lité (127) par les valeurs (137) des day;; il est done négatif par hypo-
thése. Or, on peut assurément prendre % assez petit pour que cette
seconde partie de I'intégrale surpasse la premiére partie en valeur
absolue, partant pour que I’intégrale soit négative.

V. — Du déplacement isentropique de l'équilibre.

Dans tout ce que nous avons dit jusqu’ici, au cours du présent
Chapitre, nous avons supposé la température du systéme maintenue
uniforme et invariable; a cetle restriction nous allons maintenant en
substituer une autre. Nous supposerons toujours la température uni-
forme en I'état d’équilibre dont nous étudions le déplacement ou la
stabilité; mais, & partir de cet état, nous supposerons que la tempe-
rature peut varier en méme temps que la déformation, de telle sorte
que I'entropie de chaque masse ¢lémentaire garde une valeur inva-
riable.

L’entropie de la masse dm a pour valeur

1 Ob
T E 0T

dm,

E étant I'équivalent mécanique de la chaleur; pour que cette quan-
., . . oo . . RN . .

tité demeure invariable, il faut et il suffit que TF demeure invariable
ou, en d’autres termes, que l'on ait

()2(1)31‘—!- 7K (| BN EL
g 91 ST 0€ ceetE R 08 LT 0.
e de, 0T 1 F()gl()l g1t

Si 'on désigne par ¢ la chaleur spécifique normale de Uélément drm,
on a
T 0*d
T 9TV
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en sorte que 'égalité précédente devient

T 0*0 0@ 00
/ N ~ N N
(140) o= ]*c( de, oT ** 7 Je 01 °% F g o1 0
PN L e
T 00T 8 0g, aT "8 9, o1 %8 “)'

Cette égalité posée, revenons au probleme traité au paragraphe 11.
Supposons que la variation imposée i la déformation homogene du
systéme soit accompagnée d’une variation dans la valeur uniforme de
la température, ct cela de telle sorte que entropie de chague masse
¢élémentaire demeure invariable. Le tragail perturbateur isentropique de’
pourra encore s’exprimer par des formules semblables aux formules
(124) ou (125), qui donnent le travai perturbateur sothermique dc;
mais, pour calculer &¢', on devra, ausecond membre de 'égalité (126),

ajouter
02 de 02 Seumte 0 Yot 02 P 2P St l7LL I 1
M i Oy e e i 0Cg -+ 708 - 7 08 = 0z | OT.
De 0T 1 0e, 0T 774 ey T 70 g dT 20T 0gy 0T 22 ()g;,()l‘o"“ ¢

Si on transforme cette expression au moyen de 1'égalité (140), on

(rouve
(141) de'—de 0t S EX( ) - LY . 2 N 020 . 0rd | \2
1) de'—de=m 0, - eyt —de, — g 0 — 04,
4 de 0T 71 0eydT 2 degdT ™77 0g 0T 2T 0gydT 722 0gydT °°

Si de est positif, de’ 'est a fortiori. Tout milicu élastique dont les de-
Jormations homogeénes vérifient la lot du deplacement isothermique de
Uéquilibre, est soumis a fortiori @ la loi du déplacement isentropigue.

On démontrerait sans peine :

1° Quelaloi du déplacementisentropique de I'équilibre est encore
vérifice par notre systéme & partir d'un état d’équilibre ot le milieu
st soumis i des actions solides ou superficielles quelconques

2° Que le systéme, soumis & des actions purement superficielles,
est en équilibre stable lorsqu’on maintient invariables la surface qui
le limite et I'entropie de chacune des masses élémentaires qui le com-
posent.
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VI. — Application des considérations précédentes 4 un milieu élastique
trés peu déformé.

Nous allons appliquer & un milieu élastique trés peu déformé les
considérations qui ont été développées aux quatre derniers para-
graphes. Pour un tel milieu, on doit substituer aux quantités ¢,, e.,
ey 8ir Su &y» définies par les égalités (23), les quantités e, ., ¢,
dx dy 0Js
da’ I’ Je

sont infiniment voisines de 1, tandis que les autres dérivées partielles
de @, y, = par rapport & a, b, ¢ sont infiniment voisines de o. Des lors,
en exprimant que le coefficient de m, au second membre de I'éga-
lité (127), est essentiellement positif, nous arriverons & cette propo-
sition :

Yi» Y2 ¥y définies par les égalités (2). Les trois quantités

Quels que sotent €, €,y €5, Vs Yar Ya» ¢ quelles que sotent les valewrs

attribuces aux quantités ca;;, on a l'inégalité

ob N ob . - b
— da S Otlyy - — Oty
dg, T gy BT ey, P

()(I) o o d(l) ~ N
—— (Octyy + datyy) + (Oay ~+ dayy) +

071 07,

(142)

Jd 1

)
(Oetyy -+ Out,
()/3 \ 12 Il)

ob . o o 9 Y 2]
0z, [(ey)) 4+ (Gaay)? =+ (Octy )2 ] . ..
1

P
2 = (Ot Octyy - Olyy Octyy 4 Ollyn Oyy) = oo v oo e > o.

Jd71

C’est la condition nécessaire et suffisante pour que notre milieu
¢lastique, soumis & des forces quelconques sollicitant les éléments de
la surface qui le limite ou les éléments de la masse qui le forme, soit
soumis a la loi du déplacement isothermique de I'équilibre. Cette
condition suffit en méme temps pour que ce corps ¢lastique se con-
forme & la loi du déplacement isentropique de 'équilibre.

En outre, si le milieu, soumis & des actions purement superficielles
et porté & une température uniforme, est en ¢quilibre dans un état de
déformation homogene, la condition (142) nous assure que cet état
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demeure stable lorsqu’on maintient immobile la surface qui limite ce
milieu et, en outre, lorsqu’on maintient invariable soit la température
du systéme, soit I'entropie de chaque élément.

Supposons, comme au Chapitre I, Paragraphe I, que I’état initial
du milieu soit I'état d’équilibre qu’il prend i la température T, sous
une pression initiale II,, nulle ou positive. A cette méme tempéra-
ture T, nous aurons, en vertu des égalités (4) et (7),

!

O = '{'o(Po:l)_“p‘O('él_*" &y &)
0

-+ CPZ(P(H T’ €1y €yy 3, Yi’ 7'3: 73)7

v, ¢tant une forme quadratique en g, €,, &5, Y, Yar Vs
I’inégalité (142) devient
I

. T dy, do, . do, o
(143) U 0ayy —+ UL Ollyy ~ an“
-+ 9%, (Sctyy -+ Sctys ) + i (Ody, -+ Oct,3) + @(aa -+ 0a )" ~'=>
()y1 23 32 ()y:z 31 ‘13 ()_/3 12 21 -

ll - N D, ~\ ) N o ~ 9 S N 9
- ‘P"O L(daiy )~ (9ayy)* + (Gay, ) 4 (de12)* = (daaa)* ~+ (9utzy)*
0

A+ (0ayy)? + (Oazs)* + (diy3)*] = o,

(2) désignant un carré symbolique. Cette inégalité, ol II, est positif
ou nul, exige que ce carré symbolique soit positif. Si I'on observe que
les quantités oa;; ont des valeurs entierement arbitraires, on voit qu’il
revient au méme de dire que la grandeur

@a(por Ty €15 €25 €35 Y15 Y20 ¥3)

est une forme quadratique définie posilive des e;, ;.

Nous étions déja parvenus & cette condition au Chapitre I, Para-
graphe I, en imposant au milieu élastique certaines conditions de sta-
bilité; mais :

1° Nous n’avions pu regarder cette condition comme nécessaire
qu’en supposant exacte la réciproque du théoréeme de Lagrange et de
Lejeune-Dirichlet.

Ann. Ee. Norm., (3), XXII. — Ma1 1g05. 27
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2° Nous avions d@ nous limiter au cas ol I'état initial est I'élat
d’équilibre pris par le systéme sous une pression nulle.

Il y a donc avantage & prendre pour hypothese fondamentale non
pas certaines suppositions touchant la stabilité, mais la loi du dépla-
cement isothermique de I'équilibre. Cette loi entraine d’ailleurs
comme conséquences les stabilités que nous aurions postulées.

Les considérations que nous venons de développer se rattachent a
une généralisation du théoréme de Reech, généralisation qui a été
indiquée par M. W. Voigt (*) et dont nous aurons besoin dans ce qui
va suivre; disons quelques mots de celte généralisation.

Dans le cas ou I'état initial du milieu est I’état d’équilibre pris, & ta
température T, sous une pression uniforme II;, nulle ou positive, le
carré symbolique qui figure au premier membre de 'inégalité (143)
est positif quels que soient les ¢a;; ; si, en outre, 1I, est nul et si on
pose

([// ) 3a“=E“ 6((22:]‘:2 6(133: El;;,
S 1
6@23"*‘ aa«:m: Gl’ 6((;;1+6((15;:(12, 6((12"{— (3(1“—:.: (;3,

cas auquel E,, E,, E,, G, G,, G, sont six quantités arbitraires, la
condition ainsi obtenue peut s’écrire

““_3 brunnl VP ——‘v‘.‘""‘"“"‘ .————-‘, — (x,
()Ell 1 OsﬂFﬁ_ e, B, -+ J7, b+ 07, Gy ~+ J75 Gy

P o0 0P ob o o® 0P )
(145) ( > o,
(2) désignant un carré symbolique.

‘Hors des hypotheéses particulieres que nous venons de préciser,
nous ne connaitrons pas le signe du premier membre de (145); mais
ce premier membre sera susceptible d’unc interprétation simple.

Quelles que soient les quantités K,, By, B,, G,, G,, G,, on peut tou-
jours, au moyen des égalités (144), déterminer des valeurs correspon-

(1) W. Yoigr, Thermodynamik, 1° Band, p. 332-333, formules (198) et (199 ), Leipzig,
1903. Foir aussi P. Dunem, Sur une généralisation du théoréme de Reech (Procés-verbauzx
des séances de la Société des Sciences physiques et naturelles de Bordeaur, séance du
2 avril 1903).
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dantes des Sa;;. Ces valeurs nous donneront
(146)

et détermineront une perturbation homogene de la déformation infi-
niment petite homogene qui affectait notre milieu.

Imaginons que cette perturbation soit accomplie sans variation de
température; elle correspondra & des variations isothermiques

N, ON,, &N, oT,, oT,, oT,

des quantités N;, T;. Selon les égalités (3), nous aurons

AN — 02D K QP B+ 0D . ;2o 0D G 2o
e\ TG T g 0s, 2T 0505 2 U5 d7, ”-*—()s1 7. 2t e, 07,

, 0*P

R . R . EX . L . 0:d

2

My =— P“(_()y, dey T dyydey + dy, dey + gyr M 0y 07s

On voit alors que 'on a

(148) EyoNgz+- By 0Ny - ByoN; + GaTy~ GyoTy—- GyaT,
ob 0P o0 JP oP | b \@
o 6.)"-

2By o By o By b o Gy

e, ey ey 7, 072 £h I

Dans les conditions particulitres ot Pinégalité (145) est assurée, le
premier membre de 'égalité (148) est négatif.

Sila perturbation (146), au lieu d’étre isothermique, était accom-
pagnée d’une variation homogene ¢T de la température, il faudrait,
aux seconds membres des égalités (147), ajouter respectivement

0t P o T7EK .
Podelr)T s eeey

En particulier, si la modification était isentropique, ¢T serait donné
par I'égalité (140), ol les quantités e;, g;, devraient étre remplacées
par les quantités ¢, y; et ot 'on aurait & tenir compte des éga--

e
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lités (146); des lors, les grandeurs N;, T; subiraient des variations
isentropiques

O'Ngy Ny, 0'Niy 0Ty, 0Ty, 0T
données par les égalités
T/ 0 2P 2o - )0 AL L. *0 ,> *P
O'N,=0 v R, B 3 — G — —»
INe=0Na— hc(dq()J R |l v el o LRl s A s ) P
(149))“@ N I TN N i S SPN (,> 020
Ple=0ta Fc <()sl()'l’ T " e, 0T Pt D6, 0T 7 Gy, dT T Oyu T T 00T ") 0y, 0T
Ces égalités (149) donnent
(130)  Ey3'Not Bad/ Ny By Nt G, 0'T, - Gy ' Ty - Gy /T,
—E,0N, + 0N, +ByoN; + G,0T, - GyoT, + GyoT,
£ I‘< 0*0 A N B SR ST ST
" e \ e, 0T bt T e 0T i_()53 g7 07, 0T g J7, 0T 2 dyy 0T )

(1.’)2)5

¢ est positif, en vertu du postulat de Helmholtz; le premier membre
est donc assurément inférieur au premier membre de I'égalité (148);
toutes les fois que I'inégalit¢ (145) est vérifice, le premier membre
de I'inégalité (150) est négalif.

Supposons que I'on fasse croitre T de 4T en maintenant inva-
riables les quantites N, Ty; les quantités e, y; ¢prouveront des
accroissements

de, dar, dsg‘“, dey ar, 0’/1 AT, dy, T, cl,:1 ar,

dT dT AT dT
ct'on aura, en vertu des égalités (3),
>o dey 0 de, P de, 02D dyy PO dy, 2T dy, *QP
dU " degdey dT 7 Oeydeg dT 7 degdy dT ™ dey dyy dT - /)s1 Dyy AT~ 0 0T ~ %
0*¢ (_lﬂ + 0*d Clcg 0 de, N (_)'-’(l) dy, - HL ] (l/n > (/'y, s .
dy1 05, dT 0y, 0e, dT 071 Jy, 0g; dT dyi dT " dy,dy, dT . ()/1 74 ar ™ dy, 0T ~ o

.-

...............................................
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Dans ces conditions, la masse dm dégage une quantité de cha-
leur dQ donnée par I'égalité
T 70d
Q=g d(dT> dm,
que nous écrirons
dQ =—Cdm,

G étant la chaleur spécifique dans le cas ot 'on maintient invariables
les quantités Ny, T;. On aura, d’aprés ces égalités,

(133) C=ec— 1—(

D de, 2D e, PO dey 0*Q dy, 2D dy, 0P dya)
E

J5r 0T 4t Gy T @0~ 05, 0F dT * 97,07 aT T 37,0 4T 93,07 T
ou bien, selon les égalités (151),

. P/o® dey 0D dey 0P dey 0P dyy 0D dyy 0D dy\®
80 (o L(O0 A 0P dy 0P dey 0D dyy  IP dp 3
(1%4) C=c+ («)e, dT TG dt e at "oy ar T oy, At T oy, av

Dans les circonstances, précisées ci-dessus, o 'inégalité (145) est
vérifiée quelles que soient les quantités E,, B,, B,, G, G,, G,, on a

siarement
(153) (>c.

dy; .
dl" SR IRLLF

les égalités (151) par g B, ..., pyG,, ... et ajoutons membre a
membre les résultats obtenus; nous trouvons

Multiplions respectivement les égalités (147) par

(/El C[El 3\ dE; ~ d)ll « u d}’z Npy d}'x N
(156) N, + Z2 N, + SN+ SRaT,+ o+ 2o,
0 0P 0P 2o AL I 2P
=F 0(()5 7 et Bt g et T, 0T o g e Ty, 0T ("‘)

D’unc maniere semblable, les égalités (149) et (151) donnent

(151 S d"'Z I ([53 N d/l \/r\ fl/z '\/H d/’; aym
lr N + dT NJ‘ l\o Nz+ lT 1x+ dT -[ T l
. 0*Q 20 B J9*® 9 Gt 0*0 ot 020 G>
=0 et B gor Bt ot et g i g e oo

T ( 0td  de, 0D de, 7?0 de, o dy, 20 dy, 0*@ dya)]

x l_I T Ee\ g oT dT * &, 0T dT * g, 0T dT - dy, oT ar dy, 0T ar dy; T dr
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ou bien, en vertu de P'égalité (153),

. dey o, de, By de, 5 Ay g dy, 3 dy, o
(137) 0Ny + == T N—l—dr N+d’l‘alz+d" lj+d,‘ T
C/ 0*@ 2o f7EK ] . 20 2P 0P
Pos <oe, oT B+ JeraT P ey ot B T 37,07 G+ 37, 0T ot T G)

- Les égalités (156) et (157) donnent la relation

dsl ‘V'\r dEg '\/N g =2 (lE; ’\/V‘ o (l/l '\yrr 6172 N (173 o

) C '_[‘ ['[’ l,l‘ d I\ lr 50 Y -+ "Z',I'; 0 M
(];)8) E: 6181 '\\I _‘_(8'“\] +dg,‘ '\N ([/1 .\T +Cl/2 A +(l/:~\] .
a1 ar ar T ar ar AT

Cette relation, qui généralise le théortme de Reech, est due, nous
I'avons dit, 8 M. W. Voigt; elle nous sera utile plus tard.

VII. — Application des conditions précédentes a un milieu vitreux
peu déforme.

Les considérations développées au Paragraphe précédent supposent
le milieu peu déformé, mais elles ne font aucune autre restriction; le
milieu peut étre cristallisé d’une maniére quelconque; nous allons
maintenant les particulariser davantage, en supposant que le milieu
considéré soit un milieu vitreux.

Le passage du cas général-a ce cas particulier se fait en suivant la
voie marquée au Chapitre I, Paragraphe II.

La fonetion g, est donnée par I'égalité (15); pour qu’elle soit définie
positive, il faut et il suflit que I'on ait les deux inégalités

(1) 5 3A(py, T) +2M(py, T) >0,
7 t M (po, T) > o,

que nous avions déji obtenues au Chapitre I, Paragraphe I1.
Mais alors :

1° Pour regarder ces conditions comme nécessaires, il nous fallait
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regarder comme légitime la réciproque du théoreme de Lagrange et
de Lejeune-Dirichlet. Ici, au contraire, la loi du déplacement iso-
thermique de I’équilibre entraine sirement la nécessité de ces condi-
tions.

2 Ces inégalités étant justifices seulement pour la valeur que la
densité p, prend lorsque le corps est en équilibre, a la température T,
sous une pression nulle. Ici, elfes sont justifiées pour toutes les va-
leurs que peut prendre g,, & la température T, au sein d’un corps
soumis & une pression uniforme nulle ou positive.

En vertu de I'égalité [ Recherches sur (Elasticité, seconde Partie,
¢galite (6)]

. T .
(159) P =0,(T) 4+ ¢ (T)(e;+ ey ¢&5) Aff,u) (6,4 e+ €,)2
200
+_N_[.(_’ID(Q:'-’_}_QEZ.{._QEQ_*_.‘J_‘__.,‘A_}_ 2)
2P0 e ‘T2 3 /1 /2 Y{S )

les égalités (151) deviennent

A i A (T )+ i =
(A -2M) 2 +A<i%+ %) Cpdam
M%—‘—'O, Mi—%:o, M%ZO’
On en tire
A _dy _dys

dT — dT — dT
de, de, _ dey
dT — dT — dT

(160) . o clcp,(']‘)'
T 3A+2M JT

Chauffé de telle sorte que les quantités N;, T; ne varient pas, le
milieu se dilate en restant semblable & lui-méme; le coefficient de
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dilatation cubique a pour valeur

. _ 3 do, (T)
(19 bis) =T 3A oM dT

)

expression indiquée en (19).
En vertu des égalités (159) et (160), I'égalité (152) devient

- T 3p Ad%('«l‘).r
(161) L=c+g 3A+2ML ar

Les égalités (147) donnent, moyennant I’égalité (159),
ONg=— (A -+ 2M)E, - A(E, + E,),
8N, =— (A + 2M)E, — A (E, + E,),
ON; =— (A 4+ 2M)E, — A (E, + E,),

tandis que les égalités (149) deviennent

Al

T [ 71-2
ga’Nx::——(A—i-zM)Ei-—A(Eg-r—Es) e 1o (D g o, ),

Ee | dT

' Trdo, (T2, v o
Ny =— (A 2M)Bym ARy B — Bl [ LD g gy,

8Ny = — (A -+ 5M)E, — A (E, + E,) — foL [ 42 ()

| E 4 _ Cl"l.‘ .

(162)

2
(E, 4+ E,+E,).

Dans ces formules, E,, E,, E; sont arbitraires; nous pouvons donc
faire

=

I

1S

-

3= C.

=E,=

Elles deviennent

N, = 0N, =N, =— (3A +2M)<,
63 r AR
(163) Ny = 0/ Ny = &' Ny = — A o oM o 2oL [ (D% ]
Ee | dl f

Les égalités (158), (160) et (163) donnent sans peine

L BA oM 2T [de(T)
(164) G _ Ec | d1
_ c 3A+2M

formule qui nous sera utile plus tard.
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Ce Chapitre, que nous terminerons ici, montre clairement quels
avantages il y a & prendre pour postulat fondamental, dans I'étude
des milieux élastiques, la loi du déplacement isothermique de I'équi-
libre, de préférence a certaines hypotheéses touchant la stabilité. Rap-
pelons, @ ce sujet, que Uexpression a laquelle nous avons donné le
nom de travail perturbateur isothermique s’est présentée, pour la pre-
mic¢re fois, dans les recherches de Lord Rayleigh (*).

(1) Lorp Raveeweit, General Theorems relating to Fquilibrium and initial and steady
Wotions ( Philosoplical Magazine, . XLIX, p. 218; 1875, — Secientific Papers, vol. 1,
p. 232).
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