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RECHERCHES SUR L'ÉLASTICITÉ,
PAK M. P. DUHEM.

TROISIÈME PARTIE.
LA STABILITE BES MILIEUX ÉLASTIQUES.

CHAPITRE I.
DES CONDITIONS SUFFISANTES POUR LA. STABILITÉ INITIALE

D'UN MILIEU ÉLASTIQUE.

I, — Sur les conditions suffisantes pour la stabilité initiale
d'un milieu quelconque.

Vêlai initial du mi l ieu , que nous nous proposons d'étudier est un
état ou ce m i l i e u , soumis u n i q u e m e n t à une pression extérieure nor-
male et n n i f o r m e IIo, et porté en tous ses points à une même tempéra-
ture Te, se trouve en é q u i l i b r e ; il est alors homogène et sa densité
est po* S'il, est, en outre, isotrope, nous avons affaire à un milieu
mimw; sinon, nous avons afÏai re à un mi l i eu crisiaUisé.

Supposons que ce mi l ieu a i t subi , par rapport à l'état in i t i a l que
nous venons de définir, une très petite déformat ion; le point maté-
riel q u i , dans l'état i n i t i a l , avait pour coordonnées a, 6, c, a mainte-
nant pour coordonnées a + ̂  &4-T], c+î^, ^, ï], C étant des quan-
tités i n f i n i m e n t petites. La déformation en chaque point est définie
par les six grandeurs

ô'c, (hi (K:̂:r̂  .̂::̂ F ^^

â'n . (K àî , ̂  , _ ^ an
^::=: th + àb ' yï ̂  Ja + ûc ' ^ ̂  ̂  + àa t
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Supposons, en même temps, que la température Taux divers points
du milieu diffère très peu de ïo.

Le milieu admettra un potentiel interne S qui pourra s'écrire

(2) ^== ^<Iï(Ï ,£i , £2, £;„ 7i, y^, y.^dm

= / / / Po^C1'? £^ ̂  ̂  7i» 72, y? ) dadbdc.

Nous devrons, d'ailleurs, dans le développement de la fonction <Ï>,
nous arrêter aux quantités inf in iment petites du second ordre par
rapport à (ï — To) et à ^, £3, £3, y , , y^ Y.,.

Les égalités (45), (6r) et (62) de la première Partie de nos Re-
cherches sur l'Elasticité donnent, en tout point du mil ieu,

W

! „ rM> ^ M> .-, ^<l>^ N^-po^., ^,^^p^, N,——p^,

rp _ <)<!» .„ ^<Ï> ,„ ()^J ,.,..:__ p, ̂  , 1 ̂  „ ̂  p^ ̂  , J ̂  „ ̂  ̂  .

Cherchons quelle est la pression II qui , à la température T, main-
t i e n d r a i f c i o mi l ieu en équ i l ib re sous la densité p^ , et désignons par
•""' p o î < ( p u » Ï) ^tte pression. Nous devrions avoir, pour

ÊI = £2 = £3 = y^ "": y^ ::-= 5/3 :::= o,

m ^ T\ <M> (N> <N>

. 9 . ( p o . i ) = ^ = = ^ = ^ >
^ _ <?(& ^ <?4> _ f)<Ï»
~ £)yi '"" jy^ """" (^73 '

Nous voyons alors que <t> peut s'écrire

(4) ^==9o(po, T) +-?i(po> T)(£i + £3 + fiï) + 9a(po. To, ̂ , Ê,, £3, 7,, y,, y;,),

92 étant une forme quadratique en s ^ , £2, £3, 'yi, ya.y:,*
Si le milieu est limité par une surface dont les divers points sont

immobiles et si, ses diverses masses élémentaires sont soustraites à
l'action de toute force extérieure, le système admet un potentiel total
qui se confond avec le potentiel interne (^). Si, au contraire, la sur-
face qui limite le milieu est totalement ou partiellement déformable,
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et si la p a r t i e déformable d,e cette surface est soumise à la pression
normale , un i fo rme et cons t an te ÎT(), le p o t e n t i e l total s 'obtiendra en
a j o u t a n t an po t en t i e l i n t e r n e ^, donne par l 'égali té (1-1), le p r o d u i t H o V
de la pression ÏÏ^ par le vo lume total V d.a système.

Supposons, en p a r t i c u l i e r , que la température du mi l ieu soit main-
tenue consta/rninent égale à la. température ini t iale T(). Si, la surface
l i m i t e est m a i n t e n u e i m m o b i l e , le potent ie l total a pour valeur, selon
les égalités (2) et (/s),

(5) a = ( ( fpo[9,(p,,, T,) + (pi(py, To)(Êi + £2 -+" £3)

-h îp2 ( py, T(,, Êi, s^ £3, y^ y^, y;0] da db de.

Si la surfa(^e l i m i t e est to ta lement ou par t i e l l e rnen t déformable et
si la por t ion déformable suppor te la. pression no rma le , u n i f o r m e et
constante H1^ 1 < 1 po ten t ie l to ta l a pour expression

(6) il-::: :H,V ' - 1 ( ( /po | :9o(p». To) > ^ ^ l ( p o , T o ) ( Ê l 4 - £ â " - h Ê 3 )

•"••h 9â(po, Ty, ÊI, £â, £;„ yn •/â, y:0] ̂  rî  ^G.

l^a pression Ilo est, d ' a i l lours , liéo à la densi té p^ et à la tempéra-
ture T() par la r e la t ion

(7) l lo^— poyl(po/l1o).
L'étude de ' l 'é las t ic i té se l i m i t e a celle des mi l ieux doués des pro-

priétés que nous allons d é f i n i r :
AÏ l'on mcdntwU inwnabla la température iniuale du système; si l'on

mainlient immobile loule lu surface (jai UmUe le milieu ou seulement une
parlie de celle surface; si en/ifi, la par de deformahie de celle surface,
lorsquelle exisie, ^upporle une pression normale et uniforme constam-
'meni égale a la pression initiale ;

L'étal inilial du milieu est ton/ours un état d'équilibre s labié.

La, recliercbe des condi t ions qu i sont nécessaires et suffisantes
pour qu 'une telle s tabi l i té soit assurée se présente comme un des pro-
Irlèmes esseutic.îls en la théorie de l 'élast ici té. Elle d é f i n i t avec préci-
sion les propriétés physiques des mil ieux qui sont l 'objet de' cette
théorie.

Art fi. Kc. /Vorm., (3) , XXU. — AVRIL H)o5. ^
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Le critérium bien connu de Lagrange et de Lejeune-Dir icblet nous
indique dans que l le voie se peuvent découvr i r les concluions suffi-
santes :

Pour que la stabilité requise soit assurée, il suffit que Vêlai, initial /asse
prendre au potentiel total une valeur nùnimum parmi totdes celles qui
sont compatibles avec les restrictions prescrites.

On voit alors qu'il est nécessaire, en premier l i e u , de d o n n e r les
relations qui expr iment ces restrictions,

Ces relations sont bien aisées à écrire en tou t p o i n t de la surface
l imite que l'on suppose immobile ; elles se réduisent à

(8) Ç •=~ o,. n ""=0, Ç := o.

Le problème de m i n i m u m a ins i posé présente des d i f f i c u l t é s q u i
paraissent insurmontables .

11 existe toutefois un cas par t icul ier où la s o l u t i o n de ce problème
devient très aisée; c'est ce lu i où F état initial du milieu est l'éfat d'équi-
libre pris, a la température Ty, sous une pression II,, égale à o. Un tel
état d ' équ i l i b re est concevable pour les solides et les l i q u i d e s ; i l ne
Fest po in t pour les gaz, q u i sont a in s i exclus de no t re é t u d e ; mais
cette exclusion n'offre aucun i n c o n v é n i e n t , car, p o u r les f lu ides , le
problème qui nous occupe a été résolu d 'une manière complète.

La fonction qui doit être m i n i m u m dans l'état i i A i l i a l / ï n o y e n n a n t
les conditions prescrites, est alors la fonct ion û donnée par l'éga-
lité (5). i &

Pour que celle fonction soit minimum dans un état initial où le sys-
tème est soumis à une pression nulle, il faut et il suffit que la forme qua-
dratique

? 2 ( p o y To, £1, £^ £3, y,, y^ yg)
en

£^ ^ £3, YÎ , yâ, y »

soit une forme définie posùiçe, toutes !es fois que p^ T, rérifîe/a la
relation

^ 9i(po,ïo)=o.
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Comme la suf l isance de cette condit ion est évidente, nous allons
prouver s e u l e m e n t qu'el le est nécessaire.

Les égalités (5) et ( < ) ) permettent d'écrire

( Ï 0 ) ^ = f / /p() ?0 ( poï To ) da db do

4" / / / p o ? 2 ( P « » T (^ £ l» S a » £;i? 7 i » 72. y ' ^ c l a d b d c .

Au second niembre , le premier terme demeure invar iab le en tout
dép lacement v i r t ue l imposé au système; le second, nu l en l 'état ini t ia l ,
do i t être pos i t i f en tout au t r e état v o i s i n .

A. p a r t i r de l 'é tat i n i t i a l , nous pouvons donne r au m i l i e u un dépla-
cement i n f i n i m e n t pet i t d é f i n i par les f o r m u l e s

i ^ ;.::::: a^a+a^h 4- a^c,

( î i ) i . f i •:-=: n^ a + (^22 ^ + a^ ^ ' f
{ Ç ::;.. «^a 4- a'^h 4- a^c,

où les a^ sont nwt' eonstantes arbitraires. Nous aurons alors

( £l :-^^u, £» '̂  ^22» £3 =^h^
( 1 2 )

( 71 r-:-ll: ^;S^ "^ ^:$? 72 ^"'̂  ^13 "t-" ^l? 7;? ̂  ^21 "+" ^12

et i l est c la i r que l 'on peut disposer des neuf arbitraires a/j de telle
sorte que les six q u a n t i t é s £ , , £^ , s;,, 7,, ya» T;» p rennent des valeurs ,
i n d é p e n d a n t e s de a^ h, € y choisies comme l'on voudra. Si nous dési-
gnons alors par

M ̂  I f f po da db de

la masse totale du m i l i e u considéré, au second, membre de Inéga-
lité (xo), le second ternie deviendra

Mcp2(p( , , To, £1, £3, £3, yi, yg, 73).

Pour que ce terme soit positif en tout état voisin de l'état initial,
•il f au t et il suffit que l 'inégalité

(^3) 9?.(po? To^ £1, ̂  £3? 7iy 72? 7.0 > °
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soit vérifiée pour tout ensemble de valeurs non nulles de

Si? ^ £.3î yi» 72, 7.3

et pour tout couple de valeurs de po/fo qui vérifie l 'égalité (9).
En vertu du théorème d'Euler sur les f o n c t i o n s homogènes, l ' iné-

galité (i3) peut encore s'écrire, en tenant compte de l'égalité (4),

/ ,. /M) <M> (N> r}<I> (M) à^ V2)
(x4) ^^£^^£.+^^^^7l+^^.+^^ >o.

Dans cette inégalité ( r4) , (2) représente u n carré symbolique où
l'on doit faire

/ '^v^—^ ^M)^^~. ( ) ï ( l ï
{àej """^ef5 ^6^^^£7^7 " t ?

tandis que
E^^Ê2, (ÊI^)^^^ ....

L'inégalité (i3), ou l ' inégali té ( r4 ) , écrite pour tout couple de
valeurs de po, To q u i vérifie l 'égalité (c)), nous assure que l 'éfa i i n i t i a l
du système est stable dans les condit ions prescriles, si. cet état i n i t i a l
est l'état d'équilibre que prend le milieu porté a la température To et
soumis à une pression nulle.

Supposons main tenant que V inégalité (î3), ou l'inégalité (i 4), sou
vraie pour lout couple de valeurs de po, To. Pourrons-nous atlirmer que,
l'état initial du milieu étant l'état d 'équilibre pris à une température
quelconque To et sous une pression guelconr/ue ïl^ cet état demeure
stable dans les conditions prescrites ?

Nous pourrons affirmer que la quant i té Û donnée par l 'égalité (5)
est minimum dans l'état initial.

L'état initial sera donc sûrement un état d'équilibre stable si l'on
maintient invariable la température et immobile la surf-ace (fui limùe le
milieu.

Mais il ne paraît pas que nous puissions rien affirmer touchant la
quantité Û donnée par l'égalité (6). Nous ne powons donc assurer la
stabilité de l'état initial si une partie de la surface limite se déforme en
restant soumise à une pression uniforme et constante qui dtffïre de o.
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II. — Sur les conditions suffisantes pour la stabilité initiale
d'un milieu vitreux.

Les cons idéra t ions précédentes s 'appl iquent , en particulier, aux
mi l i eux vi t reux. Pour de tels milieux, on a [ Reclierches sur L1 Elasticité^
2e Partie, égalités (G)]

po^ -: -è A(po, To) ( £ 1 -1- sa -+- s;02

4- ^M (po, To) ( î s e ? + 2 £ ^ + aei 4- f, 4- yl 4- y2, ),

ce < ( u i peo t encore s'écrire

3A(p,,, T<,)-haM(po,Tft) / , , . , ^(ib) p^Og == ——L———^~—————— (£1 4" £2 + ̂ )

^ ̂ ^ [-,(^ e,y-+2(^e,Y+ 2(e,- e^ + 3^ + 3y j 4- 3yJ].

.e d i s c r i m i n a n t de 0^, considéré comme forme quadrat ique en £ , ,
£ '\^ 'v "^^ p ̂  ('

2 » ;(11 1 1 » ( lî» 1 :{? ^"i'
£ c' 'M^ ^/' "^^ p ̂  ('- .» , C;», i i , i .», i :{, 1,/Dt

A. -l- î>, M -A. A o o o
A ' .A -1- 2 M. A. o o o
.A. A A 4- a M o o o
o o o M o o
o o o o M o
o o o o o M,'

On en tire, à la maniè re habituelle, les condit ions nécessaires et
suffisantes pour que ç^ soil une forme définie posit ive et l'on trouve
que ces cond i t ions se réduisent à

07)
( 3 A. ( po, To ) 4" à M ( po, To ) > o,
( M(po,To)>o.

Ces deux inégalités équivalent ici à l'inégalité (i3), ou à l'inéga-
l i t é (i4).
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On en tire les deux inégalités
( A ( p o , T o ) 4 ^ M ( p o , T o ) > o ,
( A ( p o , T o ) + M ( p o , T o ) > o .(18)

Ces inégalités (17) et (18) ont une grande importance dans une
foale de questions d'élasticité s ta t ique . Si ron désigne, en effet, par
a le coefficient de compress ib i l i té c u b i q u e du m i l i e u et par :E le coef-
ficient d'élasticité de traction, on a ( 1 )

09)
— — 3 A ( p , , T o ) + a M ( p o , To)

^̂ ^̂ AiPiLliL^̂I' " MTp^7T )̂pT(7^^
Ces deux coefficients sont donc positifs en vertu des inégalités (17)
et(i8).

Si le m i l i e u est dénué de viscosité et bon conducteur de la chaleur,
la vitesse de propagation des v ibra t ions l ong i tud ina l e s est donnée par
l'égalité [Recherches sar FélasUcùé^ 2e Partie, égalité (7())]

,-. , / A ( p o , T o ) + - 2 M ( p o , To)( ̂ 0 ) •)L = y ——^——"~"'?

tandis que la vitesse de propagation des vibrations transversales est
donnée par l'égalité [Ibid., égalité (80)]

M ( p o , To../EiÊlH(ai) 1^

Selon les inégalités (17) et (18), ces deux vitesses sont réelles.
Rappelons que, pour un m i l i e u fluide, la dernière des inégali tés (17)

est remplacée par Fégalilé

(22) M ( p o , Ï o ) = o ,

qui est alors vérifiée quels que soient po et Tç.

( î ) LAMK Leçons fur la théûriô mcuhéfnatique de l''élasticité des corpf» solides., '.^ édi-
tion, p. 75 ; i866,
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CHAPITRE II,
DES CONDITIONS NECESSAIRES POUR LA STABILITÉ IVUN MILIEU ÉLASTIQUE.

î. — Remarques diverses sur les petits mouvements d'un milieu élastique.

Quelles que
(ions (le a, h,
désigner par £
égalités

soient les valeurs, finies ou infiniment pet i tes, fonc-
c, que l'on at t r ibue à î, T], 'C, nous cont inuerons à

î , £^, £;(, Yi, y;,, y;, les six grandeurs que définissent les

£l -

7i •:

^
Ja

un
Je

<K
Ob'

£,=

<K . ^y,=. +
<^// f)c ' 7^

(K
Je'

^1
()b

ch^
àci '

( a n d i s que nous dés ignerons par e^ c^ e.^ g^ ^a, ̂  les six compo-
santes de la d é f o r m a t i o n p rop remen t d i t e , composantes qu^expr i rnent
les égalités

(.3)
Ça:

Â'1 '

^:

^ + 1
ôa. 'À

^. î

ôb 2

^ ^ r

(Je ï

^ ^
<}r; ()b

(K ^

\^}
f^y

+

4..

/^

^ ^
ôb 1)c

-h àb de

àa

à'S,
ôc

<)-n

+ ôc, ùî,
ôc ôa

^^
à a ôb

()c à a
ô'n ô'i}
à a ôb

. <yç (K4- -r" T--' ?àc à a

^^ (K.
à ci ôb

Lonquen loul point a, b, c du milieu, ̂  Y], oseront in/tmrnent petits
AINSI QUE LEimS DÉIUVÉES PARTIELLES DU PKEMIEH ORDRE EN 0, b, C, nOUS dirons

que ^, T|, *C sonty I^KTOUT, infiniment petits.
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Lorsque ^, Y], *C sont partout in f in imen t petits, on peut écrire

W
(?1 •== £1 •+..., (?2 ==: £3 -1- . . . , <?3 =- £3 4- . . . ,

^==:yi4- . . . , ^^^-l--.-? ^ 3 = = y 3 + - - - ,

les signes +... désignant des quant i t és qui sont i n f i n i m e n t peti tes
au moins du second ordre.

Quelles que soient les valeurs, finies ou infmiment pet i tes , que l'on
attribue à ̂  Y], *C, le potent ie l in terne du m i l i e u déformé peut toujours
se mettre sous la forme (2), à la condition d'écrire

(4 bis) <!»=: 9o(po. ï)+?i(po; T) (£ i+Ê2+Ê; î )
-+- ?â(po> TÎ Si? ̂  ^3, -/!, 72, y;})-!-. . .,

formule où le signe 4-... remplace des termes qu i sont i n f m i m e n t
petits au moins du troisième ordre, lorsque ^, Y], *(, sont, pa r tou t , i n f i -
n iment petits du premier ordre.

D'ailleurs, l'égalité

(7) I Io==~-poy i (p ( , , T)

demeure toujours valable.
Lorsque ^ Y], ^ sont partout i n f i n i m e n t peti ts , les quant i tés N,, ï,

sont données par les égalités (3); si donc on t ient compte des éga-
lités (4 bu) et (7), et si l 'on suppose T == To, on pourra écrire

N,==no-po^+. . , N^ii^p^.-K., N,:=no-p^+...,
T ., <)(?2 -4-. T • ^2 , rr <)92^=-Po^+.-.. l,=-p^+..., l^_p^+..^

les symboles +... désignant des termes qui s o n t / i n f i n i m e n t petits
au moins du second ordre lorsque ^, Y), ^ sont partout inf in iment
petits.

D'autre part, les actions de viscosité doivent dépendre d'une fonc-
tion dissipative qu i sera, elle-même, dépendan te de py , de To, et des
six quan t i t é s que nous avons désignées (Recherches sur l'élasticùé,
i^ Partie, Chap. II, n0 5) par A^, A,, A,, P^ T^ F,. La fonction dissi-
pative doit d^ailleurs être une forme quadrat ique définie positive de



RECHERCHES SUR L'ÉLASTICITÉ. l53

ces six dernières quantités. Mais, dans le cas où î;. Y], *( sont partout
i n f i n i m e n t petits, on peut, comme nous l'avons déjà remarqué,
{Recherches sur l'Élasticité, 2e Partie, Ghap. I, n °2 ) confondre A^, A^,
A,,r.,r.,r,avee

(26)

, _ àci , _ à^ , _ àes
e,—-^- , £^-^5 ^-^p

^ •/.̂ r ̂
en né^li^eant des in f in imen t petits du second ordre.

La fonction dissipative pourra donc s'écrire

I I I Pô ^ cla ̂  €^c

avec

(27) ,f==/(p(,, Ty, £^ £2, £3 , yi, y^ /a) + • • • »

/* étant une forme quadratique définie positive en £p £3, ^, yp 7^, y^
et le symbole -+-... désignant un terme qui est infiniment petit au
moins du troisième ordre lorsque '̂  Y], Ç, ^, Y]', Ç'sont, partout, infi-
n i m e n t petits.

Dans ce dernier cas, on doit avoir

àS à£ ^ à£
^=-PO ̂  ^^^ Pô ̂  ^- Pô ̂ ^

^ <^ _ <)i:

^=-po^- ^=~PO^. T^-po^-

Nous pourrons donc écrire, d 'une manière générale,

( ^ — — — P o ^ 4 — — - ^=-po^+..., ^=-po^+...,

W j ^ ^ <)/"
(r,=^po^+.^ ^=:»-p,^+..,, ^=^.p,^+..,

les signes -+-.-• désignant des termes qai sont infiniment petits.au
Ànn. Éc. Norm., (3), XXU. — AVIUL ïgoS. 20
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moins du second ordre lorsque ^, Y], ^ ^, YI', C sont, partout , infini-
ment petits.

Les équations indéfinies da mouvement sont

^(N.+^)-t-^(T^^+^(ï^^)-+-P^=o,

^(T.+r.)^^(N,4-.,)+^(T.+^)+p^=o,

^(T^^+^(T^^)+^(N^^+p^=o.

Lorsque ^ T], Ç tendent vers o, les dérivées ̂  ^» ^ tendent
vers i; les autres dérivées de x, y, z par rapport à a, ^, c\ tendent
vers o; en même temps, p tend vers po- sl l9011 t l en t compte des éga-
lités (2.5) et (ûi-î), et si l'on observe quelle est indépendant de a, b, c,
on peut mettre les équat ions précédentes sous la (orme

^(^ -^-4 ^(^ ^\ ^(Ùlî^ ÈL^^I
ôa \ (ht t (h\ ) àb \ (>/, ' ()y[ ) (}c \ ô'/, " ()^ ) ()^ ' ' ' ~ '

( ^ ô (ô^^ ̂ \^ ô (à^^ àf\^ () f0^ i ()r\ ^'n , -o
(29) ^ [^ ̂  ̂ ) + r77A^ ^ ) ^ \^ W, ) ~J^ +' • •wu?

^(^ ^^^Âte ^M^ A A / ^ . <)t\^(n 4 -o
àa \ ày, ' ày, ) àb \^^ 1 (>/', ) f ôc \ 0^ (h'J à^ ' ' '"" *

Dans ces équations, les symboles +... représentent des quant i tés
qui sont in f in iment pet i tes au moins du second ordre lorsque S, T], *(,
S;', TJ', 'Q sont i n f i n i m e n t petits que l s que soient a, b, c.

Formons maintenant les condi t ions aux limites.
En tout p o i n t de la partie immobi le de la surface qui l imi te le

mil ieu , on doit avoir, quel que soiU, les égalités

(8) ^=0^ YÏ^O, Ç=:0.

Considérons maintenant un point matériel pris sur la partie défor-
mable de la surface limite.

En l'état initial, cette surface était la surface S, le point matériel
considéré y occupait la position {A; la demi-normale en ^a, à la sur-
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face S, dirigée vers l ' intérieur du milieu étudié, faisait avec les axes
de coordonnées des angles ayant pour cosinus a, (î, y.

En l'état déformé, la surface limite est la surface S; le point maté-
riel considéré y occupe la position M; la demi-normale en M, à la sur-
face S, dirigée vers l ' intérieur du mil ieu, fait avec les axes de coor-
données des angles dont les cosinus sont /, 772, /?.

En tout point M de la surface S, et à tout instant t, nous devons
avoir

(N^,+ ̂ - Ho) l + (T.+ T.) m 4- (T,4. T y ) n == o,
( T^-4- ̂ ) / ~l- (N^.-i- Uy— IÏJ m -i- (T^-t- T^) n ̂  o,
(Ty -"(- ry ) l -4- ( T^ -1- T;c) w +(N.34- -y;; — Ïïo) ̂  ̂  o-

Dans le cas où Ç, T], Ç sont partout infiniment petits, la distance M ̂
est i n f i n i m e n t petite; il en est de même des différences ( a — / ) ,
(^ _ rn), (•y — n\ Si l'on t i en t compte des égalités (2.5) et (28), on
voit que l'on peut, quel que soit le mouvement du milieu, énoncer la
proposition suivante :

En tout point ^, pris sur la position initiale S de la par t ie défor-
mable de la surface l imite , on a, quel que soit t,

(3o)

/à^^^\ / ^f0^ • ^fi^^-L. ^V, ( -0^ + ̂ r"' ̂  "" wp + w.+ wJ/'1'" •"'
'à^ ()f\ f<^ï àf\. (à^ àf\
^+4)ct+?+^)p+(^+^)7+•••=o '
^^^)a+f^-+.^')p+^+-^)-/+...-o.
\^î ^J \^i ^/i/ \^ < J £ 3 / '

Dans ces formules, les signes +... représentent des termes qui
sont i n f i n i m e n t petits au moins du second ordre lorsque ^, T], '(, ^ ' ,
•/]', '€' sont, partout, in f in iment petits.

Si le milieu est un milieu vitreux, ça est donné par l'égalité (i5);
/' est donné par l'égalité analogue

(3i) p,/=-lPî--^^+^+e;)-^J±)(g^+ £;+£;)'

^P0'^ ( a e.2 + 2 s,2 + 2 £'32 + y',2 -t- y',2 + y,2 ).
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Les égalités (a5) deviennent

Na:==n<,—A(po ,To) (£ i -4 -£2- t -e ; , )—2M(po ,T , , ) e ,+
Ny=II,—A(p.,, T.,) (£1 4- e.,4- s,) — a.M(po, To)£24-

.3 , , N = ^ ^ o — A ( p o , T o ) ( ^ ^ 4 - £ 2 4 - £ 3 ) — a M ( p o , T o ) e 3 4 - ,
; T. ,==-M(p»,To)y,4-. . . ,

1V=-M(po,To)y24- . . . ,
T,'==-M(po,T,,)y;,-t-...,

tandis que les égalités (28) prennent la forme

^(po, To) (e, -h £',4-e^) — 2^.(po, T|,)£, 4-. .
• 2^(p(»,T|))e2-^-. .^.(po,To)(e,-4-£;.+-£„)

?L ( po, ïo )(£',-+-£;+£,)

^^(po.To)/!-}-. . .,
:—^(p() ,To)7;4-. . . ,
: — — ^ ( P O , Ï O ) - / 3 + . . ..

équations (29) deviennent

à / ̂ - , ^ <)Ç

• 2 / - ^-(Po,ï( l )£?^-^-• •(33)

Les

(34)

<;/ -î i/o ̂

que les équations (3o) prennent la forme

2M£i ]a •+- M'/;, |3 -+- Mya y

(A

+(À

(A

+(À

(A

(^

-4-M)

-t- p. )

-t-M)

+^)

-+-M)

-t-^ )

Ĵ

à
àa
à

àb
à

'àb
à
àc

ffl (
àc

(
2 (ût \

(
'.{

(
(?^\

^-t-
.^àa

^ ̂()a

^+^o
^ ,^-t"
^-,-
à a

^ iàa

à-a
'ûh "i-

^-,-
<)/-'

,̂.
àb •
f)n
Jb^

^^
ûh •
f)'fl
ûb •

<rC}
àc}
^\
à c )
<K\
Je )

^\
àc)
à^\
àc)
àÇ\
àc)

) 4- M Aà:

-^-
-+- M' Arj

+/..^A-/)-

4-'MAÇ

à ..-^.^AÇ-

f^i
Po^

^^y;
P»^-

6»»Ç
P.^

tandis
[A(£i -1-£2 • £ 3 )

e'[À (£'i -|- £', 4- £, ) 4- a ̂  £'J a + p. y', (3 -+- ^- y, y -+-...
My3a-i-[A(£t 4-£2-)-£3 )-4-aMsaj iS -h-Myiy
[J. Y,a-^ [À (e'i 4-e;4-£3) -4- a^. £,]^ -+-^. /, y -)-...:

(35)

My, 0; + Myi (3 -+- [A(£i -h- £2 -t- £3 ) -+- aMe» ]y
^ y^a + ̂  y'i-P -t- [À (£, 4- £, 4- s'y) 4- 2^. 4]y ^-. . .:
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Dans ces équa t ions (32), (33), (34) et (33), les signes + .. . dé-
signent des quan t i t é s qu i sont i n f i n i m e n t petites au moins du second
ordre lorsque ^, ï], *(, "̂  Y]', 'C sont, partout, i n f i n i m e n t petits.

II. -~ D'une condition nécessaire pour la stabilité initiale
d'un milieu quelconque, cristallisé ou vitreux ( 1 ) .

iNous al lons, en premier lieu, démontrer la proposit ion suivante :
Si, en un milieu cristallisé, la fonction

9*2 (.PU» Ïo» £!» £a? £3» Y i , Va» 7;})

est une/orme définie négative en e^ £^, £;p y^ y^, -^p l'état initial du.
milieu ne saurait, demeurer stable lorsque les diverses parties de la surface
terminale sont maintenues immobiles.

Supposons, en ef le t , q u e l 'état in i t ia l , du milieu soit stable.
A u x valeurs absolues i n i t i a l e s do $, T], ^ et de leurs dérivées par-

tielles du p remier ordre en a, b, e, de ^ / , T]', ^, nous pouvons imposer
des l i m i t e s supérieures tel les que les quan t i t é s

^iv ^a» ^ïi ^\f ^Sî» h^f
'Cf . , 1 'ri
Ç > !\ y S

demeurent toutes i n f é r i eu re s en valeur absolue a. des l imi tes données
d ' a v a n c e, e t < ; e 1 a q u e 1 q u e s o i 11.

Donc, si l'état i n i t i a l du mi l ieu é ta i t un état d 'équil ibre stable, on
pourrai t l imi te r supér ieurement les valeurs absolues init iales de S;, Y],
Ç, et de leurs dérivées partielles du premier ordre en a, b, c, de ^/, r{,

( l ) (}<mKidéra.dons Kfir ta fitabiluâ at) particulièrement, sur Ui stabilité des c.orpK cUtS-
tKfuaa ( 'Prf)C€!i"wiîrbal..t.v d(îf! sît'iaiices de ta Société d<îs Sciences p/ifsiqwî^' cl fiaiurelle^ de
lh)rdwi,u'f séaïî(î0 du 9 juillet i<)o3). — D'une condition ru'cessaire pour ta stabilité ini-
tiale d'un milieu élastique quelconfjUô [Comptes rendiu, t. CX.X.XV1II, séancû du
•A9 février 1904, p- 540'
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'C de telle sorte que la quant i t é

(36) U = = — j j j ^ ( p ^ Ta, (;„ <?a, e,, ,̂ , ̂ , ̂ 3 ) dadb de

+^ f f f^'s+•fî's+ Ç's ) da db de

demeure, quel que soit t, inférieure à une grandeur positive A donnée
d'avance.

Les égalités (24) permettent d'écrire

(37) U=—y ; y?2(po,ïo,ei,£2-.e3,7i,72,'/;i)ûW&a?c

+ i/y/^- •"/2+ V^cladbdc +...,

-+-... désignant une quant i té qui est in f in imen t pet i te , au moins du
troisième ordre, lorsque ^ Y ] , 'C sont, partout, i n f i n i m e n t petits.

De l'égalité (3^) on tire

(38) a 'u-— r/Y^e' i-^,'., ^î-/ , <>•"- , ^î , (ht ,\
' ' dt - J J J ^e, £' + ̂  £^- ̂ ; -' -+- ̂  7. + ̂ ; 7; + ̂  7Î,) ̂  ̂  ̂

+/WOT+ ̂ '-/î'-t- Ç'Ç") ̂  ̂  de +...,

+... désignant encore un terme qui est infiniment petit, au moins
du troisième ordre, lorsque ^ •/], 'C, ^, ̂ , ̂  sont, partout, infiniment
petits.

Mais les égalités (29) donnent

y^' j w y + Y/y;"+ ç'ç'7) ̂  c/ô A.
-=Ç n\ \<L(â3l+ô.f.\ . à (à^ àf\ à là^ àf\\,,j J j \ L^t^+^J+^te+^+^(^+^)|^

+ \ô-(()91.. 1/;'\ , à (à^, ()f\ , à /as, àfY] ,
^^^^^^J^^te^^J-1-^^-1-^)^
^^Li0^^,6^^0 (^i àf\ à fàw., <)f\'\ j• k^ +WJ+M[^+•^) 4-^(^+^)Jç/(^^^



nECIlEnCHES SUR L ÉLASTICITÉ. 109

4-. . . désignant des termes qui sont i n f in imen t petits an moins du
troisième ordre lorsque E, Y], Ç, ̂  y]\ ^ sont partout in f in imen t petits.

Cette égalité, à son tour , peut s'écrire

f f f^ € + -^ -^/ + ^ î" ) da db de

C\ \(à^ < V " \ , . / < ¥ 2 . àf\.fà^ , ùf\ - , /^ ^ |^7+^^a^^^

, [fà^ï àf\ /^œ <y\ ,3 /^ /)/\ '+ IÀ^ + wJa 4- (^ + 4- )p + te + .̂  ) y r/
Y^?^ , <}/'^ /^^a ^f\^ l à^. Ôf \ ~ ,+ ..te4- ̂ )a -1- te + ̂ )p + te + 4 )7..ç ^

y' y r fô^., , <9©., ^ <}o., , <)co, , <)îo. <•)©., \
"V J J W£1 + ̂ £-+ ^Ê-4" ̂  ̂  + ̂  ̂ 4- ̂  ̂ 0da dh dc

^ ^ ̂  ̂  ,' ^ ^f ' , ^f / . ôf A / // ,.^^^e^ ̂ y^ ^y^^y^dadbdc

Mais tout p o i n t do la surface S est un point immobile, cas auquel ,
en ce po in t , on a, quel que soit /, les égalités (8), qui entra înent les
é^dités

(8 bis) ^=0, r/=:o, Ç'^o;

r i n f é g r a l e par l a q u e l l e débu te le second membre de l 'égalité précé-
dente porto sur u n e q u a n t i t é n u l l e . Au même second membre, on
peut , en vertu du théorème d'Euler sur les fonc t i ons homogènes,
remplacer la somme

<\f ./ , àf , Of ûf ôf , ôf ,^^4,,^^+^^^^^+^y^

par a/; l 'égalité précédente se rédu i t donc à

f f f^t^•Jr^r/f+ W} da db de

- f/f^î^1-^^^"""'^
— a ( ( Çfda db de 4- . ..,
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et l'égalité (38) peut s'écrire

(3<V) ^-^o Ç F ff00^' - 1 ^ 2 / , ^0.2 / ^ / <}®2 , <)0, \^ ^- 'JJA^01^^5^^^^^4^^^
.'t /ï -ri

— a / j 1 f d a d b d c + . . . .

De cette égalité (SQ) une nouvelle ( l i fférentiat ion par rapport \ l
tire l'égalité

4o) 411 ==-a /Y /T^e' + ̂ e' + ̂ p' . ^2 / . f)^ ' ^ ,\ ( t )

' ^ J J J\ à^ £1 + ̂  £^+ ̂  £» -r ̂  y« + 3, 7. + ̂  7,) ^ dh de
/ • » / • » / - » r / ^ •» /. v , - '2 f f rr (^ + ̂ î  e" + ( ù ^ , à/ \ „ . (<^ <)/• 'j J J i \ ̂  + <h\ )£*+ ̂  + ̂ )£^+ (-^ + 4/-2 / -ï2 + ̂ _ g" .̂ /^ , «J \ „ . 0^ <)/-\j j j L v^^^j^^te'^^j^-n-^-^y2

+ (^ + -^^ y" + (ô^ _, .̂/"̂  » , (à^ <)f\ -
+^, d/J^ te'4'^;72-'- te^^)^ ^«^^

où (a) représente un carré symbolique.
Or on a

fê^S^S.;^^/,^-/;)"'
=^(po/r,,£,,£,,^y,,y^).

D'autre part on a

r/YT f^+^)s';+f^+^^", ̂  , <)f\ „
J J J L W'. rfc. ^ ^{ôe, àe, ) ̂  +- [-^ 4- ̂ ; ̂

+ (^ + l̂'\,/ + (à^ , 'V \ „ . (^ ôf \ ;
\^ ^^^te'1-^;^^^-^)-/'» dadbdc

H \(<)3î+<)L\^ ..(à^_V\p (à^ ()f\ '-j \ Ll^+<Mr+te+^^+(^^^)•/ Ê"
î (^ + EL}., -L. ^yî .. ^/ \ „ ^®2 ^/ \ l

\\à^ + ri/, ̂  + ̂  +- ̂  P + 57 + ̂  -/ -^ff
/3 C'A/ \^ ^;/^ ' Y^y, "^

-[fê-^"4-^^)^^^)/".-!-
-///! fê(t^)^fê^)^^-^.

+ f ô- (^ + -^^ + à_ (^ , àf \ à (àv, àf \\
lA<te. + ày-J + ̂ te; + o7j + ̂ te; + ̂ ) | -///

±. (^ + ̂ \+ à_ /<)?, àf \ <) (^ Of V| )
àa \ày, + ày'J + ùb te ày\) + Ta [^ + ̂ ) | ̂ } da <lh (lc



RECHERCHES SUR L ELASTICITE. ÏÔI

Au second m.emhre de cette égalité, la première intégrale porte sur
une quantité nu l le . En effet,, l 'élément rfS est immobile et l'on a alors,
quel que soit l, les égalités (8 bu), qui entraînent les égalités

(8 ter) ^=o, n" Ç^o.

Quant à la seconde intégrale, on peut la transformer au moyen des
égalités (29).

Tout compte fait, l 'égalité (^o) peut s'écrire

d2!]
'TIF^' - f j f 92 ( po» T... e'i » ̂ . £,. y'i » 7a ^ 7îi ) da db dc

F C C\ [ < ) (ô^ , /)f\ , à (^^È!^-fff
.4..

4-

'" /} (à^ -4
j)a\ô^

" à A^a
^a\f)y,'

' à /^9, ^
/^A,^y,

^/"\
^^

-^:"\
^7', /

.̂'vJ

, à (û^
àl\à-^

<) /'()iS.î

"^Jt'A'^'
() f()'U»

^IÎTAJ^

4-^
à-Ï'J-î)e., )

4-^
^'J

() fÔ^ï
+ — 1-— -4-()c \, f)y^

() /Ô^-i

-1-^(^-4

\+^^-
/ ôc\<)e-,

àf^V
~WJ\
, .̂/'V|2

^J

^ÏÏ^•J 1
. da db de

Le signe "h... cont inue à désigner des termes qui sont i n f i n i m e n t
petits au inoins du, t ro i s i ème ordre lo rsque Ç, T], (, ^, T]', ^/ sont,
partout, in ' t iaimt^nt petits. <^n

Le terme expl ici lem(;nt écrit en 1/expression (4.i) de -^r peut-il
s'annuler? Si l'on tient compte de l'hypothèse faite au sujet de 9, on
voit que, pour que ce terme s'annule, il taut et il suff i t que l'on ait

o,(,p,,,T»,c^s;,Ê;,y^7;, y;)=o,

;,4.̂

' •y'.-/,
^(^ ^fà f()^ àf

Ja \~(J^ 'l"lill"""
ô (ù^ ,

^-^fê-^)-»-<)/_'
2 -'()b\ô'^ 1 ôyi^[

_ _ _ ^ _ _ à j _
ôa \()-^ r ()'/^

^(à^^^
f)a \()'/^ (Vi 3 ,

() /(h., ()f\à fà^ i)j_
'ôJ) \f)^ 4"" ()^
à /^ ^/^ ̂  .̂  ^^^

^^(.^+^^07-+"

() (ô^ . ÈL\ , ̂ ^ i ^^4^^+-^^-o.
^ l Z^ 1 ô^1 ] Oh Vdy, (M j àc \ <)E, (h', j

l.a première des égalités ( ^ 2 ) exige que l'on ait, quels que soient
a, b, e,

(43) y;:=o, y,-=o, y3==o,
^»». jyc. Norm^ (3), XXIL — AVHIL ïyo5. 2X
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en sorte que les trois dernières deviennent

(44)

±
àa
à
àa

<)
àa

Ô(Q^

JT,
à^î
ày^
à^ï
à^ï

()
~^M

à
•+• —ràb

ô
^-ôb

ào^
^
()çp^——:, -i--j—
Ô£^

à^î
^4-

à à^î
ôc ôy^
0 0^^

àc ()y^

() 6 ,̂

ÔC ^£;(

Les égalités (.^4) entraînent l 'égali té

fff[ à à^^ () ÔQ'i à ()o^
,()a ^£1 à h ày'^ ôc ày^

ô à^.) ( ) à 9 a
ô l ) ()z.î ()c ôy^
( ) ()^.^ ( ) Ù^.i

à à^i ô ^9.» û ^9a"\
<)a <)•/:( ()h ()z.i ()c ôy^ )

' ô f)^.)
ôa ô'/.^ àh à'^ ôc as. l

Ç (/ci clh de l "' o

qui devient, en vertu des égalités ( i ) ,

^ fn^, ^pa
'TîiT

^ , . ^?2

^ ""'""" /1^"
-)- g ——. .4..-. £ ^ ......^ y ____• + y

/)•? . //,<• . ' / î ' i . '
à^î
^

/^o.— y.
1 / 1 ,T -

y;^ i^ j da db de

O^ï \ --a^^ft^^Y M<h^ dy, [ <;y, / / '
/^,,

-4- —— a
V^A
/'^a"h —— a
\ ^7.

^̂î,,
, ^'î'2

^^

fi -1-

fi .-!-

^ya
7)-/,
^,
^£:l

•'.i

•/)

'fi

•/•^ ^/^

Au premier membre de cette égalité (^^ t ) , la seconde intégrale
s 'annule , car ^, Y], *( sont nuls en tout po in t de la surface S. Si l'on
tient compte, en outre, du théorème d'Euler sur les fonct ions homo-
gènes, cette égalité devient

\ \ \ ?2 ( p < > ? ^o. £ i » £2, £3, Y^ y^ 78 ) da db de ===: o.

La fonction Ça ne pouvant être négative, elle exige que l'on ai ty
quels que soient a, A, c,

?â(po/ro,Êi, ^ y ^ y y i y y â t y a ) ̂  o
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ou b i e n , puisque ç^ est une forme déf in ie posit ive en c i , £^, £;(, y ^ ,
•v -v
i 2 » 1 :î »

( 46 ) £ ; •:=: o, £a •;.=:: o, £,, •-=:: o, y i ~ o, y^:=: o, y;; = o.

Les égalités (43) et (46) sont donc les conditions nécessaires et
su f f i san tes pour que le terme exp l i c i t emen t écri t , en l'expression (41 ).
. ^[J . , / . . .de .^ soit égal a zéro.

Les égalités (46) équivalent aux égalités

< ^ ;_ }^ -4- ())^c — (»);{^,
(7|7 ) l •(} •:= "/y 4- o.);,rt — w, c,

f Ç :,= ^3-h ̂ ^ — w^a,

tandis que les égalités (4'Q équ iva len t aux égalités

1 f' -'^Â[ +^a<" —— ̂  ^y

(48) , D^^X.+^.a-r,)^,
f Ç7 ^},^H,)^-»^)^,

l ^l» \, \h ^l» ^2» ^•t.

f /.;, }.,, }.„ r,)^ r^, r,)" i / "̂1 » '2 ? ;(? l > SS? ,\f

é tant dou%e q u a n t i t é s i n d é p e n d a n t e s de a, /^, c. M a i s les quan t i t é s ^,
Y), ^, données par les (égal i tés (4?)» doivt^K,, selon les cond i t i ons (8),
s 'annuler en tout po in t de la surface S; selon les c o n d i t i o n s (<S bis), i l
en doi t être de mémo des quan t i t é s ^ /, Yf, ^ données par les éga-
lités (48); pour cela, i l f a u t et il suffit que les douze constantes (49)
soient égales à, o, ce qu i nous donne, quels que soient a, &, c,

(5o)
( ^ r- o, n =-=: o, Ç ::== o,
f ^o, ^^=:o, Ç^o.

Telles son t les conditions nécessaires et suffisantes pour que s'ann u,le
la quant i té explicitement écrite en l'expression (4.1) de / . - •

d2 ULes termes explicitement écrits en l'expression ( / \ i ) de 1/^- sont
donc in f in imen t petits du second ordre lorsque ^, T], Ç, $', r\\ 'Q sont,
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partout, i n f in imen t pe t i t s du premier ordre; leur somme ne s 'annule
que lorsque les six quant i tés ^, Y], *C, ^ / , Y]', *C sont nulles q u e l s que
soient a, b, c; hors ce cas, cette somme est essentiel lement positive.

Les termes non expl ic i tement écrits sont i n f i n i m e n t p e t i t s du troi-
sième ordre lorsque Ç, Y], *(, ^, T]', '(' sont , partout, i n f i n i m e n t petits-

On peut donc l imi te r supérieurement les valeurs absolues de ^, T],
*(, de leurs dérivées partielles du premier ordre en a, b, c et de ^/, "y]', 'Q
de telle sorte que —pr soi t sûrement positif; pour qu'il en soit a ins i
quel que soit £ , il suffira, si le système est stable, d ' imposer des
limites supérieures suffisamment petites aux valeurs absolues init iales
de ̂  T], Ç, ̂  r^ ̂

Considérons maintenant la valeur i n i t i a l e d e — ? va leur qu i se t i re
de l 'égalité (39).

Lorsque Ç, Y], 'Ç, ̂  T]', ^ sont par tou t i n f i n i m e n t petits, les termes
expl ic i tement écrits sont, en général, i n f i n i m e n t pe t i t s du second
ordre, tandis que les termes représentés par +. . . sont i n f i n i m e n t
petits du troisième ordre au moins .

Supposons les valeurs i n i t i a l e s Ç,, Y],, ^, de ^ /, 7\\ ^ l iées aux
valeurs in i t i a l e s ^, y^, ^, de ^, Y], Ç par les relations

^-K^o, Y^.-K.^, Ço.^.K.2^,

où K2 est u n e q u a n t i t é positive indépendante de a, h, c\
Le premier terme de f — ) d e v i e n d r a évidemment

\ ( [ L /o

r^ /" /'* F (O'^i , Ô^î (}0ï 6^2 f)^. f)o. '\~ "J J J të610-^ ^£21)+ ̂ £30+ ̂  y-^ <^y-4- ^^/:111)</a^^
ou, selon le théorème d'Euler,

-" 2 h'2 ^ ^ Q^ (e t ̂ , Ê2(,, £.,(>, y i o, y.^, ygy ) ̂ a ^/^ ^/c,
»,/ fe/ »y

quantité essentiellement positive si l 'on n'a pas

ÊI o ="- o , ego ==0, Ego "=r o, yio ̂  o, y^o = ô? 730 = o.
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Le second terme de (— ) deviendra
\ df I „

10 \ } ] /(^lO» £20, £30, y'un 720. 73()) ̂  ̂  de.

On pourra donc choisir K2 assez -peti t pour que la sox'n/me des deux
premiers termes de ( — J ) ait un rapport aussi voisin de ï que l 'on

\ ai / 0

voudra au. premier de ces termes.
On pourra ensuite choisir ^, r^, Ço et leurs dérivées partielles du

premier ordre en a, b, c, assez pe t i t s en tout point (^, h, c) pour que
l 'ensemble des termes non expl ic i tement écrits a i t une valeur aussi
petite q u e l'on voudra par rapport, à la somme des deux termes expli-
citement écrits et, partant, par rapport au premier de ces termes».
Alors ( — ) aura le si^ne de ce premier terme, qui. est le si^ne +.

Si donc notre système était en é q u i l i b r e stable, on pourrait choisir
les valeurs prises, en tout p o i n t ( a , h, c), par ^, y]o, *((p de telle sorte
que les trois condi t ions suivantes so ien t remplies :

r0 U ne surpassera jamais une certaine valeur positive donnée
d/avance A;

^ / ^ i . ) eyt positif;
\ fu' /<>
rP U3° . ^ demeurera positif quel que soit /.

Or les deux dern iè res c o n d i t i o n s exigent que U croisse an delà de
toute l imi t e avec / ; ( d i e s c o n t r e d i s e n t d o n c à la première, en sorte qu'il
est absurde d 'a t t r ibuer la. s tabi l i té à notre sytème.

La, proposit ion énoncée est ainsi établie.
On remarquera que la (Urnonsiralion de celte proposition n'implique

aucune hypothèse touchant les cwtions de viscosilé ; ces actions pourraient
être préseîdes ou absentes, elles pourraient aussi bien tendre à favoriser
le mouvement y a7 à V empêcher, sans que la proposition cessât d'être exacte.

Il est intéressant d ' indiquer la 'forme que prend cette proposition
pour un milieu vi t reux; cette forme est la suivante :

SI, en un milieu vùreax, on a à la fois les deux inégalités

(5r ) M<ô, 3 A + - 2 M < o ,
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Fêtât d'équilibre initial de ce milieu ne peut demeurer stable lors (fu on
suppose fixés les divers points de la sur face qui le limite. Cette proposit ion
demeure vraie que le milieu soit exempt de viscosité ou qu'il en soit,
doué, que cette viscosité tende à gêner ou à favoriser le mouvement.

III. — Établissement de diverses formules qui serviront à discuter la
stabilité initiale d'un milieu vitreux ( 1 ) .

C'est à la considération des seuls mi l ieux vitreux que notre analyse
va maintenant s'attacher.

Nous supposerons ces mi l ieux i l l imi tés ; nous supposerons en out re
que les régions infiniment éloignées sont maintenues immobiles ; et, d 'une
manière précise, voici ce que nous en tendrons par là :

Soit r la distance d 'un poin t (a, é, c) à l 'origine des coordonnées;
nous admettrons que, lorsque r croît au delà de toute l imi te , les
fonctions

;'* / '/• ; " " / / / yi 'i-if , tf •/•n^ ^i ç? i;, y; , ç , c , '(\ , ç

tendent vers o à la façon de fonction}! potentielles ; c^est-à-dire que
ces fonct ions t enden t , vers o; qu/il en est de même des p rodu i t s par r
de leurs dérivées partielles du premier ordre en a, h, a; des produits
par r2 de leurs dérivées partielles du second ordre en a, b, c\

Que ^, Y], *( soient f in is ou inf in iment pet i t s , nous poserons, en
toutes circonstances,

' /, <)i à'f} ô'C,\ (j ^ _ 4, __ ̂  ^
i à a àb ôa

(59.)

1 _ ̂  ^
j^^JÏ^Jc'

^Jc "^
àî, _ à^
âc àa

(>n _^
()a ùb9

^1 ) Sur que Ufues formules utiles pour ctiscu.ter Ui sUtbUité d'un milieu wtrcvuK ( Comptes
rendus, fc. CXXXVIiï, p. 787, séance du 21 mars 1904).
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Si S;, Y], Ç, ^, Y)', ^ sont i n f i n i m e n t pet i ts , il résaltedes égalités (34)
que nous aurons, en tout po in t (a, b, c) et à tout ins tante ,

(53) (A. 4- 2.M) A0 4- (À + 2 ^ ) ^A0 - p/^j 4- ... = o

et aussi
ti/r A ^ A ^^iM AG>i 4- [J. ^ A^i -- p,., ——— 4- . . . = o,

W) ^ M A.), + ̂  ̂  A.), - po ̂  -h ... = o,

M A ^ * r}2^)'»
Ary), 4- ^ ̂  Af.)3 -- p, -^-{ 4- . . . .= o.

Dans ces équa t ions , comme dans les équat ions (3\) dont ell es dé-
c o u l e n t , les symboles 4"... remplacent des termes q u i sont i n f i n i -
ment pe t i t s au moins du second ordre lorsque Ç, Y), *(, ^, 7f, Csont,
j ) a r tûu t , i n f i n i m e n t petits du premier ordre.

Ces pré l imina i res posés, cons idérons l'expression

( ^> ) V : ( A 4- -;>, M: ) ( ( ( ( A0)2 da db aV : (A 4- -;>,M) ( ( ( (^da db de,

(m noas supposerons tout d'abord l ' in tégra le é t endue au volume que
l i m i t e une s u r f a c e S dont tous les poin ts sont à une distance f inie du
p o i n t 0; nous p o u r r o n s ( i n s u i t e f a i r e croî t re au, delà de toute l imite
tous les rayons vecteurs de cette surface sans que l ' intégrale cesse
d'avoir un sens.

De l'égalité (55), nous t irerons

dW r( 56} -̂. :,... -, ( A 4- ^ M ) / A/5 A^ dm,

puis

( ̂ 7 ) ^ :r- '"ï ( A, 4- 2 M: ) ( ( A(T )2 d^ 4- a ( A. 4- '->- M ) ( A0 Ary ^/CT.

Dans ces égalités on a posé, pour simplifier les formules,

dadbdc^d^, ^ ̂  Û\ ^ == 6\



l68 P. DUHEM.

L'égalité (53) donne
, „„ A -t- 2 M . , ^ ^ + 2 P- A A n^A(7 "=- ———— A A0 -h ———L A A6^ 4-. ...

po po

en sorte que l'égalité (57) devient
^2W /-»
' -—-^^(A.+aM) ^ (A^)2^

^ 2 ( A + 2 M ) 2 fA^AA^fa^^^^^8^^^0 fA0AA0/^
PO J PO J

4" .........................................................

Cette égalité, à son tour, peut s'écrire
/yaw r

(58) ^=2(A4-aM) HA^<;te

2(A-4 -2M) 2 f^ / /^A 0^ 2 fà^oy / ^AOVI ,— —————— f —— -h —7- •+- —— ctePo J i\ àa ) \ ûb j \ àc ) J
?.(A>-h9/M)q-l- 2^) f/^_A9 ààff_ à A0 ^ A^ <MO ^/Mô^ ,

pu ,7 \ ^^, ^^ ^^ (^^ àc àc )

_^^_^ f\Q^^
PO J <^'-i

^ - , ( A 4 - - > - M ) ( ^ + ^ ) r ^ à ^ ) ' ̂
Oo ,,/ < r ) /^ /

- + - . . . . , . * . . . . . . . . . . . . , . . . . . . . . . . . .
'''»

Dans cette égalité, n^ est la normale à l'élément rfS, dirigée vers
rintérieur du volume occupé par le mi l ieu .

Si l'on fait croître au delà de toute limite tous les rayons vecteurs
de la surface S, l'égalité (58) devient

rft W F(59) fy-^2(A.-h-2M)J(A^)^fa

a (À.+9. M)2 / r /<)A0\ 2 / à ^ e y fàMY~\ ,
•+- ————————- / ——- -4- -——— -h ——— dm

Po J lA àa ) \ à^ j \ àc j J
_ 9.(Â4-^M)rÀ>+-2^) rfà AO ôW <jA0 rj A^ à A6 ^A^\

po ,y \ r^a ^a <}^ <î  ^c' /^^ / '

Dans les égalités (^'8) et (5<)), le symbole 4-... remplace des termes
qui sont inf in iment petits au moins du troisième ordre lorsque Ç, TJ, Ç,
^/, Y]', Ç' sont, partout, infiniment petits.
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Considérons mai n ton an l l 'expression

^V-j, (^(àO'Y fdo'Y
(60) ^^nw+(^)

Nous aurons

dfs., ( ) a ) \<)b ) \ôc

d^ r ( W ô^ ô0' <w àe' (W\
^ ^ -,̂ oJ [ ̂  -^ + ̂  -^ 4- -^ -^ J ̂ ,

ce que l'égalité (^3) permet (l'écrire

/r- x ^ . A ^ /Y^' <M// <x/ ()M M <)AO \ /(61.) ",T : : : 1 - ' '.H A-h 9. .M.) f " . - • - " , - + -y,- —— -)- -— -—.-' (i^v / cil J \()a ()a àb Ob de ()c )
- ' r/ôO' () A^ à0' f) A^ ^^ / )A^\ ,-h .(A -.1.-.. ̂  ) j ̂  ̂  - ̂ - -^- + -^ -^-^ ̂

- 1 | 1 - • . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

le si^ne 4-"... désignant des termes qui sont infiniment pet i ts du troi-
sième ordre lorsque ï;, Y], Ç, ^ /, yj', ^ sont, partout, infiniment petits.

D'ailleurs, l'égalité f():i ) |)eut encort» s'écrire

( (>•< ) ^ —~ 2 ( A --1.- ->. M ) i M} A// dm — ^ O.^'^M] i [ A^ ;^ ̂

•-. . • • • % ( A ~h 2 M ) f\0 (w ça - 2 (/. 4- '̂  ) f A^ -^ ./^
J ^/ J ^ / / /

- 4 " . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Si l'on (ait croitre au delà de toute limite tous les rayons vecteurs
de la surface S, cette formule se réduit a

( 63 ) ^ ̂  ••1--1" \>. ( A, + •>. M ) ( A'9 A^7 /̂OT • . - 2 ( A "4- a ̂  ) ( {WY d^ - - [ • - . . . .

Revenons à la fo rmule générale (61); elle donne
d-1^ , ,, r ( ( W à^V (W () ^' ( W à W \ ,-,^ —:. 9. /\ -h '>. M ) / -,-11- •1--1,1-1— "+- ••-,7- —r~ ^ -r- -T- ^(U1 ,/ \, <)a <)(( ôh ()b ôo ôc /

^ rfù^ (W' ô A/9 à^" û A6' W \ ,4- '< ( A 4- '•t M ) M —— •1- •.- • 4- —f,-- —r -\- ——— -•T" dm
J \ ̂ a ^a ^ l ) ^^ ^c ^c 1

r ( ( ) ^ V ûO" ôW <)<7 ô^ àW'\ ,+ '2 ( À -h 2U ) / .-...,-—— -.—— + ———— ——-..- + —;—— .-.,-- dm
J \ ̂ a ^a ^^ àb Oc ()c ]

. ('((W à A^ <W ô A^ (W à^(}'t\ ,^ ^ ( y, «^ a P- ) / •-T- —i— -1- -Tr —TT— + —" —)— ^J \àc(, àa àb àb àc ()c )
4- . . - . . . . . , . , . . . . . . - . . . . . . . . . . . . * . . . . . . . . . . . . . . * . . . •

Ann. Éc. Norm., (3), XXU. — A.VXUL -KJCÔ. ^2
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L'égalité (53) transforme cette dernière égali té en
d' '\ _ „ , . » , „ M ̂  /7 ̂ ' ^ A(/' ^' ù A</ M <) \V \ ,
-^ - 2 ( A + 9 M \1 [ -àa ̂ - -h -Tb -OU- + ̂  -JT ) ̂

[(A..M)^-.a-.^^]s

(A-..M)^.0-.,,.)4

-b^^^-o-.)^]^'^
2 (l--f-2 LQ / i ' /) /) ^ /W

, ' ' / / ( A + •>. M ) -/- A A^ -|- ( 7: + :>. p. ) 4- A M'\ <w

P» J 1 ()a - ' ' 1)11. J ()a

+ [(A -,- ^ M ) ^ A A^ 4- (•/, + :'.y.) ô A AÔ'| <w

L " //» | ( ) 1 >

+ ( A .̂. « M ) ô A A^ 4- ( 7, + a ̂ . ) <) A A9'1 -^/ '. ̂
Ve ()c J <)c |

Cette égalité, a son tour, peut s'écrire

f(i/l) ̂  -'"--- ^-^ -'- aM) /'(A0')2^— ..((A - i - aM) rA^' ̂ ^

+;< /'! "(A-,-..M)^..M.>.,.^)^"
poj f àa i ' ()t(

-.-(A->-.M^-.,-(.4-..)^2

4- (A^M)^^/..-,-.,)^-;..

•^-^/i [(A-M^-.-O-.-^^ ̂

-..<.A-..M)^-.a-...)^-]^

-.(A^M)^.a->-..,^^;..

4- iiA__^) /•( -(, ̂  ,M) ̂  „ (^ ̂ ,).̂ '- À ̂
P" J r - r^ ' ' <)a <)rii ()a

+ f( \ + .M)^ 4- (7 4- ̂ .) ̂ " A w

I- <-1/•' ' ' àb an, Ob

4-[(A4-.M,^4-a-.^.^].L^j^1- uc de J 6'/z^. ^c j
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2 ( À -t- ^ [J. ) r\ (W à ' , ,,. ^ A0 - /) A^ ~\()i9
ôa——^ \ -T- T- (A - î-2 M -î— 4- (À 4- ^p-) —-po J / <À7 à/if ()((. ' i ^r/ J<À7 ^/<-/

^^/ ()

ôh àîii

(W_ ô
ôc ( )n . i

, , . / r . ^AÔ ^ , à M ' ~(A+.M)^--,(..-,.^)-^--4-

•^-^\-"-,A. -h ^ M ) ôc

Si l'on fa i t feroître au delà de toute l imi te tous les rayons vecteurs
de la surface S, cette Formule se s impl i f i e et devient

( 6:> ) ^ ::-. - a ( A -i- "- M ) f'( ^f Y <fo

, •< /'
•- V.J

i) Aï» ^A^ ' j 2

( A 4- y. M ) -̂ - +- (, /, + a ;-'-} -j

, , .... <) M ,. à^f î

-h (A+.M.)-^--)-(/,-l-./.;-^-

-(A-M)^.a-...)^2^

->. ( /. »-l- a ̂  ) r ( , , -,.. () M ,, ., ^ A^ ' <>> A^'
.. ^————LJ ^ ( /\, 4- ^ M ) ——— +- ( À -r -î a ) —— ———

po J ( ^ ^a ^ ^a

^ <) \0 - , ( ) M ' ' ( ) A^
A,^M)^+(À^)^- ^^^^

<)A^. -, ô^) .. ^M' <) à0' i .
..^ ^ ̂  . M. ) ̂  -h (À 4.- <>,..) -^-^ -^- ^ ̂

Dans les égalités ( G/i) et (6')), le si^ne 4".. - représente des termes
qu i sont i n f i n i r n e n t pet i ts du trois ième ordre lorsque ^, 7p Ç, ^, Y]', ^
sont, j )ar toufc , i n i i n i m e n t [ ïc l i t s .

Considérons main tenant l'expression, analogue à l'expression (55),

(66) P == M ( ( (\,{^h Y + (Acosi)2 ""<"" (Ao):,)2] ^a ̂  de,

que, par abréviation, no'us écrirons

(67) p r ^ M y ^(Ar»»)2^.
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De cette égalité (67) nous tirerons

( 08 ) dp r_-r- 2 M^ fAco AC,/ ̂ .

Raisonnant ensuite comme nous l'avons fait pour tirer l'égalité (5<:))
de l'égalité (56), mais en substituant dans nos déductions les éga-
lités (54) à l'égalité (53), nous trouverons que l'on a, pour un mi l ieu
indéfini,

(69) ^^aM^(Ao/)^fo

a M2 ^ /T/^AœV /<}Aa)V / ^A^VI
2/[( <'fop, ^dj [̂  ôa j ' \ ôb ) ' \ ôc

aMa^ r / à ^ w à ^ ) ' r ) Aff) () â^ d A^) ^ Ar,)'^ ,
____L. ^ 1 1 ______ _______ -4» ______ _______ | ______ _______ 1 /•/r-r

p, Âdj \ (}a ôa ' <)b ôb ' " <)c ôc }

Dans cette égalité, le signe +-... désigne des termes qui, sont in f in i -
ment petits an moins du troisième ordre lorsque Ç, r\, G sont, par-
tout, inf in iment petits.

Considérons enfin l'expression, analogue à l'expression (60),

Raisonnons comme nous l'avons fait pour tirer l'égalité (63) de
Fégalité (60), mais en faisant usage des égalités (54) au lieu de
l'égalité (53); nous trouverons que l'on a, pour un mil ieu i n d é f i n i ,

( 7 l ) ^ ̂ — (Jt M^ /AG.) Ao/ d^ — ^ ̂  Y ( (Ac,/ Y dm,

-4-... désignant encore des termes infiniment petits du troisième
ordre lorsque Ç, Y], ^ ^, yf, ^ sont, parfout, in f in iment petits.

En raisonnant comme nous l'avons fait pour obtenir la formule (65),
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nous trouverons que l'on a, pour un milieu indéf in i ,

(72) ^ =- ̂ ^A^)2 ̂
^ v» rr /,,^AÛ) <)Ao/\2'3l v /T /,/,<) AG) <) AG)4- — Y M M —^— -+- /J- —r-p^ AJ | \ àa ' ^a

/^<Mœ ^Ao)^2

-1- M ——— -+- /J. ——— )\ àb ' ôh /

/_^Aû) ô^Y | ,+ M —,— -i- ^ —^— ^OT
\ ^c ^c 1 J

9. a x^ /T /,/. ^ AO) <) Ao'X r) AC»)'
+ — 7. M M •~T- ̂  P- ~~\— —)—P(, ̂ J | \ ()a ()a ) àa

IM0^ ^A/O^ ^AO/"h v "̂  + ̂ "^"y "̂ -
/,.^AO) ^A^\ <}Ar,/1 ,4. M—.--- + ^ — , — —,— <:fo\ f)c ' <)c ) ôc |

4-... dôsi^nan't toujours des term.es inf iniment petits au moins du
troisième ordre lorsque Ç, Y], Ç, S', yi\ ^ sont i n t î n i m e n t petits

Ces diverses formules vont nous permettre d'établir plusieurs pro-
positions touchant la stabilité des mi l i eux vitreux.

IV. D^nne autre condition nécessaire pour la stabilité
d'un milieu vitreux illimité ( 1 ) .

La première proposi t ion que nous démontrerons est la suivante :

Considérons (m milieu mireux indéfini dont les régions infiniment
éloignées sont maintenue}! immobiles, ffétat initial de ce milieu ne pour-
raù sûrement pas être un étal d7 équilibre stable si l'on avait à la fois les

( ! } Considérations ,wr la stabilité <?/, particulièrement, ,wr la stabilité des corps éUis-
tù/uefs (Procès verbaux cfo wanccfî de la Société des Sciences physiques et natureUeK de
Bordeaux, Séance du 9,5 juin i^o3}. — D'une condition nécessaire pour la stabilité d'un
milieu mtrcux iUirnité {Comptes re/idit^, L CXXX.VÎ1I, p. 5 4 1 , séance du '29 février 1904).
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deux inégalités

w
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A , - { - 2 M < o , M<o.

Cette proposition est vraie que le milieu soit dénué de viscosité ou doué
de viscosité ; elle demeurerait vraie si les actions de viscosité étaient des
puissances actives au lieu d'être des résistances passives.

Cette proposition nous donne des renseignements plus complets
que la proposition démontrée pour les milieux vi t reux à la fin du
paragraphe II. En effety si les inégalités (52.) entra înent les inéga-
lités (73), les inégalités (73), au. contraire, pourra ient fort bien être
vérifiées sans que (3A-+- 2M) fu t négatif. Il est vrai que la proposi-
tion démontrée à la fin du paragraphe II supplique a un milieu l imi té
par une surlace immobile quelconque, t a n d i s que celle-ci suppose le
mi l ieu illimité en tout sens.

Pour démontrer cette proposition, considérons la fonc t ion

(74.) [j.=-tF^-P+^

En vertu des égalités (55), (60), (6G) et (70), et des inégalités ( 73),
cette grandeur ne pourra jamais être négative. Si l'on. impose aux
valeurs absolues de 0, 0\ (O i , co^, oyp ûî^, oo^, o^p des l imites supé-
rieures convenables, Usera sûrement i n f é r i e u r à une quan t i t é posi-
tive quelconque A, donnée d'avance. Si donc l'état ini t ia l du système
était stable, on pour ra i t sûrement aux valeurs absolues i n i t i a l e s de I;,
T], *(, ^, Y]', 'C imposer des limites supérieures telles que U n'atteigne
la valeur A pour aucune valeur de t.

Les égalités (56), (63), (68), (7 r) et (74} permettent décrire

(^5) ^ =:-4.(A.+2M)rA^Ay^.-4My FA^AÛ/^

— 2(À + ajj.) ((M'y2 dm — 2^ V ((A^'P dm

+... .....................................
+... désignant des quantités qui sont infiniment petites au moins du
troisième ordre lorsque ^, Y], Ç, S, -/]', ^ sont, partout, infiniment
petits.
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Les égalités (.'"H)), (65 ), (CK)), (72) et, (74) donnent, à leur tour,

(76) ^u -^ — 4(A -1- •î M ) (\ AS')2 rfo

' • d v s

-4M^ f(Ar,»')^fci

, i ^ ^ 1 /^AG)
po 2/1 M

+ ( M

()a
( ) Arj)

"̂ r
r} AQ)
~~^

4.. M

^A^\2

^'^-;
dAc,/\2

• f i i
^ ôb )

^ A o ) ^ ^ 3 "
- ^ ——
' OC f

dis

Le si^ne -{- . . . désigne toujours des in l în im.ent petits d'ordre supé-
r ieur par rapport à ^ Y), C '^\ Y]', i^.

I^^ul-il arriver que le terme expl ic i le rneni écr i t au second membre
de ré^ali(.é (76) soit nul? Pour cela, en vertu des inégal i tés (73), il
i a u t et i l su f î i t que l'on a i t , quels que soient a, h, c :

( 7 7 )

(A -4- -iM)

à0' ~. o,
0 A'9 ô A^/

„.„.(...... (/-.|,_ ^^)__^ ^ç^

(78) ()M ô A^
(A -h '2 .M ) ••1-Y/- -4- (A -4- 2^) àbûh

(79)

(80)

,,,.rM6? .- ,^A^
(A + 2M) ̂  + (À + afJ.) -̂ :- = o,

Ac»./3 ::= o,Ao;ï'•̂  2Ar,)^ = 0,

,. ^ AG)/ r) A^-M .̂̂ ^ 4- p, __ :,,: o
r}a ^

. - () Ar/)/ d Ar/)^-M ^4-^-^——0,
^^

^Ar,);^ ACr)/M —— 4- [M —
()c ' ôc
( ^== ï , a, 3),
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En vertu de l'égalité (77) et de la première inégalité (73), les éga-
lités (78) deviennent

à_M _ à AÔ ^ à M _
'à a ~oï '~ôîT "0? ~W ~°

et, comme AO est nul à l ' i n f in i ,

( 8 1 ) .\0-:o.

De même, en vertu des égalités (79) et de la seconde inégalité (73),
les égalités (80) deviennent

^^^" „ à^), _ <)Ar,)/. — Q —_—, -___ c^ „ , „.....„„..,... ".—^ ç^
ôct. ( ) b ()('

et, comme AOJ^ est nul à l / i n t i n i ,

(82 ) AC.)] == o, Ar,)s; "= o, A(<)3 :-...:,: o.

Les quantités
0, ^1, ^),,, ^»;i,

^ 0),. ^, ,);

doivent, dans tout l'espace, vérif ier les équadons (81), (82), ( 7 7 )
et (79)î ^(ïs doivent , en outre, s 'annuler à l ' i n f i n i ; cela exige que
Fon ait , dans tout l'espace,

(^) a)i -"•- 0, û)â "'.=• 0, (,)o ::=-: 0,

(84) 0=r:o,

(80) &)^ ;—: o, &4"==:o, r,)^ •=;o,
(86) ^^o.

Les égalités (83) et (85), jointes aux trois dernières égalités Çrz),
montrent qu'il existe deux fonctions F(a, b, c ) , PÇa, &, c), f inies
continues et uniformes dans tout l'espace, telles que l'on ait

[ '. à¥ ()F r}F
\^-^àa- '^——W ç—— ̂

h7——^ ^--^t r ' - ÔFf
\ '' " àa' u ^ 'àb' 3 """""' ^"'
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Les égalités (84), (86), (87), jointes à la première égalité (55),
exigent que l'on ait, dans tout l'espace,

AF-=:o, AF'-^o.

F et F' sont donc de simples constantes et les égalités (87)
deviennent

^ =r 0, n ===0, Ç ~= 0,

^=0, r/r=:=0, ^=0.

Telles sont les condi t ions nécessaires et suffisantes pour que le
terme exp l ic i t ement écri t au second membre de l'égalité (76) de-
v i e n n e égal à o.

Hors ces condit ions, ce terme est essent ie l lement pos i t i f ; i l e s t i n f l -
n i r n e n t petit du second ordre lorsque ^, Y], *(, ^, T]', 'Q sont, par tout ,
i n f i n i m e n t petits.

On voit donc que, tant que les valeurs absolues de 2;, T], Ç, ^ /, y]', 'C
et de leurs dérivées partielles du premier ordre en a, &, c ne surpas-
seront pas certaines l imites, —- aura sûrement le signe de son pre-
mier terme et sera posi t i f ; si l 'équil ibre in i t ia l du système était
stable, on pourrai t l i m i t e r supér ieurement les valeurs absolues ini-
tiales de ^, Y], ^, ^ /, T]\ ̂  et de leurs dérivées partielles du premier
ordre en a, b, c, de telle sorte que — ne puisse devenir négatif pour
aucune valeur de /.

Considérons, d'autre part, la valeur prise, à l 'instant / == o, par la
quantité — qu'exprime l'égalité ( 11),

Posons, à cet in s t an t / == o,

^o = ̂ o. < •^ K^o, Cu == K^o-

I/égalité (75) nous donne alors

( d u } ^-4K2(A4•-2M)f(A0o)2^-4KâMV (\^Y d^
\ ut ^ o J '^"<^ <J

— 2 K4 ( À + a p.) (\ A0,)2 dm - 2 K.4 ̂ .̂  A Ar^ )2 ̂ fo

^/t/î. Éc. Norm^ (3 ) , KXIl* — AVJEUL IQOÔ. 23
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Visiblement, nous pourrons prendre pour K2, Ç o ^ ^(P ^o (vt P01111 1e8

dérivées partielles en a, 6, c de ^ o » ^(P C o » des valeurs assez petites
pour que (-y-) ait le signe des termes qui, au second membre,
occupent la première l igne, et ces termes sont positifs.

Si donc l'état initial du système était un état d'équilibre stable,
nous pourrions disposer des valeurs ini t iales de ^, T], Ç, ^, Y)', Ç' de
telle sorte que les trois condit ions suivantes fussent sûrement rem-
plies :

ï° U ne surpasserait pour aucune valeur de / une quanti té posi-
tive A, arbitrairement donnée d'avance;

2° La valeur initiale de -, serait positive;

3° —.-T ne serait négatif pour aucune valeur de /.
Les deux dernières conditions contredisent la première ; le llléo-

rème énoncé est donc démontré»

V. — Le postulat des petits mouvements.

Les démonstrations précédentes ont la r igueur introduite dans les
questions de ce genre par M- Liapounoff et par M. IIadamard. Nous
allons obtenir d'autres propositions par des démonstra t ions un peu
moins rigoureuses en ce qu'elles impliquent un postulat que nous
avons déjà invoqué dans l'étude de la stabilité des fluides (1). Com-
mençons par énoncer avec précision ce postulat, que nous nomme-
rons le postulat des petits mowements.

Considérons un mil ieu isotrope, dont une partie de la surface est
maintenue immobile, tandis que le reste de la surface supporte une
pression normale, uniforme et constante. Donnons à ce milieu un
mouvement; à l 'instant £, le point matériel dont les coordonnées ini-
tiales sont a, b, c, aura pour coordonnées

x=a~\-'^a, b, c, t), y == b -4- n(a,b, c,&), z == c-4- Ç(û, b, c, t),

( l ) Sur la .viabilité et les' petits mouvements (les corps f/uide.v (four//a/, de Mathéma-
tu/ue.Vf 5e série, t. ÏX, p. '233; i9o3}.
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Supposons que les valeurs absolues de i;, Y], '( admettent, quel que
soit, t, u n o l imi te supérieure A
(88) ^ | = A , ^A

et que l'on ait de mémo, quel que soit t,

^ / •A, . . . . . . . . . . . .^
()a

^
Tt
(H
Ja'1

à^i
()a <)t

y's,
ai'1

ch
ai^A, r^A,

ô^
( 8 8 & w ) i / ^A, " i r " ^ ,

àct, ôb

^/</v,
^TJ

Ir^A, ,,-A,
^ï2

^
àc

^
^<

^/ •A ,

•:./•' A,

^Ç
^c<^^

^Ç
^^

^/^A,

^

r\r\ r\ r'\ r1^ étant des constantes posi t ives données une fois pour
toutes.

Reportons-nous à ce qui a été d i t au paragraphe I, et nous voyons
que, toutes les fo i s que A est suffisamment petit, ^ Y], Ç, nuls en tout
po in t d e l à part ie de la surface terminale qui est ma indenue immo-
bi le , vérifient les équa t ions (34) en tout point (a, b, c) du milieu et
les équations (35) en tout po in t de la partie de la surface terminale
qui supporte une pression invariable. Dans ces équations, le sym-
bole 4-... remplace des termes qui sont in f in iment petits au moins
de l'ordre de A2.

Cette proposition n'est point douteuse; elle est le fondement des
considérations développées aux paragraphes II et IV. Voici main te -
nant la proposition très voisine que nous lui substituons :

Si A est infér ieur à une certaine l imi te , on a, quel que soit /,
'"4-^A2, Ç ; n A2, : w -W . lK\

/, m, n étant trois quant i tés qui , quels que soient a, b, c, t, et quelque
pet i t que soit A, ne surpassent pas en valeur absolue une certaine
grandeur posit ive fixe F; dont, en outre, les dérivées par t ie l les du
premier et du second ordre en a, b, c, t admettent également des
l imi tes supérieures fixes.
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Dans les égalités (89), u, v, w sont trois fonct ions de a, b, c, t.,
définies de la manière suivante :

i° Pour toutes valeurs de a, b, c, f-, on a

(90)

(A.+

+(ï +

(A-l-

+(À +

(A+

+0-+

M)^-àa

\ fy
IJ' ) àaàt\àa (

<
àî

I J ' ) àb ùt\ àa '

M)-^-àc
, y

^àcôl

( a u
[^.+

( a u
(^+

( a u

( a u ,

( ô l t 4\ôa +

fàu.
^+

àv
^+

^
O/^

<)v
Tb+

àv
ôl^

àv
^+

<)v
ôb^

ôw\
Je)
ô^
àc )

à^\
Je)
ôw\
ô c )

()w\
Je')
()^\
()c )

+MA«

à .
+ [J.-— OU —1 àt

4- M A^

( ) Ai n A / )+v-^^

+ M ̂ v

() .+y.^'-

(F U
-po^ -o,

^,
P — .̂ /-k

' 0 ôi:1 '~ '

(Pw
-p.^ --»•

2° En tout poin t de la par t ie ma in tenue i m m o b i l e de la sur face
l imi te , on a

(90 c == o, w =: o.

3° En tout po in t de la part ie de la surface limite qui supporte une
pression invariable, on a

A
àv ôw\ ,-. au / on ôv'

. àb à a

/àw à((.\
^ ̂  \y—— + 2 M —— a-h-M p+M' àa, àa àb àc

à^
àc f

à^u " à fàu ' àv\ ^ à f àw àu\
• ̂ ' ^;-r, ^ +P.-.7 -n + T; P +P-37 3- + T; )r-

r ^/au à^
[ Jt \Ja + àb ' àt\àa àc ) {à a à h

/ ait (){'
Ja + Jb

'àt\àb àa,

àw\ ..... àv
— ) 4-âM-T-àc y àb

n Ti» / à ^ àw\fj •+- M — + — y
/<ht: ^1\
\àb àa) A

1 \6/C (/6 / '

„, à f àv ôw\É) /<)« dp à fàu à^ àw^' à^ '
'"àîJJf. ^'^ [Tc^Tô )r-àt\àb

v ' \ i *i '"' » '—("'
àa)tx+\l^['àa àb + àc -4- 2p

M

+^

,-. //)w àu\ ^
M —— + — a + M^c /àa

à ( àw àu^
^Jt^Jd.

'ôv àw\., [ ,+. p 4- A,
, àc àb ] •

'àa àv
, à a à"~b

àw\ ... àw
—— "h-2M,——àc ) àc

+^ a+p à f àv àw
J7.+^ ̂ + '^A-r.ai \ôc àb

. à /au
à h {.àa

àv àw
ITb "i~ Je1-t- — + a^—/j/. / i /if,

(PW
à'cJÏ
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4° A l ' instant <î == o, on a, quels que soient a, &, c,

i u='E, ^=-n, (-ï'=Ç,
(93) \àJa.=ÔÈ ôï^(hL ^^^

( àt ~ à^ àt ~~~ à t ? àt ~~~ àt'

Les équations (90) et (92), qui doivent déterminer //, ^, w, ne dif-
férent des équations (34) et (35), que doivent vérifier ^, Y], ^ que par
la suppression des termes représentés par -h.. . , lesquels sont infini-
ment petits par rapport aux termes explicitement écrits.

Mais , bien que les équa t i ons qui d é t e r m i n e n t Ç, T], '( d i f férent infi-
n i m e n t peu de celles qui dé te rminen t u, v, n% b ien que ces q u a n t i t é s
et leurs dérivées par rapport a l so ien t i den t i ques à l ' ins tan t i n i t i a l , il
n'est nu l lement prouvé que les q u a n t i t é s (i; — u), (?] — (?), (^ •— w)
soient toujours i n f i n i m e n t petites du second ordre. De ce que deux
systèmes d'équations aux dérivées partielles diffèrent infiniment peu l'un
de F autre, on ne saurait conclure que leurs intégrales correspondant aux
mêmes conditions initiciles, différent infiniment peu.

Donc, en écr ivant les égalités (89), nous admettons implic i tement
l 'exactitude d 'un postulat.non démontré.

Néanmoins , comme, dans' une fou l e de ques t ions du môme genre,
les plus grands géomètres ont fait usage de ce postulat, nous allons
en user à notre tour au numéro suivant.

VI. — Modifications ( 1 ) que le postulat des petits mouvements
permet d'apporter aux propositions démontrées au n° I.

Le postulat des petits mouvements permet, tout d'abord, de rendre
un peu plus complètes les propositions énoncées et démontrées au n° 1.

Il permet, en premier l ieu , (Y étendre le théorème que nous avons for-

( t ) Sur les condulon.v nécessaires pour la stabilité initiale d'au mUleu, vitreux ( Procès-
vorbaax de la Société dcK sciçncea physiques et natureUes de .fîordûaux, séance du
'-s evril i()o3).
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mule pour tous les milieux vitreux ou cristallisés au cas où la surface qui
limite le milieu étudié, au lieu d'être entièrement fixe, serait en partie
déformable et soumise, dans sa partie déformable, à une pression inva-
riable.

Il permet, en second l ieu, d'apporter un autre complément au
corollaire, relatif aux milieux vitreux, que nous avions tire de ce
théorème; ce corollaire, ainsi complété à deux reprises, se formulera
de la manière suivante :

SL l'on a, en un milieu vitreux, les deux conditions

(94)
3 A + 2 M ^ o ,

Mio,

dont l'une au moins ne se réduit pas à une évalué, le milieu, ne peut
demeurer en équilibre stable lorsque les diverses parties de sa surface
terminale sont ou maintenues immobiles, ou soumises à une pression
invariable.

Nous nous contenterons de démont re r cette dernière proposi t ion,
laissant au lecteur le soin, d 'ai l leurs aisé, d'établir la première.

Posons, en effet,

(9^)

au _ àv ()w
^Ja" ^'-^ ^"Ja"

àw àv ^ au ()w _ àv ()(/.
y^^+^, y^^^^ y^^+^

et considérons l^expression

(96) U = - ^ ^ f ; ( 3 A + 2 M ) ( £ i +2 M (£. 4.-£,-{-£„

+ 2M[(£2- s^2-^ (£3— Si)2^- (£, — £2) '+ B y f + 3y j 4- 3yj ] j da. db de

î r r môuy /^A2 fàwv\, ,, ,
^.ç\IJj[W^(^^^^
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que l'on peut aussi écrire, en posant dm = dadbdc,

(97) U=:-^ MA(£,+Ê2+£3) 2
2 /

+ M ( 2 £ ; +2^ + â £ ^ + y;2 + y; + y ^ ) ^

L'égalité (66) nous montre que, lorsque les condit ions (94) sont
vérifiées, U ne peut jamais être négatif.

Les conditions (88), (88 bis) et (89) nous montrent ensuite que, si
la grandeur A dont dépendent les limites imposées aux valeurs
absolues de S;, T], '( et de leurs dérivées partielles est suffisamment
peti te, U demeurera sûrement inférieur à une l imi te positive arbi-
trairement fixée d'avance V.

E n f i n » si l'étal in i t ia l du système est stable, on pourra, aux valeurs
absolues initiales de

^ o ()t, à'f\ à'Ç^ ^ ç? '^ Ti' ji
q u i , selon les égalités (g3), sont les mêmes que les valeurs absolues
initiales de

<)u àv ôw
^ ^ ^ ^ y y

imposer des l imi tes supérieures telles que A soit aussi petit que l'on
voudra, par tant que U demeure, quel que soit /, inférieur à V.

L'égalité (96) nous donne

w^-s/!'»-"".4-4-.'^^^)
«M[,,-.)^-^1.,-.,)(^-^(.,-.,)(S-$)

o ^7l y ^2 - ^7s1 /+3^+^-+^J^
ffàu (l'u tk yv f)w f^iA

+ ̂ j \JiW + Tt ~ûr + Tt "¥
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Mais, selon les égalités (90) et (9,5),

(OQ) o n011 àïu -4.àv à2(> ̂ ôw àî'v\ /(99) poj ^^+-^^+^^-)^

/ r ï
= 1 ( A + M ) ^ ( s i + £ 2 + £ 3 ) + M A «àa ( ^ i ^ ^ - ^ ^ î + M A ^

^(^.,-,^+^A.]^

^ (£ i+£î+£3)+MAc

ài , . , . , . . . à . -}à.

^+^(^-^)^A.]^

+[ ( A + M ) ^ ( £ i + £ , + £ 3 ) + M A c

+0+^)^(^^.)4-,^A^

+[ ( A + M ) (Jc ^ ' - l - ^ + ^ O + M A w

+a+,)^(£.+£^£,)+^A.^j^
j [A ( £ i + E 2 + E 3 ) + 2 M £ i ] cî +.M y:i p + M ' / a y

+ _y^(^+^-^3)+^^"]a,.^.^p+p..^y </s

4/|(3A..M)(,.,.,)^^,^
^^ ^^ (̂

2 ^3^^"•['••-'fë-^—-,)®-^^..-.,)^-^
-^^-'•/•^^..^i:<-^+3•/•^^'•^i"'4/i'"-^^y

-^[fë-^-fê-^'-^^-^'+3fê)•^fê)!-^)>]i-
Ai. dernier membre, la l igne le points remplace deux intémii.,

analogues » celle qui précède celte ligne.
Or, ces trois intégrales étendues à la surface que limita le miljen

sont séparément nulles ; en enet, ou bien l'élément rfS appartient à la
partie immobile de celte surface; alors u,,, » y sont, selon (91)
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nuls quel que soit t, ce qui donne
i85

ou
"ai

àv
Jt

()w
~ ô t ' •• ô:

ou bien l'élément dS appartient à là partie déformable de la sur-
face S; alors les égalités ([p) y sont vérifiées. En toute circonstance,
les égalités (98) et (99) nous donnent

civ 2 r\
" d t ^ ^ ï j \

2 ^7i '> ^ya 3 ày^+3^+37^+3^

-V'1

( 3 À + ^ M )

•-h 2 M ( £3 -

( 3 À + 2 ^ ) (

K^s,+^ ^

(EI 4-63 4-

,/^-£3)^-

/<)6i 6^2
^ .̂, +. ,̂

«^Y+^ t ) +
+

' ^ ^£1c;!) \^'-^^(x^
+ ̂+ à t )
(as,
\ <H

î(^\\ ( ) t }

à^ ()e,\
àh àt )

-"•-'fê
2

^ > v , / ^ i
a ï ] \àt

\^^\<)t )

àeA ,
-T^^

<)e,Y
~()t )

ïfW
^.

„ ^ (^ ^
~tî)\<)t~ a i )

ûfej,

Fo r rn o n s. m a i ri te n a n t
Nous pouvons écrire

^0
~dF'

d^V a r
W^ ""̂  3J

' ' " '1\^ ^y ' \àt

— 9. f

Ann. Éc. Norm., (3), XXIÏ. —

(3 A - 1 - 2

-j- <i M /

[A(£l

+[A(£ ,

+IA(£,

+fMy,-

»'(^-
j£2 ^Ê;Ï

+62+£3)

+£2+^3)

+ ̂  +£3)

^Vl \ C4-^)-

^e,- -^ -p

1 „

+

+

4-

^/i
^Z2

AVKÏL 1905*

-^^-.

aMe

2M6

aMs

+(My2+^

^3 '\

ï7;

,+>•

,+À

3+?.

O

^e,'
^,

/^i
\~()t
(as,
\ ~ÏH

(<)^
\f)t

\8 , /^
/ \ ()l Ôt J

„ /
+3(

^£2
-+- ^

+^
ùt

. à^+^

^^-.("y.^.^)^!"»-

^v^
,}<

<'^1\-^^^
+

t- ̂ \,+ .̂  ^ -1-

^v

y

<h3} i^< ̂ 4 -

teY+sf\ <^ / \
()St~\ ^e,

^'-^"J '̂
^1 ^e,

'•^^"J"^

^y^l^

"' ^J <-^2

24

W|^"y J
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La seconde intégrale peut s'écrire

r i r ,,r ^ /^l ^ ^^ ^£! 1^( r ^ ^ /^Sl ^ ^^ ^£! 1
2 ( A(.,+.,+..)+«lli,+>(-3,+^+^)+'F% «ij][A(£,+^+^+^,+^+^+^4-2^J

^ -̂.(M,,̂ ), ̂ S

^i f .... . /d£i ô^ï àe-i\ ^£-)"| o
+»jj[A(.,+.,+..)+l>M«,+l^+-57+^J+»f^JP

.(«,,̂ V.(M,,-̂ ).̂

/[A(,,-..,..,.,«..̂ fê .̂l-)..̂ ]/ . •»fï i / î ^'-a ^^•i \ "^^+,( A(,,+,,+.,1+»M,,+1(^+^.+^J+»|.-^ •/

.(M,,.̂ )..(M,-.̂ )P^^S

fl r (A+M)^(£ i+Ê2+£3)+M'A/< +(X4-^) j^(£i+Ê2+£,,)4-^^A^ ^

+ 1 (A + M )^ (£.1 + ^+63) + MAc + ( À + ^) ̂  (e, + £.,-h £3) ̂  ̂ A^ ^

( A + M ) ̂  ( £1 + £a + Ê3 ) + M A(-P + ( À + ̂ . ) ̂ ^. ( £1 + £, 4- £;, ) 4- /J. ̂  Aiï< ̂  ̂  ^CT.

Dans cette expression, les trois premières intégrales sont nul les ;
en effet, ou bien 1/élémentrfS est immobile» cas auquel u^ v, (^son t
nuls, quel que soit t, ce qui donne

ô^u _ ^'2( î ^ à'^w _
W^'09 •^^^ -^r^o;

ou bien l'élément dS supporte une pression invariable, cas auquel
les égalités (92) y sont vérifiées.

Quant à la dernière intégrale, on peut la transformer en y rempla-
çant u, v, w par leurs valeurs tirées des égalités (90). Finalement ,
l'égalité (101) devient

, ^U 2 W o , ../y, / ( ) £ [ àe^ ( ) s ^ \^ ^^^^^3A^ .M)(^4^+^ j

2 M ' àe^ ^ f)£:A2 /^£3 àe^'Y f' chi às^^ ^ ̂ j ^ ̂  ^ .̂ .j ^ ̂  ̂  ̂ j

^3(^p^3f^)^3f^
\ àt j \ ai ) \ à t j J )
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•if\ [(A+M)^(£^4-£3)^A.

.^(^^r)^(£^s,4^3)+^^A//,]2

-t- (A, -h- M ) — ( £.1 -h e^ -t- £3 ) -1- M Ar

^(^^)^(£^£^£3)4-^^A.j2

• | ( A "+- M ) à ( e, -»- £, + £3 ) + M Atp
L ^/û

^(^^)^(,^e^^)4-^^A^]2^fo.____. ( c —i— r —L- s \ —I_ 1 1 __ A i r / 1

A l'instant / ==o, rien ne noas empêche d'associer aux valeurs que
. . . i i i , au , àv , à\vnous choisirons pour u, v, (^des valeurs de u =-= •-.-? ^ == —, w == —

données par les formules

u' = K2 a, v' ̂  K2 v, ^ 1 -rr SC2 w,

K2 é tant un coefficient indépendant de x, y, ^. Alors, au second
membre de l 'égalité ( roo) , la première intégrale deviendra

^^ r [ ( 3 A + 2 M ) ( £ , + Ê , 4 - £ , ) 2

+ %M[(£3- ^y^.h- ( £ 1 - E,y + (£2— £i)2 + 3/1 + 3y j + 3y^ ] j ̂ ,

tandis que la seconde deviendra

K4 y*
—'^ j ( 3 À ̂  a^IXel-f-ÊaH-e.-t)2

-h 2 ̂  [( £3 — £, Y •+• ( ci - £, Y -h ( £2 -- £, )2 + 3 yî + 3 yj -h 3 yj ] ; ̂ .

En vertu des condi t ions ( f )^ )» dont l 'une au moins ne se réduit pas
à une égalitéy nous pouvons choisir u, y , w de telle sorte que leurs
valeurs absolues ne franchissent pas les limites qui leur sont impo-
sées et que la première des deux intégrales précédentes soit positive.

Nous pouvons ensuite choisir E2 si petit que les valeurs absolues
de u'\^\ w deviennent inférieures aux l imites qui leur sont imposées
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et que la seconde intégrale soit inférieure en valeur absolue à la pre-
mière.

Dès lors, la valeur initiale de -7- sera sûrement positive.

D'autre part, en vertu des conditions (94)» "-^•? qui est donné par
l'égalité (102), n'est jamais négîitif.

U croît donc au delà de toute l imi te avec t.
Cette conclusion, qui implique contradiction, démontre par l'ab-

surde le théorème énoncé.
La proposition précédente a une application importante :
Pour un corps fluide, M est nul; nous voyons alors qu'un corps

fluide où A serait négatif, serait en équilibre instable lorsque cer-
taines parties de sa surface seraient maintenues immobiles, tandis
que d'autres supporteraient une pression invariable. Par la se trouve
étendue aux fluides visqueux une proposition démontrée ail leurs (^
pour les fluides exempts de viscosité.

VII. — Autre conséquence du postulat des petits mouvements : ni l'une ni
l'autre des deux vitesses de propagation au sein d'un milieu isotrope ne
peut être imaginaire ( 2 ) .

Le postulat des petits-mouvements nous permet d'apporter un com-
plément important à la proposit ion que nous avons établie au para-
graphe IV; nous pourrons, en effet, énoncer et démontrer le théo-
rème ;que voici :

Considérons un milieu vitreux indéfini dont les régions infiniment
éloignées sont maintenues immobiles. L'état initial de ce milieu ne pour-

( i } Sur la stabilité et les petits mouvements des corp^ fluides^ Chapitre Iiï(Journal de
Mathématiques pures et appliquées, 5e série, t. IX, 1903, p. %33).

(2) Sur les conditions nécessaires pour la /stabilité initiale d'un milieu vitreux (Procès"
w'rhaux de la Société des Sciences physiques et naturelles de Bordeaux'y séance du
2 avril 1903).
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rait sûrement pas être un état d'équilibre stable si l'on avait l'une ou
l'autre des inégalités

(103) A " + - 2 M < o ,
(104) M<o.

Cette proposition est vraie que le milieu soit dénué de viscosité ou quil
sou cloué de viscosité ; elle demeurerait encore vraie si les actions de vis-
cosité, au lieu d'être des résistances passives, étaient des puissances
actives,

Dans le cas où le milieu est dénué de viscosité, cette proposition peut
s'énoncer autrement; si l'on se reporte aux expressions, données par
les égalités (20) et (^ï), de la vitesse de propagation des vibrations
longi tudinales et de la vitesse de propagation des perturbations trans-
versales, on peut la fo rmule r ainsi : L'équilibre initial du milieu serait
sûrement instable si l'une ou l'autre des vitesses de propagation y était
imaginaire,

Supposons, en premier l ieu, que l'on ait

(io3) A - + - 2 M < ô .

Posons
au. àv àwau àv àw
Ja '+ ~àb "+" Je( ïo5) (M) -= v- •+ "TT -h -f: •'• / nn nh fif*

En vertu des égalités (90), cette grandeur vérifiera, en tout point
du milieu, l'équation aux dérivées partielles

à y ̂
(106) (A + aM ) A© + (1 -+- a/j.) ̂  Aô — po -j^r ̂  °-

Considérons l'expression
r r^fàQ'Y f(WV fà^Y} ,

(.07) U=-(A+.M)J(A@)^^+p.J|^ +^) ^{^)\d^

ou
W = ̂ 0, d^ -= da db de.

ôt
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Des calculs tout semblables à ceux qui, des égalités (5.^) et (60),
tirent les égalités (56) et (63), nous donneront

( Ï08) ^" :rT— ^(A -4' ^M) C^Wci^— 2 ( À +- ?^) ÇÇWY dv5.

Puis, des calculs semblables à ceux qui ont fourni les égalités (5())
et (65) nous permettront d'écrire

^U
^r(109) ^ ~ 3 4 ( A + 2 M ) ('{Wfd^

4/ [<A+aM)^-^-)^"
-^--^Ï-^'-^ÏJ2

4-[(A-|-.M)^+(7+./.)^).'"3j^.

Ces préliminaires posés, supposons que l'état d'équilibre in i l ia l
du système soit un état d'équilibre stable. On pourrait v is ib lement
imposer aux valeurs absolues initiales de

î .„ y <K à-n àÇ
^ '' ^ àt' Tt' Tt'

qui sont les mêmes que les valeurs absolues initiales de

au àv ()vc
u' v' w- -al' Jl' DT'

des limites telles que U ne surpasse a aucun instant une certaine
valeur positive donnée d'avance V.

D'autre part, nous pourrons toujours, à cet instant in i t ia l , prendre

^=K•"• ^-^ ^=^,
K2 étant une quantité indépendante de a, b, c. Nous aurons alors,
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selon l'égalité (108),

(no) ( à u \ ——.^(A+^M) f(A©o)2^
\ a(' / o J

—aK4^ -4- 2/jL)/'(A©o)2^.

Nous pourrons toujours, sans que les valeurs absolues initiales de
d^ ^(? ôw , , , T .. , . . ,M, ç^, w, —? --,-, -j- transgressent les limites supérieures qui leur sont

prescrites, faire en sorte q u e A © o ne soit pas nul dans tout l'espace
et prendre, en outre, K2 assez petit pour que le second membre de
l'égalité ( i 10) ait le signe de son premier terme, qui est positif selon
l'inégalité (ïô3).

( — ) serait alors sûrement positif; comme selon l'égalité (ioq),
\ at> } 0

d^ 0 ^ peut être nul à aucun moment, U croîtrait au delà de toute
l imite avec t et ne pourra i t demeurer inférieur à V. La contradiction
à laquelle nous aboutissons démontre le théorème énoncé.

hnaginons maintenant que l'on ait l ' inégalité

( io4) M <o.

Posons, par exemple,

, /. àw àv{ s 11 ) ^i ::= — -+- -r- •/ ôy as

Selon les égalités (90), nous aurons, en tout point du m i l i e u et à
tout ins tant ,

( j 12 ) M A^i -4- ^ ̂  Ai2, — po (-J^ :::r o.

Considérons alors l'expression

o,.,) u ---Mĵ ,,^-,/[(^y. (^y. (S)-] .„,
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OÙ

0' - ô^^-•J^'

Des calculs semblables à ceux qui, des égalités (67) et (70), tirent
les égalités (68) et (71) permettent d'écrire

(n^) ^-/iM^iA^OT^.^AÛ'i)2^.M J J

Puis, de même qu'on a obtenu les égalités (69) et (72), on ob-
tiendra l'égalité

(n5) ^=--4Mjw&

^f\ (Mfl̂^ ^sv
()ff +p' àa )poJ L \ ôa ^

/.JA^, ô^Y-+ M—+^.-—
\ ^n * /*/i /' V" àb ' r ^

/,JAS2, à^Y j+ M——+(. t—— â(ro.\ yc ' ^c /

En raisonnant sur les égalités (i t3), (i4) et (i i5) comme nous
avons raisonné sur les égalités (107), (108) et (109), nous prouve-
rons que l'état d'équilibre initial d'un milieu indéfini où l ' inéga-
lité (lo^ est vérifiée ne saurait être un état d'équilibre stable.
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CHAPITRE III.
LE DÉPLACEMENT DE L^ÉQUÏLÏBRE.

I. —" Du déplacement de l'équilibre en général.

Considérons d'abord un système défini par un certain nombre de
variables normales a, [3, . . . , À, hors la température absolue T. Sup-
posons qu'à une certaine température T, le système prenne un état
d 'équil ibre lorsqu'on le soumet aux actions extérieures A, B, ..., L,
et que cet état d'équilibre varie d'une manière continue lorsque, sans
fa i re varier la température T, on f a i t varier les valeurs A, B, ..., L
des actions extérieures. Si les actions A, B, ..., L éprouvent des
var ia t ions in f in iment petites r/A, dîï, . . . , r/L, que nous nommerons
des actions perturbatrices, les valeurs des variables a, [3, ..., À qui
conviennent à l 'équilibre éprouvent des variations rfa, d^, ..., rfX,
que nous nommerons des perturbations ; l'expression

<^A. dv. + û?B â?(3 4-... 4- dLd^

sera nommée le travail perturbateur isothermique.
Dire qu'un travail, perturbateur est positif, c'est dire, sous une

forme mathémat ique précise, que la 'per turbat ion se produit dans le
sens vers lequel tendent les actions perturbatrices. Il est clair que
les systèmes que la nature nous offre seront tels, en général, que tout
travail perturbateur ùolhermu/ue, accompli à partir d'un état d'équi-
libre, soit positif. C'est ce que nous exprimerons en disant qu'ils sont
soumis à la loi du déplacement isothermique de V équilibre.

Soit ^(a, p, . . . , À, T) le potentiel interne du système; pour que ce
système soit soumis à la loi du déplacement isothermique de l'équi-
libre, il faut et il suffit (1) qu'à partir de l'état d'équilibre, toute

( i ) Traité élémentaire de Mécanique chimique/ondée sur la Thermodynamique, Livre I,
Chapitre VIiï (t. I, p. 137).

Ann. Éc. Norrn^ (3), XXJL — MAI KJOÔ. ay
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valeur de la variat ion seconde

^'••"^"w-- ^w-lil-,/̂
soit essentiellement positive. Il en résulte, selon le critérium de
Lagrange et de Lejeune-Dirichlet , qu'un étal d'équilibre soumis à la
loi du déplacement, isothermùjue est assurément stable si l'on maintient
invariables la température Ï et les actions extérieures A, B, . . . , L.

A cette loi du déplacement isothermique de l 'équilibre se rat-
tachent beaucoup d 'autres considérations que nous avons déve-
loppées ailleurs ( 1 ) ; nous serons amené ici a é tendre quelques-unes
de ces considérations aux milieux élastiques.

II. — Du déplacement isothermique de l'équilibre pour un milieu élastique
affecté d'une déformation homogène.

Supposons que les composantes ^, T], Ç de l 'é longat ion soient , pour
chacun des points matériels du m i l i e u , des fonctions l inéa i res des
coordonnées ini t iales a, &, c de ce po in t ; en d'autres termes, suppo-
sons que l'on ait

i ^ :::r Çy -4...-, a^ a -4- a^b -l- a^ <:',
( l ï ô ) , Y) i';,:: rjo 4- a^ a 4- a^ b ""(- a^ c,

[ Ç ::r: Çy -.{- a;(i a + a^ h -f- ^33 c,

^o» ^o» 'Co ^ l^s ctij étant dou%e quantités indépendantes de a, b, c\
Selon les égalités (2^), nous aurons

<?i -=âtn-h^(a^4- a^^ ^^),

^ ̂ a^K^^^^^a).
^ ==^-^^(aî,-+-aj^-h ̂ ^),

( i î7)
^1 ::,-:-; 0^ -+- ^324- ^i2^l3"+- ^22^23 •+- ^32^33»

^•a = cy^ ̂  0134" ^] ;î ^11 4- 023 a^i 4- Oy^ a^ i ,
^rr: a^ 4- ^2, "t- an a^ -\- a^ a^ + a.^ ay^

Les six quantités ^, ^, 03, ^^ ^, g^ ont ainsi des valeurs indé-
pendantes de a, &, c, ce qu'on exprime en disant que la déformation
du milieu est homogène.

Supposons que les quantités ^o, r\^ ^ et les a^ éprouvent des va-

( 1 ) fbid.. Livre I, Chapitres V1U, IX, X, XI.
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t>>riations âÇo, SY](^ §'(0, oa^-y indépendantes de a, é, c; nous aurons,

selon les égalités ( ï 16),
( Qc ̂  a^o 4- a OŒ 11 — b aa^ -4- c âoiy,
< orj ==: ÔYÎO 4- a da^i 4- ô 0^32 -+- 6> ^^23?
f S'Ç --= S'ÇQ 4- a âa;M 4- ^ (3^33 4- c <îa33,

(ii8)

tandis que les égalités (^17) donnent

(^9)

o<?i — ( ï 4- an) cîan 4- a^ i 0^21 -t- a;ji o<%3i ,

âô^ r= a 12 0(^12 4- ( î 4- <^22 ) 0^22 — <^:}2 Sa.:^,

Cîé?;} —r ai:( 0^13 4- ^23 Ôa^i 4- ( ï 4- 033 ) 00:^,

ô^'i -=r; a 12 ôrti ;{4- ( r -l- 02.3 ) 5^23 4- a;^ rîa.^
-h Ois à^i2 ~4- ^23 ̂ ^a 4~ ( ï 4- a^ ) 0032,

(5^^ :=, a^ ôan 4- ag3 rî^n + ( ï H-- <^33 ) Sa.^
+ ( ï 4- ^n ) rî^i;»-)- agi (îa.̂  -ï- a^ Scx.^

0^3 == ( ï 4" ^n ) <î^i2 4- a.̂  rî^aa •+" ^31 ^ss
+ ^13 Ô^n -1- ( ï -h «22) ^21 •+- ^32 O^.-U*

Ces égalités peuveni encore s'écrire :
( ) r -

• ()€l^
<)^

^ï —"

^ :=

ô î ;;=:
;

Ô ,̂ r=

0^3 "=:

/}.r
^^

()^
àc

().T
Jh
ô.v^ ^

().r
()c
()a:̂

f)^
()ci
ô.x

Ô^l2~-h

0^134-

rîai34-

Qa^-{-

rî^n4-

^^134"

0^^ 4-"

^

<).)-

rj^

ày
ôc

ôy
àh
ôy
ôa

ôy
ôc

^
àa

ÔY
~()a
à y

Sci..^ 4--

ôa^ 4-

0023 4-

O^aa "^

Qa^i -i-

00^3 4-

oa^ 4"

^

^3 ,

•jr/^
<)s .
-l-1'-'15':!.».^c
as ,
^0":••••
^5 .

Tc0^
as ,
^0«,H

r;= ,^o«»,,

c^ ,
^^
à-s ,^o^.+^o^+^oa,,.
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Les égalités (119) donnant pour e^ <^, €3, g ^ , g^, g^, des valeurs
indépendantes de a, b, c, la déformation est encore homogène âpres
la variation imposée aux ^o, 7]o, *Co» '̂.r

Cette même variation donne encore, selon les égalités (i 18),

(121) S^=0, Ô 2 TJ==0, 0^=0

et, en vertu des égalités (i 19),

Ô^ =(ôa^^(Sa^^(Sa^)\
S^,=(Qa^+(êa^^(Sa^\

52^==((î^3)2-l-(âa,3)2+(<î^)2,
' S'2^!^ 2(^12^13-4- Sa^ôc^-^Sa^ 0^33),
ô2^^ 2(§a^ 8^ "^Sazîêa^^ôa^Sa^),
ô^gzr: 2((î^n Sa^-^r Sa^ §a^-+' Sasi Sci^).

Lorsqu'un milieu est, à partir d'un état initial homogène, affecté
d'une déformation homogène et que, de plus, la température de ce
milieu est ma in tenue uniform.e, on voit sans peine [ lïec/uTe/uîs sur
VEtasticité, première Partie, égalités (62)*) que les six quanti tés Na;,
N^., N5, T^, T^,, T^; sont indépendantes de a, 6, c ou, ce qui revient
au même, de x, y, s; i l en résulte [/bùL, égalités (70)") que les actions
extérieures capables de main ten i r le système en équi l ibre se réduisent
à des actions purement superficielles. L'élément dS de la surface qu i
l imi te le milieu est soumis à une force dont les composantes sont

( 1 3 3 )

Ï\ de = ( N.,a -4- T, ? + Ty y) dS,
Py cIS ̂  (T^ a + N^P + T^y) dS,
P, dS ̂  (Tya 4- T^.(3 + N^y) rfS.

a, p, y étant les cosinus des angles que la normale à l'élément rfS,
dirigée vers l'intérieur du mi l ieu , fait avec les axes de coordonnées.

La perturbation isothermique dont nous venons d'étudier les pro-
priétés cinématiques t ransforme 1/élément dS en un élément d^';.
après cette perturbation, le corps est encore main tenu en équilibre
par des actions purement superficielles; l'élément dS' est soumis à
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une force dont les composantes sont

P^. dS' == P,, ̂ S + ô( P^ ^S ),
P; ̂ S' -= P.y ^S -+- ô( Py dS ),
P;; ̂ / =•= P, ^-/S + ô(P^ ^S).

§(Pa;rfS), 5(P^^S), S(P^rfS) sont les actions perturbatrices.
Le travail perturbateur a pour expression :

^= f[ti'(P.,<^S)^+â(P^^S)(ÎY)-KÎ(P^S)ôÇ]

ou bien, selon les égalités (i23),

cfê == f j ô[(N.,a ̂  T^p -+- lyy) rfô] ̂

-+- ô[(T^ a + N^(3 -4- T^y) <a?S] ÔY)
+ ô[(Tya 4- T^p + N ^ y ) de] %;.

Si l'on tient compte des égalités (121), cette expression peut
s'écrire

( i -24 ) ^ - 5 f [( N^ ̂  + T, p + T^y ) o^ -h (T, a +. N,. (3 -h- T., y ) an

-h (Tya 4- T;̂  4- N,y) ôï] dS.

Les égalités (45), (6i) et (62) de la première Partie des fiecherches
sur l'Élasticité transforment la quantité sous le signe f et permettent
de remplacer l'égalité (124) par l'égalité

(I2S) d!s-ôf(^<N> ^ à^ ^ à^ïj^ ^ ï / v *- '\ ^ *• ^ l̂ MK- -^-=ol — ô^i + -y— ô<?2 "+- .11-1- ^e.îJ \()€, àe^ àe^ •î

à^ . f}<I> , d<I> , \ ,
^^+^0^-^^^

où rintégrale s'étend à toutes les masses élémentaires du système.
Les six grandeurs e^ e^y e.^ g^ g^, g^ ayant, ainsi que la tempé-

rature T, la même valeur en tout point du milieu, cette égalité peut
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s'écrire, dans le cas où la perturbation est isothermùfue,

/ ^ ^ ( à ^ . <N> ^ M> ^ rN> ^ rM^ „ ô^ ^ \^>(^6) d.= m(^ +^ô^ +^ +^ +^c^ 4-^3 )

^f^ + f^-. ̂ ,+ ̂ ^^-. ̂ rP^ -. f^ ̂ À
\(?6-i ^6-2 (?6-3 3 0 g, bl às\ & - ^3 ^V

(2) désignant un carré symbolique.
En vertu des égalités ('120) et (122), cette égalité (126) devient

()<[) / (̂  ,, r)y ^ <^/ v .- F (M) / àx ^ ày ^ as ^ \
(I27) ^= "U ^l ^^H^^+^ô^^-.

..— 0^11 t . - ^ ô ^ â i - . h — <
^<?i \ à a àa à a
à^ ( àx ^ ()v . ^j „
à^[ Jb ̂ l;i+ ̂ ^+^ô^

^ ^ ^r ^ ^ ^ \ p)+^:^+^:^+^ôa^+...

m 1 ^ [(^ii)2^ (âa,,)2^ (ôa,,)21 +, . .
( (}Q\

à^ , ^ ^ ^ ^ „ ^ <+ 2 -.—(00,15; rjf/ i3 + oa^ oa^ 4- 0^;,^ o^;,:, ) •h . . . ,
^A i '

(s) désignant encore un carré symbol ique.

Pour que le système, ÏSXCLIÎSÏVI^ENT AFFECTÉ Ï:)R DÉFORMATIONS HOMOGÈNES,
vérifie la loi du déplacement isotherme/M de l'é^/uiUhre, if faut et il suffit
que le coefficient de m, au second membre de F égaillé (127), soit positif
quelles que soient les valeur!! attribuées aux Sa^.

IIÏ. — Du déplacement isothermique de l'équilibre, en général,
en un milieu élastique.

Nous allons maintenant établir la proposition suivante :

Si la condition qui vient d'être énoncée est vérifiée quelles que soient
les valeurs de e^ e^ e^ g\, g^ g^ le milieu élastique considéré est
soumis, en toutes circonstances, à la loi du déplacement isothermique de
l'équilibre.

Supposons, en effet, que notre système soit en équilibre lorsqu'on
le soumet à des actions extérieures qui se composent :
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ï.° D'une force P^/S, P^r/S, P^rfS appliquée à chaque élément dS
de la surface terminale;

2° D'une force "K.dm, Y dm, Z dm appliquée à chaque masse élé-
mentaire dm.

Chaque point matériel de coordonnées init iales a, b, c est affecté,
en cet état d'équilibre, d 'une élongation Ç, Y], i^; la déformation, en
ce point , est déf inie par les égalités (23).

A ce système appliquons une perturbation où les quant i tés ^, Y], Ç
éprouvent des variat ions premières o^, ÇY], âÇ, indépendantes (m non,
et des variations secondes S2^, ^YJ, S2^.

Les égalités (23) nous donneront

( 1 2 8 )

ôx
ôel - àa

à^
o^- ^

àx+ .̂

^^ .-
'à^'^

à^
<)c

à^
àb •

à y à S'n
à a à a

ày à Ô'n
j j ; -J^ -1

àf à ô'n
àc àb

as
àa

-
à̂b
as
àc

à5!;
àa

à et;
~()C~

<)ôÏ,
àb

et aussi

^ ,r ---0 ^ ^ ,,..-

'ÇSK)
Ô^-i "=

/à^
" \ àb

(à^\
\ <)a )

à
0

3
4.

^
)c

-(

à
~h —

C

à 6'n
àa

ST)
)b

y-
àS
àc

K

n 1

()r)'Ç

àa

à
0

}'
S'ç
)b

-t-

<)^\+\r-"
àc ) t " ûl

|)2 p
*' "l?

avec

I)2^ Éf. (wz - ÉZ ^L^ ^î àJH
àa à a à a ôa à a à a

( ï 3 o ) àx ào^ ()y ^^, ^<rfrK
D- ̂ , _ ^ ^^- -h ̂  ^ ~ \- ̂  -^

^; ()^ ^ ̂ J^ ^ do!ç..̂  .̂ ..̂ .̂  ̂  ̂  -^^ -+. ̂  ^^ .

Le travail perturbateur que nous nous proposons d'étudier aura
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pour expression

d^ •= f(<îX §'^ -h 8Y Srï -r §7. SÇ) dm

4- r[â(P^^S)ô^o(Py^S)3Yî+ô(P^S)âÇ]

ou bien encore

(i3i) ^=<î[ FOX^ 4-Yân 4-ZrîÇ) ^4- f(P^ 4-Pyâï) +P,ôÇ)^s|

_ f(X (5^-4- Y^rj +-Z ̂ Ç) rfw— f(P^ ô2? +Py02^ 4-P, rPÇ) ^/S.

L'état initial et l'état troublé étant deux états d'équilibre, on tire
sans peine, de l'équation même des déplacements virtuels,

(i 3'2) o [(X r% -4- Y S-n 4- Z fîÇ) dm + ( ( I\, ô^ 4- Py o-^ -h I:\ o0 ^S
L e-7

, r ( à ^ , r^I>, M> , ^* . ^<!> . ()^ . \ ,=.0 l —— 0^1 4" -ç-ûôï -t- -p-o .̂.) + -F"- 0.̂ 1 -h ——1 0^2 4-' -.1--- 0^3 a//z,
J \^^1 ^^2 à(î-, Ô^î 0 '̂2 0 ()gï 0 )

tandis qu'il suffit, dans cette même équation des déplacements vir-
tuels, de remplacer â^ ST], §*( par S2 S;, â2^, â2^ et de tenir compte
des égalités (r3o) pour trouver l'égalité

(i33) f(Xâ^ •^-Yâ2 ï l+Z^Ç)r fw+ r^^S^^^PyS^fi^l^y^cK

rfà^.^ ^,,, ^,^ rM» ^ <)<ï>,, , ^<i> ,„ \ ,r= 1 -D^i-h —~.l)2ff24" . J)2^^— —"I)^i 4" ..—.I)2^ -h —-.B)2^,., dm.
J \àe^ àe^ ôe^ î "1 ^ ^ 7

Les égalités (i3i), (ïSs), (x33) et (129) nous donnent sans peine

/ ̂  ^ f'r ^ ( àx àS'f, or ào-n àz à^\(i34) clQ •== 1 J -y- - . - —' 4- •"î7- "•"-,1--1- 4-- -r- ""T- - 4".. .1 / J I [_ <)é?i \ <?a ^a rfa ^a ^a. <)a )
à^ ( àx à8^ àj àjï'n à^à^
agi \ àb àc àî) àc ôb àc

^^ ÈL^ ^ Éiî  1 ( 2 )
+ ôc àb + àc ^'à'b 4" àc àh } " J

^rf^YJ^Y+-^YI++ àe, \\ àa ) r \ àa ) • \ àa ) J "" -
. (N> (àSS, àô^ àSn à Sri àôî; à ̂ \ )

+ ̂ Jg,\W ~àc' + "W ^W + ~àb ~W ) 4"' • 'l
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Or, sous le signe ( ^ le coctïîcient de dm est ce que devient le coef-
f ic ient de m au second membre de l'égalité (127 )5 lorsqu'on y fait

ù 5e, ^ à ô£ . à ôà"r^= -^, o^= y 0^3= -^-,

. à o'n ^ à OY) ^ à OY]
Sa^-^-. 0^=-^ o^-y

ào'Ç . 0^ . ào'î
orhl = "^? aa32 =- ~àb î oa3:î =: '^" '

11 est donc e s s e n t i e l l e n K ^ n t p o s i t i f ; il en est de me nie de rA^ ce q u i
démont re le théorème énoncé .

IV. ^ Conséquence, relative à la stabilité de l'équilibre,
de la condition établie au § II.

Supposons que le coeiïicient de m, au second membre de l'éga-
l i té (r27), soit e s sen t i e l l ement pos i t i f . Si les divers éléments de masse
(fui forment te corps élastique sont soustraits à l'action de toute force
extérieure et si la surface qui limite ce corps est maintenue invariable,
ainsi crue la température, l'état d'équilibre de ce corps est stable.

En effet, dans les c o n d i t i o n s ind iquées , le système admet un
poten t ie l total qui se r é d u i t a son po ten t ie l in te rne :

S == / <î> ( e^, e^ e.^, g,, ̂ , g-^ T ) dm.l? ^ïi ^'.h ,-) i ? <•"> a» à îï;

La variat ion première de ce po ten t i e l , en une modification isother-
mique, (^st

/"AM> . rM» . à^ ^ à^ . à^ ^ à^ . \ ,
( i 35 ) rî.T -. \ ( — oe, + — oe, -h ,-~ 06', •+• —— ô^ 4- , û^ -h. -.— ô^ } dm.
' / J yJ^i ()f^ ôe;^ ôffî o^ï ^3 /

Cette variation est nul le pour tout système de valeurs de SÇ, 5ï], â^
égales à o en tout point de la surface qui limite le système.

Anrt. K € . AWm^ ( 3 ) , X X I I . -"- MAI iQO^. 2^
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En vertu des égalités (128), (129) et (i35), on peut écrire

r\[ à^ l àx àS'^ à}- àQ-n àz àQÇ\
(i36) ô^= J[[ ^[ Jd^^Jd-àa^ùa^)^'"

^f ^Ï^ ^ à5r] ^l0^.
'Jr W\ àb àc + àb àc ^ àb àc

^û§îl ^ ̂ Ï ^ ̂ ^ "l^
Jc'TJb"^ 'ÔÏ 'W ^ Te "àÏ}') + ' " |

<?t \(à^\ /^y, /^'Y"^ \ ( à ̂ \ (à^-nV. /^'Y1
+ ^ [?7 \ ̂  / \àa ) J^ LV'^a'7 + \ àa ) \àa ) ^

^ (à.^ ̂  ^ ̂ Y) 6) ôç ̂ ^ '- ^ ^ ^^ - ^+ ^^- ^ +-J^ ^ )+...^^.

/ fN», , , c?^ n, ^ .„ rN> ,,„ r)<I> ,^ ^<1»r [ ( ) ^ ̂  à^ ,-„ à^,,, r)<I> ,,„ r)<I> ,.,^ { — ir-e^ —1) ̂ a-l- --.-J)2^-}- ——j)2^ + -r— î)2^
J \àei àe, àe, àg^ 01 ô^ b

» . « C/^ rvo ^ ' •B^ C/V .... r/1!'.^ </W ,.. \ ,|)2 ̂ + 1)2^ _,„. j )2^^+ j)2^ .̂ 1)2^ ^,__ 1)2^ \ ̂ ^— I)2^^ —1) ̂ a-l- --.-J)2^..^}- ——j) 2^ + -r— 1)^2 4--,- .^-^-i
^ î ^2 ^^ ^ 01 ^ b2 ^ h^

Au second membre de l 'égalité (ï36), la seconde intégrale est;
selon les égalités (i3o), ce que devient le second membre de l'éga-
lité (i35) lorsqu'on y remplace les quant i tés oÇ, ÔY], o^ par les quan-
tités â2^, à2 Y], ô2^ q u i sont également nu l l e s en tou t po in t de la sur-
face qu i l i m i t e le système; cette intégrale est donc égale à o. Quan t
à la première intégrale , i d e n t i q u e au second membre de l'éga-
lité (i34)î elle est essentiellement posi t ive.

Donc, en toute modif icat ion i so thermique v i r tue l l e qui a pour
point de départ un état d 'équil ibre et qui laisse immobiles les points
matériels i n f i n i m e n t voisins de la surface l imi te , $2^ est positif, ce
qui démontre le théorème énoncé.

Cette proposition a été tirée de là cond i t ion établie au paragraphe II :
Le coefficient dew, au second membre de l'égalité (127), est pos i t i f
quelles que soient les q u a n t i t é s M^. Pourrait-on renverser l'ordre de
cette déduction et prouver que le coeff icient de m, au second membre
de l'égalité (127), est sûrement posi t i f , quel les que soient les valeurs
attribuées aux quant i tés Sa/y, en prenant comme point de dépar t - là
proposi t ion suivante : Si l'on impose au système, à part i r d'un état
d'équilibre homogène, une modif ica t ion vir tuel le qui laisse invariable
la surface limite, il en résulte pour o 2^ une valeur positive?

En général, cette marche inverse ne semble pas pouvo i r être
suivie; dans cette voie, on ne connaît qu 'une seule proposition, due
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à M.. J. liadamard ( 1 ) ; encore la démonstration présente-t-elle un
p o i n t l i t i g i eux que nous allons essayer de marquer avec précision.

Voici renoncé du. théorème de M.. Hadamard :

Supposons que les variations

Sa^ == A-i a, ôai2 == A-i p, ^3 ̂  A-i y,
(137) ô^i=:^ a, 0022=^(3, ô^3 :=/^ y,

0^31== À^a, ôa^r^/.;,(3, 0033== k^y

où a, [3, Y .yo/î/ les cosinus des angles qu'une certaine direction fait avec les
axes de coordonnées', rendent négatif le coefficient de m au second membre
de l'égalité ( ï^^) ; on pourra attribuera SÇ, OT], SÇ des'va leurs telles que le
second membre de l'égalité (i 36) ou, ce qui revient au même, la pre-
mière intégrale de ce second membre soit une quantité négative.

Au sein du mi l i eu pris dans son état i n i t i a l a, &, c, et à distance
f in i e de la surface q u i le l imi t e , traçons une aire plane Iî dont la nor-
male lasse avec les axes des coordonnées des angles ayant pour
cosinus a, p, y. Par le contour de cette aire, élevons-lui des nor-
males ( l u i , toutes, a i e n t une môme l o n g u e u r À; elles fo rmeron t la sur-
face latérale d/un cy l indre G avan t pour base l'aire S et une seconde
aire S", égale et parallèle à la précédente. .Donnons aux divers points
du milieu des déplacements ^, T], ^ qu i enge-ndrenfc la déformation
homogène e ^ y e^, ^3, g^ g ^ , ^. Ensui te , déf in issons les quant i tés S'C,
ÛTJ, oÇ par les conditions suivantes :

1° Pour chacun des p o i n i s matériels qu i , dans l'étal i n i t i a l , étaient
contenus à l ' intérieur du cylindre G, on à

( ^ == /fi (aa + (3 b 4- yc) -h K-i,
(138) / rî^ =: k^aia ~t- p b -+- y c ) -4- K'^

( ÔÇ = Â - 3 ( a a + ^ + y c ) + K 3 ,

K,, K^, K^ étant trois quantités indépendantes de a,&, c. Comme pour
tous les poin ts matériels q u i , dans l'état i n i t i a l , formaient l'aire S, la

( 1 ) ,L Ï lADAMAïuï, Leçons sur la propagation défi o/ules Gt les équations de l''Hjdrody-
mimique, n0 â70, p. ^ 53; Paris, 1903.
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somme (aa -4-p& -^-T^) a 1^ même valeur, on pourra disposer de K ^ ,
IL, K;, de telle sorte que, pour ces points, SI;, ST], S'C so ient égaux à o.
Dès lors, il est clair que, p o u r tous les po in t s matér ie ls contenus i n i -
t ia lement à l ' intér ieur du cyl indre C, S^ ?T], St seront des quantités
in f in imen t petites avec h et au moins de l 'ordre de À, t and i s que les

~) ^"C

quantités —-^ • • • auront les valeurs, indépendantes de À,

(^9)

à ê'i _ . à SÏ __ . ^ () à'E _ .^ ^ h; a, ^ - Ai p, ^ -r. l., y ,

^-/.^ ^a73-^. fi ^â r ï-/ . ^^ --A,a, ^^ ^Aap, ^ ^A, / ,

àë^ , àrYÇ , . àô'Ç i^^/^ -^^/^ ^^/^

2° Pour les points matér iels non compris i n i t i a l e m e n t à l ' i n t é r i eu r
de G, nous supposerons que §^, OY], Si^ ont des valeurs n u l l e s le lon^
de la surface qui l i m i t e le système, se raccordant d'une manière con-
t i n u e , le long des parois du c y l i n d r e C, aux valeurs que 8^, ST], â'Ç
p rennen t pour les points i n f é r i e u r s a ce cy l indre , e n f i n i n t i n i m e n t
petites avec À. Nous supposerons, en outre, que l'on peut chois i r ces
quant i tés de telle sorte que , pour tous les po in t s nuitériels non i n i t i a -

-ï ^x

lement compris à l ' intérieur du cylindre G, les quan t i t és —0^ * • •
soient i n f i n i m e n t petites du même ordre que À.

Cette dernière supposi t ion est-el le l é g i t i m e ? Prenons un p o i n t M a
la surface du cylindre G. Lorsqu'on tend vers ce point en venan t de
l'extérieur du cyl indre, "—ç tend vers une l imi te (me nous désimie-</a ' * 1 D 1 '

(' i '̂ "i" \
rons par —^) ? tandis que si l'on tend vers le même poin t en venant

CCI j e
") ^'^

de l ' intérieur du cylindre, —z a pour l imite / € ^ a. Soit 0 une direction
quelconque, menée pa r l e po in t iM tangent ie l lement à la surface du
cylindre G. Les valeurs extérieures et in tér ieures de ôS; devant se rac-
corder sans d iscont inu i té le long de cette surlace, on devra avoir

(^)_co,(^)..(^^(»,,^(^co,(«,«)

= Â'i[^cos(0, a) -h (3 cos(<9, b} 4- ycos(^ , c)J,
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et, semblablement,

( à OY) \ /. , , / <) OY) \ . „ ,. / à on \ . „ .
(^-),cos (0 'a) -1- (^r)/0^'6) + (•^r)^9'c)

=/'2[o:cos(0, <•<) + |3cos(5, &) +ycos(9,c)1,

(^yco,(^)^(^cos(^)^(^)_c«s(.,«)

=: /^[a cos(0, a) 4- (3 cos(6', b) + y cos(0, c)].

En tou t point des bases S et S' du cylindre C, on a

a cos ( 0, a) -+- [3 cos(^, A) -+- y cos (6', c) == o;

il n'est donc pas absurde de supposer que les quan t i t é s ( — ^ j , . ..
sont i n f i n i m e n t petites avec /<? ; mais i l n'en est p lus de même le long
de la surface l a t é r a l e du cy l indre G. Le long de cette surface,

acos((9, a) 4- p cos(0, b) 4- y cosC9, c)

n'est plus , en général , n i nul , ni i n f i n i m e n t pe t i t avec h; si, par
exemple , on prend p o u r d i r e c t i o n 0 la d i r ec t ion de la génératr ice,
celte q u a n t i t é est égale à t .

Il existe donc cer tainement à l 'extérieur du cylindre G et au voisi-
nage de sa surface latérale une région dans laquelle les quant i tés
..IJz, ... ne sont pas, en général, i n f i n i m e n t petites de l'ordre de À,o a
mais demeurent f inies lorsque h tend vers o. Nous admettrons que cette
région environne la surface latérale du cylindre d'une sorte d'anneau
dont la section a toutes ses dimensions de l'ordre de A, en sorte que le
volume de cet anneau soit infiniment petit de F ordre de À2. Cette suppo-
sition que r i n t u i t i o n fait apparaître comme vraisemblable, mais qu'il
est malaisé de just i f ier par un raisonnement rigoureux, permet seule
de poursuivre la démonstration de M. Hadamard.

Cotte démonstration, d'ailleurs, s'achève immédiatement; au
second membre de l'égalité (r36), la première intégrale se décompose
en deux autres; l'une, étendue aux masses qui n 'é taient pas initiale-
ment comprises dans le cylindre C, est infiniment petite de l'ordre
de À 2 ; l'autre s'étend a la masse que contenait initialement le
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cylindre G; elle est le produit de cette masse, qui est un i n f i n i m e n t
pet i t de l'ordre de h, par un coeff icient indépendant de h ; ce coeffi-
cient est ce que devient le coefficient m, au second membre de l'éga-
lité (127) par les valeurs (137) des Sa^; il est donc négatif par hypo-
thèse. Or, on peut assurément prendre h assex petit pour que cette
seconde partie de l'intégrale surpasse la première partie en valeur
absolue, partant pour que l 'intégrale soit négative,

V. — Du déplacement isentropiqne de l'équilibre.

Dans tout ce que nous avons dit jusqu' ici , au cours du présent
Chapitre, nous avons supposé la température du système m a i n t e n u e
uniforme et invariable; à cette restr ict ion nous a l lons m a i n t e n a n t en
substituer une autre. Nous supposerons toujours la température un i -
forme en l'état d ' équ i l i b re dont nous é tudions le déplacement ou la
s tabi l i té ; mais, à part ir de cet état, nous supposerons que la lompé-
rature peut varier en même temps que la dé format ion , do tel le sorte
que l 'entropie de chaque masse é lémenta i re garde u n e v a l e u r inva -
riable.

L'entropie de la masse dm a pour valeur

i (HÏ ,
^EôT^

JE étant l 'équivalent mécanique de la chaleur; pour que cette quan-
tité demeure invariable, il f a u t et il suffi t que — demeure invariable
ou, en d'autres termes, que l'on ait

à^ ^ ô^ , <^<I) ^
j^^-^^^^^..^^^^^

Si l 'on désigne par c la chaleur spécifique normale de l 'élément dm.
on a

_ _ T ̂
c :"" Ë <TP ?
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en sorte que l 'égalité précédente devient

/ , , ,vn T / ()2^ , (M» , ^d) ,i4o) cH = ,— -,—^ 0^1 4- -ï—^ 06. + -—— 06^
' / Ec\ ôe^àT àe^ôï M ôe^àÏ

à^ , d^ï) , à^î , \
+ J^y0^ •^ ̂  J^^)'

Cette égalité posée, revenons an problème traité au paragraphe II.
Supposons que la var ia t ion imposée à la déformat ion homogène du
système soit accompagnée d ' u n e var ia t ion dans la valeur uniforme de
la température, et cela de t e l l e sorte que l 'entropie de chaque masse
élémenta i re demeure i nva r i ab l e . L(ylrawilp(Tt(rrbateurisenîTopùjw
pourra encore s 'exprimer par des f o r m u l e s semblables aux formules
(124) ou ( î25) , qui d o n n e n t le travail perturbateur isothermique d^;
mais, pour calculer cl^\ on devra, au second Eiiembre de l'égalité (i 26),
ajouter

/ r)2* , ^<I> . ^<1> . 1̂> , ^<I> à^t , \ „,m {^^ei+ ̂ oï^ ̂ r0^ ̂ ^+ ̂ ^^+ ̂ ^) ̂

Si l'on I ransforme cette expression au moyen de l'égalité (i4o), on
trouve

/ r)'2^ , (ï1^ . y^ . ^2<l} ^ ^e» ^ ^^ ^ \2
W d^d^^o^ ^oe^ ̂ ^ ̂ ^+^o^^a^ .

Si d^. est positif, (ht l'est aforUorL Tout milieu élastique dont les dé-
formations homogènes mnfleni ta loi du, déplacement isothermique de
l'équilibre, est soumis a fortiori à la loi du déplacement isentroptque.

On démontrerait sans peine :
1° Que la loi du déplacement i sen t rop ique de l 'équi l ibre est encore

vérifiée par notre système à partir d 'un état d 'équil ibre où le milieu
est soumis à des actions solides ou superf iciel les quelconques;

a° Que le système, soumis à des actions purement superficielles,
est en équi l ibre stable lorsqu'on m a i n t i e n t invariables la surface qui
le limite et l'entropie de chacune des masses élémentaires qui le com-
posent.
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VI. — Application des considérations précédentes à un milieu élastique
très peu déformé.

Nous allons appliquer à un mil ieu élast ique très peu déformé les
considérations qui ont été développées aux quatre derniers para-
graphes. Pour un tel mil ieu, on doit subs t i tuer a u x quant i tés e^ e^,
e^ g\, g^, g-3, définies par les égalités (23), les quant i tés s^ £ y , £3,
T i » Ta» T;î définies par les égalités (2). Les trois quan t i t é s —^ ~^? <—
sont i n f i n i m e n t voisines de ï , tandis que les autres dérivées pa r t i e l l e s
de x, y , z par rapport à a, b, c sont i n f i n i m e n t voisines de o. Dès lors,
en exprimant que le coefficient de m, au second membre de l'éga-
lité (127), est essentiellement posi t i f , nous arr iverons à cette propo-
s i t i on :

Quels que soient £ ^ , s^, £3, y^ , y^, 'y;^ et (fuelles (fue noient les valeurs
attribuées aux quantités Sa^'j, on a l9 inégalité

, , , r ^ <}(I) - ^î)
( i ^ a ) — oan 4- "j- oa^ •+• -7-I ^£i <^ï o^,.^22 ' -Y- oa

()^ <)£,,

T— (Sa^ ^ 5a^) + <— (Ô031-+ w^) •+• — (Sa^+Sa^)oyi oy^ o'f^
à^
^[(Qa^y+ {ëa^+ {ôa,,y] +. ..

4- à -F- ( ôai2 0^13 4- ôa^ ôa^ -}-- <3a.{2 oa^.î ) -h . . . . . . . . . . . . . . . . . . > ô.oyi

C'est la cond i t ion nécessaire et suffisante pour que notre mil ieu
élas t iquey soumis à des forces quelconques sol l ici tant les éléments de
la surface q u i le l imite ou les éléments de la masse qu i le forme, soit
soumis à la loi du déplacement isothermique de l 'équil ibre. Cette
condit ion suffit en même temps pour que ce corps élast ique se con-
forme à la loi du déplacement isentropique de l 'équilibre.

En outre, si le milieu, soumis à des actions purement superficielles
et porté à une température uniforme, est en équilibre dans un état de
déformation homogène, la condition (ïYp) nous assure que cet état
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demeure stable lorsqu'on m a i n t i e n t immobile la surface qui limite ce
milieu et, en outre, lorsqu'on m a i n t i e n t invariable soit la température
du système, soit l ' ent ropie de chaque élément.

Supposons, comme au Chapitre I, Paragraphe I, que l'état initial
du mil ieu soit l 'état d ' équ i l ib re q u ' i l prend à la température T, sous
une pression in i t ia le IIo, nu l l e ou positive. A cette même tempéra-
ture T, nous aurons, en vertu des égalités (4) et (7),

<ï> == y y ( po, T ) — -° ( £1 + £, 4- £., )
PO

4- 9^(po/r, £ 1 , £2, £3, 7i, 7.2,73)?

âpa étant une forme quadra t ique en s ^ , c^, c;p y , , y^ T;r
L'inégalité ( ï 4 ^ ) devient

^2 -s (^î - ^?2 ^-^ oa,i + —— — -L- — "
=•1 '^À

(^3) ^ ^^,+^5^+^0033

^^(^^.^^^^^(^^^^^.^^^(ôa^^o^ol'^

^ ̂  [(oau)^- (aa,!)2^ (^M302+ (ôa^)2^ (^n)2-^ (^O3

.4- (o'ai.,)2 + (ô^s)3-!- (o^)2] > o,

(2) désignant un carré symbol ique . Cette inégal i té , où lïo est positif
ou nul, exige que ce carré symbol ique soit positif. Si l'on observe que
les quant i tés Sa,j ont des valeurs entièrement arbitraires, on voit qu'i l
revieat au môme de dire que la grandeur

y â ( p o / r , £ i , £ 2 » £3? 7 i ? y 2 » 7 ; î )
est une forme quadratique définie positive des £/, ̂ .

Nous étions déjà parvenus à cette condit ion au Chapitre I, Para-
graphe I, en imposant au milieu élastique certaines conditions de sta-
bili té; mais :

î° Nous n'avions pu regarder cette condi t ion comme nécessaire
qu'en supposant exacte la réciproque du théorème de Lagrange et de
Lejeune-Dirichlet.

Ann. Éc, Aorm., (3), XXII. — MAI i()o5. ^
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2° Nous avions dû nous limiter au cas où l'état i n i t i a l est l'état
d'équil ibre pris par le système sous une pression nulle.

Il y a donc avantage à prendre pour hypothèse fondamentale non
pas certaines suppositions touchant la stabili té, mais la loi du dépla-
cement isothermique de l 'équilibre. Cette loi entraîne d'ailleurs
comme conséquences les stabilités que nous aur ions postulées.

Les considérations que nous venons de développer se rattachent à
une généralisation du théorème de Reech, généralisation qui a été
indiquée par M. W. Voigt (1 ) et dont nous aurons besoin dans ce qui
va suivre; disons quelques mots de cette généralisation.

Dans le cas où l'état ini t ial du milieu est l 'état d 'équi l ibre pris, à l'a
température T, sous une pression uni forme II^p n u l l e ou positive, le
carré symbolique qui figure au premier membre de l'inégalité (i/j|3)
est positif quels que soient les âa^-; si, en outre, Ilo est n u l et si l'on
pose

( 8an=Ei, rî^2=Ess âa,.t;î==IÎ:t,
( êa^ -+- ôa.̂  == G-i, ôa^i -h 8a^ = G-a, ^n -h <5a^ = G^

cas auquel Ei, E^, E;p G ^ , G^ G;{ sont six quantités arbitraires, la
condition ainsi obtenue peut s'écrire

, .^ /d<&,. (M>ï, <N>p à^ ^ <N1> „ <)<!> ., \w( 14^ ) ( — EI 4- — E^ -+" — E» + — G i -4- ^— Gss •+- -— 63 ) > o,
\<)si ô^ ()^ c)'^ ()y^ ()y^ 7 '

(2) désignant un carré symbolique.
Hors des hypothèses particulières que nous venons de préciser,

nous ne connaîtrons pas le signe du premier membre de (i45); mais
ce premier membre sera susceptible d'une interprétation simple.

Quelles que soient les quantités E<, E^, E;p G i , Ga, Gy , on peut tou-
jours, au moyen des égalités ( i44)» déterminer des valeurs correspon-

( î ) w. YOÏGT, Thermodynamik, Ie1' Band, p. 33'2-333, formules (198) et (199), Leipzig,
ÏQO'Ï. Voir aussi P. DUIÏEM, Sur une généralisation du. théorème clé Reech (Procès-verbaux
des séances de la Société des Sciences physiques et naturelles de Bordeaux, séance du
z avril ï9o3).
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dantes des Sa/,. Ces valeurs nous donneront

rîsi == Fi , (^2 = Ea, os;, = E;,,
ôyi == Gi , 072 = da» 073 ̂  Os( '46)

et détermineront une per turba t ion homogène de la déformation infi-
niment petite homogène qu i affectai t notre milieu.

Imaginons que cette perturbation soit accomplie sans variation de
température; elle correspondra à des variations isothermiques

3N^ ON.,, rî:N,, 01,̂ , oïy, ôT,

des quanti tés N/, T/. Selon les égalités (3), nous aurons

/ ^ (ôî^ r ()î^ r <)2(ïï TP àï^ r 6)2(ï) p <)2<ï) r \' <5N^= — po -i-T Ki -+-1—r" •E2 + -,—r- E»4- 1—r- ^''i4-1—r- (J2+ -,—— G s >' \ ^ e { cj£i ^£3 ^£1 ^£3 dsi (h/i ^£1,^72 ^i^ys /
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

/ ^^î» „ ^ t2<l> ,, ^ „ /}2<Ï) /.. <):î^ ., à^ ^ \
ôjy "= — Po "^—r- ̂ i + •T—r" 1^ + ̂ —r- ^3 4- -r— G'i + •-.—r- ^'2 •+• -i—r" ^s ^'^^/I^ÊI ^71^2 ^/i^ ^/^ ^71^/2 ^71^/3 7

On voi t alors que Fon a

( i48) EioN.,-4" E,oN^+ E3ÔN,+ GioT.^4- GâoT^4- (^oTs
/r)<î>,, <)(I»., <X>,, <)(ï> ^ ()<1> „ <)^ ,, V^

:•-::: — p,, -— hi -h Y- S^ ̂  -T- S^;i + —- (ji 4- -r- ti'â + T— '̂it1 V^i <h^ ()^ ôyi ô-^ ày'^ j

Dans les conditions part icul ières ou l ' inégali té (r^) <^t assurée, le
premier membre de l'égalité ( i 4 ^ ) (^ négatif .

Si la perturbat ion ( i / i (>) , au lieu d'être isothermique, était accom-
pagnée d 'une variat ion homogène âT de la température» il faudrait,
aux seconds membres des égalités ( i47)» ajouter respectivement

f)'2^ . à^
"^^UT01" • • > ? ^ày^T01' "•"

En particulier, si la modification était isen tropique, aï serait donné
par régalité (ï4o), où les quant i tés^ , g^ devraient être remplacées
par les quantités s^, y/, et où l'on aura i t à tenir compte des éga--
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lités (i46); dès lors, les grandeurs N/, Ï\- sub i ra ien t des variations
isentropiques

s'^ s'^y, ô%, ôx. ô^Ty, rrr,

données par les égalités

^N-^ p o T / ^ t p _^î_r ^0 •r <}2<I) P r)2(I> r <}2(î) r ^ fp(l)

^''-^^Ec^Ti^T1^' <MT r'OT 3+ Jy^ 1+ r)̂  2+ ̂ T^'V^i^

( ^ l ^ /T^ - r poiV ^^ p ^e» - ^d) „ ^d) , ^^D . ô2^ .v^4)
j 0 1 ^ — 0 1 ^— p-~ ~——-p Jùi+ -,——T7p .^24- ".——,7? .î^t-h" ";——^ Vï i -h" -,——„?? via -h "->——r;.', <:ï;) ) ",——^f Le \(/£i ryl o^ôl <7£;j</r ^/i r/r ^yaC/I ô ' / ^ ô i j O'^oï

Ces égalités (149) donnen t

(i5o) ^S'^^^^y+E^'^.+G^T^^S'Ty+G.Ô'T,
^EirîN., ^'R,cWy +E33N, H- GioT,, +(12 ÔT, -^G^,

p/r/ ^^I) ^ (M) ^^r ^<î) r ^(î> r /M) r ^2

Ec ^ rj£, 6>T 1 • <}£,//r ï + ^£., ^T 1 •{ + (h/, </f ll '4" JyT^T ï'4" JpT 'V '

c est positif, en ver tu du postalat de Helmhol tx ; le premier membre
est donc assurément i n f é r i e u r au premier membre de l'égalité (148);
toutes les fo is que l ' inégal i té ( i ^ Ô ) est vérifiée, le premier membre
de l ' inégalité ( 15o) est négatif.

Supposons que l'on fasse croître T de rfT en m a i n t e n a n t inva-
riables les quant i tés Np T,; les quanti tés £„ y, éprouveront des
accroissements

!̂ T ^(ÏÏ ^dÏ cîr{r^fY ^/T ^./T^ai, ^a^ ^a\, ^ci\^ ^ d l , ^d{,

etFon aura, en vertu des égalités (3),

^ ^+^^^+J^^ . -^IL^I ô^ ^ ^T dy, ^<ï>
(i5i) (h\ dT àe, (k, dy (h, os, dT 'r ôe, ôy, dT + (h, ôy, dî ^ ~à^, TiT ^ à^Jî ^ oï

( àî^ ^1 + à^ ^ ̂  J^^ àî9 ^ f^ ^ ^^ ,̂ ^*
(i52) ày, ôe, d'î ây, (h, d'V 1 à^ .ôe, dï + ̂  • dT + ô^ày, Jf, + 7Jpy; ST. + ày^î = 01?
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Dans ces conditions, la masse dm dégage une quantité de cha-
leur rfQ donnée par l'égalité

7U ^W/^^"È^^r^
que nous écrirons

dQ=-Cdm,

C étant la chaleur spécifique dans le cas où l'on maintient invariables
les quantités Np T/. On aura, d'après ces égalités,

(i^} r- Vj^L^1 J^ÎL^ ^L (k! J^L & (M) ^7-2 ^) ^3\{ ) ..^c- g ̂  ̂  ̂  4- ̂  ̂  ̂  4- ̂  ̂  ̂  4- ̂  ̂ ^ .̂p + ^^^ ̂  ^gr + ̂ ^ ^^ ̂  j

ou b i e n , selon les égalités ( i5i) ,

( n\ f T//<N>!È1. ^(à! ^^ !N).̂ ! ^^ ^ ^V25
U^} L:::•:cl+]^^ dV^Th^^^dÏ^^I^.^^^^ '

Dans les circonstances, précisées ci-dessus, où l 'inégalité ( ï45) est
vér i f iée quelles que soient les quantités Ep IL, E;p G^ Ga, Gp on a
sûrement

(i55) C>c.

Mul t ip l ions respectivement les égalités ( ï 4 7 ) p a r — > • • • ? — ? • • • ;
les égalités (i5ï) par poli, , . . . , p o G , , ... et ajoutons membre à
membre les résultats ob tenus ; nous t rouvons

/ f c \ ^e! ^T ^2 ^\T '̂i ^r ^Yl ^r ^2 •s'p ^7 3 r̂('56) ^^.4- ^oN,+ ^oX,+ ̂ or,+ ̂ oly+^ol.

/ r}̂ !) „, ^ l̂) ,- ô^ ^ à^ ., (̂  . ^^ . "\
:-::: p^ ( -——; lin -•h- "-——, Jr-̂  4" "—-̂  Jil(;i 4" •-;——TTÎ; ui 4" T——-^ (ïs 4- ->——-̂  ui •' \^//j ^2//r (ksôT à^ûÏ ày^n à^ôï j

D'une manière semblable, les égalités (149) et(ï5i) donnent

.̂̂ .̂,«.̂ .̂ i,T ,̂T,

/ (M ô^ „ r^^ F à1^ /, r)2^ p j^ p \
" po \ rMT •xsl + ̂ T b2 + (k^ - "' T^î, ul 4" 3}^T b2 + ̂  dï "V

1" -«. 1- /,^ d^ J^L ̂  J!î, ̂  Ĵ L ̂  rj20 ^ î- ̂ 1
>< | î Ec \5i7ST dT + <T£ Ï̂ ^T + an àT dT Jr ô^ r)T ^ï + (>/, ôï dT ^ ày, ()!' dl' ] \
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où bien, en vertu de Tégalité (i53),

(,5,) ^.N^^.N^.^^^^rr^^o-i.-.^ri.

-n c / <)2<s F -L. àîî) v ^ rr'^ v ->- ()îï> r ^ ô^r , ô î ^ ^ ^
- ^~c [à^àT^ + de^^^de^^^ày^T^ à^ôT^ dy^Ï G^

Les égalités (i56) et (157) donnent la relation

^ C _ ̂ ^^ ̂ °-N.• ̂  ̂ -N. ̂  ̂ ^^ a'^, -̂  >T. 1

c ê^+ê»-^-^^-^^-^"^^^"

Cette relation, qui généralise le théorème de Beech, est due, nous
l'avons dit, à M. W. Voigt; elle nous sera u t i l e p lus tard.

Vi l .— Application des conditions précédentes à un milieu vitreux
peu déformé.

Les considérat ions développées au Paragraphe précédent supposent
le milieu peu déformé, mais elles ne forit aucune autre restriction; le
mi l i eu peut être cristallisé d 'une manière quelconque; nous allons
main tenant les part iculariser davantage, en supposant que le mi l ieu
considéré soit un milieu vitreux.

Le passage du cas général-à ce cas particulier se fait en suivant la
voie marquée au Chapitre I, Paragraphe II.

La fonction 9^ est donnée par l'égalité (i 5); pour qu'elle soit définie
positive, il f au t et il suffit que l'on a i t les deux inégalités

07)
3 A ( p o , ï ) 4 - 2 M ( p o / r ) > o ,

M ( p o , T ) > o ,

que nous avions déjà obtenues au Chapi t re 1, Paragraphe II.
Mais alors : ! • • : - • ' • 1 - ' " . - ,.

i° Pour regarderces conditions" comme nécessaires, il nous fa l la i t
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regarder comme légitime la réciproque du théorème de Lagrange et
de Lejeune-Dirichlet. Ici, an contraire, la loi du déplacement iso-
thermique de l ' équ i l ib re entra îne sûrement la nécessité de ces condi-
tions.

2° Ces inégalités étant just i f iées seulement pour ,la valeur que la
densité po prend lorsque le corps est en équi l ibre , à la température T,
sous une pression nu l l e . Ic i , elles sont justif iées pour toutes les va-
leurs que peut prendre po, à la température T, au sein d 'un corps
soumis à une pression uni forme nulle ou posidve.

En vertu de l'égalité [Recherches sur l'Élasticité, seconde Partie,
égalité (6)]

A / ^"P \

(,59) (l>=:a)o(ï)4- (p i (T)(£ i4-£24" £3) -+• '^^^^^^ (£!^ ^4-£3)'

+^(12(^^+^1+2614-7^4-7^71), ' •• .' • ' ; - •
a po

les égalités ( i5 i ) deviennent

... <^l A (d^ ' ^A , - ^MX) - n(A 4" 2M.) ̂  4- A ̂  + ̂ ) + Po——^- - °.

(^^,.A(^.^).p.^=.,

(A^.t^-.A^-^-^^».

"^=". M^=°• M^=o•

On en tire

^•/l __ d"/^ —— ̂  —— o

~dT ~ riT ~~ ̂ Ï "' '
(160} î _ ̂  _ d&! - _ Po ^i(^).

rfT -" rfT ~ dT ~ 3 A + 2 M d'S

Chauffé de telle sorte que les quantités N;, T; ne varient pas, le
milieu se dilate en restant semblable à lui-même; le coefficient de
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dilatation cubique a pour valeur

3 ^<h(T)(19 bis) 3 A -+- 2 M c/T

expression ind iquée en (19).
En vertu des égalités (1.59) et (160), l'égalité ( î52) devient

^îjr^W-
Les égalités (147) d'onnent, moyennant l'égalité (i5<)),

ÔN;B==— ( A + 2 M ) E i - A(E,+-E;»),
ôNy== - ( A -i- a M )E, - A (E, -)- E, ),
o ' N , = — ( A + 2 M ) E 3 - A ( E » + E 2 ) ,

tandis que les égalités (i 49) deviennent

=- (A + 2M)E, - A(E,-(- E») - ̂ 1 ^^^(E, 4- E,+ E,),^N,

(.62)jâ'N,.=-(A.-^2M)E,-. .-A(E^+EJ-^| r f 9—n ' '(E.+E.+E,).j lli c 1 cl .1.

â/N,=-(A^2M)E3-A.(E^;E,)-^]' /î^

Dans ces formules, 1^, Ea, E^ sont arbitraires; nous pouvons donc
faire

EI== E2=: E.^^: C.

Elles deviennent

(i63)
W^ =:ôNy ==â]N^ ==-

Ô^N^^^N^rrrO'Ns^:-

' 3A-+-aM)6 ,—"-^[^rj'--
Les égalités (i58), (160) et (i63) donnent sans peine

Sp^TFrfyiC'I
Ec L ^Tc ^—«-^r^T('64) c " 3A -h aM

formule qui nous sera utile plus tard.
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Ce Chapitre , que nous terminerons ic i , m o n t r e c la i rement quels
avantages i l v a a prendre pour postula t fondamenta l , dans l 'étude
des m i l i e u x élastiques, la l o i du déplacement i so thermique de l 'équi-
l ibre, de préférence à certaines hypothèses touchant la stabilité. Rap-
pelons, a ce sujet, que l 'expression a laquelle nous avons donné le
nom de travail perturbateur isothermique s'est présentée, pour la pre-
mière fois, dans les recherches de Lord Raylei^-h (1) ,

( l ) LUIU) K.VVLEIGII, Gênerai Y 7/<"<9/•<?//«" relalln^ lu E(^uUhi'nnn aiid initial and sicady
Motions ( P/uln.vop/ifCdl .•V/a^a.^inc, t. XLIX, p. '21 S; 1^7'). — Scicnlifîc. PapcrK, vol. r,Motions
( '». '}. 3 ' > . ' ) .

A il fi F.c. A'or//^., ( 3 ) , XX i l . — M A I i()o5. 28


