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ESPACE A CINQ DIMENSIONS.
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39. A chaque réseau O de 'espacch cing dimensions, on peut faire
correspondre (premicre Partie, Chap. IT) un déterminant orthogonal.
Soit

Xy Xy Ay X, Xy
AL TN T R
<1
E.l t':z &:3 55 1.

Ty My Ny Ny 1y

ce déterminant orthogonal. On aura

dr at Jy £ 9y & ax —ey — g3 — mmn 90 _ m

ez (1 = N T S I e— Ay - Y — g3 — — =

du 2 Ju Y TP Ju s R * du

oz Ay Js 73 Jn .
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avec les conditions

da de o

S T T o om -+ on -+ ab+ef -+ gk =0
) 4oy af ok 00 T oa gh==o.
( -J—Lz == an, ‘(jl—" —=eén, B—[—Z g n,

Soit alors M (X,, ..., X;) (fig. 11) le point qui décrit le réseau. On
aura

X X
(3) o hE; Do == [,
ol .
(4) 50 = im, Ja = hn.
Fig. 11,

Menons par le pointMles droites MA(Z,, . .., §;), MB (v, ..., m;),
MC (2, .o, 25), MD(yy, -+ s ¥5), ME(5,, ..., 55); MA et MB sont
les tangentes du réseau M; les droites MC, MD, ME sont des normales
au réseau.

Considérons d’'une manitre générale les droites MG dont les para-
metres directeurs sont

Yi=ax;+Byi+ 5,

«, B, y étant des constantes. On voit facilement que MG décrit une
congruence, les foyers de cette congruence ont pour coordonnées

h /
.._a,ac—k:_Z’E_J,. g7 Yi et Xt"" — Y

i

Si a*+ fB*++v*=o0, la congruence MG est 1; on obtient ainsi
les »' congruences I conjuguées au réseau M.
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Si a?+ B2+ +v?2o0, la congruence MG est 21; on obtient ainsi
les «* congruences 21 conjuguées au réseau M.

40. Il n’existe pas de réseaux nuls dans ’espace & cing dimensions,
mais un réseau de I'espace i cing peut étre applicable sur un espace
4 une dimension; de tels réseaux seront appelés réseaux I; d’une
maniere générale un réseau pI est un réseau applicable sur un réseau
4 p dimensions.

I est facile de former les réseaux I'; menons une normale isotrope
au réseau M, par exemple ladroite ML quia pour parametres directeurs
Yk~ 15,; menons ensuite une normale ordinaire perpendiculaire aML,
par exempleladroite MC; je dis que le plan MCL enveloppe unréseauI.
Les coordonnées (Z,, ..., Z;) d’un point N de ce plansontde la forme

722X A= p(y - i3) - ra,

d’ou, en différentiant

._‘.()[:_l . - ." f).-... :l, _{?_—{: o ‘f —n (2 . .f" - (Z o
()ll (y = L“)()u f ()Il 1 g[h d ( Lb)p ,]’
()Z . .l' ()p - ——-(),' g - " — /| "~
._.()...(.; Ko (y .,}-.. 419 -—-—--du }.— x ()V { 7] [l ] (f "{‘ lk)P "+' b’ ].

Si donc on détermine r et p par les équations

L+ (e ig)p+ar=o,

() L (f 4 ik)p + br=o0,

on aura
(im0 O
(6) 9u =V T E) Gy ou’
5
oL N Jr
e =(y+&)5, +2 55

Les équations (5) donnent, en différentiant et en tenant compte
de (2) et (4),

dp Jar
(e +1ig) % +a g =0,
(7) L dp or
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En différentiant Ies équations (6) et en tenant compte de (7) onaura

07 ., 0% 02y

(S daas = OB guge T gu o

Les équations (6) et (8) montrent que le point N décrit un réscau,
et que 'équation duréseau admet les solutionsretg. Les équations (6)

donnent
2 A1 dr.

Le réscau N est applicable sur le réscau de Pespace & une dimension
qui a pour coordonnées r.

Les formules (6) et (7) montrent que les tangentes du réseau N
ont leurs p:nrarm‘*[,m_rs directeurs proportionnels aux quantités
o ‘“"//}’hl.v)"‘(/}L/n)l,
(9)

P fde 3) (e Ly ),
d’ott on déduit

-
Vi
sg.tz_:..np-i lble -+ ig) —a( /-1 (k)]
(10) )
| 9wt mla/ it - e+ il

z(}._p[;)?.::,, 0, 2(y~|~ (s) = o,
0% O O
z( ()U =0, }d(‘) - 13) DI

par conséquent la congruence (ML) est orthogonale au réscau N.

Tout réseau I peut étre obtenu par la méthode précédente.

En effet si N est un réscau I, il y aura (26) une congruence harmo-
nique (ML) quisera I; les autres seront 21; soit MG 1'une quelconque
de ces dernitres; le point d’intersection (M) de ces deux congruences
décrit un réscau (g9) qui est conjugué & (ML) et par conséquent O.

On voit que tout réscau I est orthogonal & la congruence I qui lui
est harmonique et inversement; done :

Toute congrucnce 1 est orthogonale & un réscau | et inversement.
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On démontre, comme au n° 33, que le plan MDE enveloppe un ré-
secauapplicable sur Pespace d deuxdimensions; ¢’estdonc unréseau2 1.
On vérifie facilement que ce réseau est orthogonal i la congruence MC :
comme on peutobtenir ainsi tous les réseaux 21 (18) et toutes les con-
gruences 21, on a le résultat :

Toute congruence 2 | est orthogonale c un réseau 2 1 et inversement.
8 5

41. Siune congruence de espace & cing dimensions est applicable
sur une autre congruence, cette derniére appartient & un espace qui
a trois dimensions au moins. Nous appellerons congruences O des con-
gruences qui sont applicables sur une congruence de I'espace a trois
dimensions; d’une manitre générale, une congruence p O est une con-
gruence applicable sur une congruence de 'espace 4 p + 2 dimensions.

Toute congruence 0O est ()/'[/u)g'()/za[(f a un résean () el tnyersement.

En effet, soit (G) une congruence O, parmi les réseaux conjugués il
yaunréscau (M) qui est I (n°27); la congruence () orthogonalea M
seral (n°40); parmi les réscaux conjugués & (p) il yen a un (¢) qui
est orthogonal & (G); or, tous les réseaux conjugués a (p)sont O; done
le réscau (¢) orthogonal & (G) est O. On démontre de méme que la
congruence orthogonale & un résean O est O.

Ce  théoreme permet de trouver les congruences O. Soient
(Zys Zoyy .oy Z;) los parametres directeurs d’une congruence (G) nor-
male au réscau O défini n® 39. On devra avoir

(xr1) EZE“::O, Ez-f, =0,
o, 08 N 7, .(_)_r_l_ .
(l ),) z r(‘)‘-l; =0, 2 4 Do O.

Les ¢quations (1) permettent de poscer
= P -t qy ~- Lz,
Les ¢quations (12) donneront

ap - eq -=gr=so,
bp -+ fq + kr == o;
Ann. Ke. Norm., (3), XX. — Mt 19o3. 24

(13)
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ce qui détermine p, ¢, ret par suite les quantités =, & un facteur pres.
On aura ensuite

Jal ’Edp N ]’(Z_r[ _or

du T 0w du T 0w’

oL _ op 91 . 05
do T o T T

et, par conséquent, on aura
S v

E Al == dp*+ dg*~+ dr?,
ce qui montre que la congruence G(Z,,...,Z;) est applicable sur
la congruence H de I'espace a trois dimensions, la droite Il ayant pour

parametres directeurs p, ¢, r. Cette congruence II est K; on forme
ainsi toutes les congruences K de espace & trois dimensions.

42. Toute congruence orthogonale & un réscau pO est pO et inger-

sement.
Toute congruence orthogonale a un réseau pl est pl et inversement.

Ce théoreme est établi si p == 1; on démontre qu’il est général en
faisant un raisonnement analogue & celui qui a été fait n® 28, 29 et 35.

43. Un réscau (2, ..., x,) de U'espace & » dimensions est nul au
second degre lorsque 'on a non seulement

E dx*==o0,
2:((12:1:)2 =z 0.

Si &, .0 Bus Ny -vny M, sont les parametres normaux des tangentes
au réseau, on aura

‘ 2 Ez 0 227) =0, z 'n" 0,
(15) ‘( 2<££>; AAAAA . 2<(.)ﬂ>2m.0.
‘)‘{ o de ) T

mais encore
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de tels réseaux n’existent qu’a ‘partir de Pespace 4 dix dimensions.

Toute congruence harmonique a un réseau nul au second degre est
une congruence nulle.

En effet, les paramotres directeurs (X, ..., X,) d’une congruence
harmonique;sont donnés (6) par les formules

(16) X =g&—pu;

d’ou
JdX ok ap

> L.
v Tou T 9a™
0X  dg. on

Je T dv s

En tenant compte des équations (15) et de celles qui s’en déduisent
par dérivation, on trouve

ce qui montre bien que la congruence (X, ..., X,,) est nulle.

Aprés avoir défini un réseau nul au second degré, on en déduit,
comme au n® 20, la définition des réseaux applicables au second
degré sur un autre.

Si un réscau de espace & cing dimensions est applicable au second
degré sur un autre réscau, ce dernier appartient & un espace qui a au
moins c¢ing dimensions. Nous appellerons réseau G un réseau appli-
cable au second degré sur un réscau de I'espace & ¢ing dimensions;
Q"une maniére générale un rédseaw pC est un réseau applicable au
second degré sur un réseau de I'espace & p + 4 dimensions.

Soit M(¥4, ¥2s ---» ¥s) un réseau C, il sera applicable au second
degré sur un réseau N(z,, ..., 5;); soit 6 une solution de I'équation
des réseaux, posons
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Les congruences G(Y,, ..., Y5) et IL(Z,, ..., Zs) sont respective-
ment harmoniques aux réseaux (M) et (N); ces congruences sont
applicables 'une sur Pautre. Cela posé :

Si 0 est une fonction linéaire isotrope de =,, ..., 55, on peutréduire
de deux unités les fonctions Z, la congruence (G) est O.

Si 0 est une fonction linéaire non isotrope de =, ,.., 5;, on peut
réduire de une unité les fonctions Z, la congruence G est 20.

Si 0 est quelconque, la congruence G est 30.

Donc :

Parmi les congruences harmoniques @ un réseau C, ily a :

% congruences O

w' congruences 20 ;

Les autres sont 30.

44. Toute congruence orthogonale a un réscau C est C, et inversement.

En effet, soit (M) un réseau C; il y a (43) une congruence O har-
monique & (M), s0it (G) cette congruence. Le réseau () orthogonal
2 (G) est O3 il yaura une congruence () harmonique & (¢) et ortho-
gonale auréscau (M); le réseau (§) étant O, la congruence (p) est C.

En répétant un raisonnement analogue i celui des n° 28, 29, 35, on
peut énoncer le résultat général suivant :

Toute congruence orthogonale a un réscaw pC est pC, et inversement.

45. Nous allons donner un Tableau indiquant les propriétés des
¢léments introduils; la loi d’orthogonalité des éléments et les nota-
tions choisies permettent d’énoncer des résultats qui s’appliquent i la
fols aux réseaux et aux congruences :

Systémes 1.
Systémes conjuguds. Systemes harmoniques.
Tous sonbe.......ovennne. 0 Lottt s 1
Les autres. ...ovouu.... 21

Systémes 21,
Systémes conjuguds. Systémes harmoniques.
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Systémes conjuguds.

Systémes 31.
Systémes harmoniques.

28000 e 0 e 21

o 2.0 P e e 31

Lesautres. .. oo ... .. 30 Les autres. . .. ......... 4I
Systémes p, 1.

Systémes conjuguds. Systémes harmoniques.

L p—2,0 WP=2 L p—15l

OPT2 e p—1,0 P et S P, 1

Les autres......... p, 0O Les autres ......... p+1,l1
Systémes O.

Systémes conjuguds. Systémes harmoniques.
P I Toussont................ G
P e 21
Loes aubres. . <. oot 31

Systémes 20.

Systeémes conjuguds. Systémes harmoniques.

L TS | C
B e 31 Los autres. .. vovvvvnn..n 2C
Les aubres. v ven e 41

Systémes 30.

Systémes conjuguds. Systémes harmoniques.

L DN .. . 3 PEN=10) 11 AP C

M e e 41 Ol e 2C

Los autres.......cooevvn. 51 Les autres. .o..ovunnenns 3G
Systémes p, O.

Systémes conjuguds. Systémes harmoniques.

Dol us e Pl BP=B e p—2,C
e p+1,1 P2, L p—1,C
Los autres .. o.o.. ... p 2,1 Les autres......... p,G

Systemes p, C.

Systémes harmoniques.

coP+2, L.
7<) o o T

Les aulres. ....

p,0
p—+1,0
p—+20

189
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CHAPITRE VII
CONGRUENCES DE CERCLES ET DE SPHERES.

SOMMAIRE.

46. Représentation des cercles et des sphéres de Iespace ordinaire dans un espace & cing dimen-
sions. — 47. Congruences de sphéres. — 48. Congruences de cercles. — 49. Propriélés focales. —
50. Systémes de cercles et de sphéres orthogonaux. — 51. Systémes harmoniques. — 52. Systémes
conjugués. — 53. Notations de ces systémes. — 54. Systémes I3 p, I. — 55. Systémes O; p, 0.
56. Systémes C; p, C. — 57. Remarque sur Iinversion.

46. Considérons dans’espace ordinaire une sphere (8), derayon R
et dont le centre a pour coordonnées x,, ., «,. Nous appellerons
coordonnées de celte sphére (Darnouvx, Legons, 1'¢ Partie, Chap. VI) les
cinq nombres «,, ..., a; qui ont les valeurs suivantes :

s oy=ha, og==hx,, oy==ha;, oy L—-)/-l(cf—i—lé—&-ﬂj-——l{”-ir- 1,

(1)«

h, 2 g
' oy == — (2% 4~ 2k ) —R2—1),

ol £ est un facteur de proportionnalité. Des équations (1), on déduit

. a, (22} Ay
= (og e E0r,), )70 o iy Qg e ey T e ey
(0) d;;""'Laj, ag;"l"l“l‘ OCK"{“LOC(‘
, ! Ay~ L L,y
:1:? -+ w; -+ 1§ — R e
Ay =L ay

Ces équations (2) permettent d’avoir le centre et le rayon de la
sphére quand les cing coordonnées a sont données.

Si X, X,, X, sont des coordonnées courantes, I’équation de la
sphére (S) peut s’écrire

(3) 2o, X422 Xy 205 X+ fory (X2 X2 X2 1) oy (X2 4 X 2+4- X 2—1) =2 0.
St o5+ to, est nul, la sphére se réduit & un plan.
Cela posé, considérons dans D'espace & cing dimensions une

droite (D) ayant pour paramétres directeurs a,, oy, ..., a,; & cetle

g
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droite D les formules (2) ou (3) font correspondre une sphére (S);
inversement, si la sphere S est donnée, les formules (1) définissent
la direction d’une droite D dans I'espace & cinq dimensions. On peut
donc dire :

A chaque droite de I'espace a cing dimensions on peut faire cor-
respondre unec sphére; & deux droites paralleles correspond Ila
méme sphére; inversement, 4 chaque sphere, on fait correspondre
une direction de droite.

On démontre facilement que I'angle de deux sphéres est égal
(Darsoux, Legons, I Partie, Chap. VI) 4 ’angle des droites qui leur
correspondent.

Pour que la sphere se réduise & un point, il faut et il suffit que

(4) o} 4 o)+ al -+ a} -+ ai=o.

Soient maintenant deux spheres quelconques S(«,, ..., a;) et
T(By, ..., Bs)s les coordonnées d’une sphére passant par leur inter-
section sont

(5) oyt kB, g+ KPy, oo, o KBy

Ces deux spheres (S) et (T) se coupent suivant un cercle C. A un
systétme de deux droites D ¢t A qui ont respectivement pour para-
metres directeurs (o, ..., o;), (B, ..., B;) on fait correspondre un
cercle C, intersection des spheres (S) et (T); inversement, si le
cercle (C) est donné, on peut lui faire correspondre une infinité de
directions, dont les paramétres ont la forme (5); cet ensemble forme
ce que nous appelons un réseaw de directions. Ainsi, a un réscau de
directions correspond un cercle, et inversement.

47. Nous appellerons congruence de spheres I’ensemble des spheres
qui correspondent aux droites d’'une congruence dans I'espace i cing
dimensions. Pour qu’une sphére (S) décrive une congruence, il faut
et il suffit que ses cinq coordonnées o, ..., a; vérifient une méme
cquation de Laplace. Il en résulte que

Xy, Xy, Ly J';’+r§+x2,~—-Rz‘, 1

4

sont aussi solutions d’une méme équation de Laplace. Le centre M de
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la sphére décrit un réseau, et I'équation du réseau admet la solution
0 — ;1"3 -} .I'::; -+ I‘; — R

On voit, en somme, que les congruences de sphores telles qu’elles
sont définies ici, sont les congruences les plus générales de spheres
supposées rapportées i leurs lignes principales (Darsouvx, Legons,

II¢ Partie, Chap. XV).

48. Soient M un point qui déerit un réseau dans Pespace a cing di-
mensions, MS et MT les tangentes & ce réscau. Les deux directions MS
et MT définissent un cercle. L’ensemble des cercles qui correspondent
a tous les points M du réseau forme une congruence de cercles.
Il est facile d’indiquer la propriété caractéristique de ces systémes.
Au point M(«,¢) correspond un cercle 0 intersection des spheres

qui correspondent aux droites MS(%,, ..., %) et MT (v, .. .. 7;);
au point M'(u + du, ¢) correspond un cercle (7 intersection des
. 1 JE o —4 Jn .
spheres M’S’<£ 4 ﬁ-(ltc) et M .l’('q -+ }')7:“ (lu>; mais
()'/, ok
du E

Donc, les quatre spheres, et, par suite, les deux cercles G et 7,
passent par les deux points communs aux trois sphéres qui ont pour
coordonnées
o

On voit que si « varie seul, chaque cercle du systeme est rencontré
en deux points par un cercle infiniment voisin; méme conclusion
quand ¢ varie seul. On obtient ainsi tous les systémes qui possédent
cette propriété. C'esth ces systemes doublement infinis de cereles que
nous réservons le nom de congrucnce de cercle. Ces systémes ont 66
étudics par M. Darboux (Legons, 11¢ Partie, Chap. XV).

49. Soit A une congruence de 'espace i cing dimensions, E le
pointoll A touche une enveloppe quand « varie; F 'autre foyer de A;

k4
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B et Clesseccondes tangentes des réseaux B et F (fig. 12). Nous allons
chercher les éléments qui correspondent i cette figure dans ’espace
i trois dimensions.

Je désignerai par o, ..., «; les paramétres directeurs de A; ceux de

: . . s, Jdo do
B seront fonctions linéaires de o et 5g3 ceux de G de a et 5

Celaposé, a A correspond une sphére (A) dontle centre M(x,, ., x;)
décrit un réseau; soient MR et MS les (angentes de ce réscau; R et S
les seconds foyers des congruences MR et MS (fig. 13).

Fig. 13.

L’équation de la spheére (A) peut s’éerire
(6) (Xy—21) = (Xy— @) + (Xy — 23 )* — RP= 05

quand « varie seul, cette sphére touche son enveloppe suivant un
cercle C, intersection de la sphére A et du plan P, qui a pour équa-
tion

Oy ‘ 0xq Oz IR _
(7) (Xp-«».z’,)-(j-;[+—(X2~.232)—()—;—!-(X;,»"LL‘3)W~}—R;)—;—-O

Le cercle C, peut aussi étre considéré comme I'intersection des
Ann. Ee. Norm., (3), XX. — Mar 1903. 25
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sphéres quiontpourcoordonnées o et g—; oubienencoredessphéres(A)
et (C); le cercle C, correspond donc au réscau F.

Le cercle G, décrit donc une convergence. Le plan de ce cercle est
perpendiculaire & MR.

De méme si ¢ varie seul, la sphere (A) touche son enveloppe sui-
vant un cercle C,, intersection de la sphére (A) et du plan P, qui a
pour équation

Jda da, o, OR
(8) (Xl_ 1)1)-;)—121‘ -+ (Xz——.l's)‘) ?)*j ~f- (X;,—-—*."l?;;)-(—)—;zz -t R-()—{‘[— =0

Le plan P, est perpendiculaire & MS; le cercle C, décrit une con-
gruence qui correspond au réseau K.

Les congruences décrites par les cercles G, et G, sont les con-
gruences focales de la congruence de sphére (A).

Les deux cercles G, et C, se coupent en deux points I et I définis
par les ¢quations (6), (7), (8). Ces points I et 1’ sont les points ol
la sphére A touche son enveloppe. Gette droite 117 déerit une con-
gruence orthogonale au réscau (M); les plans focaux de cette con-
gruence sont les plans P, et P, (Ribeaucour).

Cherchons la sphtre qui correspond @ la congruence (B); d’apres
ce qui précede, elle doit contenir le cerele G, qui correspond au
réscau . Cest done la sphére qui a pour centre S et qui passe par (.
Lesdeux sphéres (A) et (B) sont les sphéres focales de la congruence
décrite par le cercle C,.

Considérons une congruence quelconque de cercles, par exemple,
celle décrite par le cercle C,; 'axe MS de ce cercle déerit une con-
gruence; les sphéres qui ont pour centres les foyers de cette con-
gruence et qui passent par le cercle sont les congruences focales.

Le plan P, de ce cercle enveloppe un réscau; 'une des tangentes
de ce réseau est la corde de contact 11" de la sphére de centre M avee
son enveloppe; lautre sera la corde de contact de la sphéere de
centre S (Voir Darsoux, Legons, Chap. XV).

50. Une congruence de sphéres et une congruence de cercles sont
dites orthogonales lorsque la congruence de droite et le réseau qui
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leur correspondent sont orthogonaux. Soit alors C(z,, ..., x;) et
r ’ ;

OPQ(%,, ..., &5, Nys---r5) uNE congruence et un réseau orthogo-

naux. On sait que on a (11)

2‘5"”:0’ 2@ du Eé %:O’ 25 o 0
)
| Xne=o, X Z)”Z =0 ngi=o  Fa%x

Si OL(y,, ..., ¥5) est une droite quelconque du réseau OPQ on aura
done

(r0) 23/.’1-' =0 Zy()zz =0 2.}’ dv

A la congruence (i correspond une congruence de sphéres; soit (M)

le réscan décrit par le centre de ces sphéres; G, et C, Ies deux cercles

focaux; (R) et (S) (fig. 13) les secondes sphéres focales de C, et Cy;

les coordonnées de R sont fonctions linéaires de (,[,%% (40); celles
.. o

de (8) dexet -

Au réseau OPQ correspond une congruence de cercles (C); a OL
une sphere (L) passant par C. Les formules (10) montrent que toute
sphere (L) passant par le cercle G est orthogonale aux sphéres de
centres M, R, S; par conséquent, les poles du cercle C sontles point I
et I’ communs & ces trois sphéres; done:

(9)

La congruence de cercles orthogonale a une congruence de sphéres est
Jormée par les cercles qui ont pour pdles les deuax points ou chaque sphére
de lu congruence touche son enveloppe.

Inversement :

Soit G un cercle qui décrit une congruence, 1 et 1" les péles de C; M le
point ot le plan de C touche son enveloppe, la sphére S qui a pour centre M
et qui passe par 1 et I décrit la congruence de sphéres orthogonale a la
congruence de cercles C.

51. Une congruence de sphires et une congruence de cercles sont
dites harmoniques si la congruence de droite etle réseau qui leur cor-
respondent sont harmoniques.
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Soientalors OR(E,, ..., &), 0S(x,, .., 7s) les tangentes d’un réscau;
RS(X,, ..., X;) une congruence harmonique (fig. 14). On aura (6)
X =q& —pmn,
OX _ 0% dp.

S e g 2 7
Ju Tou "™

(11) (
( oX  Jdyg. 01
Jde 0y dy
Fig. 14.
R

J i
I 24
o]

S

Soient alors A et B les sphéres qui ont respectivement pour coor-
donnéesles quantités £ et ), le cercle Cqui correspond au réscau ORS
est Uintersection des sphéres A et B (fig. 15).

Iig. xh.

B

La premiére des formules (11) montre que la sphére S qui a pour
coordonnée (X,, ..., X;) passe par le cercle C; son centre M décrit
donc un réseau conjugué a la congruence AB. Les formules qui

oX , . . o . ‘
donnent X et —= montrent que, si « varie seul, la sphére S touche son
enveloppe suivant un cercle (, passant par intersection des trois
ot

spheres ayantrespectivement pour coordonnées les quantités &, 7, G

le cercle C, passe donc par les deux points ol la sphére (A) touche
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son enveloppe; de méme, quand ¢ varie seul, la sphére S touche son
enveloppe suivant un cercle C, passant par les deux points ol la
spheére B touche son enveloppe. Il en résulte que la corde de contact
de la sphére S passe par le point ol le plan de C touche son enve-
loppe.

De tout ce qui précede résultent les conclusions suivantes :

Soient C un cercle quv décrit une congruence, D I’axe de ce cercle, M un
point qui décrit un réseau conjugué a la congruence (D); la sphére S qui
a pour centre M et qui passe par C décrit une congruence de sphéres (S)
harmonique a la congruence de cercles (C) 5 on obtient, par cette méthode,
toutes les congruences de sphéres harmoniques a la congruence de cercles.

Soient S une sphére qui deécrit une congruence, D sa corde de contact
avee son enyeloppe, M un point qui décrit un réseau conjugué a la
congruecnce (1), P le plan de ce réscaws le cercle G, intersection de la
sphére S et du plan P, décrit une congruence () harmonique a la
congruence de sphéres (S). On obtient ainst toules les congrucnces de
cercles harmoniques a la congruence (S).

52. Une congruence de sphéres et une congruence de cercles sont
dites conjugudes lorsque la congruence de droites etle réseau qui leur
correspondentsontconjugués. Soientalors G( fig. 16), AelBsesréseaux

Fig. 16.

focaux, P un réscau conjugué i (G), H etL les tangentes du réseaun P.
A la congruence G correspond un systeme de spheres dont le centre
déerit un réscau M; aux réseaux focaux A et B correspondent les
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cercles focaux C, et C, de la sphire; ces cercles passent par les points
I et T ol la sphere touche son enveloppe.

~ Ala tangente L correspond une sphére qui est sphere focale du
cercle correspondant au réseauP. La congruence L étant harmonique
auréseau A, cette sphere passe par le cerele C,5 son centre S est done
un réseau de la tangente MS au réseau M; de méme, & la droite Tl
correspond une sphére qui a son centre en R sur la tangente MR du
réscau M. L’axe RS du cercle cherché est done harmonique au réseauM;
le cercle cherché passe par I et 175 la droite Il décrit une congruence
harmonique au réseau enveloppé par le plan dua cerele; done :

Soient (M) le réscaw décrit par le centre d un systéme de spheres, (RS)
une congruence harmonique « (M), le cercle qui a pour axe RS et qui
passe par les points 1 et 1, ot la sphére touche son enyeloppe, décrit une
congruence conjuguce au systéme de spheres.

Sotent G un cercle qui décrit une congruence, M le réseau enveloppe par
le plan du cercle, (G) une congruence harmonique & ce réscaw, 1 et 1,
les points ow la droite G rencontre le cercle G le plan P mené par Caxe
du cercle perpendiculairement @ G enveloppe un réseau .. La sphére (/uz
a pour centre (. el passe par Letl décrit une congruence con_./((guc(e ala
congruence du cercle C.

53. Les systemes de cercles et de spheres seront désignés par la
méme notation que le réseau ou lacongruence quileur correspondent.
Ainsi, unc (.:ongrm:m;c de cercles est p, 1 si le réseau qui lui corres-
pond est p, 15 de méme, une congruence de sphorcs est p, I'sila con-
gruence qui lu1 (*nrrcspoml estp, 1.

Il est clair que si une congruence de spheres et une congruence de
cercles sont orthogonales, ces congruences sont représentées par la
méme notation.

54. Soient M(z,, @,, 2,) le centre d’une sphere (S), R son rayon;
les cing coordonnées de la sphére peavent s’éerire :

. , ( ,
X, = an, X, == @, X . Nz = (2t 2 -k = REP 1)
P i 2 3 ’

(12)
|

“'.:;-(Ju --}-<1"—+- @i — R*—1).
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Pour que la sphére décrive une congruence I, il faut et il suffit que
X1 +X3+X2+X2+X2i=o,

¢’est-a-dire que R soit nul. L’équation du réseau M admet alors la
solution x} + ] + «} et par conséquent M décrit un résean O; inver-
sement, toute sphére-point, dont le centre décrit un réseau O, forme
unc congruence I. Les cercles focaux de cette sphére sont des cercles-
points ayant pour centre M et situés dans les plans principaux de la
surface (M); la corde de contact de la sphére avec son enveloppe estla
normale a la surface (M). Il en résulte que le cercle I orthogonal a
cette sphere est le cercle-point qui a pour centre M et qui est situé
dans le plan tangenta la surface (M).

Les spheres focales de ce cercle sont les spheres qui passent par M
et ont pour centres les centres de courbure de la surface (M), donc :

Les congruences de sphéres 1 sont formées de sphéres-points dont le
centre deécrit un réseau de lignes de courbures.

Les congruences de cercles 1 sont des cercles-potnts dont le centre décrit
une surface et dont le plan est le plan tangent a la surface. Le réseau
enveloppé par le plan du cercle est formé par les lignes de courbure de la
surface.

Pour que la sphére (S) décrive une congruence 2I il faut que
Iéquation a laquelle satisfont les coordonnées de cette sphere, équa-
tion qui est celle du réseau M, admette une solution Y telle que

2X24+ Y=o,
d’olr ‘
Y =R
I’équation du réseau M admet donce les solutions

xy,  Xa, Xy, R et z¥+ a4+ al— R

On reconnait les sphires étudiées par M. Darboux (Legons, 2° Par-
tic, Chap. XV); les points olt cette sphére touche son enveloppe décri-
vent des réscaux formés de lignes de courbure. Ces points sont les
centres des cercles I harmoniques aux spheres 21.

Si R est constant, le pointM décrit un réseauO; si R n’est pas cons-
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tant, le point M décrit un réscau 20, la coordonnée complémentaire
étant 7R.

Dans le cas olt R est constant, les cercles focaux de la sphere sont
des cercles de rayon constant, de centre M, situés dans les plans prin-
cipaux de la surface (M); le cercle 21 qui correspond & cetle spheére a
aussi pour centre M, son rayon est constant, il est situé dans le plan
tangent & la surface (M).

Dans le cas le plus général, Ie plan d’un cercle 21 enveloppe un
réseau 20. Les deux poles IT et H' de ce cercle décrivent des lignes de
courbure, les normales i ces surfaces sont MII et MII".

Pour que la sphére S déerive une congruence p, I, il faut que
I'équation de Laplace qui admet comme solution les quantités X [for-
mule (12)] admette, en outre, p — 1 solutions Y,, Y,, ..., Y, telles

que
X2 XY2emm 0,

ce qui donne
2Y? e R2,

Le point M qui a pour coordonnées (x,, 2., 2y, Y, Yo, .oty Y,00)
décrit dans Pespace a p + 2 dimensions un réseau O; cela posé, plu-
sieurs cas sont & considérer.

Si

o Y ey Yy~ apyy Yo = CONSL., of - of 4. . o p 2 0,

on peut supprimer deux des coordonnées complémentaires Y; par
suite, le point M décrit un réseau p — 2,0.
Si

o Yo+ oy Yo+ oo 0t pey Y,y == const., ook .. a0,

on peut supprimer une des coordonnées complémentaires Y, le point M
décrit un réscau (p — 1), 0.

Enfin, dans le cas général, les coordonnées Y sont linéairement
indépendantes; e point M déerit un réseau p, O.

Donc :

Le centre d'une sphére p, | décrit un réseaw qui estp — 2, O3 p — 1, O
oup, O.
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Inversement

Si le centre d une congruence de spheéres décrit un reseau 2, 0, la con-
gruence estp, 1;p+1, 1 oup+ 2,1

55. Pour que la sphere (S) dont les coordonnées sont données par
les formules (12) décrive une congruence O, il faut que I'équation i
laguelle satisfont ces coordonnées admette trois solutions y,, y,, ¥4
telles que

A=y yi+is
2dX = dyl+dyl+dyi,
e qui donne
R=yi+yi+ 0
s dat + dxl==dy? < dy} + dy?.

Soil N Te point qui a pour coordonnées y,, v,, y,. Les points M et N
déerivent des réseaux applicables; Te rayon de Ta sphere S est égal &
la distance de N &cun point fixe.

Inversement, soient M (2, 24, 23) ¢l N(y,, ¥», ¥,) deux réscaux
applicables; X une sphére de rayon Retde centre N: pour que X déerive
une congruence, il fant que I'équation du réseau admette la solution :

Yi+yiyi— R
Mais cette équation admet toujouars la solution

2 ol .2 2 a0 a2
Ly A Xyt Ly =YY Ve

la solution
a4 2l 4+ ot — R?,

et par conséquent la sphére $ qui a pour centre M ct pour rayon R
déerit une congruence. On vérifie facilement que si Pon applique le
réseau N sur le réseau M, les cereles focaux de ¥ viennent coincider
avec ceux de S et par conséquent les points ol E touche son enveloppe
viennent coincider avec ceux ot S touche son enveloppe (théoréme
de M. Beltrami).

dnn. Feo Norm., (3), XX. — Juy 1god. 26
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Les coordonndées de S sont:

, - S t S . . )
X, =y, X, =, X, =y, N\, == — <}-‘JJ — R2 - 1),

celles de X :

Y=y, Yoo ), Yim= vy, Y, = é) (Z.}’ﬁ — R* l>7
Y:; == ? <2): — R 1)

Z \? ':::E Y2,

Z dXe ~2 dY?.

Cela posc, Lrois cas peuvent se présenter :

1 I existe une relation linéaire isotrope entre les coordonnées Y,
ce qui revient & dire que X passe par un point fixe; on peut alors
supprimer deux des coordonnées Y la congruence (S) est 0.

20 Il existe uncerelation linéaire nonisotrope entre les cordonnées Y,
ce qui revient d dire que 2 est orthogonale & une sphére fixe; on
pourra supprimer unc des coordonnées Y, la congruenee S est 0.

30 1l n’existe pas de relation linéaire entre les quantités Y, la con-
vergenee S est 30.

Il est facile de caractériser les cercles O. Sila sphire S est 0O, la
sphere X passe par un point fixe A X touche son enveloppe en A et
ausymeétrique A’ de A par rapport au plan tangent en N. Quand on fait
rouler la surface N sur la surface M, A et A’ viennentaux points B et B’
olt S touche son enveloppe. Le cercle O qui correspond & la sphere S
a pour pole B et B, done ce cercle estla position que vient occuper
Pintersection de la sphére point A avec le plan tangent en N, quand
on fait rouler la surface (N) sur la surface (M). On reconnait
les cercles de Ribeaucour qui sont normaux & une famille de sur-
faces.

Supposons maintenant que le centre M(z,, 2,, x,) décrive un
réseau p, G applicable sur un réseau N(y,, ¥y, ..., ¥,.2); U'équation

On voit que 'on a
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des réseaux applicables admettra la solution :
»
Ad‘)

Posons alors

Y= y; (=11, 2 ..., pt+2),

Y[}H:,'_L<y “*—[{’_{—1) Y, (} =R I>

On aura encore
~

X2

M

Daxe=Yaye,

Done :

S’il existe une relation linéaire isotrope entre les Y, la congruence
S est p,().

8'il existe une relation linéaire non isotrope, cette congruence
estp 41,0,

Dans le cas général elle serap + 2, 0.
Done:

St le réseauw décrie par le centre est p,C, la congruence de spheres
est pyOs p-=1,0 0oup +2,0.
Inversement :

Si une congruence de sphéres est p, ) un centre décrit un réseau qui
estp~ o, G5 p—1, Coup,C.

56. Prenons les coordonnées d’une sphére S sous la forme (r2);
["équation & laquelle satisfont ces coordonnées :

3 %6 1 ol Al . dt 9o
(13) dude — hodv du { Ju ov

Pour que la sphére S soit G, il faut qu’en choisissant convenable-
ment les variables w et ¢ Pon ait

Z X% s 2 e 12,
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ce qui donne:
(14) R*== 22 1%
et par conséquent I'équation du réseau M admet Ia solution :
2ty A — W —
Un caleul analogue & celui du n® 30, montre que on devra avoir:

dnm. On ~

Lo N By
Dy du S
parconséquentle réseau Mest K. Inversement, si M déeritun réseau K,
la sphire dont e rayon est donné par la formule (14) déerit une

congruence (G, si
Rz % 4 2 4= const.

La congraence (S) serait 2C.
Enfin si R est quelconque, la congruence est 3 (.
On montre que d'une manitre générale :

St une congruence de spheres est p, G, le centre des sphéres déerit un
reseau p— 2, K5 p—1, Koup, K.

Sile centre d’ une sphére deerit un réseaw p,K, la congruence corres-
pondante est p, G p —+1,Goup + 2,0,

57. Linversion elfectuée sur un cercle ou une sphere revienta une
substitution orthogonale dans Pespace i cing dimensions. Cette
substitution n’altire pas les propriétés dont nous nous occupons; il en
vésulle que les proprictés que nous élablissons dans celte théorie se con-
servent par ' inversion.
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CHAPITRE VIII.

LES SYSTEMES DE CERCLES ET DE SPHERES PLUSIEURS FOIS C.
CAS GENERAL OU U ET V NE SONT PAS DES CONSTANTES.

SOMMAIRE.

58. Congruences plusicurs fois (0 dans un espace d'ordre quelconque. Equations E,. —39. Réseaux Q
associds. — Rdscaux O associés & un réseau plan. — 60. Réseanx 0, 30 dans lespace & cing
dimensions. — 61. Réseaux associds & un méme réscau plan. — 62. Congruences 0, 30. —
63. Cereles et sphires 0,30. — 64, Congruences (, G dans un espace & cing dimensions.
Propriéids des dquations I5,. — 65. Transformation des dquations I,. — 66. Réseaux G, C. —
67. Gereles el spheres G, G, — 08, Kquivalence de Ia transtormation E; et du passage des sys-
témes (G, (G anx systémes 0, 50, — 69. Systemes I, 5. Premiére transformation. — 70. Cercles
et sphéves 1, 51 Ftude divecte de la transformation précédente. — T1. Systémes 2 [, 4 I. Deuxieme

transformation. — 72, Systémes 31, 3 1. Troisieme et qualriéme transformation. — 73, Systémes 20,
20, Ginguicdme transformation. — 74. Remarque sur ces diverses transformations.

58. SoitM(z,, @y, ..., 2,) (fig. 17)un point qui décrit un réseau O;
RS une congruence C qui lui est harmonique. On aura

0z = hE; ok _ im 9% _ na;
D TR0 de 7 ge — 0
<
(1) 9 = {0, ot =hn 9n; _ mé
Je T Jdu— "7 du — e

Tig. 17,

Si 0 est une solution de léquation du réseau M, les coor-
données (y, ...y ¥n) de R et celles (5, .4, 50) de S sont données par
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les formules

. » 0 Odx;
Yi= 2 00 ou’
du
)
(=) N 0 dx;
DA 20 de
\ ¢
St Pon pose
04 ) a9
3 === RE, - = (]
(4) du : v b
on aura
0 dn .
4 —E S gL
(4) e " du =
Posons alors
3) 4] 0
(o P ey () T
£ P T
Les formules (2) deviennent
Rl X IC'
(0) 3 ,7 i { =1y
( Sp==2p~-piy,

r et p représentant respectivement les longueurs MR et MS. Les
points R et S étant les foyers de la congruence RS, on aura

Si maintenant 2" est une solution quelconque de I'équation du
réseau M et si

w1 02! , 1 dx!
Blm = =, a s
h Ju L dy

Les équations (7) admettent la solution

= ! = £,
(8) e
| 5/ = X~ pr.

En prenant
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on trouvera

2

y’::zl)'. — 3 :"_—_}::}——

9

0

12

Ilenrésulte que le systeme (7) admet les » + 2 couples de solutions

, S v, )
1, 1y, 5oet Ey;’——rl, }_‘53——9-.

4 ¢

Ces équations sont de la forme

dy
\ 55 =Ay-+Bs,
(9) ¢
19 oy s
| ()u =LYy S

Cette forme se conserve st 'on multiplie y par un facteur quel-
conque, = par un autre facteur quelconque. Si done on pose

: Vi ) ‘ o , A N\
‘ \ = -/;"7 P o <2 Yi—ri l), A P— o <2‘ Yi—rt— I),

(ro) ¢

-, ; < 1 X A

" i ’ 2 2 7 7 :

;oI - LI e g B Lpin = —= 2 Spompte .
(/l/ (-/7 /‘/lil 5),p<z i [ >; An-i2 :"P( i 4 )

Les quantités Yy, Z; sont solutions d’¢quations de la forme (g).
On véritie facilement que

] b2

b2
~ p Rl ) - ’
(11) 2 Y2, 27,7;—_:,, ZY,L./,,L.::O.
. 1 1 1

Il en résulte que les quantités A et D sont nulles. On aura done

Ne Ny,
Jy

i MY/,

(12)

. ro1 N . HP
et si 'on remarque que —» P forment un systeme de solutions
g

\

" ~ J (1 d /1
(13) “‘-’f—“"f’;,';;(:-)’ M= (5 )

il résulte de I que les quantités Yy et Z, forment les deux derniéres
lignes d’un déterminant orthogonal Aa (n + 2) lignes, [11].
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Sil’on pose maintenant

oz X A~ . 20 /g .,
(14) ki:—(j"l’ 4\11+1:;'9<Z'1'f+l>q -'\11+2:_1'<~“(:f—’>’

on aura, quel que soit £,

o ()Xk _ h ()X/. - l,
(3) ou gY/n an aﬁ/{-
Comme, d’autre part,
' h+2
(16) > Xi=o,
1

on voit que les quantités X, forment une combinaison linéaire iso-
trope des éléments correspondants des ~ premicres lignes de A.
Inversement, & chacune de ces combinaisons isotropes, on fait corres-
pondre un réseau M qui est O, harmonique & RS. On obtient ainsi
="~2 ré¢scaux O harmoniques a la congruence C. Pour tous ces réseaux
les Tongueurs MR ¢t MS sont les mémes.

Nous allons chercher s’il peut exister d’autres réseaux O harmo-
niques & la congruence RS. Il faut, pour cela, que, les quantités y;
¢t z; conservant leurs valeurs, on puisse (trouver d’autres quan-
tités Y, Z,, analogues aux quantités Yz et Z; qui formeront les deux
dernitres lignes d’un nouvean déterminant orthogonal A'. Soientr et o’
les nouvelles valeurs de ret de g qui servent i former ces quantités.
Les quantités Y,, ..., Y, ne different des quantités Y, Yy, ..., Y,

A » r N r, ryt o [ ,
que par un méme facteur —; de méme Z3, ..., Z, ne different de Z,,

!

Zigs -y Ly que par le facteur % Des ¢quations (r2) et des ¢quations
. .

analogues

IV

. o7
Lol NI kMY
00 A du M"Y

(12')

on conclut que le premier facteur doit étre une fonction de « seul,
le second de ¢ seul. On peut donc poser

I I
. | =70
7) (I I
-—/:".“V.

(ra ¢
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Il en résultera
[\ U || (- V
N'=N v’ M=M N
Les équations (_w’) admettentles solutions Y, Z; (i =1, 2, ..., n)
et 'Y —f—lY”_H = ,J 7,l+,+l7

n+2

admettent le systcmc de solutions

.2 J2 . -
E yi—1 2*"?—.0"
. .

r !
Yo — (Y, = T Lo — i1y = 7

1. .
w1 == il faut en outre qu’ils

Or, on a

7! Iz

2-1'},2_,,2 ZJG—’ 1
+<U—ﬁ> r,
2t V}:s%——rﬂ

On devra done avoir

‘ ~ , N\
) [Uzﬂ"“'_'_ _(U__p ,_]___N_[_I_[\,Zi“‘z_pz v 1) ]
0 [ng_:ff v—L ]_MY[UmE }’?—._r_z <U-——I\ ,.]
du | p +< —_V>P UL r - U) )

Sil’on remarque que

) Toimr_ Ferme

dv )

or 1
(o= )= b(r=0)r
En remplagant N par sa valeur (13) on trouve

(18) (1—— ff‘) r?-- (r ‘Ip> p*=o,

¢’est-i-dire que le rapport % est égal au quotient d’une fonction de U

on aura

Ann. e, Norm., (3), XX, — Ju x9o3. 27
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par une fonction de V. Réciproquement, supposons que 'on ait

r U
(19) s =V,
Si 'on fait
(- =i
[V TP
(20) <
(— = 22
[ =

o étant une constante quelconque, la relation (19) sera vérifiée ; les
quantités Y', Z; satisfont aux équations (12’) et comme

SYp==1,  XIpe,

ces quantités sont les éléments des deux dernieres lignes d’un déter-
minant orthogonal A'.

Nous dirons qu'une congruence est plusieurs fois G lorsqu’elle est
harmonique & des systemes différents de réseaux O. Dans ce cas, elle
est harmonique & une infinité de systémes, obtenus en faisant varier
la constante «; donc :

Pour qi’une congruence soit plusicurs fois G, i faut et ol suffit que le
rooo. . . ; . ) a1
rappozta.sou égal au quoticnt d’une fonction de « par une fonction

de v

Il est facile de transformer cette condition. Les parametres diree-
teurs de RS sont proportionnels aux quantités
- rEi-—phg
ou encore aux quantités
;== 'ﬂZz*— Z‘ﬂh

Ces quantités 0; satisfont (6) & I'équation

(21) %0 1 0dn 39 1 0E ¢ )‘0’

—— — s e _*_ — —— = 2211 ! ( ! (),‘ (
dudv ~ n dv du  § du 0 o (ﬁ 1 ()v)
. r n o . U, -y, . .
Pour que le rapport Soug soit de la forme ¢*» il faut et il suffit que
1
I'équation (21) ait ses andPldn[S égaux. '
Ramenons alors cette équation a la forme canonique de M. Mou-
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tard :
0%0
("’) '()‘;‘7)‘; =M.
Soient 0, 0,, ..., 8, les paramétres de la congruence qui sont

solution de I'équation (22); en appliquant le criterium des con-
gruences G (22) on trouve

(23) Noer—U+vV

done :

La recherche des congruences plusieurs fois C, dans un espace & n
dimensions, repient a trouver une éguation de M. Moutard, admettant
n solutions dont la somme des carrés est égale a U+ V. ’

Nous appellerons équations E, les ¢quations de M. Moutard qui
possedent cette propriété.

59. Deux réseaux O sont assocics [Sur les reseaux O associes
(Comptes rendus, 189g7)] lorsque I'équation de ces deux réseaux est
la méme. Soit alors M(«,, ..., 2x,) et N(y,, ..., y,) deux points qui
décrivent des réseaux O associés. Posons

(24) E dat == 12du*-- [2dp?, 2 dy* = W du® -+ %o,

Les équations des réseaux (M) et (N) sont

Pz 1 dhdx 4! dl dx
dudv ~ h dv du [ du Jv’

= / %y 1 OR dx 1 Il dx

dude W d¢ du " T du 9v’
Pour que ces deux équations soient identiques, il faut que
(26) N=hU,  U=IV.

Et, par conséquent, entre les fonctions 7 et » du premier réseau
et les fonctions m’ et »’ du second, on a les relations

(27) m’:_—m‘—q, n"::n%-

\
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On peut remarquer que le réseau (M) est en général (p +1),0;
car des équations (24) on déduit

Zdaﬂ%— 2([}'2: (B2 D%y du = (L2412 ) 042,

Réciproquement, on voit que si un réseau M est (p+1),0 il est
en général associé & un réseau O de espace 4 p dimensions.

Considérons, en particulier, les réscaux associés 4 un réseau plan,
¢’est-a-dire les réseaux O, 30. Pour un réscau O plan, on a

fi=rcoso, &,==sino,

ny==— sing, Ty= COS O,

¢ désignant I'angle que fait la tangente & la courbe, w variable seul,
avec 'axe des «,. Pour ce réseau on a

o do
== — L, n = -,
Jdu v

done :

Pour qu’un réseau O sout assocté & un réseau plan il faut et il suffil

que les fonctions m et n relatives a ce réscaw aient pour valeurs
U do V o

28 M= o - ne— — 2%.
(28) ' V ou’ U e

Apres ces généralités nous nous occuperons spécialement des
réscaux et congruences de I'espace & cinq dimensions ou, ce qui
revient au méme, des systemes de cercles et de sphéres dans Iespace
ordinaire.

60. A chaque réseau O de I'espace & cinq dimensions on fait cor-
respondre un déterminant orthogonal (39) :

XLy Xq “ o Ly

Ji Y2 oeee  Ys
A= |5 2z ... z
E'x & ... Es

| Ny Ny ... N
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entre les rotations a, e, g, b, f, k, m, n existent les relations

()_a =bm, 9¢ =fm, E)—?T =km
(29) o0 % o6 ab + ef + gk + ..__dm _}_2/_2:-—0
(()—b-—an of _ ok _ ° dv T du T "

ou = 0T guT 8"

Pour que le réseau correspondant soit O, 30, ¢’est-a-dire associé &
un réseau plan, il faut en outre que

_ Uoe V9o
(30) ’71-—-‘—'\—,5—&) IL__—G--(E-

Si l'on porte ces valeurs de 2 et n dans les équations (29), on a un
systéme de sept équations pour déterminer a, e, g, b, /, k et o; six de
ces équations sont du premier ordre, la septitme est de second ordre ;
par cons¢quent le probleme est du kuitiéme ordre.

Nous allons indiquer une propriété caractéristique de ces systémes.

61. Cherchons s’il est possible, étant donné un déterminant ortho-
gonal A, de trouver un autre déterminant orthogonal &',

YooYy oo 0%
A=|z), =, ... 55|,
& B
Ny Ny .. TG
dont les rotations &, ¢, g/, ¥, /', ¥ aient pour valeurs
3 a=a0, e'=e0, g'=g0,
1) | b=00, [fl=f0, K=Ek9.
On en déduira
(Q] L)
(32) m’.—:/n-ﬁ, n’_—_nB-
Cela posé, on a les deux relations
am on
< 4 —— -— =0
(33) ab +e¢f + gk —+ 50 * o ,

om'  on'
(34) a/b’+e’f/fg/k,+—a“;'+~0—;:0.
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La seconde peut s’écrire ,
v dm ve Y on v

o YOO _——— — —_— e e [ e 7T
(ab—+—ef{+—,‘,/.)()k—|—w o T Tor twoon T Por T
ou encore
1 Jdm Q’ 1 0n (o4
5 R - P ER——
(35) ab—+ef + gk - T gy T M 5+ o Jo " o T o.

En retranchant Ies équations (33) et (35) on trouve

36 om —_1 m o -} dn (1 1)—n o _
(36) Ov ’k.)‘ IR Du \O! v =0

ou encore, en supposant que ©* et©? sont tous deux différents de 1,

(;7) - —1 - -‘—I;-—]._(.).. n ".L‘;—-"l 0y
’02 ()V 'k)"' ©* Jdu (OF
“ou bien

/ \/‘1_ ._.“_; \/ l
) R d S
(38) ’o‘w .I:.:;:;;:;.;- ()“ -~ hi“
Y NV

’L:)
ce qui permet de poser

e —
s — i - ,
\/’(‘)‘ ()q; ) \/1.‘)" 7y

(39) Moz —— e e = 5’ I e oz 0

et par conséquent les déterminants A, A" correspondent & des ré-
scaux O, 30.

Inversement, sile déterminant A correspond & des réseaux O, 30,
on pourra déterminer une infinité de déterminants A’; il suffira de
poser

IS;

1 i
(4o) \/W—IzaU, \/\“ 1=aV,

d’out ’on déduit

([|l) D o= ’-:;::::’.::::—-::7 ) === !
I

AU Viv@ve
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el pour le déterminant A’ on aura

U do . V' 0o

(42) ’n‘l:'—‘v—iZ)ZJ lL_i_T’ —d_‘;,

U’ et V" ayant les valeurs suivantes

S U=Uv=-—U__,

o Vi—atU?
(‘W) \ v

’ VI:V'K‘):—"”'—'—-—-M,

\/I+912V2

done :

St un réseau est O, 30, son determinant orthogonal est associé a une
infinité de déterminants orthogonaux.

Il est bon de remarquer que le calcul précédent peut s’effectuer
dans des espaces d’ordre quelconque; le résultat qui vient d’étre
¢noncé est done absolument général.

62. Nousallons déterminerles congruences O, 30 que laloi d’ortho-
gonalité des éléments fait correspondre 4 ces réseaux O, 30.

La congruence (G) qui correspond au déterminant A a pour para-
métres directeurs (41) les quantités X, ..., X; définies par les ¢qua-
tions

(/l'/l) ! X-l:: A Xt PYitv3,
olt A, 1, v satisfont aux équations

ah Cp. -+ gV==0,
b7 -t~ /[J. -+ kv =o.

Au déterminant A’ correspondra une congruence G” ayant pour para-
métres directeurs
(46) Xj= AL+ py;--v3),

A, 1, v étant encore déterminés par les équations (45); on aura alors
2 X2 :::2 D L A

N axr= Y dXP =i dpt - do,
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Soit (D) la congruence décrite dans I'espace & trois dimensions parla
droite qui a pour parametres A, i, v. On voit que la congruence (G)
estapplicable surlacongruence (D) etsur toutes les congruences (G');
cette congruence est O et une infinité de fois 30.

La congruence (D) étant applicable sur une infinité de con-
gruences (G), (G'), ..., est K d’une infinité de maniéres.

Il résulte d’ailleurs, de ce qui précede, que si une congruence estK
de deux manicres, elle est K d’une infinité de manieres.

63. A lacongruence (G) correspond une congruence de spheres; le
centre M de la sphére décrivante a pour coordonnées (46)

r— X, . X, R X
== ) [ vt == -
! Xy+ X, '

- ;\,a ‘:{— iX/, X:; ‘i“rl' X;'
Ce réseau (M) est applicable sur le réscau N(y,, ¥., ¥s)

).
AR V) o

e ey

Xyt iX,

i1

et ’on a, en outre,

I3

<

9 a2 PR S T T N
Yi-FE)y b Yy 5 - 5y o Sy -k S 55

on voit qu'en général le réseau M est G et une infinité de fois 3C.

Si X, + X, estégal a une fonction linéaire isotrope des quantités X,
on pourra supprimer deux des coordonnées z, le réscau (M) sera
plusicurs fois C.

Si X, + ¢X, est égal & une fonction linéaire non isotrope des quan-
tités X;, on pourra supprimer une coordonnée du réseau (Q); le
réseau M est G et 2.

Inversement, soit M(x,, 2,, 2,) un réseau C, 3C applicable sur un
réseau N(»i, ¥2r ¥s) et un réseau Q(sy,...,5,); parmi les réseaux
applicables respectivement paralléles aux réseaux M, N, Q, il en existe
deux groupes M', N’, Q" tels que la distance de N’ & un point fixe soit
¢gale i celle de Q" 4 un autre point fixe; nous pouvons supposer que
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cetle propriété est vérifiée pour les réseaux N et Q, ¢’est-a-dire que

La sphere qui a pour centre M et pour rayon R décrit unce con-
gruence O, 30. En effet, ses coordonnées sont

- .
X, =y, X, = a,, X, = axy,

on a ensuile

W ) ﬁ 9 j o
Xoo=20 =2

X N N
AX?="» dy?= ds®,

> 2=

On peut done dire que la recherche des systemes 0, 30 dans Pespace
acing ¢quivaut i celle des systémes €, 3C de Pespace & trois.
Il résulte d’ailleurs de ce qui précede, que si dans Pespace i trois
un systeme est G, 3G, il est 3G d'une infinité de manitres.
Supposons que le réseau M soit G, 2C; applicable sur un réseau
N(¥i» Yoo yy) b sur un réseau Q(sz,, 54, 54, 5,); en remplacant les
réscaux par des réseaux paralleles, on peut supposer

La sphére qui a pour centre M et pour rayon R est encore O, 30, En
effet, si Pon fait 5, =1, on aura encore

“7(2:1“.—1 2:"’;“5?9
Sx Xy =X
2 (_lX”:Z d)‘zzz dzt,

1

Nous verrons plus tard que, si un réseau est C et 2C, il est 2G d'une
infinité¢ de manieres.
Supposons enfin que le réseau M soit G, G; il est G d’une infinité de
manit¢res (Ribaucour); soient Ny yer ys) et Q(z,, 52 5,) deux
Ann. Fe. Norm., (3), X%, — Jui 1903, 28
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réseaux applicables sur (M); faisons

I{QZZ.)'i'

La sphere qui a pour centre M et pour rayon R décrit une con-
gruence O, 30; car, si 'on pose

7,==x5, Loy == 3y, 1oz 34,

Y l) <2 52 ——-E N aln l>, Y — ;) (E :,2———2 yr— I>,

/

on aura
A2 Y, Yo
> X2z Z Yo Z VAN

Noaxe= Y dyr =Yl

Ainsi, quand on connailra une solution du probleme €, € dans
Iespace & trois, on pourra y faire correspondre des solutions du pro-
bléme O, 30 dans I'espace & cing. Ces solutions dépendront de deux
fonctions arbitraires, car tout réscau parallele au réseau M permet de
former une solution.

Ces solutions sont caraclérisées par ce fait que les groupes de quan-
tites Xi, définies par les équations (46), admettent une combinaison
linéaire isolrope commune.

64. Ily a deux congruences C harmoniques & un réscau 30 (45);
si le réscau 30 est en outre O, ces congruences seront plusicurs
fois C; inversement, tout réseau O harmonique 4 une congruence
plusicurs fois C est aussi 30. La recherche des ¢léments plusieurs
fois G et celle des éléments O, 30 sont denc deux problemes équiva-
lents. Nous allons chercher les congruences C, G harmoniques aux
réseaux O, 30 qui viennent d’étre définis. Prenons les réseaux qui
correspondent au déterminant A. Les deux congruences G, G harmo-
niques G(0,, ..., 0;) et H(y,, ..., %5) ont leurs parametres diree-
feurs donnés par les formules

47) Ok =Uke+ (Vg  ge=Ubk— V.
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En effet, si 'on remarque que
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\()t' AR TRV P
. da - _ . Uy,
(48) ?()y =mi=— 5L
0% on VU' 99 V 90\ Jdv 09
| dude - du n—i—mnc__<~« VT o T U (u(ﬁ) T ()(

on trouve, en supprimant les indices,

L] 0f , 29\ .
du =Uy Jdu (U —iU3, ot > &

920 . ()‘25 ; ()z . i ()'-? \2 L’)’{/_
g = Ugige — 1 U et (V=0 3T ) g gim

Jdu

Apreés réduction, il vient

J9*0 do 99 ()p, e O

S oy ) —— [N .
dudy Ju dy du dv” duov®

D dv J9 T
=(~igui~ o :;;><U@+" n);

799 9%,

()u av

¢t, par conséquent, les cinq quantités 0,, ..., 0, sont solutions de

I’équation

026 ) . d*o do dy
(49) Jude Mo, M= wds  du de’

el lon a
}:02:‘:[}'-’—- /2,

ce qui caractérise les congruences plusieurs fois C.
On verrait de méme que les cing quantités 7,, 7.,
tions de I'équation

y Dy . [ J*e  d9 9
(50) dage =Mz Mi=ige = 5u o

et on a encore

D=0V

«+vy fx s0nt solu-

[’équation (49) admet la solution 0 = et I'équation (5o) la
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solution 7 = e®. La solution =% est celle qui, dans la méthode de
M. Moutard, transforme I'équation (49) dans I’équation (50). On
vérifie facilement que la transformée de 04 est 7.

En prenant les déterminants orthogonaux A" associés & A, on voit
que I'équation (49) admet les solutions

Ue=U"E~+ ¢V},
ot U et V' sont donnés par les formules (43). On aura

. N 4 (T Vi — U2 _ \%& )
(21) s’ =U V= 14 o U? I+ atV?

On voit de méme que 'équation (50) admet tes solutions
/5= U= V')

On peut encore former d’autres solutions de ces équations. Déter-
minons x,, &,, &, par les quadratures

o a ., 0, e dx oo
Ll e et S el N
du U Ju U o U

dor e, OnrZ iy O
Jdv TV T 7 Jde TV T 7 Jde T VT 7

olta, e, g, b, /, ksont les rotations du déterminant A. On voit facile-
ment que les quadratures qui donnent z,, @, @, sont compatibles et
(que ces quantités sont solutions de I'équation

2 . w ) . .
(32) Pa__dp dz  dy Jx

s T f e e D D
du Jv do da ' Ju Iy
D’autre part, I'¢quation

dm dn
ab 2 ok e T
+ef+ gkt dJdy Jdu o

donne, en remplacant 7 et n par leurs valeurs,

. ab+ef+gh 1 d'¢  Vide 1 9o U' dow
(53) UV 5 9000 T V3 0u T U Quoe T g

[En tenant compte de cette condition, on vérifie que 'équation (52)
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admet aussi la solution

ey et

T =ax]+ 2+ a2l — e - Ve

ct, par conséquent, I’équation (52) admet les cing solutions sui-
vantes :

X X ; l. !
7 2 l": — “ —_— 5
Xy, ) 3y -2—(.22‘—5—1), ,)('L' 1)

ct, par suite, I'équation (49) admet les cinq solutions

X, = e ®a,, Xy=e ?x,, Xy=e Py,
. il R 1
X, =¢ :?;(.l‘-—}—l), Xo=c % (x—1),
- 2

2‘ { 2 e I .',‘
x o= []"" - \r.)

On arriverait & des conclusions analogues pour 'équation (50); il
suflit, dans les résultats précédents, de changer ¢ en — 4.

Du reste, ce groupe de solutions ne differe pas essentiellement des
groupes précédents. Prenons, en effet, le groupe qui correspond i
lavaleur o; en multipliant toutes les solutions du groupe par la
constante *, la somme des carrés des solutions est (51) :

o U2 etV o o' (02— V?)
4ot U2 (142 VE) T (14 a2 U2) (1 a2 V)’

“ . o . . . . )4 1
quand « croit ind¢finiment, cette expression a pour limite i i
On peut done dire que ce groupe correspond a la valeur o = 2.
On peut remarquer que les calculs précédents peuvent se répéter
dans un espace d’ordre quelconque, ce qui permet d’énoncer la pro-

pricte suivante des ¢équations B,

St une équation de M. Moulard admet n solutions dont la somme des
carrés est la somme d’une fonction de wet d’une fonction de v, elle admet
une infinité de groupes de n solutions possédant la méme propriete.

Nous donnerons i ces solutions particulieres de I'équation le nom
de solutions quadratiques. Une combinaison linéaire, homogéne, &
coefficients constants des solutions d’un méme groupe sera une solu-
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lion linéaire, si la somme des carrés des coefficients n’est pas nulle, et
une solution tsotrope si la somme des carrés des coefficients est nulle.
Ainsi e~ est une solution isotrope de I’équation (49).

65. Considérons une é¢quation de M. Moutard :

. 00

(-’)4) 5;;‘;)‘; :1\/10,

etsoient £, 5y, ..., &, A(n +1) solutions de cette équation; posons
p=E} +& +... i
On sait qu'on peut déterminer z,, ..., @, par les quadratures

-

().Z‘f - 3 ()éz e
. P 0u T 0w
(55) _()—,,_{ . ()5“ ez ()/.
( P T T Tt

et que les quantités z,, ..., «, sont solutions de I'équation

Sr 10k dr 1 d)dx

56 B b o 2
(56) du Qv » e du ' L du dy

Nous allons chercher dans quel cas I'équation (56) admet la solu-
(ion
(57) X = — 220,

Iin différentiant on aura

S X :22.,,,.9}5 a0, e

Jdu Ju du Jdu
(58) .
'()X 022(_)_1__. )Q,/_‘ ()p
. Jdv ) dy LTy
. X g ' 0 dxe L 0%
(39) T N T TR X T o0 2 ouanf
dA 0l - O\ dp Jk dp , O'p
>0a 00" z)‘(_)-ﬁ Jdy 2l dy du —2 Jdu dv’

Or, des équations (55) on déduit

O 9z dz L, 9¢ ()g 7 ()7\ JL 0.
(6o) 24?)7(75""1 ou dp (]t’za()lt ouz.ﬁ&?“‘ou ()VZC"
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Or on a posé

(61) 25-’:—:]0,

et, en différentiant,
(62)

et
27' ()Zf' _!_2—‘0_2..0_5. —
S0uwov du dv ~ Juodv’
el, par conséquent,

) ()g dg J0%p ,
(63) 2-4 du dv — du dv —2Mp.

On aura done

: dr dz _ ., dp 5 dh dp . 0k dp Ok Jh
(64) 2()_1; P g du v + oM 44 “dv du + A ou duov P Ta o

el, en remarquant que

It -
2uge =M
on aura
PR S S B 52 9% 4 92 Ih 2Ok e, 0k dp
(63) duode "Z “Ouoe 2N 0a Y R R A Y T R

Eerivons que
0*X 1 oA 0X 1 0k dX

dude A dv du  how dv

[
™

o

On aura, en remarquant que les quantités z satisfonta I'équation (56),

o2 Jd*p

. Jdw dv
et, par conséquent,
po=U-+V;
done :

Pour que I'équation (56) admette la solution (57 ), ll/aztl et 1l su/jz/

que U'équation donnée (54) soit une équation B, et que ELE,, ...
sotent les solutions quadratiques d’un groupe de cetle équation.

b "II
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Supposons cette condition réalisée; I'équation (56) admettra les
solutions

’

; \,
[4 ; .. ! . s
Tyy ey Lpy ;( E .1'-‘———/."p—i-l), :( S :z~-’—7.2p~—1>,

dont la somme des carrés est A*g.
Il en résulte que 'équation

J* -
/.
00 du O
o 00 v,
(66) dude 1 ’
7.

¢quation qui est la transformée par la solution 2 de I'équation (54)
admet les (r + 2) solutions

N == ~‘—:—{-7 Xy = )(:,- (}: ate— %y 1), ) P -r)—l)‘ <Z e )2 — I),
et Ta somme des carrdés de ces solutions est égale & p, ¢'est-a-dire
a U+ V; Iéquation transformée est done, en général, une équa-
tion B,.-

Nous avons vu (64) que si la fonction transformante est égale i la
solution isotrope ¢=*, I'¢quation se (ransforme en une ¢quation B, ; le
résultat subsiste pour une solution isotrope quelconque, puisque rien
ne distingue ces solutions les unes des autres.

On verrait de méme que si A est une solution linéaire, la transformée
est une ¢quation K, ., . Done :

Si 'on transforme par la méthode de M. Moutard une ¢quation E,,
la transformée sera :

Une équation B, si la solution lransformante est une solution tsotrope ;

Une équation Y, si cetle solution est une solution linéaire;
Une équation B, dans le cas géneral.

Il importe de remarquer que les équations B, ., ainsi oblenues sont
des équations particulicres. En effet, on a

. . I
Xpga+ Xy o= — .
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Tous les groupes quadratiques ont une solution isotrope commune.

66. Soit A un réseau orthogonal Aune congruence plusieurs fois C;
ceréseau sera G d’une infinité de manieéres, c’est-i-dire (45) qu’il sera
applicable au second degré sur une infinité de réseaux A’, A7, ..., de
espace & cing dimensions. Soient (§,, ..., 5,5 1,, ..., 1;) les coor-
données normales des tangentes au réscau A (8, ..., 500, ..., 1))

celles des tangentes WA’ (57, ..., &5 ), ..., ) celles des tangentes
a A”. On aura (n® 45)

& ‘: £ :2 g Z gre

A JE , 0L "
TN el —— I NN
(68) ) dJdy b Jv s dy ’
i)
dn - Jn' . on” o
— T m— T M —_— =M
du = Jdu & Jdu &

On en déduit facilement

N N\ , 0"
Zl K )1/ 2‘ O "’ ou’
. IR \ PP N P

(69) g =XEg =25

O 05 O “‘_2 e da' __2 9E" 00"

24;)72 Jy ke Qu Qv T ed Qu OV
Soient alors (G), (G), (G”) des congruences harmoniques correspon-
dantes aux réseaux (A), (A'), (A”). Les parametres (X,, ..., X;);
(X', ..., Xi); (X, ..., X;) desdroites G, G', G”sont donnés (n° 6) par

Ann. Fe. Norm. (3), XX. — Ju 1903, 29
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les formules

X =g —pn,
X'=qt —pn,
(70) X7 — qE”—])'n”,
g% = ngq, g-% = mp.
On en déduit
g_)_(_—~(i£___££ X dy,  dn
Jgi = Tou IR Dy T e dv’
oxX' ot adp_, oxX' _dq ., on'
(71) '?)';[—»—7(—)—;;——-(-_)-(-‘—!], oo Tk “‘P‘(}"‘;'
X' 0 _dp ., 0N dg, ou
du du  Jdu '’ de T 0 Jy

En tenant compte des formules (67) et (69) on aura

2 X2 :::2: X2 _—;2 X2,
0X\* 0X/\? )X
(72) Z(-a;) 72(“97‘) M2<_}_> ,
0X\? X\ 2 ~ /AN
2 <‘?)—""> ::::2 (-(7)-":> T::Z <.{_{_}_‘.)..) 5

et, par conséquent, ces congruences (G), (G"), (G”) sont applicables
les unes sur les autres.

Si 'on prend pour p une combinaison isotrope des quantités
¢ sera la combinaison isotrope correspondante des quantités n”; il y
aura une relation isotrope entre les quantités X7, ce qui permet de
diminuer leur nombre de deux unités; on voit que les congruences (G),
(G") sont 0, 30. On obtient ainsi toutes les congruences O, 30 har-
moniques 4 cette série de réseaux G, C.

cn
¢’

67. A une congruence plusieurs fois C correspond une congruence
de sphéres plusicurs fois C; les centres M de ces spheres déerivent un
réseau plusicurs fois K. Les coordonnées d’une telle sphére étant les
quantités 0,, 0,, ..., 0; (64) les coordonnées de M seront

0y O O

Ly T e Ay T e e
2 4 05 = L(),:, ’

=" T G0,

st 10,
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et par conséquent le point M décrit un réseau ponctuel i invariants
égaux. Ce réscau possede les mémes propriétés que celui qui a été
déterminé au n° 6% [équation (52)]. Inversement, si un réseau K est a
invariants égaux en coordonnées ponctuelles, ce réseau est le réseau
des centres d’un systéme plusieurs fois C; done :

Pour qu’un réseau K soit d’une infinité de manieres réseau K il faut et
i suffit guil soit paralléle a un réseau a invariants ponctuels égaux.

68. Remarque. — Si I'on a une congruence G, C ily aura o réseau O
qui lui sont harmoniques; ces réseaux seront 0,30; i chacun d’eux
est harmonique une nouvelle congruence G, C. On a donc une trans-
formation géomeétrique de ces congruences. Cette transformation est
identique & la transformation analytique des équations E; définie au
n® 655 nous avons vu qu’une telle transformation, faite avec une solu-
tion isotrope, transformait les paramétres 0,, 0,, ..., 0, de la con-
gruence G harmonique i un réseau 0, 30 dans ceux Yy, ..., by de la
seconde congruence G harmonique au méme réseau.

On peut remarquer que, si 'on connait toutes les solutions quadra-
tiques d’une équation K;, on pourra poursuivre la transformation en
effectuant sculement des quadratures.

69. Ily a=' congruences I conjuguées 4 un réseau O; si le réseau
est 30 ces congruences scront en outre 51. Nous allons former ces
systémes. Pour avoir les paramétres directeurs d’une droite d’une
congruence conjuguée i un réseau O, il faut former une combinaison
linéaire isotrope des trois premieres lignes du déterminant orthogo-
nal A; nous allons raisonner sur une combinaison isotrope des denx
premitres lignes. Nous aurons une congruence G (X, ..., X;) dont
les paramétres directeurs sont

X/LA: X -t iyk.

Aux déterminants A” on fera correspondre des congruences
G(X),....X,):

Xh=xh+ (¥

Toutes ces congruences sont I, 5I; pour déterminer les quatre
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coordonnées complémentaires, je pose

| -(D:' = —I-(a -+ ie) cos Ny ~I-(a' ~+-¢e) siny
(73) du U P du — U P
7
aY s # .
—(Tp—‘ ::~—%f-(b+tf)smq9, %\; o {,-(b-—}—l,.f) cOSo.

On voit facilement que les quadratures (73) sont compatibles el
que le point Y, Y, décrit un réseau O plan; posons, en outre,

{ Y, — (Y, =—1,
4
(74) | Yo iY,i= Y2 4 Y2
On aura alors

s -
s 27(2::2 X”:::Z Y? o,
5 SIS (OXN 1 N (ORI N [0V
(73) 2 E <1)u> o [J"‘Zl(()lt) Z Ju ) '
1o (OXNE 1o /0K o OV
v2(%) =2 (%) 2 (%)
Enfin les quantités X, X|, Y sont les solutions de 'équation

Jd . J .
(76) P S TAIP G AR

== . L e
duw dv a-+ie  Ju b-+if v

On voit bien que les congruences (G), (G') sont I, 51, les quatre
coordonnées complémentaires étant Y,, Y., Y,, Y,.
Cela posé, soit A une solution quelconque de Véquation (73)5 les

H - Xi XBI Y 7 X/1 XI. . Y‘ Y’» AOPly o
p()lntb M(Tr ey T), M (T ey T)’ N<'.)*‘1 vy —‘X) d(,(.:llV(,“l.

des réseaux O associés, car des ¢quations (76) on déduit facilement
1 Jd X\* 1 d XN\ o/ Y
523 ~wm2(mT)=2(%1)
1 2 X\* 1 d X'\* o0 Y
w253 =wm2 ) =2

done, en général, les réseaux M et M’ sont O, 50; les quatre coor-

données complémentaires pour former des réseaux 50 ¢tant 5 -
Si A est une fonction linéaire isotrope des quantités Y, ces réscaux



SUR LES SYSTEMES ORTHOGONAUX ET LES SYSTEMES CYCLIQUES. 229

sont O, 30; on obtient ainsi =»* réseaux O, 30 coujugués a chacune
des congruences G.

Ce passage d’un systeme O, 30 dunsystemeI, 51, puis de ce dernier
2 un nouveau systéme O, 30, donne évidemment une transformation
du probléme posé. Ce sera la premicre transformation; nous allons
montrer qu’elle est contenue dans la transformation générale qui est
constituée (n° 68) par le passage des systemes C, Caux systemes O, 30.

En effet, soit G la droite qui a pour parametre X,, ..., !

. , 1 ‘ . X X\
¢ celle qui a pour paramétre Y,,..., Y,. Les points M (-)\—‘, ce T)’

e

0

~(Y Y\ 4. . . AR .
N (Tl’ e T) décrivent des réscaux O associés, si A est solution de

. . . . . . X X
'équation (76); soit X, uncautresolution; les points M, <T‘ S T)
fl 1

Y Y .. . , .,

et N, <TI’ cee —A—L> déeriront aussi des réseaux O associés. Les deux
1 1

réscaux M et M, conjugués & une méme congruence G sont harmo-

niques 4 une congruence L (fig. 18);de méme N et N, sont conjugués

Iig. 1.

2 une méme congruence ¢. Les paramétres de ces deux congruences
satisfont & la méme équation

%7 1 Oh 07 1 0l 07 .
or 1 oroh L O 0R L py.
(77) Jude T G agv da Tl ouor

Ces deux congruences sont évidemment des congruences G; si
done Z,, Z,, Z,, Z, sont les paramétres de £ on aura

(78) L2 422 413+ 12 = WU+ V2
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Ces résultats subsistent quels que soient A et A,. Si I'on suppose
P=Y+ 1Y, W=Y, =Y,

M et M, décriront des réseaux O, 30; la somme des carrés des para-
métres de ¢ est nulle, par conséquent

h__V

=T
et par suite, I'équation (77) est & invariants ¢gaux, donc la con-
gruence L est C, C.
~ On voit que la transformation générale permet de passer du
réseau M au réseau M,. Ce résultat subsiste évidemment si A et 2,
sont deux solutions isotropes rectangulaires, c’est-i-dire si

(79) r=a, Y+ ay Yo+ a; Y, 4+, Yy, at - i+ al+ al==o,
79 M= 0, Y+ 0y Yo+ 0, Y 4 0, Y, D2 bR 0+ b = o.

avee la condition

(80) by - ayby~- ayby -+ a,b, =0

Cela posé, I'ensemble des réseaux 0, 30 conjugués i C s’obtient en
donnant & A le systéme des valeurs (79). On peutreprésenter chacune
de ces valeurs par un point ayant pour coordonnées homogtnes a,, a,,
@y, a;; ce point est situé sur la quadrique S qui a pour équation

x4~ 2} 2k 2= o0.

Notre premiére transformation permet de passer d’un de ces réseaux
0,30 & un autre quelconque; c’est-a-dire & aller d’un point de la
quadrique S & un autre point quelconque.

D’autre part, la condition (80) prouve que les points qui corres-
pondent & A eta A, sontsitués surune méme génératrice de S. La trans-
formation générale permet donc d’aller d’un point de S & un autre
point situé sur unc méme génératrice.

Or on sait qu’on peut aller d’un point d’une quadrique & un autre
par un chemin formé de génératrices; par conséquent, les réseaux
donnés par les premiéres transformations pourralent étre obtenus par
deux transformations générales.
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On aurait pu effectuer cette premiere transformation en introduisant
les congruences O, 30 et les réseaux I, 51 au lieu des réseaux 0, 30
et des congruences I, 51. '

Considérons les quantités X, X’ définics par les équations (44)
et (46); soit o une solution de I’équation i laquelle satisfont ces
quantités; lOS points A <&: v 2(—5'>7 A/ (527 ey X5>’ B(z\-> E) _\J_)

_ ¥ P P p o
décriront des réseaux applicables; si

p=oak+ Bp +yv, @+ B2+ yi=o,

on peut réduire & une seule les coordonnées de Bj le réscau A est
applicable sur un résecau & une dimension ¢t sur une infinité de
réscaux A" de I'espace i cing dimensions; ce réseau A est [ etune infi-
nité de fois 51.

70. Soient X,, ..., X; les paramétres d’une congruence I, 513
Y., ..., Y, les parametres complémentaires; i cette congruence corres-
pond une congruence de spheres; les coordonnées du centre M sont

X, _ X, X,

Wy T e r—— T g == e Xy 70— m——
! X5+ (X, 2 X;+ (X, s X+ X,

Le point M décrit un réseau O associé au réseau N(y,, ..., )4) ¢

Yi= s L'X:,’

et ’on a
(81) Ey,f::o

Le réscau M est done 0,50 en général. Inversement, soit M’ un
réseau 0, 50; il est associé 4 un réscau N’ de I'espace & quatre dimen-
sions; parmi les réseaux paralléles d N/, il y en a deux qui satisfont a
la condition (871). Soit N I'un de ces réseaux; parmiles réscaux paral-
léles M/, il y a un réscau M associé & N. La sphére point M décrit
unc congruence I, 51; done : siM est 0,50, iy a deux réscaux M,
paralléles & M', qui correspondent a des sphéres I, 51.

On verrait de méme que, si M est 0,40, il y a un réseau M paral-
lele & N’, qui correspond & des sphéres I, 51.
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Enfin, si M’ est O, 30, tout réseau M parallele & M’ donne une con-
gruence de spheres T, 51.

Nous allons donner I'image de la premitre transformation sur
Uespace a trois dimensions : soient M e point qui décrit une congruence
de spheres I, 51 (fig. 19), C un cercle O, 30 conjugué acette sphére;

Fig. 1g.
~=~C
) NM, R
\ﬁ\\
/A | T
\ / \
/ %

I’axe RS du cercle est harmonique au réseau M; il y a deux sphéres
plusicurs fois C harmoniques & ce cercle; les centres A et A" de ces
spheres décrivent des rés*oaux conjugués a RS. Soient (2,,x,,2,)
les coordonnées de M; &, €4, &, les cosinus directeurs de MR; n,, 74,1,
ceux de MS. On aura

Jx " o JE

e = NE ~— ==Im ZZ =
ou ? Jdy ’ de ’
Jx Jl o )
== = — == fin e T MUEL
Jv ’ du ’ Jdu K

Les coordonnées y,, v, ¥, de A peuvent s’éerire sous la forme

y=a +qk-+pn;
d’ou 'on tire

dy 0’ Jdq .
=g ( o +,,m> £+

 Gu
dy ()n () )/
Py 0 ‘),’l dn dp Oh )y ap o
Jude — Ju de o d(t -+ q(ﬂlﬂf/ -+ DC’ - JTI'-()T, e DY ()t’ - p ()z;>

at  d*p ()// . ()/1)
gu " dwoe T 0a V1 0e)

()_/)

u

(82)

+n <mnp —+ =
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Le point A devant décrire un rése

0ty

(83) Jdude

Bien qu’il existe ici une relation i

():;

de quantités £, v, 52 ()n -~ les deux
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au, on doit avoir

Ay

Y 0%
Jdu

~dy

inéaire homogéne entre les groupes
membres de (83) doivent contenir

ces quantités avec les memeb coefficients; sans cela le réseau A ne
serait pas conjugué a une congruence harmonique au réseau M.

On a donc
— 197

q d o’

et en égalant les cocfficients de &

I()p

Q—p du’

et v dans les deux membres de (83)

J*q ()p Jom o _ 1 9dq < a7 > op dy
6 ¢ Jaoe Ty TP YT TIME T Gg = g dv A TJu TP +}; du d¢’
34

o*p ()r/ adr Il v oqop 1 dp ap .

duoe " "9u T 1 0u mpmn Gy, = q 0v du " p du =+ a0 " (/n>

D’autre part, A est le centre d’une sphere plusieurs fois G, el, par
conséquent, A décrit un réseau i invariants égaux, ce qui permet de

poser

(85) q=¢0,

p=tipV.

En substituant ces valeurs de p et ¢ dans les équations (84) on obtient,

apres quelques réductions faciles,

1 0*p 2 dp dp )
” \ u <()1¢ dv  p ou oy +mnp
())('V )%p 0()p()+mn>
Y\ 0w oy p du dv P
On voit que sil'on pose
‘h:ﬂ&
(87) ¢
( [ =LV,
on aura encore
7}
(88) =L,

dnn. Ee. Norm., (3), XX. — Jun 1go3.

S(P b — g—/‘—i — <mz\/’+tV ()m>
J >

1 dp Jl , on

p Ju ! T ou (nU i U-—¢>

m:M%,

23 :N T\J/‘y

oL

du HN,

3o
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et les équations (86) deviennent

C 0% 2 dp Op 1 dpy  OH oM
8 ‘dud&’_—gmm + MNp = E_()T;I“ Jo TP
(59) Pp 20090  yNp=—it %P 0k ON,
Qudv  p du Jdv AR p Ju o T ou
On est conduit a faire le changement d’inconnue
I
P_‘_-"
p
On trouve alors
orr o o, oM
S S —MNr= Hrit + st
9 | et N,
- “ u Ju D

Nous allons employer ici un artifice de calcul, qui est tout naturel
lorsqu’on fait une étude géométrique approfondie de la question.
Nous égalerons chacun des membres des égalités (go) a

Ar - Bri-Crs,
A, B, C étant des fonctions de w ¢t ¢ que nous déterminerons de facon

a rendre les ¢qualions compatibles.
On aura alors

Joll oM
gi'm__i;_rg “ ';)‘(; . A—-—-l-;);
70 1 1 A T R
(91) ) N
. iB—%2 A= "
ar _iGo, - du . )u
0(( - L IJ L
)2 r . . ‘
(92) S = Gt Bt (A 4+ MN) 7.

Nous allons différenticer la premiére des équations (g1) par rapport
\ N s g . Ir ..
a u, remplacer apres la différentiation (7~ par sa valcur fournie par la

on obtiendra ainsi une valeur de -~— o d ;

9%
de méme 5= en partant de la seconde équation (g1); nous iden-
tifierons ces deux valeurs avec celle que donne I'équation (g2). On

seconde; nous calculerons
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trouve pour Jdir les valeurs
p dude o

ol oM
dude ~ Jdu\H Jdu H du H
oH . oL . ON™
= B——d—(’—><m LR RS
T\HT T N P VR
. oL . - ONN
0 ,-i(LB“;)T‘> i(ﬂ-—%
=0 . + de \ L +dv L

- <2,-£‘_‘+il:_72?2)<(1 LT, “—"07)_
; L I 17 A | S T

Kn égalant les coefficients de 7* on trouve

YA ol (G2
O e =2 s
LA LH
ce qui donne

(93) . ‘() T e e o

in égalant les coefticients de 72 on trouve

ol L
]{ e -(_).‘ G —+ !:__J: f._‘..: e ')'C _l___.«l; ”7-.2):.17
" ou \ 1 {] L L
oL oH

=2 (i) PB=ic e
=o\T) T LT uHtT T m

En remplacant C par sa valeur (93) on trouve que les deux équations
donnent

(94) B =20 2

Egalons maintenant les coefficients de 7. On aura

]; — i}_[—["‘ . lA _— (ZE l; . _(')_!_[ l]; . ()L
A+ MN= 9 ¢ - 2C du Jv Ju
FMN =\ T ML i T

. oL® .OM - oL | oH
P <LB—-I)_1(> 2l.CA,——-z-—d--‘-’- lB—-—-J’—[B—-(};—
=\ -+ .

I. L

L H L I
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Si I'on remplace B et C par leurs valeurs, ces équations deviennent
des identités.
Il ne reste plus qu’a égaler & zéro les termes indépendants de . On

aura
OM” , OH . ON
0<A_L7)—47> B—5r A =5

ou 1 I L

. AR . JL oM
’ () CA.-—-';)—[Z LI;——(}-[_I-,A_—lW“MO
T I L m

Il faudrait exprimer que ces deux équations ont une solution com-
mune en A; voici comment nous allons opérer. Posons

-0,

(95)

A— i()M
de i
TS
6 %
(o . ON
(A — -
S
L 2 U
Les équations (95) donnent, apres avoir remplacé B, Z,I’, :)){l parleurs
valeurs,
. ()”1 . ()l-‘l N
(97) o = MLy, T = NI

et, en ¢égalant les deux valeurs de A fournies par les équations (96 ),
on trouve
oM oON 1
(98) o 5+ = (ML =+ LIL) =o.
Les équations (88), (97), (98) montrent que si 'on pose
H = (A +E), = (A —{E),
L= (B +iF), L, =B —iF),

les quantités A, E, B, F, M, N sont les rotations d’un déterminant
orthogonal & quatre lignes. En conservant les notations habituelles
pour ce déterminant, on aura

D@ + iy)]= (B2 dur-+ L* dv?),

Nl (2 — iy)]E= (M2 du? -+ L2 do?).
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On voit que le réseau donné (M) doit étre associé au réseau décrit
par le point (2 + 1y); c’est la condition que nous avions trouvée
autrement | équation (81)].
En remplacant A, B, C par leurs valeurs, les équations de Ricatti
qui déterminent r sont

‘ or _ L iNs LL_’,
(09) ) dv 2 2
9 o H ., . H,
— = — 2 Mr+ —-
Ju 2 2

On obtient ainsi une série de points A (fig. 18), tous placés sur la
droite Me qui a pour parambtres directeurs

U+ iVa.

En changeantzen — 7 dans les équations (9g), on aurait une autre
série de points A’, situés sur la droite Mo’ qui a pour parambtre

directeur
Ut — Vo

Supposons que I'on connaissele réseau M, un point A et un point A’,
on pourra déterminer tous les autres points sur les droites Mo, Mo’ &
Paide de quadratures.

Prenons un point quelconque A, de la série A, et un point quel-
conque A de la série A'; la droite A, A, sera axe d’un cercle passant
par M; ce cercle est O, 30; il est normal & une famille de surfaces,
on pourra déterminer les points M, olt ce cercle coupe & angle droit
une surface de la famille & aide de quadratures, car on connait la
surface (M). La sphére pointM, est I, 51; dansle réscau M, on connait
le couple de points A,, A, On voit qu’on peut continuer les transfor-
mations en n’effectuant que des quadratures.

71. On voit que si un réseau A(%,, ..., Loy, o.ms) est 1,51l
! ’
£

est applicable sur une infinité de réseaux A'(%), ...,
(E a X a3 1 M .1 T 0 1P
A(E, LB, o)) de Pespace & cing dimensions et sur un

S E R

réseau A (5, 1) de espace & une dimension; soient (G)(X,, ..., X;);
(X0, X)) s G7(XY, L, XD (X)) des congruences harmoniques
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correspondantes de ces réseaux. On aura

Xp= (1':’_/.-——1)'n/;,
No=qér—pnp-
Xe=q%—prni
Xi=qt —pa.

Toutes ces quantités Xy, X, X}, X satisfont & la méme équation de

Laplace et 'on a
2 ;:2){;}:2 X7 = X2,
cr

Si I'on suppose p combinaison linéaire isotrope des quantités £ on
pourra réduire & trois le nombre des parametres X’; les congruences
(G), (G”) sont 21, 4I; la coordonnée complémentaire pour étre 21
¢tant X, et pour étre 41 les coordonnées complémentaires sont les
trois quantités X'. De chacun des réseaux tels que A’, A”, ... on
déduit «* congruences G, qui sont 21, 41. Nous allons former ces con-
gruences 21, 41, d’une autre manitre, en supposant que les paramétres
aient ¢té multipliés par un méme facteur, de fagon i réduire la coor-
donnée complémentaire X a ['unité.

Les trois coordonnées complémentaires X' que nous désignerons
par a,, %,, o, forment la premiere ligne d’un déterminant orthogonal

Xy Oy Uy
0= | By P2 s
T e s
Soient «, b, m, n, lesrotations qui satisfont a la relation

dm  dn _

(IOO) [Zb+~a—;-}-‘~(j;__0

- Les paramétres (z,, z,, ..., z;)de G formentla premiere ligne d’un
déterminant orthogonal A de 'espace 4 cinq dimensions :

Ty ... Xy
Yiooeee )

A= |z ... 3 |,
o &

) cee Ty
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Soient A, B, E, F, G, K, M, N les rotations de ce déterminant, les
quantités @, ..., x; satisfaisant & la méme équation de Laplace que les
quantités o, a,, «,,, on aura

(101) k A=al,
[ B=10bv,
et par suite
VY )
(1o2) M:Ini-;, NI”B,
et ’on aura la solution
e " J (9} Jd AN
(103) abOQ + EF +GK+(I;<mE> +d_u<,z 6) .

Des équations (100) et (103) on déduit que si 'on pose

© —
g U= —ee, W, =1 — O,
a\/r-—— (L
(104) (
‘) J—
V::—'—}““.‘:‘ﬂ ()1:/1_1;)2?
a1 — V2
les quantités
3 ! ]
2 e V) e N m'=——m -
sc ;l’ 8 'L‘),(' mgo
(105)
L g r— L K '—p &
(f__z)—il, k=g K, ni=np
satisfont aux équations
de , dg ,
== fm = =km
dy J s dv g+ Jdm'! - ou .
e ok 4+ —— 4 — =o,
of , ok , e Jdv Ju
e Tz R, -— =gn
du Ju

et, par conséquent, ces quantités sont les rotations d’un déterminant
) LY
orthogonal 4,

’ N
xy ... @,

! ’

A — yl A .)//v
L E’
31 o &

ny ... M

Les réscaux O de I'espace & trois qui correspondent au détermi-
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nant ¢ s’associent aux réseaux O del’espace & quatre qui correspondent
au déterminantA,.

Inversementsi les déterminants ¢ et A, correspondenta des réscaux O
associés, on pourra en déduire une infinit¢ de déterminants A ayant
pour rotations

(0]
a®, eV, gUv, M =g
. i ¢
[/.C): fx‘)ly /".C)U N:’La’
ol I'on suppose
all . 1
1) o ey V== mm s
VU2
. aV .
V= M- )
\/a“ (|

o ¢lant une constante arbitraire. On obtient ainsi la série des con-
gruences 21, 41, G,G”, .. ..

Prenonsunedeces congruences G qui correspond au déterminantA;
le réseau orthogonal & G est celui qui est enveloppé par le plan yz;
ce réseau est 21, 41. On forme, comme dans la théorvie générale, lo
réscau de l'espace d deux dimensions sur lequel il est applicable;
le réscau de I'espace & quatre sur lequel il est applicable est parallile
a celui qui est enveloppé par le plan @, y, du déterminant A, .

En faisant varier la constante e, on obtient une infinité de détermi-
nants A et par suite une infinité de réscaux 21, 41; tous ces réseaux
sont applicables les uns sur les autres, ¢’est-h-dire que ces réseaux
sont d’une infinité¢ de manieres 51.

Aux systemes 21, 41 correspond une congruence de spheres; le
réscau (M) des centres est, en général, 20, 40. Inversement, sil’on a
un réscau 20, 40, il ya parmiles réscaux qui lui sont paralleles
deux réseaux qui sont décrits par le centre de spheres 21, 41

Considéronsmeintenantlacongruence décrite parladroitell (y == iz),
cette congruence est I, 51, les quatre coordonnées complémentaires
étant les quantités o’ + ¥t du déterminant A. On obtient ainsi les
deux congruences I, 51 harmoniques au réscau 21, 41.

Ce passage des systémes I,51 4 2I, 41, et inversement, constitue
évidemment une transformation de notre probléme. Nous dirons que
c’est la deuxiéme transformation.
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72. On sait que si (M) est un réseau 30 il y a %* congruences 31
qui lui sont conjuguées;sile réseau M est en outre O, ces congruences
seront 3T d’une autre maniére. Onobtient done des congruences 31, 31.
Inversementsoient G(X, ..., X;) une congruence 31, 3I; (Y,, Y,) les
paramétres complémentaires pour la premiére maniere; (Z,, Z,) ceux
qui correspondent a la seconde. Si A est une solution de I'équation a
laquelle satisfont les quantités X, Y, Z, le point (—‘;—‘ s eens _}.> décrit un
réseau qui sera en général 30, 30: les coordonnées complémentaires
¢tant d’une part <)/—‘, 1}) et d’aulre part </7‘, {;)

St A=Y, ==Y, le résecau devient O,30. On obtient ainsi deux
sérics A, A’ de tels réscaux; si A=1Z, =¢Z, on a encore des
réscaux O, 30: on obtient deux séries B, B’ de ces réseaux.

Ce passage des systemes O, 30 aux systemes 31, 31 et inversement
donne une (ransformation de notre probleme. Ce sera la troisiéme
transformation. Nous allons montrer qu’elle est comprise dans la
transformation générale.

En effet on véritie [acilement que les tangentes correspondantes
des réseaux A et A" sont également inelinées sur la droite G, comme
celaa lieu dans Pespace ordinaire pour 'inversion. Il ne peut done
pas en étre de méme des réseaux A et B; ces deux réscaux ont une
congruence harmonique commune, soient B et S les foyers de cettle
congruence; les triangles RSA et RSB ne sont pas égaux, il en
résulte (58) que la congruence RS est plusicurs fois C; donc la
transformation générale permet de passer de A & B ou B, de A" 4 B
ou B'; en la répétant deux fois on pourra passer de A a4 A,

Or I'effet de Ta troisitme transformation, quand on I'applique 4 des
réseaux 0,3 0, est de passer de Aa A" ou B ou B'.

Il est facile de former les réseaux 31, 31 en partantdes congruences
0,3 0. Soient en effet G(X,, ..., X;); G (X], ..., X,); G"(X|, ..., X))
des congruences 0, 30 (62), toutes applicables les unes sur les autres
et applicables sur la congruence D (A, u., v) de Pespace & trois dimen-
sions; si p est une solution de I'¢quation & laquelle satisfontles quan-

tites X, X, X7, A, &, v, les points A(é—’, ey K');A’(—lw--,———>;

P P
A" <—§~‘ s —é—«), B (%, ’; ) é) décrivent des réscaux applicables. Sip est

Ann. Le. Norm., (3), XX. = JeuLer 14o3. 31
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une combinaison linéaire isotrope des quantités X’ on peut supprimer
deux des coordonnées de A’, le réscau A est done applicable sur deux
réseaux A’ et B de I'espace & trois; ce réseau est donc 31, 3151l est en
outre applicable sur une infinité de réseaux A” de I'espace & cing; il
est done 51 d’une infinité de manitres. Nous avons déja trouvé de
pareils réseaux au n® 63.

Le centre M d'une congruence de spheres 31, 3T décrit en général
un réscau 30, 30. Inversement, si ’on se donne un réseau 30, 30,
il y a deux réseaux paralléles qui sontle réseau des centres de con-
gruences de spheres 31, 31. Il peut y avoir exception quand ily a des
relations entre les deux groupes de coordonnées complémentaires,
¢’est par exemple le cas pour les réseaux d'une quadrique.

On peut ainsi obtenir les systemes 31, 31 en partant des sys-
temes 21, 41. Eneffet, soit, A(x,, ..., xy) unréseau 21, 4151l est appli-
cable sur un réscau M(y,, y,) de espace & deux; sur un réseau
N (=, 24, ..., 74) de Pespace & quatre et sur une infinité de réscaux
A (), ..., xy) de Pespaceacing; soient §, oL, 9%, ¢ des congruences
harmoniques correspondantes de ces réscaux formées avee une
solution 0 de I'équation qui a pour solutions les quantitésx, &', y, =.

Si0 est une combinaison linéaire isotrope des z, on peut réduire
de deux unités Ie nombre des parambtres de 263 il en résulle que les
congruences ¢, (" sont 31, 31, les parametres complémentaires étant
d’une part les deux parametres de 9w et d'autre part les deux de ot.
On obtient ainsi »* congruences ¢ qui sont 31, 3 1.

On verrait de méme qu’a chaque réseau 31, 31 sont harmoniques
deux séries simplement infinies et de congruences 21, 41.

Ce passage des systemes 21, 4T auxsystémes 31, 31 el inversement
fournit une transformation de notre probléme; c¢’est la quatrieme
transformation. Nous allons montrer qu’elle est comprise dans la trans-
formation générale.

Désignons en effet par ¢, o, 9%,, §'}, les congruences qui corres-
pondentaunesolution 0,,del’équation du réscauA; par A, M,, N;, A’
les points de rencontre de ¢ et ¢, 5 U et 9,5 9 et 9%, ¢ et ¢, 5 tous
ces points décrivent des réseaux. Si 0 et 0, sont des solutions quel-
conques, le réscau A, sera 30, 505 les coordonnées com plémentaires
¢lant d’'une part les deux coordonnées de M, et d’autre partles quatre
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de Ny si0 et 0, sont des solutions isotropes rectangulaires on peut
supprimer ces quatre coordonnées, le réseau A, est 0, 3 O et par con-
séquent le passage de G a G, peut se faire par la troisieme transfor-
mation. On en déduit, comme au n° 69, quesi G et G, correspondent
deux solutions isotropes non rectangulaires on pourra passerde 'une
al'autre en appliquant deux fois la troisiéme transformation.

Il est facile maintenant de voir Ueffet de la deuxiéme transformation.
Soient Ale résean 21, 41 (fig. 20), Je et 7' les deux congruences 1, 51

Fig. 20.

quilui sontharmoniques; G une congruence harmonique 31, 31; G ren-
contre ¢ et e’ en P et Q; ces points P et Q déerivent des réseaux 0, 3 0.
Cela posé, la deuxieme transformation revienth passer de I'¢lément ge
a P'élément 3¢5 ce passage pent s’eflfectuer par les trois opérations
suivantes : 1°passage de Jeauréscau P; 2° passage de P4 Q; 3° passage
de Q & 7¢/. La premiére et la troisieme opération appartiennent & la
premiére transformation; la deuxiéme opération n’est autre que la
troisieme transformation. Il en résulte que la deuxiéme transformation
est aussi comprise dans la transformation générale.

73. Parmi les réseaux conjugués & une congruence est 41, il y en
a=' qui sont 20;si en outre la congruence est 21 ces réseaux seront
20 d’unec autre maniére; on obtient donc ainsi des réseaux 20, 20.

Inversement, si I’on a un systéme 20 (congruence ou réseau ), il v
a * systémes conjugués (réscau ou congruence) qui sont 21; sile
systeme primitif est 20 d’une autre maniére, le systtme obtenu sera
encore 41; on déduit donc des systémes 20, 20, «® systémes 21, 41.

Ce passage des systemes 2I, 41 aux systémes 20, 20, et inverse-
ment, constitue une nouvelle transformation de notre probléme; c’est
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la cinquiéme transformation. Nous allons montrer qu’elle est comprise
dans la transformation générale.

Soit, en effet, G(X,, ..., X;) une congruence 20, 20; clle est appli-
cable sur deux congruences 1(Y,,...,Y,) et L(Z,, ..., Z,) de les-
pace i quatre dimensions; soit A une solution de I’équation & laquelle

< - ’ . X X\ ’ 4
satisfontles quantités X, Y, Z. Les points A <}‘, e }—), B )_—', cees l’f>,
" Ny \ 7 X

C(—?;T‘, . ;{;) décrivent des réseaux applicables. Si A est une combi-
naison linéaire isotrope des quantités Y, le point A décrit un ré-
seau 21, 41; il en est de méme si A est une combinaison linéaire iso-
(rope des quantités Z. On obtient ainsi deux séries distinctes formées
de=e* réseaux 21, 41 conjugués i G. On peut dire que notre cinquitme
(ransformation permet de passer de 'an de ces réseaux aux autres.

Cela posé, soit A, une solution autre que A; i celte solution corres-
pondent des points A, By, C,. Les réscaux A el A, ¢lant tous deux
conjugucés 4 la congruence G, ont une congruence harmonique com-
mune ¢; de méme Bet By sontharmoniques iune méme congruence Je;
et Gel G, dune congruence .

Si A el A, sont des solutions quelconques, la congruence ¢ sera
51, 515 les paramelres complémentairves ¢tant, d'une part, les quatre
paramdtres de ge, et, d’autre part, les quatre paramétres de £,

Gela posé, si A el A, sont deux combinaisons isotropes perpendicu-
laires des quantités Y, on peut faire disparaitre les qualre para-
motres de e, il en résulte que ¢ est I, 51

Le passage de A o A peut s’cllectuer par la deuxieme transforma-
tion. On démontre, comme au n°® 69, que si A et A, sont deux combi-
naisons isotropes non rectangulaires des quantités Y, on passera de A
A A, en effectuant deux fois cette deuxiéme transformation; done, si,
parmi les réseaux 21, 41 conjugués & une congruence 20, 20, on con-
sidere ceux qui appartiennent & une méme série, on peut passer de
'un & Pautre, par Papplication de la deuxieme (ransformation.

Supposons maintenant que A soit combinaison linéaire isotrope
des Y; A, combinaison linéaire isotrope des Z; on pourra supprimer
dans chacune des congruences e et £ deux parametres; par consé-
quent, la congruence ¢ sera 31, 3I. Le passage de A & A, sc fail &
l'aide de la quatriéme transformation.
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Remarquons, en terminant, que si une congruence de spheres
est 20, 20, le réseau des centres est, en général, 2C, 2C. Inverse-
ment, si un réseau est 2C, 2G, il'y a, en général, deux réseaux paral-
leles qui sont le réseau des centres d’un systéme de sphéres 20, 20.

74. Bien que les cing transformations particuliéres que nous
venons d'indiquer rentrent toules dans la transformation générale,
elles n’en ont pas moins leur intérét propre. D'une part, elles décom-
posent, pour ainsi dire, la transformation générale; en ce sens que la
(ransformation générale équivaut i une opération différentielle qui
introduit quatre constantes dans la solution générale; les transforma-
tions particulitres se décomposent en opérations qui introduisent
moins de constantes; c’est au point de vue analytique, comme si,
ayant & résoudre une équation differentielle du quatrieme ordre, on
arrivail & trouver des ¢quations de second ordre dont toutes les solu-
tions sont solutions de la premiére. D'autre part, ces transformations
permettent de prendre comme point de départ des éléments aufres
que ceux qui servent de base & la transformation générale. I1n’est pas
indifférent, en effet, d’examiner un méme probleme sous les aspeets
multiples qu'il peut présenter; d’ailleurs, ces divers éléments, qui
interviennent dans ce méme probléme, permettent plus facilement
(’en séparer les solutions particulitres. C'est ce que nous montrerons
dans le Chapitre suivant, ot nous indiquons, d'une facon rapide, les
moyens de traiter le méme probléme en introduisant des éléments
(qui appartiennent i espace i quatre dimensions.

s 1)) i
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CHAPITRE IX.

ETUDE DU MEME PROBLEME DANS L'ESPACE A QUATRE DIMENSIONS.

SOMMAIRE.

75. Le probleme revient & la détermination des systemes I, 61. — 76. Passage des systémes I, 61
aux systémes 0, 40 ou L, 4. — T7. Passage des systémes O, 40 ou L, 4 L aux systémes 31, 41.
78. Passage des systemes 31, 41 aux systémes 20, 30 ou 2L, 3L, — 70. Passage des systimes
20, 30 ou 2L, 3L aux systémes 21, 5I. — 80. Passage des systéemes 0, 40 aux systemes C, 2 G
oude L, 41, & K, 2K. — 81. Tableau des problémes équivalents dans les espaces & eing, quatre
ou frois dimensions. — 82. Tableau des cas particuliers. — 83. Remarque sur I'espace & deux

dimensions.

75. Nous allons, dans ce Chapitre, montrer comment on peut
ramener le probléme des spheres plusicars fois € & la recherche
L’éléments situés dans Uespace i quatre dimensions. Nous indigquerons
trés rapidement les résultats ainsi que les (ransformations qui se pré-
sentent.

Nous avons vu (n° 69) qu’il y a une infinité de congruences
G(Xy, ..., X;), G/(X, ..., X)) qui sont I, 51 et qui onl les mémes
parametres complémentaires Y,, Y,, Y, Y,. La droite 11 de I'espace &
quatre dimensions qui a pour parametres Y,, Y,, Y,, Y, déerit une
congruence I qui est d’une infinité de manieres GI; les coordonnées
complémentaires étant soit X, ..., X, soit X', ..., X5 done :

La recherche des congruences de sphéres plusicurs fois G revient « la
recherche des congruences 1, 61 de I’ espace a quatre dimensions.
Sidans cet espace une congruence est 1,61, elle est Gl d’une infinité de

maniéres.

76. Soit G une congruence 615 on sail que parmi les réseaux con-
jugués ily en a =* qui sont 40; si de plus on suppose que la con-
gruence G est I, ces réseaux seront O; si donc on remarque qu'une
congruence I, 6l est 61 de »' maniéres, on peut dire que cette con-
grucnce admet co' séries de réscaux conjugués qui sont 0, 40.
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Inversement, soit M un réseau O, il v a deux congruences con-
juguées qui sont Is si, de plus, le résecau est 40, ces congruences
seront 6I. Ainst tout réscau O, 40 admet deux congruences con-
juguées qui sont I, GI.

En prenant les systemes harmoniques au licu des systémes con-
jugués on passerait de méme des systémes I, 61 aux systemes L, 4L.

77. Soit M un réseau 40; il y a «=* congruences conjuguées qui
sont 415 si, de plus, le réscau M est O, ces congruences seront 31.
On déduit ainsi de chaque réseau O, 40, «=® congruences 31, 41.

Inversement, il y a parmiles réseaux conjugués 4 une congrucnce 31
deux réseaux O en général; si, de plus, la congruence est 41, ces
réseaux seront 40.

On peut done passer des congruences 31, 41 aux réseaux O, 410 et
inversement.

On verrait de méme qu’on peat passer des congruences 31, 41 aux
réseaux L, 41

78. Soit G une congruence 41, il y a =" réscaux conjugués qui
sont 2035 si, de plus, G est 31, ces réseaux seront 30.

Inversement, soit M un réseau 30, il y a o«* congrucnces con-
juguées qui sont 315 si, de plus, le réscau M est 20, ces congruences
seront 41, done :

On peut passer des congruences 31, 41 aux réseaux 20, 30 et
inversement. .

On verrait de méme qu’on peut passer des congruences 31, 41 aux
réscaux 2L, 3L et inversement.

79. Soit M un réseau 20, il y a =' congruences conjugucées qui
sont 215 si, de plus, le réseau M est 30, ces congruences seront 51.

Inversement, soit G une congruence 51, il y a«® réseaux conjugués
qui sont 303 si, de plus, G est 21, ces réseaux sceront 20.

On peut done passer des réseaux 20, 30 aux congruences 21, 51 et
inversement.

On verrait de méme qu’on peut passer des réscaux 2L, 3L aux con-
gruences 21, 51 et inversement.
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80. Soit M un réseau 40, il y a o' congruences 2C qui lui sont
harmoniques; si, de plus, M est O, ces congruences seront (.

Inversement, soit G une congruence G, 1l y a o* réscaux O qui lui
sont conjugués; si, de plus, G est 2C, ces réseaux seront 0.

On peut donc passer des réseaux O, 40 aux congruences G, 2C. On
verrait de méme qu'on peut passer des réseaux L, 4L aux con-
gruences K, 2K.

81. Les résultats des deux Chapitres VI et IN permettent de
former un Tableau, indiquant, dans les espaces & cing, qualre ct trois
dimensions, les groupes d’éléments dont la recherche revient a celle
des systémes de sphéres plusieurs fois G :

Espace & cinq dimensions :

(1,50, (21,41, (31,30, (0,30), (20,20), (G, ).
Espace & quatre dimensions :
(1, 61), (21, 31), (31, 41), (0, 40), (L, 4L), (20,30), (2L, 3L),
(€, 20), (K, 2K).
Hspace a trois dimensions : :
(0,50), (20,40), (30,30), (C, 3C), (20, 2C), (K, K).

82. En jetant les yeux sur ce Tableau, on met immédiatement en
évidence un certain nombre de solutions particulieres du probleme.
Nous grouperons ces éléments particuliers de telle sorte que les
¢léments d’un méme groupe puissent se déduire les uns des autres
en prenant les systéemes conjugués et harmoniques.

Bspace & quatre dimensions. Premicr groupe :

(1, 51), (3L 31), (0,30), (L,3L), (G €), (K, K).
Deuxiéme groupe :
(21, 41), (20,20), (2L, 2L).
Espace a trois dimensions. Premier groupe :

(0,40), (20,30), (C,20).
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Deuxiéme groupe :
(0,30), (20, 20), (C, C).

Le premier groupe de I'espace & quatre revient 4 la recherche des
solutions quadratiques d’une équation E,.

Le deuxieme groupe de I'espace & quatre et le premier del’espace &
trois constituent des problemes équivalents. En effet, soit A un
réseau 2L, 2L il sera applicable aux deux réseaux B et B’ de'espace
& (rois; ces réscaux B et B’ sont donc C et 2C. Les deux groupes con-
sidérés ont donc un élément commun, les systémes 2L, 2L et les
systemes G, 2C.

L.e deuxieme groupe de I'espace & trois revient & la recherche des
solutions quadratiques d’une équation T,.

- 1

83. On aurait pu faire une théorie d(Js réseaux et des congruences
de U'espace & deux dimensions; nous avons omis celte étude pour ne
pas trop étendre ce Mémoire. Mais on voit bien que les éléments de
I'espace & deux dimensions peuvent aussi fournir des relations par-
ticuliéres. Vindique les deux groupes suivants :

Premier groupe. Congruences (G, C); réseaux (0, 30).

Deuxiéme groupe. Réseaux (20, 20).

L.a détermination de chacun de ces groupes revient a la résolution

LN M 1 . L4 ’ M
de I'équation B (-;-, ;>, ¢’est-a-dire de 'équation

0*0 1 d0 1 99

du oy 2(w—v) du  a(u—¢) 00

i 9 O G e+

Ann, Ec. Norm., (3), XX. - JuiLLer 1903, 32
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CHAPITRE X.

CAS OU LES FONCTIONS U OU V SE REDUISENT A DES CONSTANTES.

SOMMAIRE.

84. Lnumdration des cas particuliers. — 83. Premicr cas. — 8. Deuxiéme cas. — 87, Troisitme
cas. — 88. Quatricme cas, — 89, Cinquitme cas.

84. Silafonction U(n®60) se réduit h une constante, il en sera de
méme de la fonection © (Gr1) et par suite de la fonetion U il en ré-
sulte (64) que dans I'équation I; correspondante, la somme des
sarrés des solutions quadratiques d’un groupe est une fonction de ¢
seulement; si 0,, 0,, ..., 0, forment un groupe de telles solutions on
aura

|\ 9
(1) Z fre=V,
d’ott Pon déduit
=, d0 ,
<')*) ZO()” Q.
Posons

(3) 1«::2 (g%)

On aura

IE o d0 00 AN
T = 2 v =M 00 =o.

I est done une fonction de « seul; quand on passe d'un groupe de
solutions & un autre la fonction B est multipliée par un facteur
constant. En effet, des formules du n° 64 on déduit, en supposant U’

constant,
O (O [0\ AN
2«<ou) =U Z(?fﬁ) —U <;)‘;; )
Mais

~ 02\ ? ,
2 (7{2 = A ¢ e gt
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ou bien, en remplacant &, ¢, g’, m par leurs valeurs,

9

YA 0?2
2‘(%) =V (@ + e*+ g*) + m? Ve

Et, en remplacant © et 'V par leurs valeurs,

AT I 14 2? v Jdo
2‘(}7{7) =0 [ 1+ o U’(a gt + 1+ a2 2 "= (Ju

U

[+ o U2

)]
I

A - g% - m2 z"[\"’ln <() )
7

Le coelficient de 22 est nul dans la parenthese; 'expression se réduit
done i

(4) E <:;[0{I>q:- U2(a® -+ ¢~ g2 -+ m?).
Si done E est nul pour un groupe de solutions, il sera nul pour tous
les autres. Si K n’est pas nul, on peut, par un choix convenable de la
variable «, réduire E & unité; B sera constant pour tous les groupes
de Ta méme équation.
On peut done avoir les cas particuliers suivants :

W TR U 0
(h "\-‘02“4\, Z(()1/> = s

S, /AN
(1) =V, (()11 O

S 4 AN
(1 };‘ 02== consl., (()” , Z US) ,

{!
b

, V' 02 cons f)’o”
(V) ZJ = consl., (0,,
) /N

S, o
(Vi) X 0t=o, 2 (7

Nous laissons de coté les groupes qui correspondent  des systemes
immédiatement intégrables par la méthode de Laplace.

Il est clair que toutes les propriétés du cas général et, en parti-
lier, toutes les transformations que nous avons trouvées, subsistent
dans tous les cas particuliers. Nous allons étudier rapidementles pro-

)=

)= (
@ Bomews X(5) =0 (5=

) (

)=
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priétés qui correspondent i ces cas particuliers, en laissant de coté le
sixieme cas, auquel nous réservons un Chapitre spécial & cause de son
importance.

85. Considérons la congruence décrite par la droite G qui a pour
paramétres les quantités 0, ..,, 0,; soit F son réseau focal quand ¢
varie; FI. 1a seconde tangente du réseau F; les parametres de FL sont

061 29 ..
T et, comme on a icl

o’
). )9\
Sogi=o  X(5) e

Le réseau I est O; ainsi dans ce cas, loutes les congruences C, (
sont focales d’un réseau O. Inversement, si la tangente d’un réseau 0
décrit une congruence C, celte congruence est plusicurs fois C. En
effet, prenons un réscau O quelconque, prenons la tangente qui a
pour paramétres (1, ..., 7;); ces quantités sont solutions de I'équa-
tion

%0 1 dm dn ‘

(D — T - = INn
) dudy m Jv du -

Pour que la congruence décrite soit C il faut que
[ =2 U2 - m2Ve,

L'équation (5) sera & invariants égaux, donc la congruence sera
plusieurs fois C. Donc :

Ce premier cas particulier revient a trouver les congruences C dont
l'un des réseauzx focauz est O, ou bien a trouver une congruence O dont
un réseau focal est C.

Il'y correspond dans I'espace i trois dimensions un réseau K dont
une congruence focale est C, ou un réseau C dont une congruence
focale est K.

Soient M un réscau llarmomquo a la congruence G (fig. 21), MR
et MSles tangentes deceréseau; la congruence MR étant conjuguée au
réseau F quiest O sera 31. Inversement, si MR est 31, il y a deux séries
FetF deréseaux O conjuguées 2 MR; les tangentes i ces résecaux qui
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sont harmoniques 2 M sont des congruences C ayant un réseau focal
qui est O. Les réseaux O, 30 du cas général ont donc ici une con-
gruence focale qui est 31; de méme les congruences 0, 30 du cas

Fig. 1.

général deviennent ici tangentes & un réseau 31 Il y correspond
dans I'espace a trois dimensions des réseaux C dont une congruence
focale est 30 ou un réseau 30 dont une congruence focale est €.

Soit maintenant H une congruence I conjuguée & M; un résean
focal ¢ de cette congruence est harmonique & MR, donc o est 41.
Inversement, soit IT une congruence I dont le réseau focal ¢ est 415 il
y a ®* congruences MR harmoniques & ¢ et qui sont 31; 'un des
réscaux focaux M de cette congruence est conjugué a H, et, par suite,
est 0. On voit que les congruences I, 51 du cas général sont des con-
gruences I, tangentes 2 un réscau 4I; de méme, les réseaux I, 51
deviennent des réscaux I, dont une congruence focale est 41.

Iy correspond dans’espace & trois dimensions des réseaux O dont
une tangente focale est 40 ou des réseaux 40 dont une tangente
focale est O.

Nous ne rechercherons pas ce que deviennent les autres ¢léments
du cas général; nous allons signaler de nouveaux éléments qui s’in-
troduisent ici. Soit M(fig. 22) un réseau 31 dont la congruence
focale H est O; parmi les congruences RS harmoniques 2 M ily en
a »' qui sont 21; le réseau focal S de cette congruence qui est con-
jugué a I sera 31. Inversement, supposons que la congruence RS
soit 21, le réseau focal S étant 31; il y a deux congruences H conju-
guées 2 S et qui sont O; soit M le réseau focal de II qui est harmo-
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nique & RS; M sera 31. Il y a donc équivalence entre les deux
systémes d’éléments introduits; ce passage du systeme M, 1I au sys-
ttme RS, S fournit une transformation de notre probléme.

Prenons maintenant un réseaun M qui est 31 et dont la congruenece
focale I soit 215 parmi les congruences harmoniques & M il y a o' RS
qui sont 2l (fig. 22); le réscau S de cette congruence étant conjugud
a1l sera 205 on obtient ainsi des congruences 21 dont un réseau focal
est 20. On remonte facilement de ce systéme & celui qui a servi de
point de départ.

On peut encore obtenir ces systémes d'une autre manitre; suppo-
sons que le réseau M soit I et que sa congruence focale H soit 41.
Parmi les réscaux S conjugués & II, il y en a =2* qui sont 203 une
tangente focale SR de ce réseau est harmonique 2 M et, par consé-
quent, 21,
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