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SUR

LA FORME DOUBLEMENT QUADRATIQUE

ET

SES RAPPORTS AVEC LA THEORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES,
Par M. H. ANDOYER.

e e

Les pages qui suivent ont été écrites & 'oceasion de conférences
faites aux candidats a I'agrégation, & la Sorbonne; on peut les consi-
dérer comme un commentaire du beau Chapitre consacré par Halphen
a I'équation d'Buler, dans son Traite des fonctions elliptiques (1. 11,
Chap. IX); peuat-élre aussi pourra-t-on y trouver quelques points de
vue nouveaux, en raison du role prépondérant que nous attribuons i
la considération des invariants de la forme doublement quadratique.

1. Soit / une forme doublement quadratique binaire, aux va-
riables z,, 2, ety , ¥,
S (@t v oay iy + agal) yi-F o (Dyxt+ 2 by by x}) Y1y

+ (Ccpat -+ ac,xiay+ cy 2} )y

Nous supposons d’ailleurs que les variables () et (y) définissent
les ¢léments de deux espaces distincts, et par suite peuvent étre sou-
mises i des substitutions linéaires distinctes.

On peut former un systeme d’'invariants et covariants algébrique-
ment indépendants, pour la forme /; de la fagon suivante, qui, sans
étee la plus simple, est celle qui est le mieux appropriée au but que
1HOUS POUrsuivons.

En remarquant d’abord que les substitutions indiquées transforment
linéairement les coefficients a,, @, a,, by, b,, ..., précisément comme
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les produits

s2 " 4 22 n 2 2 ys 2
Yi, i yy, Xiys, — &L 1)e XiZaYiYas o e

&€ ;

1919

on en déduit un invariant quadratique

1 \
hk=— G (ayes+ ayco—2a,¢y— 20,0, 207,

le facteur numérique étant choisi pour la commodité de ce qui suivra.
Ecrivons maintenant le discriminant de f, considérée comme forme
quadratique par rapport aux (y); ce sera un covariant du quatriéme
degré par rapport aux (x), soit
g=(azl+ a2, 2,4 ayxl) (Cpart -t 2c,d0, Ly Cyr})

— (b2t -+ 2byay s+ byxl)?,

ou, pour abréger,

g=cgxt++ hayxte, - b6ayxtal -+ hoage xd-+ x,.0k,
A laforme g nous joindrons son hessien

fo = (agoey— o) 2+ o (agory — oty oy ) 3 2y

(gt 20t 03— B al)ywt ol 4 2 (o o — dyoty) &y b A (g, - 2l ) o)

et ses deux invariants
(= ayor,— fory o+ Sad,
Ky Gy Oy
oy oy o
Gy &y @y
Si, de méme, on regarde /' comme une forme quadratique par rap-
port aux (@), son discriminant fournit un nouveau covariant biqua-
dratique par rapport aux (y):
g'=A(apyi+2byyiya-+ coyi) (ayi = 2byy,ya-tcyy2)
—(yt+2biyye+ceyi)t

0
f o ! arh 4 Sl o A . ; .
g =yl b Yy 6,y iy ol iyl -2, ks

et nous y joindrons son hessien

l— (o o 1%) o .
M= (oyoly— ' 2)yt4...;
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quant & ses invariants &’ et /", définis comme 7 et /, ils sont précisément
¢gaux a7 etj, comme nous allons le voir.

Puisque les substitutions auxquelles sont soumises les () et les (y)
sont indépendantes, on peut supposef, sans porter atteinte & la géné-
ralité, les formes g et g’ réduites i la forme canonique, ¢’est-a-dire ne
renfermant que les carrés des variables. On voit sans peine que, si
I"on ne fait aucune hypothise particulivre, ceci entraine les conditions

a,=by=by—c;,=o.

En supposant qu’il en soit ainsi, on a
Gy 7= Ay Cys Oy == Ay =0, O 7= Uy Cyy
o) @y Wy, oy = ay=o, o, == ¢y ¢y,
Goy==0at, == a,cs+ ayc,— 4 b3,
et les dgalités =1, /=, annoncées plus haut deviennent alors
¢videntes.

Les invariants 7, /, £ et les covariants g, &, g°, 2/ forment un systeme
de fonctions indépendantes a I'aide desquelles peuvent s’exprimer
toutes les fonctions invariantes relatives i laforme /et, en particulier,
cette forme clle-méme.

2. Envisageons U'équation canonisante relative aux formes g et g/,
soit, comme il est bien connu,
43— {h~- [ =0,
dont nous désignerons les racines par A, Ay, Ay.
Sur les formes canoniques, on a d’ailleurs

Dy Oy, by %(%“‘r‘ \/Cloaﬂcocz)y Dy == ';‘(fzz'— % “oazcocz);

el ces racines sont des invariants qu’on peut toujours calculer. On
sait que les polynomes & -+ A8, &'+ hug" sont des carrés parfaits, et
nous poserons par suite

Vi~ hy =Gty \//l’ + Lo =

les formes quadratiques ¢, ¢, se calculant toujours sans peine; elles
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ne sont déterminées qu’au signe prés, mais nous supposerons que
leur détermination a été fixée une fois pour toutes, arbitrairement
d’ailleurs.

Avec les formes canoniques, on obtient

gr=2y—1 \/()1 -_ 7\2) ()\I-——- 7‘3 ) Xy,
e Sae . A ae
q2= \/( ho— ki) Uhy—1y) (\ ;7‘:‘6“: -+ \/00 o 'I'§> ’

o 0 . u»( __—
I = [ (Fs— 2 Jy— by ( @} — —=—x? ],
v Vi 1) (Fa Ay Cy ayc, ?

les déterminations des radicaux biquadratiques qui figurent dans ces
formules étant liées entre elles et & la détermination du radical
Va,a,c,c,, dont dépendent A, et A, d’une facon évidente.

On auarait des formules annlogunb pour les g5 il suflirait de changer
les () en () et de permuter a, ct ¢,.

Remarquons que les formes quadratiques ¢, ou ¢, ont pour discri-
minant la quantité

. . . PN r
(Pa==178) (Pa— Ty) ou 30—
4

. . 9r . o “ e f v N ] . ’ "
tandis que Pinvariant simultané des formes ¢y et gy, ou gg et ¢ esl
nul.

Il est alors facile, & I'aide des formes canoniques, de vérifier la
formule générale suivante :

(1) I=>- Vi "'”»'*’“ :

()’4“" 7(1) o /v)
ot o prend successivement les valeurs 1, 2, 3, tandis que B el ¥ sont
dlﬂ'(»,rentb de .

On a ainsi déterminé /en fonction des invariants 7, 7, £ et des cova-
riants g, g’, h, K, ala condition d’avoir résolu I'équation canonisante.
D’ailleurs, & cause de U'indétermination des radicaux A, — £, on voilt
que huit formes / répondent & la question, deux & deux égales au
signe pres.

Toutes les formes / pour losqucl]e: les invariants z, j et les cova-
riants g, g, A, /' sont connus, ¢’est-a-dire, en somme, simplement les
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covariants g et g, sont déterminées par la formule précédente, ot I'in-
variant £ joue le role de constante arbitraire.

Si celte constante £ devient infinie, la formule n’a plus de sens au
point de vue de la théorie des formes; mais il est intéressant de voir
ce que devient e second membre divisé par v— £. Cest

Ei U

(ha— hg) (ha— Ly)
etPon voitaisément que ¢’est le carré d’une forme doublement linéaire;
en cffet, en vertu des remarques faites précédemment, le discriminant,
de celte quantité, considérée comme forme quadratique par rapport
anx () par exemple, est ¢gal &

Z . o —
(ha—28) (La— Ly)

¢'est-i-dire & zéro, puisque g5 = A"+ A, g et que I'on a

Y 1
2(;.1~7.ﬁ)(7.1—~;.y;““” E(x“_x@)m_/.y)

3. Pour rendre la formule précédemment obtenue plus symétrique,
soil g” une troisitme forme biquadratique, aux variables =, et z,,
admettant les mémes invariants ¢ et j que g et g’; et soit 2” son hes-
sien. En posant

L’
k= — = et ="+ g,

on pourra écrire

————— Ve
o (f”m- - .
) 200 ()

On peut d’ailleurs choisir une fois pour toutes les déterminations
des ¢,; on ne diminue pas ainsi la généralité, car & une valeur de &
correspondent quatre valeurs du rapport =, de sorte que la formule

~2
précédente fait bien correspondre a cette valeur de 4 huit formes /,
deux & deux égales au signe pr(‘:s

Mais si 'on regarde le rapport 2t comme la nouvelle constante arbi-

traire, on voit que la forme / est déterminée au signe pres par les (=).
Comme précédemment, la formule perd son sens si g”=o, c’est-
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a-dire si £devient infini; mais le second membre devient alors le carré
d’une forme doublement linéaire.

4. L’expression

Ny e

(3) P T 1) Ua—Ty)

qui figure au sccond membre de (=), définit, quand on la divise

par y/g”, une forme doublement quadratique en (2) et (y) qui adme
"

. . YR h S . .. ]
les invariants g, g%, A, A/, ¢, J, k= — —, définis précédemment. Sa

constitution symétrique montre que, de méme, divisée par exemple
par yg’, elle définit une forme doublement quadratique en () et (z)
pour laquelle les invariants correspondants seraient g, g”, A, b7, @, J
h'

Nous allons transformer Pexpression o et montrer que Uon peut se
dispenser, pour la calculer, de la connaissance des racines A, de I'équa-
tion canonisante, dans hypothese suivante : deux des formes g, g7,
g’y par exemple g et g/, sont identiques, ¢’est-a-dire ont les mémes
coefficients, et, en outre, on connait une racine de la troisicme, g”.

Ceci pourra é(re appliqué au caleul de la forme f dans les deux cas
suivants : 1° Les deux formes g et g7 sont identiquess 2° On connait
une racine de 'une d’elles, g’ par exemple. En effet, dans e premier
cas, il suffira de prendre pour g” une forme admettant une racine
connue, et, dans le second cas, on choisira g” identique 2 g.

Effectuons la (ransformation annoneée de expression g en sup-
posant les formes g et g” identiques et supposant que 'on connaisse
ane racine (¢) de la forme g7, ¢’est-h-dire un couple de valeurs ¢,, ¢,,
qui, mises a la place de z,, 5,, annulent g”.

Nous emploierons dans ce qui suit les notations suivantes: une
forme binaire quelconque F de degré p par rapportia des variables (x)
sera représentée par F,,, et sa polaire d’ordre ¢ par rapport a de nou-
velles variables (), ¢’est-d-dire 'expression

I oF aF \7
PP =) (p—q 1) <"V‘ gy 2 57) ’

ol la puissance est symbolique, par F,,. , .
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Ceci posé, il n'est pas difficile de voir que, en prenant ¢, et ¢, avec
la méme détermination, on a 'identité

i
G o= Raeys+ Ay Qrryr+ <2)\§ — 5) (zy),
olt (zy) désigne z, y, — @, y,; il suffit de se souvenir que ¢2 est égal
4 /h+ R, g, et que le discriminant de la forme quadratique ¢, est égal

. o~
a3A; 7
La méme identité permet d’écrire
nw ST g " 2 z 9
T \//L“ = /l,zz[u—l— )Lo‘é":‘:p—'— <27\a — ‘6) (Zl)“,

puisque gh= o par hypothése; la détermination de 4/ est choisie
arbitrairement, mais toujours la méme. On peut maintenant écrire ¢y
sous une forme plus avantageuse.

Appelons en général J le covariant sextique d’'une forme biquadra-
lique g, de sorte que si

g=oagat 4+ hoyxt ey 6oyt ...,
on ait
J =z (aloay— Jeagor oy - 2o} et - .
on a d’ailleurs
Jimm — (M (N2 g) =— LAP+ igh — jg*.
On peut vérifier sans peine les relations

I

/l:,?& HatyrT= Ly4 /l}.ju -t Jyu /l,x:)-a(&(!y) -+ 4 Sys ( L./lj-s —'/.,:’,’_)4) (.Z‘.)’)z,

. |
’l,~4 /Lwa_ys e /l_fvyn -+ <-2-ng; — —I—-Z- (/l).‘> (,Z-}')E,

Appliquons-les & la forme g7, en nous souvenant que gi.= o; il vient
Kt glap= Sl ki (50), ‘
) B
ﬁ’;; /Lgm = ILZ%';——- -!—-2- l/l;’;(:r[)z;
ct, en posant ;
I u’(’n /l;lu
, , PTG’ _ ,
Ann. Fe, Norm., (3), XIX. — DECEMBRE 1go2. 63
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on peut écrire
ge=12p (5¢)%

]Zgﬂl::——- <p2+ 5’) (3[)2,
et, par suite,
q{;\/_/— < p-i—z) p+21“’——>(/)

En remplagant dans o les quantités ¢,g, et g5 par leurs nouvelles
expressions, on a une fonction symétrique des A,, qui, tous calculs
faits, se réduit &

' »(52)2 ; . )
(4) 9= ?\(/'/‘17) [/1175-*-/)01 )"‘r‘<_1-% ——1)'> (%y)z].
14 2 i

Sil'on prend les (5) égaux aux (2), o devient un carré,

o =2 \/Rl(zy)?;

il en est de méme si () est une autre racine (¢) de g”; alors p =1,,

et U'on trouve aisément
9(/1’)

A

en méme temps, on peut vérifier que

qa)iys

(wy ;
Thii - U= g) ()

Si 'on décompose ¢ en facteurs linéaires par rapport & p, et que
F
I’on remarque Pidentité

Graye - G Ngsy(2y )+ 3 (my)": & xéEysy

il vient
2("‘) (;Z_}_’_)_ p— J g e 5’;44.;;; ) — Sxzyr— VY B Sys
Vil a(zy)y ) \ 9(%;’)‘
(5) 2 Frgsye e i(gc ) 2y & ()
Q(Zt )2(‘%},)2 p + Xyt 6 )’ p . xe2y? 6 ‘}’
e el A Sa) SV —~~—-———-——~~-—:—__ ’
\//L'ﬁ Gayt VG Gy n)%—"\/ S ach 5y

formule qui nous sera utile plus loin.
Si l'on suppose que (y), par exemple, prenne comme valeur parti-
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culiere une racine () de g, et que I'on pose

_ 1w s
T2 ki (zu)’

on a simplement

—_ 2(zt)?(zu)? e
¢ i (p—m)

Portons maintenant dans Uexpression (4) de ¢ les valeurs de g,.,.
et f,q. déduites des identités

Gyt Garys== Gyt hy(zy)?,
[
Tty = Iy G op — Iy gy () + ( A i ﬁﬁ) (zy)

il viendra

) 2 (st
s ¢ = g,;(‘ /)', %(l‘y‘*‘P iyt ) §apr— Jyo Gays (2Y)
(6) .
6 9
( -+ l‘ ( —p+ 5) ght PEyihyr— /t.w] (xy)ﬂé-

On peut encore décomposer le second membre en facteurs linéaires
et éerire

sco;_—_ 2 (50)* () ) (fays =+ pgy) [.‘%’.‘l:v" In-+ Ve (4P v‘((lpd‘“’l’_/)}

() &ye\/ i (zy) 2 (hyst- pgys)
{ [ Sayr ']J'"" \/hy‘(al)s ip "/)]
(xy) 2(Joys == pgys)

Cette formule est illusoire quand on prend pour () une racine ()
de g; mais nous avons déja vu ce que devient o dans ce cas.

5. Sil'on égale la forme f & zéro, on obtient une relation entre
les () et les (y) qui donne par différentiation
9 of 9

of
P dx, + -()m— d't,«i—- dyi—l— an

dy,=0;
par le théoréme d’Euler, on a aussi

of GO, Of O _
PGm T 0e Ty T T
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et en résolvant I’équation /== o parrapport & 2, ou y,, on a encore

d/ \?
( ./ ) G hatg =o,

0.xy

Par suite, il vient la relation différentielle

(wydy— 2y day)®  (y2dy,—yidy,)*
(8) - g ?

o
=]

ce qui est I'équation d’Buler sous sa forme la plus générale. Dans cette
relation, la constante £ ou (5) a disparu. Par suite, inversement, on
peut regarder I'équation /=o0, ou 9 = o, comme définissant I'in(é-
grale générale de I'équation (8). Si la constante £ devient infinie,
cette relation conserve ici son sens, et 'on obtient les quatre inté-
grales particulieres doublement linéaires par rapport aux (z) et
aux (y).

En prenantlintégrale sous laforme ¢ = o, ety regardant (z) comme
la constante arbitraive, la symétrie de expression ¢ montre que la
relation o = o est aussi U'intégrale des équations diflférentielles

(aydry— axydey)t _ (syds,— 5, dzy)*
T i

& 8

et

i —yidry)? (5 ’131:j51d52)?_
!/ J

v
. o
17

o
dans le premier cas, ¢’est (y) qui est la constante arbitraire; dans le
second cas c’est ().

L’intégrale de I'équation d’Euler peut done ¢tee éerite de facon
qu'elle dépende des variables () et () et de la constante arbitraire (s)
d’une fagon absolument symétrique, les roles de ces quantités pouvant
étre échangés.

Supposons que 'on considere une des quatre intégrales particu-
licres de I'équation (8) qui sont doublement linéaires par rapport
aux () et aux (y), soit §. Pour vérificr § = o, on peut poser

zy=p (1)1 + ca)a),
zy=p (B4 +ﬁz)’z),
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¢ étant un facteur d’homogénéité arbitraire; «,, a,, B.,B. étant déter-
minés. Il est clair qu’alors on a

rydry— xydaey = (af)(y dy.— y2dy,),
et, par suite, si par cette substitution g devient g,, on a
gr1=p"(2f)*g".

Les quatre intégrales '4)_—:0 définissent done, & un facteur pres,
quatre substitutions linéaires qui transforment g en g’ 4 un facteur
pres. St Pon veut que ce facteur soit [)1‘(,(,‘15(,[])()1](, I umte, il faudra
prendre p de telle facon que p*(2f)*=1; et, par suite, il y a cxacte-
ment seize substitutions linéaires transformant g en g’; elles sont,
d’ailleurs, identiques, quatre par quatre, 4 une racine quatricme de
I'unité pres.

Si 'on considere expression gh' — g'#k, il est clair qu’elle s’annule
identiquement, quand on y remplace les (a) par leurs valeurs défi-
nies par les substitutions précédentes; ¢’est done un prodmL de
quatre facteurs doublement linéaires en ( ') et (y) qui sont précisé-
ment les intégrales §.

Quand g est identique & g, il résulte de ce qui a été dit plus haut
que les intégrales b sont (ay) et les polaires (¢, )ay-

Dans le cas général, les intégrales P sont de la forme

/lxu" 1 .] 1’1: /1'1,-/:1

) L1 e
2 hZ (xw) 2 E (yt)’

(1) et (¢) étant respectivement racines de g et g’

Nous allons appliquer ce qui précede & un certain nombre de
cas particuliers qui s¢ rencontrent fréquemment, et nous retrouve-
rons ainsi la plupart des propositions classiques relatives au théoréme
d’addition des fonctions elliptiques et au probleme de I'inversion des
intégrales elliptiques.

Comme premier cas, prenons

—— 3 ; 3 ;e
g=lbaxtw,— ix,x} —ja},

g’ et g” élant identiques & g.
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Pour simplifier I’écriture, nous ferons z, = z, , =1, de sorte que
g=hat—ix—],

et nous ferons de méme dans la plupart des cas analogues.
Remarquons que les invariants de la forme g sont précisément ¢
et /, et quel’on aici
Z'Z

o= — <.:v" -+ -;— 2 422 + '1_6>’

J=oaxb4+....

En prenant pour la racine connue zde g, ¢,=1, {,=o0,0n a p =z,
et la formule (4) donne P'intégrale générale de I'équation

dx* _ dy?

o - ol ?

o o
sous la forme

(9)  (&y + s+ ys)—hays(@+y+3) -+ = (@Y + @5 +y3)
. ‘ I
+j(x -+ y-+35) -+ =9
parfaitement symétrique par rapport & z, y, ct la constante arbi-
traire z.
On a ici, d’ailleurs,

Go=V—1[(2—2y)* — (hp— 2g) (Qa—2y)],
et les intégrales doublement linéaires ¢, oblenues en faisant z infini,
ou bien z = %,, sont (xy) =o, et
(10) ( —Ra) (¥ — a) — (ha == 2g) (ke — 2y) == 0.

Construisons la fonction p de Weierstrass en prenant précisément
¢ et j pour les invariants g, et g4, de sorte que les A, seront les quan-
tités ordinairement désignées par e,.

Faisons alors

x=p(u), y=p(v), s=p(w).

On voit immédiatement que la formule (g) définit la relation qui

existe entre x, y, 5 lorsque les arguments w, ¢, & sont liés par la con-
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dition
Furetw=o,

ou le signe de congruence indique que ’égalité a lieu 2 une somme
pres des multiples des périodes primitives. '
Quant a la relation (10) elle équivaut i la formule connue

[p (4 0u) — ea] [p(u) — cu] — (¢a—ep) (ea—ey) =0,

o, désignant I'une des trois demi-périodes primitives, que I'on peut
supposer liées par la relation

g 1+ Of -+ wy = 0.

Sil'on fait z =y, 5 devient infini ou bien égal & p(2u), et les for-
mules (4) ou (5) montrent que

plau)=— %’
8

2 ¢tant remplacé dans le second membre par p(u).
On a done aussi

y () — ey ]2 — (eq— eg) (ex—ey) 2
plon)—ey==— (/:‘ — f[{’(")[ . w]?— (ex—ep) (ex—ey)| ,
& 1pr () — gap(u) — gy
et ceci correspond i ce fait connu que Vp (u) — e, est une fonction
uniforme de «. -

Pour préciser le théoreme d’addition de la fonction p, résolvons
I'équation (¢) par rapport & z; ses deux racines sont p(w =), et en
remarquant quel’on a g = p*(w), g =p*(v), la formule (5) permet
d’¢éerire

i .
[%P(lﬁ&’(")“ ;-I [p(a) +p ()] —/E=p'(w)p'(v)
2lp(u)—p)I*

plue)== ,
et 'on voit immédiatement que les signes se correspondent bien dans
les deux membres. .

En ajoutant de part et d'autre p(z) + p(v), on obtient cette for-
mule connue
&’_’(_’QEJZM]’.

plute)+p(u)+p(v)= % [ plu)—p(e)
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On a aussi
—p'(w) p'(v)

plet o) —ple— )=l T

Recourons maintenant  la formule (7); on a d’abord

p(29)=-— /-IY—
Syt
de plus, on peut écrire
foys 1 I
=4 g3l — == — e ) = p'*(¢) p"*(2¢),
Syt

et, par suite,
Jpe=p(e)p'(ar),

comme on le voit en faisant ¢ = o.
Alors 1l vient
Loy _ P (0) p(av)p(ue),
(xy) 2 plute)y—p(2e)’

prenons la dérivée du premier membre par rapport 4 w; on voit
d’abord que

[é_x_1 .
01 (zy) (13’)"
la dérivée en question est donc

—pia)p o)

[p(a)—p (o)
et 'on a, par suite,

—p)p'(e) 1 9 [pae)Ep(ute)],
[p(@)—p()]F " 2 du [P(Ui")—P(W)J

mais le premier membre est égal & p(u+ ¢) — p(u —¢) d’apresune
formule écrite plus haut : rempla(;dnt alors u — ¢ par @, 29 par b, on
obtient

_ . 10 [pia)—p'(b)
J)(C{'{‘I)) J)((l)-—-——gb-[; })‘(Zl‘)lp(l))‘l
ce qui est la forme ordinaire du théoréme d’addition.

Revenons & la formule qui donne p(2u) —e,; on voit aisément
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que l'on a exactement, en adoptant les conventions ordinaires,

ga(2u) [pe)—ex]*— (ea—ep)(ea—ey) .

Vplaw) —eq = clau) p'(u) ’

d’autre part, d’aprés la formule (3), puisque ¢, est proportionnel &

ez a==o,

on voil encore que 'on peut écrire Pintégrale générale ¢ sous la
forme
Y(eg—ey)ou(2u)ou(29) ga(2m)=0,

ol les signes sont choisis comme il convient. C’est encore une forme
connue du théoreme d’addition.
7. Posons maintenant
&= (1 —a?) (1 — M2z?),
el prenons g” et g” identliques a g.
On aici
L ,
[ ;; ([ Y] k2 - /{‘),

e .,_!“, - -2 ___'{ ‘42»_ ;q, .
S g (TR R (1= 3042 &)

les racines de I'équation canonisante sont

et la formule (3) donne facilement lintégrale ¢ sous la forme

(1) fe(n— kY ays 4+ (1— k) (ka* 1) (ky+ 1) (ks +1)
A= (1= fYy(fkat—1) (ky*—1)(kst—1) =o0.
Sil'on pose
& S, y = §&ne, s==8nw,
¢’est Ja relation qui existe entre @, y, = lorsque les arguments «, ¢, w
sont liés par la condition
K=cu-ev-4+ew,
Ann. Fe. Norm., (3), XIX. — DiceMure 1goz. 64
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les quantités ¢, ¢, ¢” ayant 1 pour valeur absolue, et 1 pour produit.
Si, dansla formule (11), on change successivement le signe du pre-

mier terme, puis du sccond, et enfin du troisitme, on obtient de

méme les relations qui correspondent aux conditions

—K=cu--¢&v -,
—K+K'V—=1=cu-+ev-+e,
K+XyV—1=cu-+evo+ew,

K et K ayant leur signification ordinaire.

Nous n’insisterons pas davantage sur les conséquences que on
pourrait déduire de la formule (11), et de tout ce qui a (6 dit préce-
demment d'une facon générale.

En gardant g et g’ comme plus haut, faisons

g =4 — 55—,

et servons-nous de la racine connue ¢, =1, £, = o de g”.
D’aprés la formule (5), en posant toujours

€£T= s8N, Yo sng,

2

. y . dac? dy*® Lo
intégrale o de I'équation d’Buler =— = == pourra s’¢crire
t‘l’)‘ é"
k.2

14 A
14+ k*sn?usn?y— 6
D

(sn?u-~sn*e~=4snusne) - ecenadnuenedne

a(snu—snp):

Construisons aussi la fonction p en prenantpour invariants g, et g,
les quantités ¢ et j, de sorte que les périodes de p seront 4K et

2KV —1 comme celles de sn; faisant z = p(a), on aura, lorsque

e =1, la condition
gmmk (w0 —p);

en faisant ¢ = o, on déduit

. [ - A% I~-cnedne
pla)=-~ el — >
19 2sn%x

et, en particulier,
p(2K) = -'—j—;—.—/L
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En faisant e = — 1, et profitant de ce résultat, on aurait la con-

dition
a=2K=x(u+v).

En faisant, en particulier, ¢ = u, on voit que

plau —2K)=— %»

ot dans le second membre  est égal & snuw.

Pour avoir les relations doublement linéaires qui existent entre
p ctsn, on peut se servirde ces formules, ou de ce qui a été dit d’une
facon générale. Cest ainsi qu’en prenant pour racine connue u de g :
t, =1, sy =1, on obtiendra la formule

(hkr—1)sn(o—+ K)— (5h— k*)
pla)= O rn[sn(eK)y—1]

8. Supposons actuellement que 'on veuille intégrer I'équation
suivante

iz-:»‘: = d?,

o
g ttant un polynome quelconque du quatricme degré en  : cest le
probleme de inversion.

Faisons y = p(¢); la fonction p étant construite avee les inva-
riants ¢ et/ de g, 'équation devient

dr? dy? .

g  4y'—iy—Jy’
prenons le polynome g” identique & g; remarquons que I'on connait
la racine ¢, =1, ty=o0, de g'=4y*— 1y — J, et servons-nous de la
formule (7) ott les () et les (=) sont permutés; on a p =y, et 'on
peut écrire 'intégrale sous la forme

gz _ JoEVeh (G — iy —])
(xs 2(hg+yga)

3

ol 5 est la constante arbitraire.
A cause de l'identité
2= (I + ko),
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nous pouvons déterminer un argument o tel que

plw)=— /—l?—‘, P = b =
. B g V82
et alors 1l vient
gz _ 1P (M) E (),
(z3) 2% p(o)y—p(w)’

d’ailleurs en différentiant, et tenant compte de formules déja cal-

culées, on a
de _ (xs)

dy \/g:‘
les signes supérieurs et inférieurs allant ensemble. On a ainsi précisce
la détermination du radical g qui convient aun choix adopté, et qui
est telle que

[Eplerzw)xz=p))]

dax
ez (g,
CI’I'
Les formules précédentes résolvent le probleme; elles permettent
. dx . . p
d’exprimer @ et == en fonction uniforme de .
Il est clair que Pon peut ajouter ¢ une constante arbitrairve; par
suite, on peut éerire

Aoz 1 (0= 0y) —pl(e)
(xz) 2V CT p(p =) —pliv)’
- dx (arz)? . )
Ve = do = “—;:): [p(o—900) —p(v—=0y-+0)],
53

et regarder soit 5, soitg,, comme la constante arbitraire ’intégration.
Dans ce dernier cas, 5 est un paramétre que 'on peut choisir &
volonté. Si, en particulier, on fait 5,=71, 5,==0, les formules se¢
simplifient, ot 'on retombe sur le procédé ordinaire d’inversion.

Supposons que () soit une racine de g5 ’aprés la derniére formule
on aura dans ce cas '

2(¢ — ) =2 —

v
prenons donc — - comme valeur correspondante de ¢ - ¢4 on aura

e /
) e DTy
us N?:’;p <’> .
{ ) - 2 o3

£
Ke)
( )

ws) )
y (";) —p ()
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on a d’ailleurs I'identité

Suz Sz (zuw)

(ws) (T:) —'(‘.Z,:)(uz)g:%
et, par suite, il vient

P (Lv)“‘l’((v) 2 pe—900)—p(v)”’

2

(LII \/a.,m

(s )(1/'

0l -

le second membre se transforme sans peine, et lon peut écrire

(1'1() \/7"-”___ 37'(%:>

(A Rl .

(r3)(us) V=2 ])(v — ‘V> (m)’
Py A = ) —p (=
‘ ~ 2 B ¢ 2

¢’estencore une formule d’inversion connue, doublement lin¢aire par

\ s o
rapport a @ etap (v —
D aprés ce qui a été dit d'une facon générale, cette méme relation
pourrait étre éerite sous la forme
] ’u" /Iu_x =p ((’— o+ v)

5 /1“4 ()~

la valeur de ¢ — ¢, qui correspond i & = 5 étant — w, on cn déduil la
formule

différentiant, il vient
S e ds
P 7) T hw(su)® dw’

or, les formules qui définissent o donnent sans peine

ds
Sr D \/é,:,7
div 9

ct, par suite, il vient

J>’<‘£> =_1 -J"'\/"’ S

o 2 Ny(su)?

On calculera donc ais¢ment p( ) et p’ ( >, connaissant le para-
métre 5 ot la racine () de g-
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La relation & v ‘/o «, qui vient de nous servir, est évidente au
moins au sxone prcb si I'on remarque que, g* désignant toujours le
W\
polynome 4y® — iy — j, on doit avoir, en faisant y = J)< >

’
L y/
—_—— = D (sy) = -— s
gr =} ( ) g;‘7

d’aprés ce qui a été dit & la fin du n° 5, la relation entre y et = est, par
suite, doublement linéaire (ce qui concorde avee ce qui précede);
elle est une intégrale de I’équation

ds dy 1
— = —L = —d.
\/‘l’l‘_i ,")’/ 2

9. Il nous reste dindiquer comment on pourra utiliser les résultats
précédents pour I'étude des problémes qui dépendent d’une relation
doublement quadratique entre deux variables @ et y, (elle que

S (&, y)=o.

Construisons la fonction pavec les invariants 7 et j de /73 faisons de
plus p(2w) égal & invariant £ de /5 on peut calealer deux substi-
tutions linéaires de la forme

— N N e T
® TyT= O X Oy Ty, yl'“al.yl”k"“;y;’
— oo N Y ’ ! ’
9= &'y - Ly, Ya= By By

telles que les formes g et g relatives & /el définies au n° 1 se reé-
duisent a
hapa,—ixya)—ja)t el RyPy,—iy sy
si alors on fait
2y=p(u), =1, yi=p(»), yy=1,
la relation f(z, y) = o sera équivalente, d’aprés ce qui a été dit, & la

condition
Fuktotw=o,

entre les arguments w, ¢, w; d’ailleurs w n’est déterminé qu’a une
demi-période pres, puisque I'on connait seulement p (2w).
Il est alors facile d’é¢tudierles propriétes dela relation f(z, y) = o,
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ala facon ordinaire. Il suffit de remarquer qu’ayant fixé ¢, les deux
valeurs de y' qui correspondent & a'= p(u) sont p(u-+ w) et
plu—w).

En particulier on est amené, comme 'on sait, & former des inva-
riants de fermeture; égalés & zéro ils expriment que 2w est la ni¢™ par-
tie d'unc période. En faisant ce calcul, on sera amené i consi-
dérer p’(2); iln’est pas inutile de remarquer que cette quantité est
un invariant de f; rationnel par rapport aux coefficients de fet plus
simple que 2 ou /. En effet, sil'on a s = p(w), on sait que

/I;«
J)(mv'):.:—é—{—:‘,
el ausst ‘
' I
P (?'W):W’

d’apres e ne 6.
D’autre part la forme / admet évidemment Uinvariant
a, a; a,

l=|b, b b,

Cy € Gy

7

en le caleulant sur la forme / exprimée & Paide des (2”) et des (y),
on (rouve facilement que

ona done

pr2w) =— 7

cet invariant £ est plus simple que 7 et /5 il est gauche et vérific la

relation
P — 163+ 4k + 4.

On obtient encore un invariant un peu plus simple que 7 en faisant
m=12/k*—1,

et finalement on peut considérer £, [, m comme les trois invariants
les plus simples de f. Leur role est mis en évidence quand on applique
la méthode de Cayley au caleul des invariants de fermeture : on sait
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qu’il faut développer suivant les puissances croissantes de ¢ le radical

Vatk+ep—ith+0 —/;

ot ce n’est autre chose que

\//. G 1okt 4+ mt 75
}
en changeant ¢ en — = et multipliant par un facteur numérique, on

voit que finalement le calcul des invariants de fermeture dépendra du
développement du radical

VE+ 2 ml— o k- 200

10. Envisageons enfin le cas particulier olt [a forme /serait symé-
trique par rapport aux variables (x) ¢t (y). Dans ce cas, les poly-
nomes g ct g’ sont identiques, et 'on peut les (ransformer par une
méme substitution dans les polynomes

R LR ) <o \ 1y CON AN .
G oy — iz a) — fo)f et Gy Pye— Y0 —J00

mais, en méme temps, il existe un nouvel invariant de Ia forme /,
rationnel par rapport aux coeflicients, puisque les () et les (y)
sont soumis & la méme substitution : ¢'est 7 =a,+ ¢, — 26, ou
n==2(a,— b,), puisque ici a,=c,. En conscrvant les nolations
précédentes, il est facile de voir que l'on a

e prE(ev)

LS T e i o

pE()
Dailleurs en méme temps que
(= J')/ (2 n.') \/:T’
on a

J)/l ( “J) "/____“_4
.

Il T2 e e

)

En fonction des invariants simples £, 7, # on trouve sans dilliculté

ke ne , PO l '{/‘ ) 3

m=19k?— [ == (% k- Ey-—« in,
\ h,
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Pour calculer les invariants de fermeture, il faudra ici exprimer
que v est la ni¥®¢ partie de période, et, d’apres la méthode de Cayley,

Y

on scra amené & développer le radical

Vilt+p (o) P—i[t+p(w)] —/
. . . ¢ .
suivantles puissances croissantes de £; en changeantZen — - et multi-

pliant par un facteur numérique, on est ramené au développement du
adical

ERRE El ?
\/(/_ Bln— ) —atn <zm Shn — i}) Sy <6/;+ 3_;_‘-> .
. I ' 2

On verra sans peine que les résultats ici obtenus ne different pas
(aux notations pres) de ceux que j'ai obtenus en étudiant la forme
doublement quadratique au point de vue purement algébrique dans
mon Quvrage : Legons sur la théorie des formes.

iy Qi
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