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SUR

QUELQUES APPLICATIONS GEOMETRIQUES

DES

SERIES DE FOURIER,
Pin M. A. HURWITZ,

A ZURICH.

Les séries de Fourier et des développements analogues inter-
viennent tout naturellement dans la théorie générale des courbes et
des surfaces. En eflet, cette théorie, envisagée au point de vue de
I’Analyse, revient évidemment & I'étude des fonctions arbitraires. J'ai
ainsi ét¢ amené & employer les séries de Fourier dans quelques
questions de Géometrie, et j"ai obtenu dans cette voie quelques résul-
tats qui seront développés dans le présent travail. On remarquera
que mes considérations ne forment guere qu’un commencement dans
un certain ordre de recherches, qui donneront sans doute encore
beaucoup de résultats nouveaux.

Avant d’entrer en matitie, je démontrerai un théoréme sur les
séries de Fourier qui joue un role fondamental dans mes recherches
et qui, d’ailleurs, me semble étre remarquable en lui-méme.

4. Considérons deux fonctions réelles f(a) et ¢(x), bornées et
intégrables dans I'intervalle 0 S2 S 2w et caleulons les intégrales

2 AT 2T
s = %f JS(x)coshkz dx, ay = 7—1_[-/ J(z) sinkz dr,
0 0
o e "
( b= -—f o (z)cosha dx, = -/ o(x)sinkx dz
m.J, TJ,

pour £ =0, 1, 2, 3, .... Ge sont des valeurs finies et déterminées.
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Alors la serie

I

(2) S = - a,by —l—z (apbs =) b}
- k=1

est conyergenle el lona

7T

/‘ l (@) o(x)dr.

<o

§ L
(3) pul

Pour la démonstration, nous remarquerons, en premier lieu, qu’il
suffit de considérer le cas ot les fonctions f(x) et o(2) sont iden-
tiques.

En cffet, supposons notre théoréme démontré dans ce cas spécial
et désignons par /() et o (x) deux fonctions bornées et intégrables
quelconques. Enappliquantle théoréme alafonction & /() -+ p.o(x)
oft & et psont deux constantes arbitraires, nous ohtenons

o BV SRR
1 A% % Ay 9 “ ’ ’ o
== (Lety -t 10y)* 1= Z [(Doetp = (204 )24 (Docty -+ 1. 07)* ],
k=21

En développant les carrés el en comparant les coeflicients de 27y,
dans les deux membres, il vient

27 ot
i . I o' rog
o [ Seyo(x)de = - a,b, '“*"2‘(_”/.*/’/;'l~ @)
T ? fe=
On voit donc qu’il suffit de démontrer I'équation
I W hT ; “
(4) st de = a3 (a2
Ty 2 “~

dans Uhypothese ot la fonction /() est bornée el intégrable dans
I'intervalle oSz S 2w, les af el @) étant définis par les équations (1).
La démonstration se compose de deux partics.

D'abord nous montrons que la série dans I'équation (4) est
convergente, ¢t ensuite que la somme de cette série est égale &

L) de.

La convergence de la série (4) découle, comme I'a déja remarqué
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M. Harnack (), de 'identité

2w " 2
1 1 N\ .
p / S(z)—~ ao—~2 (apcoshe + asinkx) | dx
0 ) k=1
I 2 270 "
; 1 O ,
= = / L/(m)]zcl.z'-—:a‘j —Z(a}",—{—a,}’).
)

k=1

En effet, d’aprés cette identité, la somme

42

n
~ I W 4 5
0= - a4 : (e} ~+ al?)
f=1

(5) g

22T
F . s e « I -
reste, pour toutes les valeurs de n, inféricure & = / [ /()] dz;
TE!/U ‘ -

par cons¢quent, limS, est finie et déterminée.
n s ow

Maintenant, il nous faut démontrer, ce qui est plus difficile, que
2 2T
lim S, = % / | /(x)]* dx. Pour cela, nous remarquons, en premier
nosw .
lieu, que Ion a
. ” sin(on -+ x‘)f{i«-»;—‘Z

(6) S, == at S @) S(r)

gy du dy,
sSin - «

%
Pintégrale double étant prise i Uintéricur du carré Q

oZalam, oZyZam.
En eflet, la foncetion /() élant intégrable dans intervalle oSz <ax
4 J N ta) =
le sera aussi, considérée comme fonction de « et y, dans le carré Q.
De méme /(y) et la fonction

. =Y
sin(2n A1) ——

2

(7) g
sin ——
3

e

) |—£« “+ cos (@ — ) 4+ cosa(x —y) ...+ cosn(x -—)/)J,

(1) Ueber die trigonometrische Reihe und dic Darstellung willkirlicher Functionen
(Mathematische dnnalen, t. XV, p. 125). Poir aussi Bulletin des Sciences mathema-
tiques ¢t astronomiques, a¢ série, L. VI, 1882.
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qui est continue, ¢tant intégrables dans Q, le produit

. x—y
sin(2n 1) %

(8) D= /() f(7) e
sm~~—-

le sera aussi. Mais, d’aprés 'équation (7), I'intégrale double, qui
figure dans I'¢quation (6) se décompose en une somme d’intégrales
qui se réduisent ¢videmment aux différents termes i)a0 el ay + a; de
la somme S,,.

[équation (6), ainsi démontrée, peut étee transformée de la
manitre suivante. La fonction P étant symétrique par rapport i 2z et
ay, on décomposera le carré Q par la droite @ = y en deux (riangles
dont I'un, Q,, est formé¢ par les droites y =0, x =2xn, x =y, el
I"on aura
sin(an -|--r)‘17'7~'y

. I 9
S,= e S(x) f(y) - ;{, Sy da dy

sin -
Q)

LA Y
sin(an by
f () dy / (&) oo P,
e 4
sin -

En substituant y + 22 au lieu de #, on trouve
y

o
f(y)(.lyf f(7~}—'a.xr)5"'()" )
0

27

. 2 [
b/,,:‘; é/
T 0
™ . 22
2 sin(an ~1)a ’
= (] 22 ) d
“2/0 sinz Jy SNy e

Maintenant posons, @ étant bornée a 'intervalle o2 S 27,

(9) Fa)= [ /() /iy @) dy.
Nous aurons

sSina

- o [ Tsin(2n 1)
bn: juer ( + ) l‘(?.‘ll)dw,
™ J, sinz
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ou enfin

L]

an ja
(10) S, = 7%[ —Sl[—)(—?]:l::‘lg— [F(2z)+F(oam — 2x)]dxr.

Or, la fonction F(a) est continue dans Iintervalle o<z< 2,
comme nous le démontrerons tout & 'heure. En outre, nous savons
que limS, est finic et déterminée. Mais, d’apres un théoréme de
M. P. du Bois-Reymond (') dont nous donnerons une démonstration
ci-apres, U'intégrale

&£

2l .
s (27 -+1)x
/ -—~(——~——-—)—-r.p(.r)dx (e > 0)
0
ne peut avoir une autre limite pour n = o que g ¢ (+0), si

b(-+0) = limd (¢)

£x30
est finie et déterminée. Par conséquent, la limite de
™

[ ‘lﬂsin(c’,/h-r-r)wr 2 . . .
8, = %/0 L I [F(o2) + F(om — 2] do

SCTe

V2T
(m, , . 1, 1
we = [F(0) -+ F(am)] == ~ F(0o) = d ¢. Q. F. D.
)5 (o) + F(am)]y =~ F(o) =3 S Sr)dy 0
Pour montrer que la fonction F(a), définie par I’équation (g), est
continue, nous considérons deux arguments  — ¢ et @ satisfaisant
aux conditions
o0t —o<<xiom.
On aura évidemment
2 2T

F(z) —F (2 — ) = / SOV LSy @) — [y +a— )] dy

2Tt 4§

- S Sy +2—20)dy,

V2T -

(1) Algemeine Lehrsitze aber den Galtigheitsbereich der Integralformeln, die sur
Darstellung willkiirlicher Functionen dienen ( Crelle’s Journal, 1. 79, p. 48).
Ann. Ee. Norm., (3), XIX. — OcroprE 1902, 46
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ou encore

00 B =Fe—d= [ /=2 /) =/ = ldy
— / Jer—z+y) f(emr—0+y)dy.

Désignons par M la limite supéricure de | /()| dans intervalle
oSx<am. Alorsla seconde intégrale de I'équation (1) a une valeur
numérique plus petite que M*¢, quantité qui converge vers zéro
avee ¢

Passons & l'autre intégrale de I'équation (11). Aprés avoir pris
arbitrairement deux quantités positives o et ¢ nous décomposons le
champ d’intégration & ... 2% en parties A, 4,, . .. et nous désignons
par A; celles de ces parties dans lesquelles Voscillation de /() dé-
passe o, par Ay les autres. La fonction f(x) élant intégrable nous
pouvons supposer que z A;<e. Nous décomposons chaque partic A,

v , ~ .
en deux parties A et Ay de sorte que}_‘A’,‘< . Si nous prenons ¢
inférieur a la plus petite des parties A} on a
/() =Sy —d)|Ze

pour tout point y de Ay, parce qu’alors les points y el y — 5 appar-
tiennent tous les deux 4 A,. Maintenant on a

[ 1 =a) == ady

-

= 3][f()’~%)/(y)|(ly+/ [ f(y L)f(y""’)l(/)’s
+z§fAi|/()”~*'r)/-(_“/‘)]dy -}--/AL.I/(]Mxj/WMa)l(W%
""Z/A,‘,']/(y“”«")ll./(y) ----- Sy = 8)ldy

oMY AL MY Ak o MY A

T4M2e - Monm.
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De cette inégalité nous concluons immédiatement que pour toutes
les valeurs assez petitcs de ¢ la valeur numérique de F(z) — F(xz—2)
reste plus petite qu’un nombre [)Obltlf choisi arbitrairement et indé-
pendant de x.

Donc F(x) est fonction continue de .

Quant au théoreme de M. du Bois-Reymond je reproduirai ici la
démonstration de I'auteur méme avec des détails qui me semblent
mériter quelque intérét.

Supposons la fonction 4 (z) bornée et intégrable dans Uintervalle

ofala;
supposons de plus que
Iimd(e) =4 (+ 0)

[oE)

soit finie et déterminée et enfin que

(12) lim

n. wu.u

/. w______z’l -+ ”T(.p(x) de = A

€
soit également finie et déterminée. Il nous faut démontrer que

(13) A.::'.%ELL(—i—o}.

D’apres la formule

W Py

/' Slll(?ll+l)rq)( Y da - “/ j LIJ(.Z‘)COS}’-T(LZ'(Z)')

70 W=y =0

Péquation (12) équivaut i celle-ci

(14) /.”“I"(.)')dy.‘:A,

0

ol nous avons posé
W

(15) Wy ::/ d(z)cosyxdx.
0

Cette fonction W(y) est évidemment continue pour toutes les
valeurs finies de l’argument y- Remarquons tout d’abord que linfini
a la limite supéricure de lintégrale (14) désigne un nombre im-
pair 27z - 1 croissant mdcﬁmmcnt. Mais on voit aisément que I’équa-
tion (14) reste exacte si nous prenons pour limite supérieure de
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Pintégrale un nombre positif p croissant 2 l'infini d’une maniére
absolument quelconque. En elfet, on a

el 21 2
f W (y)dy = / W (y)dy -+ f W (y)dy,
'] =0 v an-+4-1

en désignant par 22 + 1 le nombre impair immédiatement au-dessous
de p. Or, d’aprés un théoréme connu, la fonction ¢ (y) définie par (15)
tend vers zéro si y tend vers U'infini. Par conséquent, U'intégrale

)
/ ]p('y) (l.}"?

241

dont le champ p — (22 4 1) est plus petit que 2, tend vers zéro si
p tend vers Uinfini. Done, on a bien

.
lim / U(y)dy = A.

Pz oy

Maintenant nous ferons usage du théoréme suivant da & Lejeune-
Dirichlet (') :

Sela fonction ( y) est intégrable dans tout intervalle fini de U axe des
quantités posiives, si, en outre,

/ d(y)dy = A

]

est finie et déterminée, Uintégrale
v 0
[ eyt dy = A
i

est aussi finie et déterminée pour chaque valeur positive de t et on a

limA (¢) == A.
=0
Mon ami et collegue M. Francl m’acommuniqué une démonstration
trés courte et susceptible de généralisations ¢tendues de ce théoréme,
que je reproduis ici avec sa permission.

(1) Yoir Porlesungen iiber die Theorie der bestimmien Integrale, von G.-F. Meyer,
Leipzig, 1871, p. 179.



QUELQUES APPLICATIONS GEOMETRIQUES DES SERIES DE FOURIER. 36

Ot

D’aprés les hypotheses faites on a pour toute quantité ¢ >p

q
f L’a(y)dy’<e,
“p

¢ désignant une quantité positive prise arbitrairement et p étant
choisi assez grand. Mais on a, d’aprés le théoreme de M. Bonnet,

q'
e [ 4y dy

<p

q
[ e rU(y)dy

“p

<&

pour toute valeur positive de ¢, ¢ désignant une valeur comprise
entre p et ¢. Ainsi I'on voit que

A= [Teoydy
0
est finie et déterminée pour £ > o. Maintenant écrivons
P » Vo
A—A(L) = / (1—e ) 4(y)dy + f Y(y)dy — / e~ (y)dy.
“0 “p p

Aprés avoir choisi e arbitrairement nous pouvons prendre p tel que

les deux dernitres intégrales soient numériquement plus petites
€ . - ,

que 5 et cela quelle que soit la valeur de ¢>o. En prenant ¢ assez
petit la premiere intégrale sera, en valeur absolue, < % pour toute

valeur positive de ¢ < ¢'. Donc |A — A (¢)]| <z pouro <</, c’est-

A-dire

limA (L) =A, : ¢. Q. F. . ().

L)

(*) Remarquons en passant que le théoréme d’Abel sur les séries de puissances est
une conséquence du théoréme de Lejeunc-Dirichlet. En effet, si I'on prend
Y(y) = an pour niy<n—+1 (n=0,1,2, ...),

ty, @y, ag, ... désignant les termes d’unc séric convergente, on obtient

" ”‘ﬂ v [ — o=t hed
[(wrdr=Fa o [ ety =55 Y e
A Z 4 [ 2

L
2n=0 0 n=0

Done le théoréme de Lejeune-Dirichlet donne bien

w ]

. ~
lim @, c—in = Ap.
Lz A {
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Revenons maintenant aux équations (14) et (15). D’aprés ce que
nous venons de démontrer nous aurons

s 3 "
A:lim/ e” ‘YLZJ Y(z) cosyzdxr=1im [ 2 v(z) dax

9 2
t=0./y (=07 + x*
ou

dx

o de
[y

Décomposons la derniére intégrale dans la somme des intégrales

szﬁwtwi%- t -M/¢ -

Jo l|.1:—

(16) A =lim
(=20

L’intégrale J, est, en valeur absolue, plus p(,tti[e que

”
!

’ cll,
M / .
o [ * 6(»“
Vi
M désignant la limite supéricure des valeurs de | () |.
Donc J, s’évanouit avec ¢. L’intégrale J, peut s’écrire
«

‘/1 /i
h=bro) [ [ e — o)

Y0

13

YV
== (+ 0) / ~'~::~“~* -+ Js.
0
[4 ~ .

Pour o<< < —\7; nous aurons o < (xay/t; done, si nous prenons ¢

assez petit,
[(ta) —d(+0)]| <e,
¢ étant choisi aussi petit qu’on le veut. Alors I'intégrale J, sera numé-

a

. . Ve
riquement plus petite que af - dz s et 'on voit que J, tend vers
0

zéro avec ¢. Donc enfin pour ¢==o la limite de J, sera ¢(+ ())g et
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d’apres (16)
‘ A=U(+ o)g,

Cc. 0. F. D.
Dans la suite nous ferons usage des notations suivantes :
Soit () une fonction bornée et intégrable dans I'intervalle

o xZam.

Nous nommerons les valeurs des intégrales

9T

S(z)coskadz,

qi=
S—

ay. ==

0

(17) ¢

W 2T

. .

a,,::-/ JS(z)sinkz dz,
n'/ 0

k prenant toutes les valeurs enticres, les constantes de Fourder de la

fonction f(x), et nous écrirons I'équivalence

. oo . .
(18)  Sflz)~ el (ay cosx + d| sinx) + (ay cosex +a), sin2z) +. ..,

ou aussi quelquefois

+ow
1 .
(18") f(m)m:2(55,,.(:05/;.@—4-a’,_.sm/rx),

—
ce qui revient & (18) puisque I'on a
== dy, A= — ay,.

Une telle équivalence (18) se transforme dans une équation scule-
ment dans le cas olt /() est développable en série de Fourier. Mais
dans tous les cas il est permis de faire certaines opérations avec de
telles équivalences.

Par exemple, en formant les constantes de Fourier des fonc-
tions f(x) cosnx ct f(x)sinnz, ol n désigne un nombre entier, on
voit ais¢ment qu'unc équivalence (18) peut étre multipliée par cosna
et sinna pourvu qu’on ordonne ensuite le second membre de I'équi-
valence suivant les cosinus et sinus des multiples de x par I'appli-
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cation des formules

T
cos/:xcos;zx:5[005(/\-—/l)x+cos(A'+zz)x],
. 1. . :
coskx sinnzx = 5 [sin (kA —+ n)x — sin(k —n)z],

. . 1
sinkw sinnx = ;[cos(/: —n)x —cos(k+n)z].

En faisant le calcul on trouve

-+ @
r ’
1 N0 [ @+ A gy =+ Wy
(18%)  f(x)cosnx 3 2« (—Lfﬁfn——/«ﬁ coskax - ——L—t"-9~———f«~’3 sin /a‘m),
— ;
+e ’ ’
. . 1N [y — @ ‘ R S 3
(18%)  J(a)sinnz v~ z (Jl" k=t cog fop - —EE_ZEZRgip /:xf)‘
—

Le théoréme que nous avons démontré plus haut permet d’exprimer
les constantes de Fourier du produit /(2o () par les constantes de
Fourier des facteurs. En effet, d’aprés ce théoréme il résulte des équi-
valences (187), (18%) et de I'équivalence

kod-m
(19) w(x)~ -:- Z (b coska - U) sinka),
iz
que
k=00

T

1 , RSP R

- / S(x)o(x)cosne dr = 4 Z [O4(sin=t= pop) + b)), 4+ )],
0 3

]

VI
2T
I . I N .
7: / f(.ib) @ (x) sinnx dax = [; 2 d l.[-’/v‘(al/c b “'/wu) - b,/.( A fooyepy = Cfpe )l
. L 0
=T

D’ot cette conclusion :
Des équivalences

1 ' . .

(I) /(1’) N;do-—l~(a1(5()s.7." -+ a, Sll’l.Z')-—{-«(azcos:zx,f_a’z SIN2% )+...,
I ro. \ .

(1D o) N;bo+([)1(2()5.’1}~¥~}}151le)—}-(020082.‘%’-‘%[/;Sln?..‘l')'{—...

on tire

’ ’ - r -
(I f(z) o (=) ~ Gyt (¢ cosa + ¢ sina) -+ (¢ COS2x - ¢} sin2x) +...,
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les constantes c,, ¢y, ¢|, . .. étant définies par les équations

I
Co=zabo+ X (arbr+ aiby),
k=1
I I 9 ' ’
(IV) { Cp = > byay—+ '2'2 [Or(@pgn—+ arp) 4+ Oy (@hpp + @rn)]s
k=1

-
X I
C:,': '2' b()a;L+ 52 [ blt(a,/m—n"" a’k-—n) - b’/.-(a/:—{-n— a/r—n)]-
k=1 :

Puisqu’on peut échanger /(x) et ¢(z), il est permis d’échanger
dans les formules (1V) les &, et b, avee les a, ¢t @), respectivement.
Considérons maintenant la fonction

I(x) ::fmf( w) du,

J(2) désignant toujours une fonction bornée et intégrable dans I'in-
tervalle o... 2w. Les constantes de Fourier de F(x) ont les valeurs

I 2T x 1 A 2T W2 T
A= -f coskx dmf JS(w)du =~ / J () clu/ coska dr,
T 0 0 N T 0 13

1 3 270 X 1 am 27
I"::E/ sinkz clx/ f(u)clu:—ﬁf f(u)duf sinkx dz,
0 0 0 u

ou encore

A(-,::ifm (2w —2z) f(z)dz,

™
2m .
1 [ sin kax 1
= - — flx)de —=— =d k> o),
A ﬁ/" 7’ J(z)dz 7 A ( )

27
;o1 coskx —1 N S
. ;fo 2L j(@) de = 7 (a— a)-

Donc, de I'équivalence
(20) f(x')r\/—;—a(,—-}-Z(akCOSJf.Z'+a’,L.Sin/fm)

k=1
dnn. fie. Norm., (3), XIX. — OCTOBRE 1902. 4y
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on peut tirer Pautre

F(x)__f Su)dur - A0+2<———cosﬁx+——/—:—(—[ﬂsi11/rx>.

k=1

Mais F(«) étant I'intégrale d’une fonction bornée et intégrable, on
sait que F(z) est & variation bornée ct continue ('). Par consé-
quent, F(x) est développable en série de Fourier (*) et la derniére
¢quivalence peut étre remplacée par I'équation

(21) ffu)du_ﬁ.—A Z( c()sl.zq—fl-"-—/uslllllx) (o< x<an).

\
h=1

Pour = o on trouve, d’apres des théorémes connus,

LA za,,
5t

k=1
ot
ek - &
(22) AU:::;E/ (em—ax)f(x)de =ma,+2 ¥ ~~.
)
i k=1
Cette équation peut étre démontrée aussi par Uapplication de notre
théoreme fondamental aux fonctions

S(z) et <P($)‘“97r~—zcw7r+2—-sm/.

=3
D’apres I'équation
—(n-—z)—-zn-sm/. (o< <2m),
k=1
on a aussi
' Céﬁ 1 . wﬁ G
(21) f F(u) da= +1a 2(/ coska — L sinkz >
k=1
(oZzZoam).

(1) Poir JornaN, Cours d’dnalyse, t. 1, p. 68,
(%) 1bid., t. 11, p. 241.
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On obtient le méme résultat en considérant la fonction ¢ (), qui
s'annule dans Pintervalle 2, ... 27 et qui a la valeur constante 1 dans
Iintervalle o...2,, ol z, désigne un argument quelconque entre o
et 2m. On trouve, par un calcul facile,

o A /‘« N -
(23) CP(JU)N% %$1+Z<Eﬂ/——?—1cos/\x~— @—S—/ﬁ_‘——l smkw)

1

Des équivalences (20) et (23) nous concluons I'équation

'[2ﬁf(x)cp(x)dx:—.fwlf(x)dx

@

sm/\x coska; —1
“—aoﬂh Zl— 1 A( kx ):l

. -

qui est, aux notations pres, identique a I'équation (21").

2. Soit Cune courbe convexe fermée (fig. 1) admettant une tangente

Tig. 1.

en chaque point P. Désignons par « 'angle formé par la direction de
la tangente prise dans le sens direct de la courbe avec une position
initiale AT de la tangente.

[’angle « variera do o a 27 si le point P parcourt la courbe C dans
le sens dlr(aot en partant du point A.

Prenons un systéme d’axes rectangulaires, dont I'axe des abscisses
est paralltle & la tangente AT. Alors les coordonnées , y du point P
seront des fonctions continues et périodiques de .

Nous supposerons que ces fonctions ont des dérivées finies et
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déterminées. D’apres les équations

dz _ cos u fl—s— = cosu
du — die P
i
® @y _ sinu ds sin «
de = du P

ot s désigne I'arc AP, la courbe admettra, en chaque point P, unrayon
de courbure p fini et déterminé. En faisant ’hypothese que g est une
fonction bornée et intégrable de «, nous aurons I’équivalence

o0
I l .
(2) P +Z (ar cosku + aj, sinku),
1

es a; et a; désignan constantes de Fourier relatives & g. Ici on a

les ay et ay désignant les constantes de Fourier relatives & g. I
T r P ds 1

; ay= — du = — ——du = — L

(3) 0 ’E,[ P Tt',l du nr’

olt L désigne le périmetre de la courbe C. De plus, on trouve

(4) ’ a;=o0, @y =0;

car les intégrales

V2T o7 dx 27T ,m.d ,
cosup du = ~——du el sinup du = “ du
) , du "y , du

s’¢vanouissent.
En multipliant I'équivalence (2) par cosu et sin « respectivement,
on obtient

L
dx W foey = Wy == Wppy .
=2~ 2 b T R coshu - =R TR g kg ),
clu 2 2

k=1

. ]
d O W — Afpgg — Cppeq .
LN 2‘ Akt 7Tk 608 fe — AT DR Gin k),
du 2 2

k=1

N
il

et, en intégrant,

1 - a,. . A gy~ ey .
2= —a - 2‘ — ST TR 608 kw4 2T TR i g ),
2 p 2k 2k
(6) =t
1 - Aoy = Cfom Ay — A,
= =0+ Z Tl cosku - EXL TR L gip ku
Y=3 P ( 2k 2k )

>
il
-
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ol

(7) a:lfmwdu ﬁ:—l-f”ya’u
A ’ T,

dépendent évidemment du choix de I'origine des coordonnées. Ceci
établi, calculons I'aire F de la courbe C. Notre théoreme fondamental
nous donne

2T 2 s 19 2 P
F= xr'—['—):clu = IN(Thn T Sy | T ™ Qe
A du [ e k k
=1
* P Iy S 'y
____7? flk+ g Za/:‘{‘ a;’
4 f—1 41
k=2 k=0

ou, en tenant compte des équations (3) et (4),

w
[N P N s
b G\ m A2—1
foz=9

Cette équation peut s'éerire

(8) £i~pjfzﬁ7w
b 2 k®—1
fz=2

Elle met en évidence que I'on a toujours
(9) 12247,
le signe d’égalité n’ayant lieu que dans le cas ol
ap=da)==0 (k=2,3,4,...).

Dans ce cas, les développements (6) donnent

de sorte que la courbe C est un cercle. Ainsi ['équation (8) contient
le théoréme des isopérimétres pour les courbes convexes.
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Avant d’aller plus loin, ajoutons quelques remarques relatives ala
formule (8).

., Le . . :

La quantité T F, qui est un invariant par rapport au groupe de
mouvements du plan, est décomposée par cette formule en une somme
de ternes essenticllement positifs. Ces termes sont eux-mémes des inva-
riants.

En cffet, un déplacement quelconque de la courbe C revient au
remplacement de 'angle u par u + o, « désignant un angle constant.
Donc a; et @, sont remplacés par

br=apcoska — &), sinka,

(10)

bl ap sinka ~+ ay, coske,
et on a, par conséquent,
(11) O~ Y = e} + i} (k=22,3,...).
En éerivant les équations (10) sous la forme
b+ b= e*%(a; - id)),
on voit aisément que les constantes

[J D
o= —> ai -}, ak-- '},

et les rapports des racines

Y 3 g 4 C
Vag—+ ial Vag+idy s \Ja,+ id, 5. ..

forment un systéme complet d’vnvariants de la courbe C. Cela veut dire
ceci @ Sinous désignons par by, U, les constantes de Fourier relatives
o

au rayon de courbure d’une seconde courbe convexe €5 si, de plus,
on a

) . ] P P L
b,== ay, b= U = ad - Vo b, =1 ae+ id, (k=2,3,...),

olt A est un facteur indépendant de £, alors la courbe ¢’ peut é&tre
obtenue par un déplacement de la courbe C.
Pour le montrer, il suffit de remarquer que, le module du facteur 2
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étant égal & 'unité (puisque b; + 0i* = a; +a}?), on peut détermi-
ner o tel que A = e™.

On aura alors la relation (r0), et en formant, d’apres les équa-
tions (6), les développements en série de Fourier des coordonnées
d’un point de la courbe C, d’une part, et de la courbe €7, d’autre part,
on reconnait que les coordonnées des points de € sont li¢esaux coor-
données des points de C par les formules de transformations des coor-
données rectangulaires.

3. Considérons maintenant la développée de la courbe C. Les coor-
données &, n du centre de courbure M correspondant au point P de C
sont données par les formules

E:.Z'“Tu;
(1) ‘ ‘

B

MT=rT T

Dans la suite, nous ferons Uhypothese que le rayon de courbure ¢,
considéré comme fonction de z, admet une dérivée finie etintégrable.
D’apres les ¢quations (1) (n° 2), les coordonnées @, y admettront des
dérivées secondes, et les coordonnées £, v des dérivées premicres ().
Lorsque le point P parcourt la courbe G dans le sens direct, le centre
de courbure M correspondant parcourra en méme temps le périmetre
de la développée dans un sens déterminé. C'est le sens dans lequel
nous voulons prendre I'intégrale

SLEP
(2) E= Gdﬂ:/ﬂ g%du

le long du périmetre dela développée. Dans le cas ol la développée ne
se coupe pas clle-méme, E sera I'aire de la développée prise positive-
ment ou négativement sclon que le point M parcourt le périmétre
de la développée dans le sens direct ou indirect. Dans tous les cas,
E a une valeur déterminée que nous appellerons, pour abréger, I'aure
de la développee.

(1) Les équivalences (5) du n® 2 se transforment alors en équations.
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D’aprés (5) et (6) dun®2, ona

) I e~ [a)  (h—1)— o, (k41

5:__“_*_2[ A1( ) /.+1(‘ )COS/flt
2 2k

1

+ ﬂ/m"l"i(/‘..*‘ })—_((/u'——l(/“ _I)Sill/fll:l,

2/
(3) i
R Y \“1 (!1,«.“(/{4—[)_;_(,/"_1(/{__1) .
n”5p+y|: 2 cosku
1

iy (1) + @y (F—1)

-+ ol et sm/qu .

Les développements de & et n résultant de 'intégration des équiva-

. L, de . . . . P
lences relatives & <= et — respectivement, il est ¢vident que ces équi-
du " du ‘

valences sont les suivantes :

d? [ gy (1) = apy (k —1
SN L ey g (K A1) — @y (K —1)
du 2
1
Wppy (fst= 1) — ) (h—1) . i
e ! A(.._,_.‘._ I)Q,. St ( ,I,u._.__.._)“ sin /. I ‘ ,

(4) -
Y [2/ (F A1) by o (h—1)

du 2
1

Aoy (= 1) = tlfpy (o—1) .
e (A ):‘ tp—y (K )sm/."u:'.

En combinant le développement de & et I'équivalence relatifs

AT
4 ——> nous trouvons
du

-+ Ay (k=1 —aj,, (k+ ’)2l
L ,

o N [ =1 —a, (k1)
E‘"ﬂZ[ 4Lk bk
1

ol, apres quelques réductions faciles,

‘ Tk
5 Ee=— = (@}~ &}F).
(5) D (d+dp)

]

On voit que I'aire E de la développée est essentiellement négative et
ne s’évanouit que dans le cas ol la courbe C est un cercle. Done, sila
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développte ne se coupe pas clle-méme, le centre de courbure par-
court la développée dans le sens indirect lorsque le point cor-
respondant de la courbe primitive parcourt celle-ci dans le sens
direct.

Considérons maintenant 'intégrale du carré du rayon de cour-
bure

2“ £ -
) I N . L2 , .
(6) [ ptde=m ;a%—i—Z(az—i— a) | = Py -+ nZ((z},{— ag).
2 2

it}

En tenant compte de 'équation (8) du n°® 2, on obtient aisément
X 27
(7) F-—E:;[ p*du.
]

C’est un résultat qu’on peut démontrer directement par une trans-
formation de Iintégrale (2) et qui a évidemment une signification
géométrique simple.

Mais combinons les expressions de F et £ d’une autre maniére en
éerivant
' I.2 m - phk—r1

i~ plBl=—2 2

2 9
.+
[]7[ ( A ol
2

ol g désigne un facteur réel positif. La somme, dans le second
. .. . I
membre, scra essentiellement positive si nous prenons pZ 7 Nous

pouvons donc ajouter a U'inégalité du théoréme des isopérimetres

N L2
= ZTT ?
la suivante qui la compléte
: 1o L2

ot | B| désigne Uaire de la développée prise en valeur absoluc.
Cherchons les courbes pour lesquelles on a le signe d’égalité
dans (8). Elles sont évidemment caractérisées par I’évanouissement
des constantes ay et @), pour £> 2.
Ann. Ee. Norm., (3), XIX. — OcTonRE 1902, 48
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On aura donc pour ces courbes, d’aprés les ¢quations (6) dun® 2,

1 . 1 .

r = %5{ -3 [(a, cosu — (as+ a,) sinu)] — 6(a’2 cos3u—a, sindu),
I 1 . . 1 .

y= ;ﬁ + -2-[(@—~ a,) COS 1 -+ dy sinu)] — ~6(a2 cos3u + , sin3u).

Par une translation des axes des coordonnées, nous pouvons faire
disparaitre les constantes e et B. Puis, en faisant tourner le nouveau
systeme des axes autour de l'origine, nous pouvons annuler la con-
stante @,, comme cela résulte des équations (10) du n° 2. Enfin, si
nous augmentons ou diminuons la constante @, d’une constante arbi-
trairement choisie, cela revient évidemment & remplacer la courbe
par une de ses paralleles.

Done les courbes cherchées sont les paralltles des courbes repré-
sentées par

1, I r o, . |
- ;(52 Cosu - 3 cosdu ), Y 3';;"2 smu-—;-‘-smﬁu s

<

ou encore par

(9) 2 == ¢ costu, = sindu,
2 , . . B .
¢ = — zd, étantune constante arbitraire. Ces équations () donnent,

pour ¢ = o, l'origine, pour ¢Zo une astéroide. Donc :

Le signe d’égalité dans (8) a lieu seulement pour le cercle et pour
les paralltles de Pastéroide.

Remarquons encore que la paralléle

1 . . 1
& == ¢ Co$* u - = @y sing, Y —esintu — - a, cosu
2 %

de I'astéroide (9) est une courbe convexe fermée des que la con-
stante a, est plus grande que g|¢].
Tirons enfin une conséquence intéressante du développement (6).
L.a moyenne arithmétique du carré de p étant

I 1 27
M(pz)::;%-f 6 du,
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on voit que l'on a
avs (L2
M(p*) 2 <;> ’

. R . .
le signe d’égalité n’ayant lieu que pour le cercle. Done, si nous
excluons le cercle, il y aura toujours, parmi les rayons de courbure
d’une courbe convexe fermée, un au moins de ces rayons p, qui sur-

L . . .
passe —- Car si I'on avait toujours

Po —I?
on aurait
Mz (3)
et non pas
M(p*) > <;,L“>
Maintenant
donne
amp,> L,

d’ol celle conclusion :

Parmi les cercles de courbure d’une courbe conyexe fermée, qui n’est
pas elle-méme un cercle, il y a toujours un au moins de ces cereles dont la
circonférence est plus grande que le périmétre L de la courbe. '

4. En passant & d’autres recherches qui nous améneront a quelques
théortmes intéressants se rapportant i certaines intégrales, nous con-
serverons les notations et les hypotheses du n° 2.

Soit toujours P le point de la courbe convexe € appartenant &
I’angle w. La tangente au point P aura I’équation

(1) Xsinu— Yeosu=p(u),

0l nous avons posé

(2) plu)=2zsinu—ycosu.

La fonction p(u) représente la longueur de la perpendiculaire
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abaissée de l'origine sur la tangente. D’apres nos hypotheses, p(u)
admet des dérivées du premier et du second ordre. En tenantcompte
des équations (r) dun® 2, on obtient

(P ()= @cosu-+ysinu,

(3) { Prle)=—asinu-+ycosu—+p(u)=—p(u)-+p(u),

olt nous avons désigné, pour plus de clarté, parg(«) le rayon de cour-
bure ¢ correspondant au point P. Substituons poura et y les dévelop-
pements (6) du n® 2; nous trouvons, apres un caleul facile,

plu)= —-ao—— - ﬁ(owz -+ - asmu—-z (z,‘ms/‘u -+ ) sink w),
h=2
(4)
1
pllu)= 5 o cosu -+ -ﬁsmu WZ/“ () cosku-—a,sinku).
Koz=y

Cela posé, considérons, outrc la tangente en P, celle au point Q,
qui correspond & 'angle u -+ 5 ¢t qui est représentée par Péquation

5) Xsin(u-+7)—Ycos(u-t J)=p(u-7),
( I )

g désignant un angle constant compris entre o ¢t 2x. Les deux tan-
g I [
gentes se coupent au point P* sous 'angle 5 (/fig. 2). Done, si nous

Yig. ».

faisons varier u de zéro jusqu'a 2=, le point P’ décrira la courbe C,,
lieu des points "ot 'on voit la courbe C sous Pangle @ — &, si 5 < =,
et sous Pangle § —=, si > =. La séric des courbes Cs correspondant
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aux angles S =o...w couvre toute la partie du plan extéricure i la
courbe C. La courbe C, se confond avec la courbe C et la courbe C.
est rejetée & linfini. Enfin la courbe C,._s est identique & la
courbe Cs.

Calculons maintenant I’aire Fs de la courbe Cs, I’angle S étant com-
pris entre o et . Le point P’ parcourt la courbe Cs dans le sens direct
lorsque u varie de o & 2. Donc on a

am
1 dY dX
(6) F&——-;[ <X5——lu -——Y-——du>du,

X et Y étant déterminés par les équations (1) et (5). En résolvant ces
équations, on trouve

XsinT =p(u-+3)cosu—p(u)cos(u—+73),

Y sinT = p(e+3)sinu—p(u) sin(u+5),

(7)

et, en différentiant,

(—lﬁsm.% == YsinT + p'(e+7)cosu — p'(u)cos(u -+ ),
du r
(7')
? %;{Y-Sin?:' = XsinT +p'(«+ %) sine — p'(u) sin (v + 7).
Donce
(xﬂ —Y 7 ) sint
du du

= (XsinT) 4+ (YsinT)*+ p'(u+7) (sine X sinT —cosu Y sinJ)
—p'(u)[sin(e+T)XsinT — cos(u+ 5) YsinT]
=p*(u+ )+ p*(u) —2p(u) p(u-+3)cos3
+[p(e+T)p(u)—p'(u) p(e-+7)]sin3.
L'aire Fs a donc I’expression suivante :

9T
, 11

l*g:maf. I p2a) +p*(a+TF)—op(u)p(u+T)cosT]
’ +[p’(u+3‘)p(u5-p’(zt)[)(u—}-ﬁ)]sin%{a’u.

Mais la fonction p(«) ayant la période 27, on a

27 27
f p”(u+3)du=/ pru) du;
0 0
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de plus, une intégration par parties nous donne

2

27 27
f pu -+ J)p(u)du__——f plu)p'(e—+3)du.
[ 0
Par conséquent, nous pouvons écrire finalement
27
(8) SinVJF,s:f plu) [ plu) —plu—+3)cosT + p/(u+F) sinT] du.
0

Remarquons en passant que I'expression
plu) —p(u-+37)cosT +p'(w-+3)sinF

a une signification géométrique simple : ¢’estla distance du point Q
i la tangente au point P, comme on le démontre par un calcul facile.

valuons maintenant Uintégrale (8) 4 I'aide de notre théoreme fon-
damental et supposons, pour .1].)r'cgcr le calcul, que Porigine des coor-
données soit choisie de maniére que les constantes o et  [voir (7),
n® 2] ¢’évanouissent. Les équations (4) nous donnent

(”)""70"‘2/2 (arcosku -~ aysinku),

| . -
plu--5)= ;rzg~— \ [ (apcoskT - aj sinkz) cosku
~(a; sin k= — a7 cos k) sinkul,
/ e N /'4 g 51 s 4 . '\ o
pllu 7)== -+-2‘—/—2———I-L (arsinks — &, coskZ) cosku

- (ap COS kT +- oy, sink 7)) sinku].

S plu)—p(u-+3)cosT +p’(u + ) sinT

¢ 1
(9) ( = ;ao(r-——cos:: —{—-2‘/,,_ (arcoshku+oaysinku),

les constantes «; et o) ayant les valeurs

ap==  a;(CosT cosSkT + ksinZ sinks —1)
+ aj(cosTsink= — ksin cosk),

oy =—a,(cosT sin kT — k sinF cos k%)
+ a3 (c08T coshT + ksinZ sin kT —1).

(10)
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En combinant les développerhe'nts (4) et (9), on obtient

. oe I
sin?TFs=m Ea?,(x—— cosT) E (/(____ s (aror+ ajal)

— i 2 - = (‘L""a/.

=nr 26‘(0(1 ,COSJ)+2(A ),,(x c0sT coshkT — ksinTsinkZ) |,
ou enfin

1.2 -
sin?T3 Fs= ~—(1—cos:)
(11) / al+alu y . =
' oz = (k+1)cos(hk—1)3
+ (k—1)cos(k—+1)T].

Cette formule, démontrée dans 'hypothese o << % < =, subsiste évi-
demment encore pour I = o et, puisque Ja courbe C,,_s estidentique
ala courbe Cg, aussi pour les valeurs de 5 satisfaisant aux conditions
Tt 5%am.

De I'inégalité

(2| (k41)cos(hk—1)T || (k—1)cos(k-+1)T]
(12) i ' , _ .

| Coa4 (ka4 1)+ (h—1)=2(1+ k),
nous pouvons conclure que la somme qui figure dans le second
membre de I’équation (11) est uniformément convergente pour toutes
les valeurs de S; car la série

< aj+ ayp
o v A
21 (k*— 1)2?([+ )
2

est convergente. Donc cette somme (11) représente une fonction
continue de &. En faisant tendre & vers =, on reconnait que I'aire F;
devient infinie pour $ = =, de maniere que le produit sin*SF; tende
vers

___L2 . az/ﬁ""a’zﬂ
(13) A—;"‘”E(ak e

De I'inégalité (12) nous pouvons conclure en outre qu’il est permis
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&ordonner le second membre de 'équation (11) suivant les cosinus
des multiples de 5. L’équation (r1) nous donne ainsi le développe-
ment de sin®*3 F5 en série de Fourier.

En dérivant I’équation (11), on trouve

tod I < aj—+ -
4 intgFs)=——m ———2" cos k3.
(ll) \lllJ ([’(r3 3) 2T it — i
2
ay ((
La série \ ai+ @i coskS étant uniformément convergente et, par
I

-
conséquent, ml‘égmble terme a terme, la dérivation que nous venons
de faire est légitime.

Nous pouvons de méme dériver I'équation (14) encore deux fois de
suite, ce qui nous donne les développements

X AT v d .o < hlad-dy ..
! e | e e (QIN20T == e 2L ST AT
(15) e \_sin.’? (7( in® 4]3)»\ TZ Y Y sin ks,
2
o? 1 d "
6) s | =
(16) Azt [:sml d=

En tenant compte de 'équation (8), on reconnait aisément que les
séries précedentes représentent les valeurs de certaines intégrales.
On a, par exemple,

0 0

‘ L2 2 4T
S / plu)p(u —|~.’7)(lu::/ ple)plu+3)du

(17) {
IJ . ((A“{' f//' ((g‘/,
——— e GOS8 KT
Y k—1 v
2

comme on le voit, en appliquant notre théoréme fondamental aux
fonctions

plu)= -rz(,———p(,oszt~}-— “Smu_Z/ (a;,(,O%/\(t+((/Sl[l/|lt),
l

- T . .
plu-+3) - aO-Jr-Z (aycos kT + a),8ink%) cosku

+ (@) co8 kT — aysinkZ)sinku,
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ou encore aux fonctions

~ 1 T .
pu—+3)=—~day~+ E(asm%-——@ 0sJ) cos u + —(ﬁgllla—l“CCCO\ ) sinw

o
N - .
*2‘ 7y W@ cosk + a) sin k%) cos ke
-
2

-+ (apcosk’5 — a; sin kT sinku],

-]
i - .
plu)m~ ) +Z (apcosku -+ ay sinkw).

On obtient de la méme maniere

4 s - L2 o
(18) / pu)p(u—+3)du= pyes -4 nz (a}+ajR)cosks
[0 -
227 2 2
(19) /“ /}(1/)/>(u-4~-'7>a’u:;‘—7r +7nZ 7{2 cos:r-[—nz( "+“’~ - Cos kT

Mais considérons en particulier P'intégrale
22T .
/ [p(u)~+pla -+ n)]?du,
0

qui nous amdénera & des résultats susceptibles d’une interprétation
géomdtrique simple.

Convenons d'appeler points opposés les points P et P, de la coarbe
correspondan( respectivement aux angles v et « + «.

[expression

(20) l)(u):p(u)—{-];(u+7r)...—- Z/l“ (@yr cos2hu+ ay,sina fku)

représente la distance entre les deux tangentes paralléles touchant la
courbe G en deux points opposés. Sil'on veut, P(«) est la projection
orthogonale de la courbe dans la direction donnée par angle « (*).

(1) M. Minkowski, dans sos recherches sur les corps convexes, ale premier considéré les
projections orthogonales des corps et des courbes. Il en a donné plusicurs théorémes intéres-
27

sants. Entre autres aussi I'équation f P () du = 2L, qui est renfermée dans le déve-

loppement (20). Pour les recherches (zlc M. Minkowski, »oir les deux Notes : Ueber die
Begriffe Lénge, Oberfliche und Volumen (Jakresbericht der deutschen Mathematiker-
Fercinigung, Vol. 1X, p. 115); et Sur les surfaces convexes fermées ( Comptes rendus de
/’Acadc‘mw des &cwnce.s de Paris; janvier 1gox)-

Un Mémoire 6lendu contenant les recherches ultérieures de M. Minkowski sur les corps
conyexes parailra prochainement dans les Mathematische Annalen.

Ann. Ee. Norm., (3), XIX. — OcTonne 1902. 49
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OrT'équation

P o

‘ ] 2 — ! T T2 _ (LY > QO A+ a,
(a1)  M[P (u)]_;%_—f [P ()] clu~_<F> T Sy T
1

3

, I . N ’
dans laquelle le second membre est égal & = A [voir (13)], nous montre
il :
quelamoyenne arithmétique des carrés de toutes les projections d’une
courbe convexe satisfait i 'incgalite

(22) M P ()] <';r)

Nous en pouvons conclure en particulier qu’il existe toujours des
projections qui ne sont pas inféricures i =, ¢’est-i-dire au diametre
d’un cercleayant méme périmdtre que la courbe C. Le signe d'égalité
dans (22) n’a lieu que dans le cas oli

Ag == €y O (h=1,0,3, ..0).

Mais alors on a, d’aprés (20),
P
PQayzpla)yplu-t-m) =

d’ol ce résultal :
Toutes les projections P(u) de la courbe ont la méme valear con-

ld
stante —-
™

Ces courbes convexes, qui ont la méme projection dans toutes les
directions possibles, me semblent mériter une étude particulivre (*).
Considérons, pour plus de simplicité, celles de ces courbes pour les-
quelles le rayon de courbure p(u) est développable en série de Fourier.
Le développement de p(u) aura la forme [voir (2), (4) dun® 2]

el
\ 1 Y .
(23 o () == =y~ Uyt COS(2 K 1)1t~ ey sin(ak 1) ul;
f 5 : 2l v

fe =1

les coordonnées du point P de la courbe, dont la tangente fait 'angle «

(1) Reulaux, dans son OBuvre Theoretische Kinematik (Braunschweig, 1875), a fait
(quelques remarques au sujet de ces courbes et en a donné quelques exemples. Les courbes
particulitres formées par Reulanx se composent d'ares de cercle.
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w
[os)
~1

avec I'axe des abscisses positives seront [ d’apris (6), n° 2]

1 Wy oy = ),
Z= o -——ml i@ +—2 <— RELES M Vo N

bk
Ly - . Joem .
o 22l — b sina k),
(24) o
24
I s, —(l -
o=t b cosu —}-2( et T2t cosa ku
=t ~
ﬂ’, — 'y,
4 Rl lgina ko );
: /[/\

enfin on aura, d’apres les ¢quations (3) du n® 3,

cosaku

. T Y 1(9A—1)-——(4,,H(0/.—(—x)
.f2< -

o ak —1
— (M-——Z sina/k u)
(23)
1 N /g (2 1) = gy (2 fe— 1
-n;:-(jw—)(ﬂ"”( F >/ k-1 )4103'2/.'14
2 \ hk
ko=
Lypry (2 k= 1) =y (2 — 1
m}.,, ».Mz/!,|,.l,(.4 .»._.__3’...;.,) l "./f - l F.} Hl[l ") A l{>
| Ik

£ ety désignant les coordonnées du centre de courbure correspondant
au point P.

Les valeurs de & et v ne changeant pas si 'on remplace w par u + =,
il est ¢vident que les centres de courbure correspondant a deux
points opposés P et P, se confondent. Done la droite PP, est normale
ala courbe Cen chacun des points P et P,. En d’autres termes : Toute
normale de la courbe est une binormale. Ou encore : La développce de la
courbe est une courbe double, dans ce sens que le centre de courbure par-
court la développée deuzx fois de suite lorsque le point correspondant de la
courbe primitive parcourt celle-ci une fois.

Ce sont 14, comme on le voit aisément, des propriétés caractéris-
tiques de ce genre de courbes. Une autre propriété caractéristique
résulte des remarques suivantes :

Si nous changeons la valeur de la constante a,, les formules (23)
et (24) ne s"appliquent plus & la courbe C, mais & une de ses paral-
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léles. Considérons en particulier celle de ces paralleles € que I'on
obtient en remplacant «, par zéro.

Alorsles développements (24) ne contiendront plus que Mangle 2u;
de sorte que la parallele G est une courbe double, le point apparte-
nantal’angle u + = se confondantavecle pointappartenanta langle w.

“n’est plus une courbe convexe, comme cela résulte déja de ce qu'il
n'y a qu'une seule tangente de la courbe parallele & une droite
donnée. De plus, si Pon suppose que le rayon de courbure g (u)
varie d’une maniére continue, on voit que o («) doit 110((*%411011101][

changer de signe dans Uintervalleo...w, es valeurs g (0) = ) oy, 0L
l

N , . , . -
o(m)=— 2‘ wenr Ctant de signes opposés. En faisant, en outre,
1

'hypothese que 'équation

S b

p(w) '—;232[_/125.,‘,1 COs (2l - 1)t~ dyppq Sin (2 h = 1) ] == 0

1
nadmette quun nombre limité de racines dans intervallew = o. .. =,
ce nombre de racines seraimpair et au moins ¢gal & 3. Car, s’il n’exis-
tait qu'une seule racine « == a, la fonction p(w) ne changerait de signe
dans lintervalle u=o0...27 que pour u=ao ¢t «=a-+ =. Donc
o(u)sin(u — ) seraitd’un signe constant dans tout l’intcrvalle 0..2%

Mais c’est ce qui est impossible, I'in l,éwr:llc/ e(w)ysin(u—a)du
0
ayant évidemment la valeur o ().
Donc, dans les hypothises olt nous nous sommes placé, [a courbe (
posstde un nombre impair, au moins égal & 3, de points de rebrousse-

ments.

(1) En généralisant ce raisonnement, on obtient le théoréme suivant :

Dans 'lypothése que
fw)y=ancosnu ~+ aysinnu] - [ @ps 08 (72 ~= 1)t = ety g SIN(12 = 1) U] 4. .\

représente une fonction continue dans Uintervalle oZusow, I'équation f(u) = o admel
dans cet intervalle au moins an racines.

(Vest une généralisation d'un théoréme di & Sturm.
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Ces remarques nous ontconduit a la construction suivante, quinous
fournit des courbes simples du genre considéré. Prenons trois arves
de cereles dont chacun touche extéricurement les deux autres i ses
extrémités ( fig. 3). Ces trois arcs forment une courbe A, A, A, =

Fig. 3.

dont les paralleles, telles que B, B, B,B, B, B! = C, sont évidemment
des courbes convexes ayant une méme projection orthogonale sur
toutes les droites de Teur plan.
De méme, les courbes convexes qui sont les paralltles de hypo-
eyclide trois rebroussements sont des courbes de espece considérce.
5. Considérons maintenant une fonction /() bornée etintégrable
dans Uintervalle 0 25 Sam, satisfaisant & la condition

Sem—3)=/(5)
et développable en série de Fourier.
Le développement de /(5) aura la forme
“ ! ! >
(1) f(.;):.-;‘co ~i~>_‘c,,coa/x.4.
1

En combinant ce développement avee U'équation (14) du n® 4, nous
obtenons

T - 27 r
[(2) d o ey e 1 ST d, . o e
2 dln —e (8102 TR ) dT = ~ et — (s8I T F5) ofF
(=) sinz d.‘i( 7) 2./, sinz dz( 7¥s)d
~|z e (2 2y |
= | L*¢, o Cul @f - ap?)
= | == - ) A
21 am kt—1

2
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L’intégrale se décompose dans les deux suivantes :
a1 WTC
f F(Z)sinF dFs —l«/ o f(7) cosTFsdZ = J, + I,
0 0

dont nous allons transformer la seconde J, par une intégration par
parties.
Posons, a cet effct,

(3) (p(f‘s)::z/_/'(%)m)s% d=
I
nous aurons

12._/ Fsdb(3) = [Fsy(Z)]F w—/ U(Z) dl's,

de sorte que I'équation (2) peut s’éerire ainsi:

P

7 | L*e, < e it o)t )h
I O et 4 T PRS R— NG R
(4) / £(5) ARy = [Fop (@)l T | 003 Calede

0l nous avons posé
(5) 7 (F) = [(7)sinT — (7).

L’intégrale, dans P'équation (4), peul élre mise sous une autre
forme. En effet, désignons pardsun ¢lément de surface situ¢ i Uexté-
rieur de la courbe C. Soit de plus o Mangle sous lequel on voit la
courbe C de I'élément dz, ¢est--dire Pangle des deux tangentes
allant de Pélément dz i la courbe C. CGet angle ayant la valeur con-
stante = — 3 le long de la courbe Cy, on a évidemment

W TC . v
(6) [ @ avs=[ [1z—aa,

Pintégrale double se rapportant & la partie du plan extéricur a la
courbe C.

Pour que 14‘34)(.%) reste finie pour T=m, la fonction $(%) doit
§"¢évanouir, pour T=1, au moins comme (¥ — w)%. Cette condition sera
certainement remplie d’aprés (3) si f(5), étant développable aux
environs de % == suivant les puissances de T - m, s'évanouit
pour & = .
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[ntroduisons enfin le développement (1) pour f(S) dans les expres-
sions (3) et (5) pour $(7) et 7(5). Nous trouvons, apres un calcul
facile :

. - S Crmt - Crpy . n
‘4’(-7):01(5—@—'—}_,J—l‘f—,ﬂsxllkﬁ,

(7) ¢ ;
7.(3):61(71—3)—!-2(/‘.__Q)C/"ﬂ-_(/r_“ 2) G sink3.
\ 1

2k

Faisons maintenant quelques applications des formulesprécédentes.
Prenons en premierlieuc, = 2, ¢, =1, ¢, = o pour £ >1, ¢’est-d-dire

J(Z) =1+ cosT.
Nous aurons, d’apres (7),
- - O
V()= (5 —m) -+ 2sinT + 5 sin23,

w(T)=m—3F —sinJ.

La fonction $(9) s’annule pour $ == comme (3 — )3, le déve-
1
loppement de /(%) aux environs de 5 == commencant par le terme
(7 —m)*
2 B

Donec
[Fzd(7)]g=—nF,

et les équations (4) et (6) nous donnent

» . 'Hl
(8) //(a-—sina)da_—_‘-;-—nla‘.

Cette formule remarquable a été donnée, pour la premicre fois, par
le gtomdtre anglais Crofton, quil'a trouvée par des considérations
appartenant au caleul des probabilités. M. J.-A. Serret en a donné une
autre démonstration dans un Mémoire publié dans le Tome IV de ces
Annales (année 1869).

Prenons en second lieu ¢, = 2,¢, =0, ¢, = — 1, ¢,= o0 pour £ > 2,

¢’ est-h-dire
JS(Z)=1— cos2%.
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Nous obtenons
1 z.’;
Y(F)= sinT— 3 sin37 = gs'm-"?:,
I . | 2 . e
7 (5) = ;sm%— »Gsnn’):: 3 sintz,

et Péquation (4) donnera
s 3y  TE oL
(9) ' //sm“o: do = 7 L2 7 (3 -+ ay?).
: 1 !

En faisant plus généralement

S(F) =1+ (—1)"cos kT (k>1),
on trouve

(10) ./:/‘Ij:esina——-f

=z LA (— 1)k it O
= L2 (— £ LTk,

R

A ’
sin(k —1)a-+ -/;_i;»-}sm(/r-%))a dz

Cette équation met en ¢vidence ee fait que la somme des carrés des
intégrales

2T 2T
1 , 1 .
wp== - f p coskudu, “p= = / psinkudu
Y0

/@
estun invariant par rapport aux mouvements du plan.
G. D’apres les recherches de M. C. Jordan ('), la courbe
z = f(1), y=9(t)

est rectifiable, si les fonctions f(2) et ¢(¢) sont continues et i varia-
tion limitée. L’arc s étant une fonction continue et toujours croissante
de ¢, il est évident que nous pouvons introduire Pare s comme variable
indépendante au lieu de ¢ sans changer le caractere des fonctions qui
représententles coordonnées (2, y) d’un point variable sur la courbe.
Si la courbe considérée est fermée et de périmetee L, les coor-

o TS .

(1) Cours d’Adnalyse, L. 1, p. 105,
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données (z, y) seront des fonctions continues et variation limitée de

(1) u=s 4

admettant la période 2=. Il s’ensuit que 2 et y sont développables en
série de Fourier, ou que toute courbe fermée et rectifiable peut étre
représentée par des équations de la forme

I -
z=_a +2 (arcosku—+ ajsinku),
) 1
by +Z (brcosku -+ b sinku),
1

le paramétre «, quivarie de o & 2w, étant proportionnel d 'arc s de Ia
courbe. Ceci établi, nous supposerons, dans ce qui suit, que les coor-
données @ et y, considérées comme fonctions de I'arc s (ou, ce qui
revient au méme, de «) admettent des dérivées dans la direction des
arcs croissants et que ces dérivées sont des fonctions intégrables
de s (ou de u). Alors on sait que @ et y se reproduisent par 'intégra-

. .o, dx d ) L.
tion des dérivées —= et Z%(‘) Par conséquent, on aura les équiva-
lences

dax o~ , .

e NZ(A‘&,C cosku — ke sinku),

du
(3) :

(l'y f‘ ’ WA /. "
' de NZ(/fbkcosAu — kb sinku).
1

, . da\* dy\* _
En outre, puisque (???) -+ (-{7;> =1, 0na

® (@)= (@)= (=)

En intégrant entre les limites ©u = o0 et u = 27, nous trouvons,

(1) DiNt, Fondamenti per la teorica delle funzioni di variabili reali, 1878, § 199.
Ann. Ee. Norm., (3), XIX. — OcronrE 1902. 50
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d’apres notre théoreme fondamental,

; \" /¢ b1 e L\
(5) Tt‘}‘/."(a,?.—i—a,;—lv b} - b,):’)ﬂ:(;;> .
1

D’un autre coté, aire I de Ja courbe s’exprime par Pintégrale

27
F = f & dy du,
Jy du

(6) 3 l(agby — ajby) =F.

1

d’oli

Des équations (5) et (6) nous tirons

On aura donc toujours
(%) L2 hmF,
le signe d’égalité n’ayant licu que dans les conditions
by=— ai, b\ == ay, ar==ap=by=1V,=o0 (k==2,3,...).
Ces conditions remplies, on a, d’apres (2),
x = é“ﬂ'*‘ a cosu + ay sinu,

1 .
¥ = P by— a’y cosu + a, sinu,

de sorte que la courbe est un cercle. Ainsi, les expressions (5) et (6)
du périmetre L et de 'aire ¥ d’une courbe mettent en évidence le

théoréeme fondamental des isopérimétres.

Les coefficients des développements (2) sont des constantes carac-
téristiques pour les courbes rectifiables. Ces constantes ont les pro-

priétés suivantes : .
En premier lieu, d’apres les équations

1 1 a 1 1 1 g 1 [
-y — rdu =+ | zds ~by—= — du = - ds
90 21r/°' Lf ’ 2 " am ) Y L)Y
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. , I
le point dont les coordonnées sont (; a,, %bo> est le barycentre du

périmetre de la courbe.
Considérons, en second licu, les constantes

i

27 27
1 I
(9) a":_f xz coskudu, b,;:~f ycoshkudu,
T 0 T 0

4 désignant un entier différent de zéro. Si nous augmentons les
coordonnées z et ¥ de constantes arbitraires, c’est-a-dire si nous
effectuons une translation quelconque du systéme des axes de coor-
données, les valeurs de @, et b, ne changent pas.

D’un autre coté, si nous remplagons le systéme des axes par un
autre ayant méme origine, les constantes ay, b, par rapport au nou-
veau systeéme, seront

. L B . am
(9") = —/ x cosku du, b= —-f y coshkudu,
¢ %), =) -
oll
@& == Cosax -+ sine ), y=—sinax -+ cosay.
On aura donc
ap=cosauda,-sinaby, b ==— sinoa,+ cosz by,

ce qui montre que le point dont les coordonnées sont (ay, b;) ne
change pas si 'on remplace le systéme des axes de coordonnées par
un autre ayant méme origine.

On peut done aflirmer que :

Le vectear allant de Uorigine aw point (ay, by) est indépendant du
chotx des axes de coordonnées ou, ce qui revient au méme, que ce vecteur
est un invariant de la courbe par rapport aux mouyements du plan.

Ce théoreme subsiste évidemment si nous mettons & la place du
point (@, by) le point dont les coordonnées sont

V270 W27
;o . 1 .
(10) a,.::-«f x sin ke du, ’,_.:—‘/ ysinkudu (k> o).
' T ] T 0
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Il s’ensuit, en particulier, que les valeurs des constantes
al+ b3, a0, a.l)—da, b, (k> 0)

représentent des invariants de la courbe.

C’est au moyen de ces invariants que s expriment, d’aprés (5)
et (6), le carré du périmétre L et 'aire F de la courbe.

Considérons maintenant la moyenne du carré de la distance de
I'origine & un point variable de la courbe, moyenne que nous désigne-
rons par

I 27
(11) R= — (z* -+ y*) du.
2T,

Pour abréger, nous appellerons le cercle de rayon R, dont le centre
est & Vorigine, le cercle moyen de la courbe pour origine.

D’apres les développements (2), on aura

y 3
I{B.‘%. ! 2 [‘2 AN 2 [2 2 /").
(12) REz= g (@) + 03) -+ 5 3 (@) + bh -+ a -+ b2,
1

2

ou encore

o
4 LG 0 ’y o
(12') R2oz r% - 5 Z (ef == b} - aj? -+ ///; ),
1

rdésignant la distance de l'origine au barycentre (»[; @, il)(,> du péri-
métre de la courbe.

La plus petite valeur R, de R correspond au cas ot lorigine s
confond avec le barycentre du périmétre de la courbe. On a évidem-
ment

(13) R:= i N(ah+ b+ dE+bf), R4 RE
1

De I’équation (5) nous tirons

2T

L\® < e e e
(14) ( >—-—R?,:.:é E (A2—1)(aj -+ b} -+ ajf -+ 0)2).
1

Cette somme est essentiellement positive et ne peut s’annuler que
dans les conditions

ap=br=aj==bj=o0 (k==2,3,4,...).
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On voit aisément qu’alors la courbe est un cercle. Done, le cercle

excepté, on a toujours
L>2nR,,

¢’est-a-dire que le cercle moyen d’une courbe, correspondant au bary-
centre du périmetre de la courbe, a plus petit périmétre que la
courbe, excepté dans le cas olt la courbe est elle-méme un cercle.
Dans ce cas, le cercle moyen considéré se confond évidemment avec
la courbe elle-méme.

7. Supposons maintenant que les coordonnées 2, y d’un point de
la courbe admettent des dérivées par rapport i Iarc s jusqu’a un
certain ordre »n, les dérivées jusqu’a I'ordre » — 1 étant continues,
tandis que les dérivées de 'ordre 2 sont au moins intégrables.

Pour abréger I’éeriture, nous désignerons les dérivations par rap-
port &

2T

= —3

.l.l ’
par des accents. Les dérivées premieres seront

I. dx I. L dy L
I @ e o L2 0SS == =
() P ? Y =ow Us PY s

sine,

a désignant angle que fait la tangente avec 'axe des abscisses.
Ces ¢équations peuvent étre réunies dans ’équation unique

L
) 2 4y = — ei%,
(») iy=

En différentiant par rapport & , on obtient

L\ .
" foall e 7 [ 2N Lim
(3) z" 4 iy _z<2ﬂ_> ek,
ol
dot 1
i f o = -
(4) A ds P

désigne la courbure. Une nouvelle dérivation donne

' L\? . .dk
r ol ; J— . >l 2 1 —
(5) 2" A Ly = (27[)6“( k +‘(ls)
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et, en continuant ainsi, on trouve

. L\7 . N
(6) 20m 4 [ytm) = <Q_E e (Y- 10,,) (m=1,2,3,...,n),

ol ¥, et ¢, s’expriment, d’'une manitre rationnelle ot entiére, en
dl d*k dm=2f

o S o Sy

Ceci établi, considérons les intégrales

fonction de £,

27
(7) D= / (2 iy ) (20— () due.
A .
Lorsque A > o, p. >0, on aura, d’apres (6),
) Lo\Me=t oy C
(8) o= (I’n) / (== 003) (yp— £6y) ds,

ce qui met en évidence le caractére d’invariance de I, par rapport
aux mouvements du plan. Calculons maintenant Pintégrale J, , & Paide
de notre théortme fondamental.

D’apres les équations (2) du n® 6, nous aurons les ¢quivalences

o1 S s . 2y
2~ —2-005), +~z 2 l @, Cos (/.'u e ,ﬂ) -t~ ¢, sin (/.'u e ——~) )
2 2
(9) ¢ Lo

1 \ A ). VXA
( ¥y ;I;(,sy,+ 2 2 [/14- cos(/.'u ~f= 1)75) - 0, sin <A'(1 - ;’-) ],
| - ) 9 )

& étanl =1 ou = o, suivant que A = o ou A > o. Le signe d’'¢quiva-
lence dans (g) peut d'ailleurs étre remplaceé par le signe d’égalité
pourA==0,1,2, ..., 2 —1I.
En supposant, en premier lieu,
p=z 2 (moda),
nous trouvons
Peh hd
(10) J}.,(J.::T (—1) 2 2/3"’“"((12. A bF A 2 - V),
1
excepté dans le cas olt A =0, p=o, 'intégrale J;, se confondant
alors avee U'intégrale considérée au n° 6,

42T )
I y N Y P p ’ i
(10") JM::/ (' yYdu=m 5 (al 4 bk) - Z (e 4= bF -+ a) 4+-072) |-
o y
1
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Supposons, en second lieu,

p=2Xi<+1(moda).
Nous obtenons alors

U= A1 ®
(11) hp=i(—r1) 2 2712/{7“*‘!*(0,,.1);— aybr).
1

Les équations (10) et (11) montrent que l'intégrale J,, ne dépend
essenticllement que de la somme h + 1 et que J, , a une valeur réelle
ou purement imaginaire suivant que A + p est un nombre pair ou
impair. Ces conséquences immédiates des équations (10) et (11)

‘peuvent d’ailleurs étre vérifices aisément par une intégration par
parties de I'intégrale J, .

Considérons maintenant les intégrales J,, correspondant aux

petites valeurs des indices A, p. On a

227
.]1,0:——‘]0,,,-::‘/ (2’ + iy’)(x—-—iy)du:if(wdy—yda:):2[F,
0

ou F désigne Iaire enfermée par la courbe. D’apres (r1), Paire F
s’exprime donc par la somme

(12) 'l*zTEEk(a,‘.b’,&.——a},b/g),
1

comme nous 'avons déja trouvé au n° 6.
En exprimant les intégrales J, ., Jo 0, Jus J5,. d'une part & laide
de (8), d’autre part par les équations (10) et (11), on obtient

L2 “ o
(13) = = m Y e (ah - bh -+ @+ OF),
1
(16) LN Chas :27:2 K (apbl — albr),
2w g :
1
L\* [, 3 Y
(5) (5__;) f/:—ds:_- m ¥ b (ah+ 0} + a2 + b2),
1

(16) <»}!‘;~r>k‘/‘ k3 a’s:zﬂz k5 (arby — ayOp).
1
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D’aprés (4), Pintégrale

1 T *
— V hkds = — | dx=w
27T 27T,

désigne le nombre de tours que fait la tangente si 'on parcourt la
courbe, tandis que 'intégrale

' (eas—= L (Y (!
Ef/. ds == L,/ = _.M<P2>

représente la moyenne arithmétique de I'inverse du carré du rayon

de courbure.
En combinant les développements (14) et (15), on trouve

L% 1 1.2
(17) -(?_TT)-'M<(32> __..?.’.,%,,)

=1 Y K[ (kag— b) + (k- bp)t 4= (K2 1) (b -+ B2)].
1

On aura donc toujours

LA N 1.2 Lo\e _
(18) (‘;_ETM <E) ~om w20 ou ()71-> M <ol‘> o

et, de plus, comme cela résulte de I'équation (7) du n® 6,

| RS 1 .2 L2 ,
(19) '(‘;T;“)T;M <P’> —oR®Egn T 2k,

les signes d’¢galité dans (18) et (19) n’ayant lieu que dans le cas du
cercle.

L’inégalité (18) permet de compléter e théoréme énoneé i la fin
dun° 3. .

Si la courbe considérée est convexe, onaura » = 1. Par conséquent,

IJ 2 1 [ - o T 2
| (;;) M <?> =>1 ou M <?JI> ~. <l>

si nous faisons abstraction du cas ol la courbe est un cercle. 1l y a
donc parmi les rayons de courbure un au moins de ces rayons p’
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tel que

I 27
- > T ou amp' << L

d’ol cette conclusion :

Parmi les cercles de courbure d’une courbe convexe fermee, qui n'est
pas elle-méme ur cercle, il y en a toujours aw moins un dont la circon-
ference est plus petite que le périmétre L de la courbe.

On remarquera que, pourladémonstration du théoreme précédent,
nous avons dit faire les hypotheses suivantes : les coordonnées d’un
point variable de la courbe admettent par rapport & I'arc s des dévi-
vées premitres continues ct des dérivées secondes bornées et inté-
grables.

8. En terminant, je vais donner quelques indications sur exten-
sion des recherches préeédentes anx surfaces.

Considérons une surface fermée qui divise I'espace en deux parties,
"une extéricure, autre intéricure i la surface. Supposons qu’il y ait
un point, et un seul, surla surface ott la normale extérieure a une
direction donnée arbitrairement. Si nous désignons par €, 7, { les
cosinus directeurs de la normale extéricure au point P de la surface,
le pointP’, dontles coordonnées rectangulaires sont (%, 7, {), prendra

sur la sphere
E_'“' - - C" |

chaque position une seule fois, si nous donnons au point P toutes
les positions possibles sur la surface primitive. Toute fonction du
point P variable sur la surface peut étre considérée comme fonction
du point P" correspondant variable sur la sphere. Mais une fonction
du point variable sur la sphere peut étre développée en série de fonce-
tions sphériques. L'emploi des développements de cette sorte est évi-
demment Panalogue de 'emploi des séries de Fourier dans les re-
cherches des nvs 2-5.

Considérons en particulier le développement de la distance p de
"origine au plan tangent i la surface en P. Nous aurons

(1) p=Xo+ Xi+ Xg+. oo+ X100,

) P K
Ann., Ee. Norm., (%), X1X. — OCTOBRE 1902, o1
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oti X désigne une fonction sphérique d’ordre £, c’est-d-dire une
fonction entitre ct homogéne d’ordre % de &, u, , qui satisfait &

Péquation
X, Xy | 0Ky

ke = - Y=o
e N oz

AX, =

Soient «, y, s les coordonnées du point P. En différentiant I'équa-
tion
tx+ny-+Cs=p
par rapport & £ ¢t 1 et en tenant compte de I'identité
EdE -+ ndn—+ §df=o,

on trouve, aprés un calcul facile,

Oy
&= t2,
R/
(=) Y= 00 why
I/
s ¢,
A ¢tant défini par Féquation
P B R
(3) . 7 ] ()g =1 ()‘I) -+ C (): l)’

En introduisant le développement (1) on obtient

(%) o — X+ Xy a X4 (=) Xt
e¢l, par conséquent,
I : IX ) . -
.L...ZI“-—(—)E-——(/‘———I)QXA- )
k=0 -
5 SN[ ek,
(5) ya._Z[r()‘-n— (/.__l)/,x,l_,
0
o [0X, :
s :2[10/ — (k- 0)EX |
o -7 -

Pour exprimer les rayons de courbure ¢,, ¢, 2 'aide du développe-
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ment (1), nous partons des équations différenticlles des lignes de

courbure
dx = pdE, dy =pdn, s=pdt

ou, d'apres (2).

da—é =Zidh+ (p +2)dE,

dgﬁ:‘ntn-—i— (p =+ 1)dun,
Jon :

d(—)lt): Cdh + (p+2)d8.
J3

En désignant par les indices 1, 2, 3 une différentiation par rapport
a L, 7, Crespectivement et en faisant, pour abréger,
p4+A=1t,
nous pouvons écrire les équations précédentes de la maniere sui-
vante :
(L4 Ey—pyy) i 4+ (8o — Pra)dn =+ (Ehy — pys) df =20,
(g = par)d == (L~ 1)y — pag)din = (g — pa3) Al =0,
(Chg— pay ) dE == (Lhg— puo) don =+ (L~ Chg — puy) dS == 0.

I¢limination de d%, dn, d¢ donne une équation du troisitme degré
en £, dont les trois racines sont
t =0, L=py+ 1, L =py+ I
Le cocfficient de ¢* dans cette équalion sera

— py— pa— 2h = Ehy~+ nhy—+ 8y,
parce que
?’p __

=0,

_Op O
P11t Prat Pag = & o T o

d’aprés (1). Remplacons A par la série (4); nous obtenons le dévelop-
pement remarquable

(6) prpr=2Xy—4Xg—2.0Ky— . o= (A—1) (k+2)X)—....
Le coefficient de ¢ dans la méme équation s’exprimant par
(pu-+2) (pa+ 1), -
nous trouvons, apreés un caleul facile,

- - - n I 9
(7) prpa=dpp—+ (M4 23 4-23) — ;([’1’14“/’32"*‘/’33 +2pis -+ 2P5 + 2ph),
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ou 1 désigne la série

(8) g X 3Ky 48Xy .o (A2 1) Xt
Introduisons maintenant, outre le symbole,

() u 0% u J ou
7

By = Gl + G+

"autre
. ()u e du dv du de¢
Alulo)= 5 52 * g5 o0 "oz 07

) Jap op
Zi) +—A<0/n /)‘

Nous tirons une premicre conséquence intéressante de I'équa-
tion (6). Si la somme des rayons de courbure p, 4- p, est donnée en
fonction des cosinus directeurs &, v, ¢ de la normale, le développe-
ment de cette fonction suivant des fonctions sphériques nous fera
connaitre les fonctions X, (k == 0, 2, 3, ...). Donc le développement (1)
de la distance p sera déterminé au terme pres X, qui est de la forme
e 5 -+ ceyn ¢, et qui dépend évidemment du choix de Porigine des
coordonnées. Mais, la distance p étant connue en fonction de £, 1, ¢,
nous pouvons construire tous les’plans tangents i la surface, et celle-ci
sera done déterminée comme enveloppe de ses plans tangen(s. Done :

On aura évidemment

) A 0,
(7") prpa== hp~+ A(R| X)) — _3; [A <f()/£

aip’ A ()/)
da ) ()f

La somme des rayons de courbure étant donnée pour chaque direction
de la normale extéricure, la surface est parfaitement déterminée & une
translation prés ().

En particulier, la somme des rayons de courbure n’est constante
que dansle cas ol p = X, -+ X,, ¢’est-d-dire dans le cas d’une sphére.

La constante X, qui figure dans les développements (1), (4), (6)
¢t (7) a une signification géométrique simple. En effet, d’aprés (6)
0on a

(9) f(p, 4 p2)do = 2X fdm =8 Xy,

(1) Ce théorémo a été trouvé aussi par M. Minkowski.
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dw désignant 1'élément superficiel de la sphere >+ v+ {*=1.
D’un autre coté,

do

PiPz,

ds étant I’élément superficiel de la surface primitive. Donc

o [+

¢’est donc I'intégration de la courbure moyenne sur toute la surface
qui donne 4= X,. Pour abréger, nous désignerons par M la valeur de
cette intégrale ('), de sorte que

(r0) doy ==

(r1") X == [;!.KM

Essayons maintenant d’exprimer I'aire O de la surface etle volume V

qu'elle enferme & I'aide des fonctions sphériques X; qui figurent
dans le développement (1). On aura, d’apres (10),

(12) O = { do e /p,pzdr,)’
(13) AY ;;%/1)(16:;;%f/)p,pgdm.
D’aprés (77), Uaire O se décompose de la maniére suivante :
(12") 0=32 42— 2,
ol

E‘T;E(II——«I)(/I." "*l)kaX;Ldm =3 k=0 (k- ,)'/'x;-;,f/«..),

kyhe *
(14) 222‘::2(1‘-“"1)(""“'I)fA(XkIX}z)dw,
ky h

fZXJz) A ( IXy

X\
a7 P —-—-->J//w,

Jd7

..... L A /9%e]0Xp 2.9
Zu'“’z‘%f["<“az‘[7€>“< o

et nous aurons une décomposition analogue pour le volume V.

{1) Cetto intégrale a 6t6 roncontrée par J. Steiner dans une recherche sur les surfaces
paralleles ( Werke, vol. I, p. 171). Elle joue un rdle important dans les recherches
récentes de M. Minkowski sur les corps convexes (loc. cit.).
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-l N . . ’ . . ,
Les sommes ¥ et » peuvent étre simplifices & I'aide du théo-
2 3

reme de Green appliqué i la sphere £2 + 2+ {* == 1. Soient v I’é1¢-
ment de volume & U'intéricur de cette sphére et w, ¢ deux fonctions
de &, 0, { admettant des dérivées premieres et secondes continues i
'intéricur de la sphere ¢t sur la sphére elle-méme. On aura

L 09 de Je . ;
5 ov 0% 0" — [ , AT e
(15) fu <£ JF -+ 7 on “+ ¢ (),;>d(,) M/[A(u [0) 4+ wA(e)]d=.

I o o Ve X . . . &
En prenant ¢ = ~ (82 +n*+C*) et en supposant « homogéne de
degré r, de maniére que

Lou du
- = .,}..- '/l s -] o~ —
s ():: ()fJ N ()s

Alulo)=
on obtient

(16) / wdw = (r+3) / wdz.

Soit encore « homogene de degré r et remplagons ¢ par une fonc-
tion sphérique X, de degré £. L’équation (15) donnera

/cqu;,dm::/A(u] X)) dx,
ou, d'apres (16),

(17) [A(ulx/u)(lm = L(r -k ~+~l)fl{.X/..(lru.

Si nous faisons u =X, ot X, désigne une fonction sphérique quel-
conque de degré A, 'équation (7) donne, puisque A(X,|X;) est
symétrique par rapport a X, et X,,

/A(X,L[X,,.)(lw (b +;)fx,tx,ﬁd(,):/z(A~+/¢+1)/'xkx,,(lo>.

Done
jA(sz X ) doy = e (2 + ;)fxm,),

tandis que les intégrales s’évanouissent si £ differe de A.
. « ’ . - -l R 'R
D’aprés cela, les sommes z et _5_ s’expriment de la wmanibre
2 3
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suivante :
S =Sk =1 k(ak +1)fxz.dm,
2
YV =I¥ k=) (2 k- f{‘(gx,,w IXEN (9%
2, S (k=) (ak =) ldg)—l- o-f,)' %) | e

I

= _2(/;_x)(gﬁ-*n)/:(z/c+1)/xzdo),

2

et en substituant dans (12”) on obtient finalement

(18) ():——%2(/{—1)(/{—#—2)[}(%4&)

0

=4 Xi— 1 N (k) (k+ z)fxz.dm.
iz ?

(est 'équation qui est 'analogue de I'équation (8) du n® 2. On en
tire immédiatement cette conclusion que
(19) M*24m0,
le signe d’¢galité n’ayant licu que dans le cas de la sphere (*).

Pour simplifier le développement du volume V, on doit s’appuyer
sur une formule qui se déduit de (17) de la maniere suivante. Rem-
placons u« par le produit X, X, de deux fonctions sphériques quel-
conques. Il vient

fX,A(X,,I X, doy —I-fX,LA(X,l Xp)do = k(- k -+ [+ i)fX/‘XA‘X[(Zm.

En combinant cette équation avec les deux autres qui en résultent
par la permutation des indices 4, £, /, on trouve

(20) fX,A(X,,]X,,)clm: (/L+/f——l)(/z+/i'+l—+—l)fX;LX/,.X1dm.

1
2

A Taide de cette formule. qui subsiste pour trois fonctions sphé-

(1) Ce théoréme a t6 donné pour la premiére fois par M. Minkowski (lec. cit.).
Le développement (18) s'oblient d’ailleurs immédialement sil’on fajt usage de la formule

0 =fp(‘o,+pz)(lw,
due & M. Minkowski.
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riques X;, X, X, quelconques, on obtient pour le volume V le déve-
loppement suivant :

(21) 24V:2C1,,k,,f Xu XX, do (hk,l=0,1,2,3,...),

fn kot
le coefficient numérique Gy, ayant la valeur

(22) Cppy=8(K—0)(h—1)+4k—1)(l—1)(h+k+L+1)(h+k-—1)
— (k=) (k) (b= ) (o h— [ 2).

Apres avoir développé Gy r,en polynome de 4, £, £, il est évidemment
permis de faire une permutation quelconque entre les indices 4, £, (
dans chaquae terme de ce polynome. Cela nous donne le moyen de
varier I'expression du coefficient C, 5 ,. On aura, par exemple,

("“,l) 24V :-?~ZC;,,A-,/fXILX/rX/(I(’)$

hokt
ou

(02') gy GRPRE 12 k2 4 Ghk 3k — 65 gk* 6k 4 8.

En ordonnant la série (21) suivantles puissances de la constante X,
on trouve encore :

(23) 24V = 3am Xy 12X, 3 (k1) (h 4 2) /X}‘:.([m

s ' ,
,.|..2 LI[,A’,[/X/IX/EXI‘/M’

hok, 1

les indices A, £, { ne parcourant que toutes les valeurs entiéres = 2.

Ces développements du volume V sont assez remarquables. Mais il
parait trés difficile d’en déduire le théoreme relatif aux surfaces et
analogue a celui des isopérimetres, qui s’exprime par Uinégalite
0*~236w V2 Méme la démonstration, & 'aide des développements pré-
cédents, de Pinégalité plus simple 0*23MYV, donnée par M. Minkowski
pour les corps convexes, présente des difficultés que je n’ai pas pu
surmonter jusqu’a présent.



