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LES GROUPES D'ORDRE P^][\
p ÉTANT UN NOMBRE PREMIER PLUS GRAND QUE LE NOMBRE PREMIER q,

PAR M. RAYMOND LE VAVASSEUR.

1. Le groupe cherché contient un sous-groupe d'ordre/?2 . On a
p^q^ ̂ p^ m ( i4- hp ) ( théorème de Sylow ) ;

donc
(f-^. m(ï +/ip).

On ne peut avoir TU === i que si p divise (f — :r, c'est-à-dire si y == 2,
p == 3 ; m == q donne y = i + hp, ce qui est impossible.

Ainsi, sauf dans le cas où Uordre du groupe est égal à 36, il y a
nécessairement dans le groupe cherché un sous-groupe d'ordre p'2 conjugué
de lui-même.

Nous séparerons la discussion en trois parties :

I. Le sous-groupe T, d'ordre p2, conjugué de lui-même est G^- ( 1 ) ;
II. Le sous-groupe r est ((x^)2 ;
III. Groupes d'ordre 36 n'admettant pas un groupe, d/ordre 9,

conjugué de lui-même.

. 2 (I). Le sous-groupe conjugué de lui-même est G^.
i° Le groupe admet une opération d'ordre q1. On a

aP' =: ///' = î , ! ab =: ab^-f

avec a^^si (modjo2); a == î donne
G//2^=: (j^3Gyï.

( 1 ) Pour les diverses notations dont il est fait usage dans ce Travail, consulter mon
Mémoire ; K numération des groupas d'opérations d'ordre donné (Paris, A, Honnann, ou
Toulouse, Privât).
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3. G^ est défini par les équat ions
a^= î/f' —-ï, ab = ba^,

a appartenant à l'exposant y (mod/?3).

4. G^s est défini par les équations
a^== b^^iy ab == /^a,

a appartenant à l'exposant (f (modp2).

5. 2° Le groupe n'admet pas d'opérations d'ordre y2. On a
^= /^/=:c^=i,

a& = ôaP avec j3^ ̂  r ( rnocl p^ ),
ac = cc^ avec y^ =s i ( m od p^ ),

Si. p == y == ï , on a le groupe décomposable
G^a ( (:ry )2 == Gy^/ (IX('/ *

6. Si (3 == r , tandis que y appartient à l'exposant y (mod/?2), on a
encore un groupe décomposable

ti^a^Gy»

7. Supposons que ? et y appart iennent tous les deux à l'exposant y
(rnod^2); on a

aP^P^^PaPT^
^cP =: ^aPcP =. Z/cP-^P^,

Mais on a
, y=p^ A^o,

Là congruence [3^=sï (modj^2) devient
pi+//-psï (modp2),

II suffira de déterminer p par la condition
i + hp ̂  o (modr/) .

1 Prenant alors bc^=V au, lieu de b comme opération génératrice?
on a

! ! , ! 1 ! aV^b'a. '
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On retrouve
G^G^.

<S (II). Le sous-groupe F est (G^)2.
Le sous-groupe T sera engendré par deux opérations a et 6,

d'ordre p , permutables l 'une avec l'autre,
^=^==1, cib^ba.

(1) Supposons que G contienne une opération c d'ordre q1

c/r' == ,i, j ̂  j c =: c ; r/, Z/ ; ;
on aura

ac =: ca^-b^y
bc=.(;a^b^,

a^hyc = cYr^'t-W^^-t"^'.

A risomorplHsme du groupe S a, b\ ainsi déterminé correspond une
s u b s t i t u t i o n l inéa i re fa i te sur les exposants

.s- == [ .y, y ; y.x 4~ yj.', (3.2; -4- oy j,

les nombres a, p, y, S étant pris su ivan t te module p.
I l faut que l'on ait

.^=1.

Pour qu' i l existe des sous-groupes d'ordre p du, groupe \ a, b \ avec
lesquels l 'opération c soit permutable, il faut que la congruence

cr2 — cr ( a "h r5 ) -4- a l̂ — (3y ss o ( m od p )

admette des solutions (1).
a" étant l 'une de ces solutions, on pourra trouver des nombreso? et y

tels que l'on a i t
( a ' ï ô y ) c = c ( a x ô y " ) { ! .

On aura donc
O-^ESI (mod/>).

Soient / le nombre des sous-groupes d'ordre^ du groupe j a, b j avec
lesquels c est permutable, m et n les nombres des ensembles de q et

( l ) Voir È numération, des ^roupea cl'opérations ̂  Chap. VU, p. 40. Paris, Hermann.
Afin, Ée, Norm., (3), XIX. - SKI»TEMBR!Î 1902. 4^
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de cf sons-groupes d'ordre p de \a,b\, respectivement, tels que
c transforme les uns dans les autres les sous-groupes d'un même
ensemble; on a

l [ p — ï)+ m q { p — î ) +nq2(p—ï)'==pï—î
OU

14- fnq -+- nq2 = p + i.

De cette formule on tire la conclusion suivante :

Si la congruence (i) est irréductible, alors l est nul., et l'on voit que
q sera nécessairement un diviseur de p + i.

9. Nous allons maintenant dist inguer deux cas :
a. La congruence ( i ) n'est pas irréductible;
&. Elle est irréductible.
a. La congruence (i) n'est pas irréductible. On ne peut avoir / == i,

car on en conclurait
mq "h ru^ =: p,

<y devrait diviser p , ce qui est Impossible.
On a donc, au moins,

^=2.

Nous pouvons supposer que c est permutable avec j a j et avec \h\,
On aura

ac =: ca^y avec a^ ES i ( mod // ),
bc:^cb^ avec (3^21 (mod/^) .

Si a === [i== i, on 'a le groupe décomposahlô,

(G^G^.

•lO. Si, a === ï y tandis ^ue ? appartient à l'exposant y (mod/^), on a
le groupe décomposable

^ 1 1 1 , : ! .. G^G^(1). ^

•11.. Si a === i, tandis que p appartient à l'exposant (f (madp), on a

( 1 ) Voir Énwlémtion des groupes cl1'opérations) p* 33.



LES GROUPES D'ORDRE p2^2. 33q

le groupe décomposable
G^G,n.

12. Prenons le cas où a et p appartiennent tous les deux à l'expo-
sant y (modj?). On aura

(3 == a7-, r ̂  o.

Les groupes G^s correspondants sont définis par les équations
0^== ̂ ^ c^= i, a/^ = ̂ a, ac -==: ca^, bc -=•=. cb^',

ou a appartient à l'exposant y (mod/?). On a

a30 by c^ b\1' c^ == a^ V' ̂  a^ bv^.

Pour que a^f^'c^ soit permutable avec le groupe {cf, b^}, il faut ou
bien que l'on ait

x := o, ou bien y •= o, ou enfin r -=. i .

Si r== T , chacun des/^ + i sous-groupes d'ordre^ du groupe \a, b\
est conjugué de lui-même dans le groupe total.

"Dans l 'équation
/ + mq + nef- =r p -}- r,

on a
m. =: n •== o.

Le groupe pour lequel r== E doit être mis à part.
Si r est d i f férent de i, les groupes a \ et | 6 sont les seuls groupes

d'ordre/? conjugués d'eux-mêmes. On a
lz^.2, n == o, ac == c^, bc^cb^.

Changeons ^ en (f' avec r,rs=^i (rnody). On a

ac^ =:= c'"! a^*, bcr^ =: c^ ̂ a.

Permutons a et &, prenons ̂  au lieu de c comme opération généra-
trice; on trouve le groupe correspondant à /Y.

On voit donc qu'après avoir pris à part le cas r.===i et le cas

0) Voir Ê numération des groupes ci''opérations, p. 33.
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r = = < 7 — i , deux valeurs de r associées (mody) donnent le même
groupe.

Si q == 2, on a un seul groupe G^.
Si y ^3, le nombre des groupes G^, est

^7 — 3 a + ï
-/———- •+• 2 = -r———— •

2 2

13. Nous arrivons au cas où a appartient à l'exposant ^ (modjî?) et
P à l'exposant y2 (mod/?).

On pourra alors supposer
a == p^' (r premier avec q).

Les groupes G^.s sont déf inis par les équations
aP = b^ = c^2 == JT , ab == ^^, ac == caP^, 6^ == c^^

où p appartient à l'exposant y2 (modp). On a

aÂ&p-cv=ckva><^'/^r.
Les groupes \a\ et j & { sont les seuls groupes d'ordre p de \a, b \

conjugués d'eux-mêmes dans le groupe total.
On voit qu'il y a ainsi q — î groupes G^.

14. Enfin, supposons que a et p appart iennent s imul tanément à
l'exposant q1 (modyo). On a

(3 =: a^ (r premier avec y).

Les groupes G^l sont définis par les équations
ciP == bP == 6"72==; î , a& == &a, ac == ca^y 6c =; cb^\

où a appartient à l'exposant y2 (mod^)y r étant premier avec q.
On a

a^ W4 ̂  == ̂  d)^ W^\

Le cas r = = = i doit encore être mis à part ; le groupe correspondant
est tel que les p •+" î sous -groupes1 correspondants d 'ordre// du
groupe \a,b\ sont conjugués d'eux-mêmes dans le groupe total. Pour
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les autres valeurs de r, deux valeurs de r associées (mody2), c'est-
à-dire telles que /T'SESI (mod^2), donnent le même groupe.

D'ailleurs, la congruence x1^! (mody 2 ) admet les deux ra"
cinés i et y2 — i.

Donc, il y a
7 ( ^ — J ) — ^ . , _ q {q — i ) •+- '>-— » — . , " " " i " ja ..—, ——————————

2 3

groupes G;̂  (^ 3).
Pour y = 2, il y a seulement deux groupes au plus,

p3,l p3,2
1X^,2 , lï/i. î .

15. b. La congruence (x) est irréductible.
Nous eTvons vu que, dans ce cas, q divise p 4- T .
On peut choisir les opérations a et &, d'ordre/^, de façon que l'une

soit la transformée de l 'autre au moyen de l'opération c, d'ordre r/^.
La substitution

s == [ ̂ , y ; ax -+- yy, (3^ + r3j |

devient, puisqu'on a a === o, ? = i,
.ç=(^,y; yj, /r-4~o>|.

1° Examinons d'abord le cas où q = 2 :
On a

.y2 = | ̂  y ; yx -4~ y ôy, rî.r -4- (y -4- ô2 ) y [,
puis
^===|,^>,y;y(y-l-r32)^^y3(ây+rî ; t)y, 0(2 y 4- rî2)^? -h (3y<32 •+• y2-}- â'')y(.

Comme .y4 == r , on doit avoir, ou
ôsso (rnod/?),

ou
a y + â ^ ^ o (modp);

puis
. y^+yâss ï (mod/?)

et
y2'4- yrjs -4- à yrî2 4- ô4 si ( mod ^ ).

Soit d'abord
o ss o (mod/^),
y2^ i. (mod/?),
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o == o, 7 == i donne

alors

.ç=:|.y,y;y,^|,
a^ byc •=: caybx, ac == c^, /-/c = <?^,

r^C = C^û! == CûtÔ.

Il existerait donc un sous-groupe \ab\, avec lequel c serait permu-
table.

16. S ==== o, y == — i donnent
^=|^.y; "-y^l.

û^ />y c == ca~^ b^, ac -^cb, bc == ç a " " 1 .

Les congruences

donnent

x ES •— o-y (rnod/>),
y ES a".y (mod^)

cr2 4-1 ̂  o (modp).

Nous devons nous placer dans le cas où cette congruence est irré-
ductible, p doit donc être de la forme (\m -h 3.

Soit ï u n e racine (imaginaire de Galois) de la coîigruence irréduc-
tible

^ -h ï == o [ rnod (p == 4 r^ •+• 3 )].

Posons b = a1 (en introduisant les exposants imaginaires de Oalois).
On a alors

Le groupe G^ est défini par les équations
a^^ = &4 = î , ab = /^a/ ! ( /? == 4 /n. + 3 ).

17. Supposons maintenant
^^4-32^0 (mod^),
y2 .4-. y^a ̂  ^ ^ ̂ ^^ p ^

d^oû
y ^ s — i (mod/?),

? devra donc être de la forme ^t^-^ ï » car il faut que y soit réel.
La congruence

â 2 1^—^/) 1 1 1 (mod,/>)
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n'admet de racine que si l'on a
p—i

( — 2 7 ) â ^ (—ssy) 2 ^^! (modp).
Mais si l'on a

(•—• ay) 2 ^^! (mod^)
on a aussi

(ay^Esi (mod/?).
Or

ac •==. cb, bc -=. caï 65, a^ 6^ c =-= caT^ ̂ "^Sî;-.

Les congruences •
yp.^crÀ (niod/)) ,

À 4- 3p ̂  crpt (modp)

exigent, pour être compatibles, que cr vérifie la congruence
(j2— cîcr ss y (mod/.»),

00
(9 -<7 —ô) 2 ^ ^-4- 4y ̂  2 y (mod^) .

M^ais cette congruence n'est pas irréductible, puisque

(^^-(ayp"
est congru à ï (mod/^)-

18. Supposons maintenant y premier impair.
On doit avoir

(—yy/ 'ss ï (mod/^).

Or (f est impair et divise p + i ; donc il ne divise pas p — i .
Donc y == — i ,

fî=\x,y; —y, .'r.4~r3yl.

En raisonnant comme nous l'avons déjà fait en un problème ana-
logue (1), on a

é=/+y^ ,/w^i,
et enfin

y^ssi (modd/?, a?2— u),

u étant non résidu quadratique (modp).

(r) Voir Énamérailon de f! groupes cl'opérations) p. 58.
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Deux cas sont à dist inguer :
1° /appartient à l'exposant q (modcl/?, x2 — u).
Alors ^== i, c'7 est permutable à toutes les opérations du groupe.
Le groupe G^y. est déf ini par les équations

,̂.vs-n) -^ y^ ̂  ^ ^ ^ ̂  ̂ /^

/ appartient à l'exposant q (modd/?, x^ — ?//). q divise p •4- î , y est pre-
mier impair, u est non résidu quadrat ique (mod/>).

19. 2° j appartient à l'exposant <72 (modd/?, x^— u); ceci exige
que y2 diviser + ï.

Le groupe G^ est défini par les équations
a^1'"*1-""1 = ///2 = r, r̂ ; = /x^/,

.y premier impair , y appar t ient à l'exposant (f (modd/^ x^—ii),
u est non résidu quadratique (modp).

Le groupe G 1 , rentre dans cette catégorie.

'10. (2) Supposons main tenant que le groupe ne con t i enne pas
d^opération d'ordre (f.

Comme il contient au moins un sous-groupe d'ordre q1, il admettra
au moins deux sous-groupes distincts d'ordre q permutables l 'un avec
l'autre. On pourra prendre comme opérations génératrices deux opé-
rations a et b d'ordre p , permutables l'une avec l'autre, et deux opé-
rations c et d d'ordre q, permutables l 'une avec l'autre.

Les opérations c^d^ devront être toutes pe rmutab les avec le
groupe { a, b j .

On a ^ ' ! . ! ^ !

j a, b } } c, d j == g c, d j g < % , & ; »

Première hypothèse. — Le groupe j a, b \ cont ient au moins deux
sous-groupes d'ordre p avec. cliacun desquels^ et d sont séparément
permutables.

Xhia , ! 1 [

, • ! • ' \ 1 ac == ca^, • ûî^ss ï j
a<^== r/a0'', a^ss ï ^ f! ! , , .a . (rnod p ) . 1
bc^cb^, p^ss1!, ^ ^ / '
' b d ^ d b ^ , ' yîsi
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Alors

a^b^c^'ci^-z-. a^c^'b^' dv''^ ̂  a>^d^' b^^'= c^' d^' a^' '^' b^t^\

L'hypothèse est acceptable.
Si a == p = a' == ^ = i, on trouve

(G^)2^ (G^^G,)^ G,G;G^

21. Si. a == ? === y/== i, f^ appartenant à l'exposant y (modp), on. a
le groupe diîcomposable

G^G^G^G^G^.

22. Si a == f:t ~= i, tandis que v! et p' appartiennent tous les deux à
l'exposant y (mod^p), on trouve les groupes

W, ^).
23. Supposons qu'on ait a === y/ = i, tandis que fd et (^ appartiennent

à l'exposant y(mod/.>); l'opération a, conjuguée d'elle-même, se sépare.
Les opérations h, c, d engendrent le groupe

On retrouve donc
W, (^.

G^^.

24* Supposons a == f^^ ï , tandis que ? et a' appartiennent à l'ex-
posant y (mod/?). On a

On pourra supposer

ctc == ça, a<a? == da^',
bc^cï^^ bd^db,

a'=(B==a.

Les opérations a, d engendrent un groupe G1 ; de même, les opé-
rations 6, c; d'ailleurs, toute opération, du groupe a, d\ est permu-
table avec toute opération de j &, c\.

On trouve donc ainsi le groupe .
(G^)2.

( 1 ) Voir Énumém'Uon des groupes d'opérations, p. 57.
(2) Loc. cil. y p. 3'.̂  33.

Anit. Éc. Nomt,, (3), X ÏX, — SEPTEMBIIE 1902. 44



346 R. LE YAVASSEUR.

25. Si a = = ï , tandis que [3, a/, ^ appar t i ennen t à l'exposant q
(mod/?), on a

(W == ça y r/<^ == ('/a01',
^ == <^P, ^ .-r: db^'.

Soit ̂  === ̂
b^d = ̂  b^d ==: c^^ :

donc l'opération c^d est permutable avec b.
On retrouve le groupe

(G^)2.

26. Supposons enfin que les quatre nombres a^ ?, y/, p" appar-
t iennent tous les quatre à l 'exposant y (rnod /?).

On peut, sans nu i r e à la généralité de nos considérations, supposer
que l'on a

ac ""= ca^'y ad •:::: da^y

bc=c^\ hd^dh^',

a appar t ient à l 'exposant y Çnioàp).
On en d é d u i t

ad^^d^a^1,
cw'd^1-^ claac:^'l ̂ = c d " " 1 a^

Prenant cd"^ == </ au lieu de c comme opération génératrice, on est
ramené au cas précédent*

27. .Deuxième hypothèse. — La, première hypothèse revient à. sup-
poser qu' i l existe au moins deux sous-groupes d'ordre p du groupe
j a, b j , conjugués d'eux-mêmes dans le groupe total j a, b, c, d\.

Nous allons, actuellement, supposer qu ' i l n'y a qu'un sous-groupe
d'ordre^, conjugué de lui-même dans le groupe total.

Cette hypothèse est inadmissible : en effet, soit j a j le sous-groupe
d'ordre^ conjugué de lui-même dans le groupe total.

L'opération c, d'ordre y, étant déjà permutable avec le sous-
groupe \a , sera permutable à ^a^sous-groupes d'ordre^, au, moins,
dans le groupe a, b }.

On peut supposer que j b \ est le deuxième sous-groupe d'ordre/^
avec lequel c est permutable. , ! ! .
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Alors on aura
ac -= ça'3-, bc = 61^!3

a^ =•= c/cxï, ^ = (̂  bV\

1° On doit avoir a = :̂ (3.
En effet, si. l'on avait a === (3, oserait permutable avec les/? •+-1 sous-

groupes d'ordre p du groupe \ a, b j , et comme rfest permutable avec
deux d'entre eux au moins, il existerait deux sous-groupes d'ordre^
con jugués d'eux-mêmes dans le groupe total. C'est contraire à l'hy-
pothèse.

2° A l'isomorphisme du groupe J a, b [ en lui-même, obtenu en le
transforoiant par l 'opération c, correspond la substi tution d'ordre q

.s-^l.'r^y; a.r, (3 y\.

A risornorphisrne du groupe { a, b \ en lui-même obtenu en le trans-
formant par l 'opération d, correspond la subst i tut ion d'ordre y

l-= .y, y ; y ^4- À y, ^j|.

Puisqu'on, a cd == de, on en déduit.^ === ts.
Or

^rrr j^y; ya.r.+Àpj, ^py|, 1

f.s ̂ : 1 ̂ , y ; ay ̂  + aÀ y, ^(3 j [ .

Donc on a a^p, puisque À est dif lerent de zéro.
11 y a contradict ion.

28. Troùièrne hypothèse. — II existe des sous-groupes d'ordre/? du
groupe j a, b\ avec lesquels c est permutable; il. existe des sous-
groupes d'ordre p du groupe a, b\ avec lesquels d est permutable;
mais i l n'y a pas, dans le groupe total, de sous-groupe d'ordre/? con-
jugué de lu i -même»

Cette hypothèse est inacceptable.
En elïet, on aurait

0^== ̂ = cy^d^^rï, . ab == bci, cd==:clc,
ac = ca^y bd^cib^y
ad-^dafb^, bc^zcaV'^,
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d'où les substitutions
.ç==|^,y; aa;-\-[j.y, ôy[ ,
È= ^,y; y x , }^-+-(3y],

.̂ - == | .r, y ; ya.r-4- y^. y, >^ .ï 4- ( X ;x 4- p rî ) y [ ,
^ == ,̂ y ; ( ay + f^) .r + (S^.y, .̂r + pôy ] .

L'égalité st=ts exige Xp^o (mod/?), tandis que, d'autre part,
l'hypothèse exige que À et (JL soient l 'un et l'autre différents de zéro.

29. Quatrième hypothèse. — II existe des sous-groupes d'ordre/.» du
groupe j <2, b\ avec lesquels c est permutable; 'mais d n'est permu-
table avec aucun, des sous-groupes d/ordre/?.

1° Imaginons que c soit permutable avec toutes les opérations du
groupe \a, b j .

On a alors le groupe
G/W (^.

30. 2° Si, l 'opération c n'est pas permutable avec toutes les opéra-
tions du groupe a, b \, alors cf doit divisera — i ; mais, d'après l'hy-
pothèse faite sur d, q doit aussi diviser/? 4- ï: ; donc y == 2.

On a '
ac -^ ca^y bc == cb^y a, (3 == ±: ï,

a^== dd^îA1^
bd'=da^b^.

J'en déduis
acP = c^^ /̂ ;- <:/ =: ̂ a1 ^at^' ôH-t^^r: J^a7-24"?-^' b^W\
bd^ da^'b^d == da^cïa^b^^ ^f/^^'^'^P''^14"^'8,

d'où
À^+JJL^S i, .î. +jj/^ o, V y. + JJL^^ ï (mod p),

donc
pi's—}^ F^-+"À222ï (mod/?) ,

^ ̂ r ̂  = dc^^'y b^^y.
Les congruences

À^-hî/yssa.r
' (modp)

pL.y — À y ss cry

(l) Voir É numération des groupes d'opérations, p. 60.
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seront compatibles si l'on ci
(y2_ ^2__^ /^^ (mod^) ,

et, par suite,
cr3=± i.

Il existe donc des groupes d'ordre/) auxquels d est permutable.

3l. Cinquième hypothèse. — Aucune opération du groupe j e , d\
n'est permutable avec un groupe d'ordre/? de a, b .

D'après ce que nous avons démontré (1), les substitutions à con-
gruence caractéristique i r réduct ib le se répartissent en groupes
cycliques J formant une suite complète unique de sous-groupes con-
jugués : donc deux isomorphismes correspondant à de telles substi-
tutions ne peuvent être permutables que si. l 'un est une puissance de
l 'autre.

Donc la c i n q u i è m e hypothèse est inadmissible.

32 (TU). Il nous reste à nous occuper des groupes particuliers à
Perdre 36 pour lesquels il n'y a pas de sous-groupe d'ordre y conjugué

•de lui-même.
Soit G' le groupe cherché, d'ordre 36; r un sous-groupe de G, con-

jugué de lui-même, et d'ordre maximum; —sera un groupe simple;

car si — a d m e t t a i t un sous-groupe conjugué de lui-même qui ne fût
pas uniquement composé de l'opération identique, G admettrait un
sous-groupe conjugué de lui-même dont l'ordre dépasserait l'ordre
deF.

Le g r o u p e — n e peut être que d'ordre 2 ou 3, car il n'y a pas de
groupe simple d'ordre 36. En effet, on a

36 = 9/n(3 h 4-1) (théorème de Sylow).
Donc

4. = m ( 3 h •+• î ).

Comme par hypothèse il n'y a pas de sous-groupe conjugué de lui"

(1) Voir Énurnération des groupes d'opération.^ p. 5-2.
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même, (Tordre 9, on a
771 == h -==: î .

Supposons que les quatre groupes transformés d'ordre 9 n'aient
pas d'autre opération commune que l 'opération ident ique, alors on a
32 opérations dont l'ordre est mul t ip le de 3, et 3 opérations d'ordre 2 :
donc un sons-groupe d'ordre 4? conjugué de lui-même.

Si. les quatre groupes d'ordre 9 admettaient des opérations com-
munes, on aurait 'un sons-groupe d'ordre 3 conjugué de lui-même.

~ ne peut donc être que d/ordre 2 ou 3.
Donc F sera ou d'ordre 18, ou d'ordre 12.
S'il est d'ordre 18, il admet un sous-groupe conjugué de lui-même et

'i ^d'ordre 9(1) . Comme 9 e t — = 2 sont des nombres premiers entre
eux, ce sera aussi un sons-groupe conjugué de lui-même dans le
groupe total G (théorème de Frohenius) .

Doncr sera d'ordre 12,
Nous avons donc à étudier les groupes d'isomorphismes des

groupes d'ordre 1:2.

33. Groupe des isomorphismes de G^
(^=i).

Il, y a 4 isornorphismes : l'iso'morphisme identique ï , puis les iso-
inorphismes

u = (a, a8 ) (a\ a1 0) (a^ a8 ) (a^ a1 1 ) ,
(/ =(^a17 ) (a^a9 Ha81, a11),
w =r (a, a^) {a\ ^10) (a8, ̂  ) (^ ce ) (a8, a7).

II. n'y a pas, pour G^, d'isomorphisme d'ordre 3,
G^G-3 et G'^GQ contiennent un sous-groupe conjugué de lui-même

d'ordre 9.

34.1 Groupe, des isomorphismes de G^G^)2 . .

(r) Voyez ^numération des groupes d'opérations^ p. 53.
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a3 == (32 = y2 = l

les équations de définition ( ^ ) .
Il y a 12 isomorphismes, savoir:

j ,
(y^yK^apy^a^a^y),

(p, y) (ap,ay) (0:^,^7),

(P,(3y)(ap,apy)(a^,a2py),

(P, y, Py) (ap, ay, apy)(a2^ ^y, ̂ (3y),

((3, py,y)(ap, ap.̂  ay) (a.^, a^y, ̂ y),

(a, a2) (ap, a2?) (ay, ̂ "y) (a(3y, a^y),

(a, a2) (ap, a^) (ay, ̂ py) (^y, a(3y) (y, py),

(a, a2) ((3, y) (a(3, a2 y) (a^, ay) (apy, a^y),

(a, a2) (P, (3y) (a|3, ̂ py) (^p, apy) (ay, ̂ y),

(a, a2) (p, y, (3y) (ap, ̂ y, apy, a2?, ay, a^y),

(a, a2) (p, py, 7) (^ ^Py, ̂  ̂ P, ̂ y, ̂ 7).

35. (G1;})^:)^)2 et G^G-a)12 ont chac,an un sous-groupe dis t ingue
d'ordre 9.

36. Soit

ce :•= Z'2 == c'2 := i, ctb =: &a, ^c r= ça, bc == cô.

Soit d une opération d'ordre 3 permutable avec a et telle que
rf=== (7>, 6', &c)»

On trouve ainsi
G^L.

37. Soit d une opération d'ordre 9 (cl est alors permutable avec a)
et telle que <î==(6, û, &^).

( l) Les lûltres grecques désignent des opérations permu tables deux par deux.
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G^ est défini par les équations

^9^^2^ç2^^ ^^^ 'a=:(b,c, bc).

38. Si l'on voulait adjoindre à G; î (Ga) 2 une opération d'ordre 6, son
carré devrait être égal à Fune des opérations d'ordre 2.

Elle ne pourrait donc donner lieu à, l 'un des deux derniers isomor"
phismes énumérés ci-dessus (n0 34).

39. Groupe des isomorphisroes de G^Gg

(a^^^a^i, ab^ba2).

Il y a 12 isomorphismes, savoir :

^
( b, ab, a2 b ) ( b a, ab a, a2 b a )y

(/^ a2^, ab) (ba, a2 6 a, aba),

(b, ba)(ab, aba) ^êbycêba},

{by, a&a, cftb, bay ab, €^b(x)y

(a, a2) (ab, a^b) (aa, a^a) {aba,cêba)y

(a, a2) (6, a6) (aa^a^a) (ba^aba)y

( a, a2) ( ̂  a2 ̂ ) ( aa, a2 a) ( bec, a^a),

(a, a2) (6, ^a) (€ï'b,€lib(x){aa,aîa){aba,€^b),

(a, û2) (/^ a6a) (a6, ^a) (a2^ a^/a) (aa, a2^)^

(a, a2) (aa, a^a) {b.cêba) (6a, a^ b)(ab,abûc).

40, G ^ G a G ' 3 contient un sous-groupe d'ordre 9 conjugué de lui-
même.

Si une opération d'ordre 9, a, est permutable avec b, a^ a! sera
aussi permutable avec ô.

Une opération d'ordre G dont le carré serait égal à a serait permu"
.table avec a- . . ! ! 1 ! ! ! !

Une opération d'ordre 6 dont le cube serait égal à b serait permu-
table avec 6.
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Soit enfin une opération d, d'ordre 3, telle qu'on ait

d == (b, ah, a2 b) (bec, ciba, a2 boc).

L'opération a, dans le groupe

j a, b, a, d\,

se sépare. On a un groupe décomposable.
D'ail leurs

ad == ça, db == a2 bel === bac!,

et2 db == a2 bcul == ba'1 d.

Soit a^d= û; on a

a3 == />t2 'rr c3 ==: i, a/// .== te2, ac == ça, /^c =: cb.

Bref, on retrouve
G^Gc.

11. Groupe des isomorpliismes de G^
(^=//<•==:I, ab=ba1}.

11 y a 12 isomorpliismes, savoir : l'isomorphisme iden t ique , puis

( b, b'^ ) ( ab, al^ ) ( a2 /^ ^îi b^ ),

(^,a^,a2^)(^^a^$ ,aa^),

(^â^^&îÇ^^a2^,^^),

( b, aV\ a1 b, b\ ab, a2 b'^ ),

(/^ a^b^ab, b^a^b, ab3),

{a, a1} (a/A a^2) (a/^ ^À) (a^3, a2/^),

(a, a2) (/^ b'^^ab^c^b^^ab^c^b^Çab^a^b),

(a, a2) (c^2, a2^2) (Z/, a^) (b\ ab^,

(a, a2) (a/A a2^) (/>, a2^) (/A a2/^),

(a, a^Xa//^ cêb^ (b, ab^) (b\ ab) (a2 b, a2^),

(a, a2) (a/Aa2^) (^ ̂ ^) (^^ <:^3) (^ ^2Ô)-

42* Soit ^ une opération d'ordre 6, telle que
| a, b, c\

soit d'ordre 36.
/Inn. Éc, Nûrm. (3), XÏX. — SEPTEMBMÊ 1903. • 4^
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On aurait c3 == 62 ; <" est clone p e r m u t a b l e avec fr.
Soit, en out re ,

c "=:(//, ab^d1!}, y, aô.a^b3).

Alors on aurait

c ^(^^H^^K^,^^)-

Or ceci est impossible, p u i s q u e <^ == A 2 .
Soit donc c une opération d'ordre 3, avec la cond i t i on

7^{b,ab, a1!/) ( b\ a//\ a1^1 ).

Ou aura alors cie = i.
D'ailleurs ar-est d'ordre 3. Ce sera une opération con juguée d ' e l l e -

même. Comme on pourra poser ac == c\ le groupe trouvé est
G;J;n.

11 admet uit sous-^o^1 d 'ordre () conjugué de lui-roême.

43. Nous noussomn-ies déjà occupé du groupe des i somorphismes
de G'3, ( < ) . Il, -n'y a pas d' isomorpliismes contragrédients d'ordi^e mul -
tiple de 3.

On n'a donc que le groupe
G-î 3 (,î>

44. Résumé :
\ î p ''' tf'"1 '::::"" ' S /)a ^.'' // 'J y

G^(G^^Gy^G.y,

ia^s (î-(p

Vïp^-î^r^

{Gp Y (Xy'« == <_}^ iÏp^1,

(Spf^ (»/;5

G;;,/-G/,,

(G^)2^ (G/^^G//)2:^ GpGyG^,

tï^/y \..fp(f"^1 ^Spfj V.X ̂  îj<y »

G^Î/G^ (G^/)2, (;;;,,/.(;,/, (i,',G,,,.

( l) Voir Éttumvratim des groupes d'opérations, p. ia'<.
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G^y [a^^ b^ = i, ab -= ba^, a appartient à l'exposant q (mod //2)],

G^D^9"^ b^=i, ab= ba^, a appar t ien t à l 'exposant y2 (mod //~)1,
G^ [^ = bP == c^ = i, r<6 =: /x^, ac == ̂ a, &ç = cb^\

a appartient à l 'exposant y (mod p ) , r est premier avec (f\,
G,2^ [à!/7 = b? == ç'7' == r , ab = ^^, ^c = cyr^ &c == c&^,

a appar l ien t à l 'exposant r/2 (rnod ^), r est premier avec <y],
GjSiÇs [^^ = br = c^" = j , a6 -= /M, ac = ca^, bc == cb^,

a appar l ien t à l 'exposant r/2 (mod /.)), r est premier avec <y1,
G.^ [a^^^) =: 64 = Ï , 0^=: te^

p est un nombre premier de la forme l\.m + 3|,
G;̂ /ï jf^/^^'2"^ = Ay2 = î , r/,^ = baJ,

j appartient à l'exposant q f inod (p, ,z'2— //)],
^ est non résidu quadratique (mod p ) ,
q est premier impair! ,

G^Y jo^^^ = ̂  = î , ab = 6^.^
J appart ieni à l'exposant cf [rnod (/^ ^2— < / ) [ ,
^ est non résidu quadrat ique (rnod/?),
(j est premier impairL

^Sf; [a^-^ = /^ = î , ab •=. b^}.


