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LES GROUPES D’ORDRE P'¢’,

p ETANT UN NOMBRE PREMIER PLUS GRAND QUE LE NOMBRE PREMIER ¢,

Par M. Raymonn LE VAVASSEUR.

e e A _

1. Le groupe cherché contient un sous-groupe d’ordre p*. On a

PrE==pim (1 hp) (théoré¢me de Sylow);
done
qr=m(1 -+ hp).
On ne peut avoir m =1 que si p divise ¢* — 1, ¢’est-d-dire si ¢ = 2,
p=3;m=qdonne g =1 /Ap, cc qui est impossible.

Ainsi, sauf dans le cas ou Uordre du groupe est égal a 36, il y a
nécessairement dans le groupe cherché un sous-groupe dordre p* conjugud
de lui-méme.

Nous séparerons la discussion en trois parties :

L. Le sous-groupe I', d'ordre p?, conjugué de lui-méme est G,z (*);

II. Le sous-groupe I' est (G,)*;

HI. Groupes d’ordre 36 n’admettant pas un groupe, d’ordre o,
conjugué de lui-méme.

2 (I). Le sous-groupe conjugué de lui-méme est G,
1° Le groupe admet une opération d’ordre ¢*. On a

art= b=y, ab = ab?,

avec «”==1 (mod p*); « =1 donne

G”: qz —_— G'pz qu.

(1) Pour les diverses notations dont il est fait usage dans ce Travail, consuller mon
Mémoire : Enumération des groupes d'opérations d’ordre donné (Paris, A. Ilermann, ou
Toulouse, Privat).
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3. G, est défini par les équations
art=b7r =i, ab = ba?,

a appartenant 4 ’exposant ¢ (modp?*).

4. G, est défini par les équations
ar=>0"=r, ab = ba*,

o appartenant & 'exposant ¢* (mod p*).

5. 2° Le groupe n’admet pas d’opérations d’ordre ¢*. On a
a’=01=cl=1, ’
ab=10baP  avec pr= (mod p?),
ac = ca¥ avee 77=1 (mod p*).
Si =y =1, o0n alegroupe décomposable
P=Y groug I
Gy (Gg)? == (3 oy Gy
6. Sifp =1, tandis que y appartient & exposant ¢ (modp*), on a
cncore un groupe décomposable
Ga g Gy

7. Supposons que B ety appartiennent tous les deux a I'exposant g
(modp*); ona
abPcP = cf aBt,
abeP = bab el = bef aBYC,
Mais on a
7=p% h#o.

La congruence fyfP==1 <m0(lp2) devient
plHhp =1 (mod p?).
Il suffira de déterminer p par la condition
1+ /ip=o0 (modgq).
Prenant alors bc? =0 au lieu de & comme opération génératrice,

on a
ab'="Va.
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On retrouve
Gley Gy
8 (II). Le sous-groupe I' est (G,,)*.
Le sous-groupe I' sera engendré par deux opérations a et b,
d’ordre p, permutables I'une avee lautre,

ar=10br—ru, ab=ba.

(1) Supposons que G contienne une opération ¢ d’ordre ¢*
' (;(l"_—__l, e, bic=cla,bi;

on aura
ac == ca*bp,

be = ca¥ b?,
a® by ¢ = ca?@ vy pPa-+dy,

A Tisomorphisme du groupe | «, b} ainsi déterminé correspond une
substitution lin¢aire faite sur les exposants

s, ¥y o 4-y), (3'7""*‘6.7.{’

les nombres o, 8, v, ¢ étant pris suivant le module p.

Il faut que I’on ait

st =1,

Pour qu’il existe des sous-groupes d’ordre p du groupe |a, b| avec

lesquels 'opération ¢ soit permutable, il faut que la congruence
ot g(a+0)+ad—pLy=0  (modp)

admette des solutions ().

o ¢tant 'une de ces solutions, on pourra trouver des nombresz et y

tels que on ait
(a*bY)e =c(a®br)°,

On aura donc
o = (modp).
Soient /le nombre des sous-groupes d’ordre p du groupe | @, & { avec
lesquels ¢ est permutable, m et n les nombres des ensembles de ¢ et

(1) Voir Lnumcration des groupes d’opérations, Chap. VII, p. 4o. Paris, Hermann.
Aunn, E¢, Norm., (3), XIX. -~ SEPIEMBRE 1902, ) 43
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de ¢* sous-groupes d’ordre p de {a,b|, respectivement, tels que
¢ transforme les uns dans les autres les sous-groupes d’un méme
ensemble; on a

U(p—1)+mg(p—1)+ng(p—1)=p'—1

ou
l+mg+ng*=p-1.

De cette formule on tire la conclusion suivante :

St la congruence (1) est irréductible, alors 1 est nul, et I’on voit que
q sera nécessairement un digiseur de p -+ 1.

9. Nous allons maintenant distinguer deux cas :
a. La congruence (1) n’est pas irréductible;
b. Elle est irréductible.
a. La congruence (1) n’est pas irréductible. Onne peutavoir { =1,
sar on en conclurait
meg - ngt=p,
¢ devrait diviser p, ce qui est impossible.
On a done, au moins,
E=ER
Nous pouvons supposer que ¢ est permutable avee [ a| et avee | |
- D [>A ™ s A 74 VN ¢ s, ‘ ’ ‘ « AR ! ’-
On aura

1 (mod p),
be = cbB, avee =3 (mod p).

ac = ca”, avee o =

Ste=03=1, onale groupe décomposable

(G,)? Gy

a

10. Si @ =1, tandis que 3 appartient & 'exposant ¢ (modp), on :
le groupe décomposable
Gl (1)

=

11. Sia=r1, tandis que  appartient a I'exposant ¢* (modp), on

(1Y) Yoir Enumération des groupes d’opérations, p. 33.
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le groupe décomposable
G3,G, ().
12. Prenons le cas olt et 3 apparticnnent tous les deux & I'expo-
sant ¢ (modp). On aura
B=oa" rZo.
Les groupes G,i7. correspondants sont définis par les équations
a?=0r=0c""=1, ab = ba, ac = ca%, be = cb¥,
olt & appartient & I'exposant ¢ (modp). On a
a® by gh b eV = ah bW ¢V qx® Py,
Pour que a*b¥¢” soit permutable avee le groupe |a®, b7/, il faut ou
bien que I'on ait
& =0, ou hien  y=o, ou enfin r=u.

Sir=1, chacun des p + 1 sous-groupes d’ordre p du groupe la, 6/
g g 14 0
est conjugué de lui-méme dans le groupe total.
Dans I'équation
L4+ mqg -+ ngl=p-+r1,
on a
mzmm == 0.

Le groupe pour lequel 7 =1 doit étre mis & part.
Sirest différent de 1, les groupes [a| et | b sont les seuls groupes
d’ordre p conjugués d’eux-mémes. On a

=2, n=o, ac = ca*, be = cb*.
Changeons ¢ en ¢™ avee r,r==1 (modg). On a
ach == ¢ a*", ber == ¢ D%,

Permutons @ et b, prenons ¢ au lieu de ¢ comme opération généra-
trice; on trouve le groupe correspondant a r,.

.\

On voit done qu’apreés avoir pris a part le cas r=1 et le cas

(1) Voir Lnumération des groupes d’opérations, p. 33.
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r=g —1, deux valeurs de r associées (modg) donnent le méme
groupe.
Si ¢ = 2, on a un seul groupe G,:,.
Si¢23, le nombre des groupes G/ est
—3 1
.(l__- -+ 2 = (_7___}__..

2

13. Nous arrivons au cas ot « appartient & 1'exposant ¢ (modp) et
B a I'exposant ¢* (mod p).
On pourra alors supposer

a=p7 (r premier avec q).

~ > m 2,r & Ao | A at 3
Les groupes G,:7. sont définis par les équations

al=br=cl’=1, ab = ba, ac = cab, be == cbB,

ol B appartient 4 I'exposant ¢* (modp). On a
arbre¥ = ¢’ a B b,

Les groupes (@] ct {&] sont les seuls groupes d’ordre p de ja, b
conjugués d’eux-mémes dans le groupe total.

On voit qu’il y a ainsi ¢ — 1 groupes Gi7..

14. Enfin, supposons que « et 3 appartiennent simullanément
'exposant ¢* (mod p). On a

g=uar (r premier avee ¢).

Les groupes G37) sont définis par les équations

aP=br=cr*=1, ab=ba, ac = ca*, be = cb¥,

ol « appartient & U'exposant ¢* (mod p), r étant premier avee ¢.
On a

ak bl eV — ¢V g pra,

Le casr=1 doit encore étre mis & part : le groupe correspondant
est tel que les p +1 sous-groupes correspondants d’ordre p du
groupe |a, b{sont conjugués d’ecux-mémes dans le groupe total. Pour
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les autres valeurs de r, deux valeurs de » associées (modg*), ¢’est-
a-dire telles que 77'==1 (mod¢*), donnent le méme groupe

)

D’ailleurs, la congruence z*=1 (modg¢*) admet les deux ra-
cines 1 et ¢ — 1.

Done, ily a

g9g=n—2__

y— 2(g—1)+2
2

2

groupes G, (¢23).
Pour ¢ =2, il y a seulement deux groupes au plus,

3,1 3.2
(l:'/','z N GJ,,,,: .

15. b. Lacongruence (1) est irréductible.
Nous avons vu que, dans ce cas, ¢ divise p + 1.

On peut choisir les opérations @ et b, d’ordre p, de facon quc 'une

soit la transformée de 'autre au moyen de I'opération ¢, d’ordre ¢*
a substitution

s=|a,y; 0z +7yy, pa-+dy]
devient, puisqu'on a . =o, § =1,

s=|2,y5 10, %

t° Examinons d’abord le cas ot g = 2 :
On a

stz= |z, y; yx + 70y, 0x + (7 4+ 0°

) Yy s
puis

st=lx,y;y(y +0%) 2 + yo(2y + 6%)y, o(2y + 0%z + (3782 + 2+ ')y .

Comme s* = 1, on doit avoir, ou

d=o0 (mod p),

ou

2y + d*=o (mod p);
puis

yiyd=1 (mod p)
et

Yr 79t 290+ dh =1 (mod p).
Soit d’abord

I

20 (mod p),
(modp),

\,

»
i
-
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g =o0,y=1donne
s=|a,y; ¥,z
a®b¥ ¢ = ca¥ b=, ac =cb, be = ca,
alors

abe = cha =cab.

Il existerait donc un sous-groupe {ab!, avec lequel ¢ serait permu-
groupe  ao P
table.

16. ¢ = o0, vy = — 1 donnent

s=lz,y; —y, 2|,
a*byec = ca~v b=, ac =cb, be = ca—!.
Les congruences
rE=—gy (mod p),

yE=ox (mod p)
donnent

o 41520 (mod p).
Nous devons nous placer dans le cas ol celte congruence est irré-
ductible. p doit done étre de la forme 4m + 3.
Soit z une racine (imaginaire de Galois) de la congruence irréduc-
tible
1= 0 [mod(p=/4m+3)].

Posons b = a’ (en introduisant les exposants imaginaires de Galois).
On a alors
ac == cat, ac’=c*a"=c*a", act=c*a", acteta.
Le groupe Gj, est défini par les équations
aPi = pr=—1, ab = ba! (p=4m - 3).

17. Supposons maintenant

2y +d?==o0 (mod p),

A9

P = (mod p),

d’olr
yi=—1 (mod p).
p devra donc étre de la forme 4m + 1, car il faut que v soit réel.
La congruence
o= (—2y) (mod p)
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n’admet de racine que si l'on a

i
(—2y) * =(—2y)Mm=1 (mod p).

Mais si I'on a
(— 2"/)2”15 1 (mod [J)

on a aussi
(2y)m=1 (mod p).

Or
ac=-cb, be = ca¥ b?, arbbc = calv-p -+,
Les congruences
Y= oh (mod p),
A+ Op. = op (mod p)

exigent, pour étre compatibles, que o vérifie la congruence

o*—do =y (mod p),
ou
(20 —3d)= %+ fy=o2ay (modp).
Mais cette congruence n’est pas irréductible, puisque
p=t
(zy)ﬁung (2./) 2
25t congru & 1 (mod p).

18. Supposons maintenant ¢ premier impair.
On doit avoir
(=) =1 (mod p).
Or ¢ est impair et divise p+1; donc il ne divise pas p —1.
Doncy = —1,
s=|a,y; —y, + 0y
En raisonnant comme nous ’avons déja fait en un probleme ana-

logue ('), on a
S=j+jr, Jrie=n,

et enfin
J=1 (modd p, x*— w),

w étant non résidu quadratique (mod p).

(1) Voir Enumération des groupes d’opérations, p. 58.
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Deux cas sont & distinguer :

1° jappartient & U'exposant ¢ (modd p, * — «).

Alors s7=1, ¢? est permutable & toutes les opérations du groupe.
Le groupe G). . est défini par les équations

alpei= = p1* =11, ab = ba’,

J appartient & Pexposant ¢ (modd p, 2* — u). g divise p + 1, ¢ esl pre-
mier impair, « est non résidu quadratique (mod p).

19. 2° j appartient & I'exposant ¢* (moddp, * — u); ceci exige
que ¢* divise p + 1.
Le groupe G, . est défini par les équalions
a0 e = g ab = ba,

9

.¢ premier impair, j appartient & Pexposant ¢* (moddp, z* — ),
u est non résidu quadratique (modp).
Le groupe G, rentre dans cette catégorie.

20. (2) Supposons maintenant que le groupe ne contienne pas
d’opération d’ordre ¢*.

Comme il contient au moins un sous-groupe d’ordre ¢, il admettra
au moins deux sous-groupes distincts d’ordre ¢ permutables 'un avee
"autre. On pourra prendre comme opérations génératrices deux opé-
rations @ et & d’ordre p, permutables I'une avec 'autre, et deux opé-
rations ¢ et d d’ordre ¢, permulables une avec I'autre.

Les opérations ¢*d* devront étre toutes permutables avee le
groupe | @, b 1.

On a

fa, b fe,dj="\{c,d| a,bji.

Premiere hypothése. — Le groupe |a, b| contient au moins deux
sous-groupes d'ordre p avec chacun desquels ¢ et o sont séparément
permulables.

On a
ac = ca*,- of==1

ad = da*, o=
be — cbp Br=1 ¢ (mod p).
bd = !lbt("', B7== 1 S
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Alors

A b e dv — ghe¥ bp.ﬁ""dp.’: N a).a” av bp.B”’ B — oW g aloc""a""bp[i7"[3"-“.

L’hypothese est acceptable.

Sie=0=a =0 =1, on trouve

(Gpg)*= (Gp)*(Gg)* = Gp Gy Gy

21. Si o =0 =o' =1, §’ appartenant & 'exposant ¢ (mod p), on a

le groupe décomposable
Gl Gp Gy = Gy G g

22. Sia =0 =1, tandis que o’ et §” appartienncnt tous les deux &

Iexposant ¢ (mod p), on trouve les groupes
GG, (7).

23. Supposons qu'onaita =o'=1, tandis que $ et i’ appartiennent
al'exposant g (modp);Vopération , conjuguce d’elle-méme, se sépare.
Les opérations b, ¢, d engendrent le groupe

Gl G, ().

On retrouve done

Gy Gy

24. Supposons « = B’ =1, tandis que § et « apparticnnent a I'ex-

posant ¢ (modp). On a
ac = ca, ad = da*,
be =chB, bd = db.

On pourra supposer

' =p=oa.

Les opérations a, d engendrent un groupe G, ; de méme, les opé-
rations b, ¢; d’ailleurs, toute opération du groupe ja, | est permu-
table avec toute opération de | b, ¢f.

On trouve donc ainsi le groupe

(Gy )

(1) Voir Enumeration des groupes d’opérations, p. 57.
(2) Loc. cit., p. 32, 83.
dun. Ee. Norm., (3), XIX, — SEpTEMBRE 1g02. 44
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25. Si 2 =1, tandis que B, o, B’ appartiennent & I'exposant ¢
(mod p), on a

ac = ca, ad = da®,
be = cbB, bd = dbb'.
] /I [r
Soitf' =8

berd = 0B d = A dbBT

donc I'opération ¢"d est permutable avec &.
On retrouve le groupe
L
26. Supposons enfin que les quatre nombres «, §, o/, §” appar-
tiennent tous les quatre & exposant ¢ (mod p).
On peat, sans nuire & la généralité de nos considérations, supposer

que I'on a
ac = ca*, ad = da*,

be = cb?", bel == db*",

o appartient a 'exposant ¢ (mod p).
On en déduit

ad=t = d-'a*"",

acd=t= ca*d~" = cd-"u.

Prenant e = ¢ au licu de ¢ comme opération génératrice, on est
ramené au cas précédent.

27. Deuxicme hypothése. — La premiere hypothese revient i sup-
yoser qu'il existe au moins deux sous-groupes d’ordre p du groupe
el grouj i g
la, b}, conjugués d’eux-mémes dans le groupe total {a, b, ¢, d|.
Nous allons, actucllement, supposer qu’il n’y a qu’un sous-groupe
Pl I yaq 8
d’ordre p, conjugué de lui-méme dans le groupe total.
Cette hypothese est inadmissible : en effet, soit | a| le sous-groupe
d’ordre p conjugué de lui-méme dans le groupe total.
L’opération ¢, d’ordre ¢, étant déja permutable avec le sous-
groupe |af, sera permutable i dewx sous-groupes d’ordre p, au moins,
ans !
dans le groupe | a, b .
On peut supposer que | b{ est le deuxiéme sous-groupe d’ordre p
avec lequel ¢ est permutable.
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Alors on aura
ac == ca®, be = ¢cbf
ad = da, bd = da* bv-.

1° On doit avoir « = B.

En effet, si Pon avait « = B, ¢serait permutable avecles p + 1 sous-
groupes d’ordre p du groupe |a, b/, et comme d est permutable avee
deuz d’entre eux au moins, il existerait deux sous-groupes d’ordre p
conjugués d’cux-mémes dans le groupe total. C’est contraire d I’hy-
pothése.

2° A l'isomorphisme du groupe |a, b | en lui-méme, obtenu en le
transformant par Popération ¢, correspond la substitution d’ordre ¢

s=|a,y; ax, Byl

A lisomorphisme du groupe | a, 6 en lui-méme obtenu en le trans-
formant par Uopération d, correspond la substitution d’ordre ¢

.

t=lw,y; ywhy, py

Puisqu’on a ed == de, on en déduit st = ts.

Or ‘
st=la, vy yoex 18y, pPyl,
tsz=|ay vy aya-aly, ppy

.

Donc on a w===4, puisque A est dillérent de zéro.
Il'y a contradiction.

28. Troisicme hypothése. — 1l existe des sous-groupes d’ordre p du
groupe |, b| avec lesquels ¢ est permutable; il existe des sous-
groupes d’ordre p du groupe {a, b avec lesquels o est permutable;
mais il n’y a pas, dans le groupe total, de sous-groupe d’ordre p con-
jugué de lui-méme.

Cette hypothése est inacceptable.

En cffet, on aurait

@l == P = ¢t ==dr=1, ab = ba, cd = dc,
ac = ca”, bd = dbt,

ad == dat b*, be == cat b?,
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d’ol les substitutions

s=l|z,y; ax-+py, o°y|,

t=|z,y; yx, lx+pyl,
st=|z, y; yax-+ypy, loaz-+Qp+p0)yl,
ts=|z,y; (oay+pl)z+Lpy, drx-+Bdy].

L’égalité st =ts exige Ap==o0 (mod p), tandis que, d’autre part,
I’hypothese exige que A et p. soient 'un et Pautre différents de zéro.

29. Quatrieme kypothése. — 1l existe des sous-groupes d’ordre p du
groupe | a, b| avec lesquels ¢ est permutable; mais ¢ n’est permu-
table avec aucun des sous-groupes d’ordre p.

1° Imaginons que ¢ soit permutable avec toutes les opérations du
groupe |a, bi.

On a alors le groupe

Gy Gy (1)-

30. 2° Sil'opération ¢ n’est pas permutable avec toutes les opéra-
tions du groupe | @, b{, alors ¢ doit diviser p — 1; mais, d’apres Phy-
pothese faite sur &, ¢ doit aussi diviser p + 1; done ¢ = 2.

On a

= 1

we == ca%, be=cbB, o, ==dz1,
ad = da* b¥,
bd == da* OV,
Jen déduis
ad? = da* bV d = da* daP’ b = d? g+ ot p,
b2 = da bV d = da¥ da ¥ bi-* = cl? q?W-+3 HY o,
d’olt
M+ ph =1, L +p/=o, Mp + p = (mod p),

done
p=—1, PN A A= (mod p),
a® by d = derx Ny ppr=hy
Les congruences
hax+UNy=ocx
4 (mod p)
pr—iy=oy

(1) Voir Enumération des groupes d’opérations, p. 60.
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seront compatibles sil'on a

= N—pul=o (mod p),
et, par suite,

c===1.

fl

Il existe donc des groupes d’ordre p auxquels o est permutable.

31. Cinquiéme hypothése. — Aucune opération du groupe |e¢, |
n’est permutable avec un groupe d’ordre p de |, b|.

D’aprés ce que nous avons démontré ('), les substitutions i con-
gruence caractéristique irréductible se répartissent en groupes
cyeliques J formant une suite complete unique de sous-groupes con-
jugués : donc deux isomorphismes correspondant & de telles substi-
tutions ne peuvent étre permutables que si 'un est une puissance de
Pautre.

Donc la cinquiéme hypothése est inadmissible.

32 (III). I nous reste & nous occuper des groupes particuliers &
Pordre 36 pour lesquels il n’y a pasde sous-groupe d’ordre ¢ conjugué
de lui-méme.

Soit G le groupe cherché, d’ordre 36; I' un sous-groupe de G, con-
jugué de lui-méme, et d’ordre maximum ; li sera un groupe simple;

. G . . . Lo . "
car si i‘i admettait un sous-groupe conjugué de lui-méme qui ne fat
pas uniquement composé de Popération identique, G admettrait un
sous-groupe conjugué de lui-méme dont Pordre dépasserait ordre
de T

\ G , | :

Le groupe -[,5 ne peut étre que d’ordre 2 ou 3, car il n’y a pas de
groupe simple d’ordre 36. En effet, on a

36 ==gm(3h 1) (théoréme de Sylow).
Donc
b=m(3h-+1).

Comme par hypothese il n’y a pas de sous-groupe conjugué de lui-

(1) Voir Znumération des groupes d’opérations, p. 5o.
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méme, d’ordre 9, on a
m=h—r.

Supposons que les quatre groupes transformés d’ordre ¢ n’aient
pas d’autre opération commune que 'opération identique, alors on a
32 opérations dont Pordre est multiple de 3, et 3 opérations d’ordre 2 :
done unsous-groupe d’ordre 4, conjugué de lui-méme.

Si les quatre groupes d’ordre ¢ admettaient des opérations com-
munes, on aurait un sous-groupe d’ordre 3 conjugué de lui-méme.

G

I

Done " sera ou d’ordre 18, ou d’ordre r2.

S’il est dordre 18, il admet un sous-groupe conjugué de lui-méme et

ne peut donce étre que d’ordre 2 ou 3.

. 18 .
Lordre g (). Comme g et 5 =2 sont des nombres premiers entre

eux, ce sera aussi un sous-groupe conjugué de lui-méme dans le
groupe total G (théoréme de Frobenius).

Done T sera dordre 12.

Nous avons donc & étudier les groupes d’isomorphismes des
groupes d’ordre 12.

33. Groupe des isomorphismes de G,
(a'?=1).

Il'y a4 isomorphismes : isomorphisme identique 1, puis les iso-
morphismes '
w = (a, ) (a* a®) (a*, a® ) (d’, all),
o= (a,a’ )(a*,a" ) (db, alt),
wo = (a, @'y (a, @) (a®, a@® ) (at, a¥ ) (ab, ).

Il n’y a pas, pour G,,, d’isomorphisme d’ordre 3.

G, Gy et G, G, contiennent un sous-groupe conjugué de lui-méme
d’ordre 9.

34. Groupe des isomorphismes de G, (G,)*.

(Y) Yoyez Lnumération des groupes d’opérations, p. 53.
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Soient
=03 ==

h

les équations de définition (*).
Il'ya 12 isomorphismes, savoir:

I’
(75 By) (@y, 2By (a*y, @2 By),
(B, 7) (et ap) (a2, a*y),
(Bs B7) (2B, afy) (B, o By),
(Bs 75 By) (e, oy, 2Py) (o*B, 0y, 2*By),
(Bs Br>7) (o3, By, ay) (B, @By, ay),
(a, ) (af3, o* ) (ay, oty) (aPy, o2 By),
(@, %) (aB, o*B) (o7, &*By) (o*y, afy) (v, By),
(o, 0) (B, 7) (P, o y) (B, ay) (afy, a*By),
(e, o) (B, By) (af, o*By) (2B, af3y) (ay, @*y),
(oy ) (B ¥ Py) (o, aby, afy, o B, oy, a*By),
(&, &) (B B> 7) (a3, 0By, o7, & By By, @29).

35. (Gy)*(Gy)? et Gy (G,)* ont chacun un sous-groupe distingué
d’ordre .
36. Soit

b= D= et ey, ab = ba, ac == ca, be=cb.

Soit d une opération d’ordre 3 permutable avec a et telle que
d= ([), C, ])C).
On trouve ainsi
Gy G2,.
37. Soit 4 une opération d’ordre g (4 est alors permutable avee «)
et telle que d = (b, ¢, be). ’

(1) Les loltres grecques désignent des opérations permutables deux par deux.
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G, est défini par les équations
A= b=cr=1, bec = cb, a=(b,c, bc).

38. Sil’on voulait adjoindre & G, (G,)* unc opération d’ordre 6, son
carré devrait étre égal & 'une des opérations d’ordre 2.

Elle ne pourrait donc donner lieu & 'un des deux derniers isomor-
phismes énumérés ci-dessus (n° 34).

39. Groupe des isomorphismes de G; G,
(= b*=a*=1, ab= ba?).
Il 'y a 12 isomorphismes, savoir :

L,
(0,ab,a*b) (ba, aba, a*ba),
(b, b, ab) (ba, a?bea, aba),
(b, ba)(ab, aba) (a*b, a*ba),
(byabe, a*b, ba, ab, a*ba),
(a,a®) (ab, a?b) (aa, atet) (aba, atba),
(a,a*) (b, ab) (aa,a*a) (bea, abe),
(a,a®)(b,a*b) (ac, a*a)(be, a?ba),
(a,a?)y (b, ba) (ab, a*ba) (aa, a*e) (aba, atb),
(a,a*) (b, abe) (ab, ba) (a*b, a*ba) (ac, atc),
(a,a*) (aw, a*a) (b,a*ba) (ba, a*b) (ab, abo).
40. G;G,G, contient un sous-groupe d’ordre ¢ conjugué de lui-
meme.
Siune opération d’ordre g, @, est permutable avec b, ¢’ = &' sera
aussi permutable avec .
Une opération d’ordre 6 dont le carré serait égal & @ serait permu-
table avec a.

Une opération d’ordre 6 dont le cube serait égal & & serait permu-
table avec 6.
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Soit enfin une opération &, d’ordre 3, telle qu’on ait
d=(b,ab,a?b) (ba, abe, atbe).
I’opération o, dans le groupe
la, b, «, d],

se sépare. On a un groupe décomposable.

D’ailleurs
ad = ca, db = a*bd = bad,

a?db = atbad = ba’d.
Soit a*d=c: on a
at =P =ct =1, ab = ba?, ac = ca, be =cbh.

Bref, on retrouve
3Gy

il. Groupe des isomorphismes de G},

(@P=0"=1, ab = ba*).
Il var2 isomorphismes, savoir : I'isomorphisme identique, puis
y [

(b, 0*) (ab, ab®y (a*bh, a*b*),

(O, ab,a?b) (0, ab?, a*b*),

(b, a*b, ab) (U, a*b*, ab®),

(0, ab®, a*b, b?, ab, a* b*),

(b, a2h®, ab, U*, a*b, ab?®),

(a, a?) (ab?, a*b?) (ab, a*bh) (ab?, a*b*),

(a, a®) (b, b*) (ab?, a*b*) (ab, a® b?) (ab?, a*b),
(a, a?) (ab? a?b*) (b, ab) (b*, ab®),

(a, a®) (ab®, a?b®) (b, a*b) (0*, a*b?),

(a, a?) (ab?, ab?) (b, ab®) (b, ab) (a® b, a*b?),
(a, a®) (ab*,a*b?*) (b, a*b?) (ab, ab?®) (%, a*b).

42. Soit ¢ une opération d’ordre 6, telle que

. 1 t a, b, cg
soit d’ordre 36.

Ann. fe. Norm. (3), X1X. — SEprEMBRE 1002. 45
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On aurait ¢* = b*; ¢ est done permulable avee 07,

Soit, en outre,
c=(b,ab®, a®b, I®, ab, «**).

Alors on auratt

= (0, b (ab?, ab) (ath, at ).

Or ceci est impossible, puisque ¢ = b2,
Soit done ¢ une opération d’ordre 3, avee la condition

e== L0, ab, a*b) (L3, al®, a* ).

On aura alors ac =
Dailleurs ac est d’ordre 3. Ce sera une opération conjuguée d’elle-
méme. Comme on pourra poser ac == ¢', le groupe trouvé est

GL, G

ITadmet un sous-groupe d'ordre g conjugué de lui-méme.

43. Nous nous sommes déjioceupé du groupe des isomorphismes
de GY, (). IEn’y a pas d'isomorphismes contragrédients d'ordre mul-
tiple de 3.

On n’a done que le groupe

44. Résumé :
(e == r iy,

(;I" ( (},,)" == i g g,y
Gy,
Gy

(G2 Gp=G,Gp,,
G;,,/z (),
G/Q,,/:(}I,,

(g )t == (Gp)2 (Gg) = G Gy Gy
G/',,/ (rpy == (i,',,/ G, Gy,
G;l,é:/' (g, ((};,,/')2, (;/:fa,/.(},/, G, Gy

(1) Voir Lenumération des groupes d’opérations, p. 129.
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Gpege [ =0T =1, ab=1ba®, a appartient & 'exposant ¢ (mod p¥)],
Gl [ar* =07 =1, ab=ba% o appartient & I'exposant ¢* (mod p*)],

Ghsge [aP = br = ¢ =1, ab = ba, ac = ca*, be = cb¥,
o appartient & exposant ¢ (mod p), r est premier avec ¢],

Ghifp [a = br =T =1, ab=ba, ac = ca?, be =cb*",
o appartient & Pexposant ¢* (mod p), r est premier avec ¢],

G [ar = br = ¢ =1, ab = ba, ac = ca®, be =cb*,
a appartient & U'exposant ¢* (mod p), r est premier avec ¢,

Ghe [alPi = b* =1, ab= bd/,
p est un nombre premier de la forme 4 m + 3],

(s lalm® =t = p* =1, ab = ba/,
Jappartient & I'exposant ¢ [mod (p, 2*— )],
« est non résidu quadratique (mod p),
¢ csl premier impair],

(fp }/(“’1"”‘"“"’ =0T =1, ab = ba,
J appartient & I'exposant ¢* [ mod (p, 2*— u)],
« est non résidu quadratique (mod p),
¢ est premier impair|,

G, |a®® a2 = ' =1, ab = ba*].

e i e



