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SUR UNE CLASSE
DE

FONCTIONS HYPERFUCHSIENNES
ET SUR

CERTAINES SUBSTITUTIONS LINÉAIRES QUI S'Y RAPPORTENT,

PAR M. R. ALEZAIS. !

1. M. Picard, dans les premiers Volumes des Acia mathemadca
(t. I, II et Y), a fait connaître des fonctions à deux variables ana-
logues aux fonctions fuchsiennes et qu'il a nommées fonctions hyper-
fuchsiennes. Son at tent ion s'est portée sur tout sur une classe particu-
lière de ces fonct ions qui. présentent la plus grande analogie avec la
fonction modulaire. Guidé par lui, j'ai ajouté à cette théorie quelques
compléments qui ont fait l'objet de ma Thèse ( ^ ) ; je me propose de
les résumer ici.

ï.

2. Considérons la courbe algébrique
(ï) f(t, z) = ̂ - (t - a) (^ (3) (£ - y) (^ ô) == o,

où a^ py -y y § sont des paramètres indépendants de z et de t. Elle est
d'ordre 4 ^t n'a pas de point double; elle est donc de genre 3. Elle
admet 5 points critiques a, (S, y, § et l ' infini. A cette courbe appar-
tiennent trois intégrales distinctes de première espèce

w=f^ ^n, u=ff/dt r^ /^ rî^- f^<A
7T""^ ^ .̂ ̂  A

P) &y anc ctew (fc fonctions hyperfuchsiennes. Chez Gauthier-Villars, 1901.
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Je les appellerai les intégrales primitives de première espèce, ^ P o u r
trouver un système de périodes d is t inc tes de ces intégrales, i l est
avantageux d' introduire une surface de Riemann . On sait que les
valeurs des intégrales prises dans un, sens convenable le long des con-
tours fermés des rétrosections qui rendent la surface simplement con-
nexe const i tuent un système de périodes distinctes de ces intégrales.

3. Soit donc une surface de Riemann à trois f e u i l l e t s reliés par
quatre lignes de passage al lant respectivement des po in t s a, jï, y, o
jusque rinfini et supposons qu 'autour de chacun de ces p o i n t s l 'ordre
d'échange des feuillets soit i , 2, 3, ï quand on tourne au tour du p o i n t
dans le sens direct.

Fig. i.

•1er fouillet.
-. •2e

.. a»

Trois rétrosections sont nécessaires pour rendre cette surface sim-
plement connexe; on peut les choisir comme l ' indique la figure ï. Les.
courbes L sont les courbes de première espèce; les courbes M, celles
de seconde, espèce; les-courbesN rejoignent entre elles les rétrosec-
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fions. Pour chaque courbe L, les bords positif et négatif sont choisis
arbitrairement. Pour chaque courbe M, le bord posi t i f est celui qui
se trouve à la droite d'un mobile allant, le long de cette courbe, du bord
négatif au bord positif de la courbe L correspondante. Ces conventions
faites, on sait qu'une période de j ^^^e espèce est la valeur d'une
des intégrales prise le lonff d 'une courbe de ^^"de çgpççç p^,.a première l I

courue de manière à traverser la courbe de \ P1001101'6 espèce corres-/ seconde ' l

pondante de son bord négatif à son bord positif .
Les signes étant choisis comme l ' indique la figure, je désignerai

les périodes des trois intégrales de la manière su ivante :

Périodes

de
<

S2

l)

w

^
€lt

1^

SA.

prcm
'spccc

^
^
Aa

v.rv

a,,;

/•'„
A.,

d(

f<î

^

Aï

t recoin
espôce.

C/4

h
A,

le

N
^6

^

A.,

(A;

4, On voit facileme'nt que chacune des courbes des rétrosections
peut se transformer en trois lacets aboutissant à des points critiques
et issus du point arbitrairement choisi que j^ai désigné par £^ ou,
plus exactement, des trois points-superposés sur la surface de Ric-
mann qui correspondent à une même valeur de /, / == t^

Soient ̂ , -s^, ^3 les trois déterminations de s dans l'ordre où elles
se succèdent quand t tourne dans le sens direct autour d 'un seul des
points critiques à distance finie, et, ̂  étant la déterminat ion ini t iale,
convenons de représenter, par les symboles contenus dans le Tableau
suivant, les valeurs des intégrales prises dans le sens direct le long
des lacets :

a (3 y 8 oo

W
&î
v

^i

y'i
a\

?>i
^
^

7:
7i
i'i

§1

ô\

s\

£/

S/

^

/m W ^ (3^ y i Si e/
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On trouve immédiatement, en tenant compte du sens dans lequel
chaque courbe est décrite et des feuillets sur lesquels elle est placée :

AI =(3t+7.2-4-03,
A2==—(ai+p3+ya),
A,-=(3i+i32+-y,,,
A» == yi + (3î-+-ys,
A»=—(yi-l-Ô2+p3),

A O = — (yi+Ots+pa),

a,-.^[+y,+8,,
«,=-(^4-P,-t-/3)>
a,=^-t-(3',+y',,
^==/i+P',+y,,

«»=— (/i -+-^-+-13, ),
^==-(/,+a,4-|3'J,

6, =(3';+/,+à';,
^ =:-«+?',+/,),
&,=(3",+(3',+y;,
b^ y ;+(3',+/,>
^=-(yï+ô",+P';),

^=-(7"i+a"i+p',).

5. Toutes ces périodes ne sont pas indépendantes. Posons

, _ — I -h- / \/3

et soit (7 une des lettres a, [3, y, 5 ou e; on a

(4)
(7; "-À

il en résulte

(5)
A4 -h" À A;}"^ ô, Ag
<^"h^<73"=0, û?g
&4 4- ?.2 63 = ô, b^

0-2 -- 7,'
a', == À

CTi, CTâ

^ ^3
a'i, <7^

4-?i Ai=
+7^0^--
+À2&,•=

=?, o-^
^P^,
^P^;

o, A O -
0, ^(j -"
0, ^fi "

-VA^o
"" À ^3 "::" o
- À Àg ":•::' (>

A, ces relations, propres au, cas ac tuel» il faut ajouter celles que
f o u r n i t le théorème général suivant . On a

r:p,/Q= y (^<-^j . -<—< •7],(y^) r^O,

P et Q étant , deux intégrales quelconques de première espèce; o^,
o^ les périodes de première et de seconde espèce de P; y^, r^ celles
de Q; enfin C désignantle contour de la surface de Riemann rendue
simplement connexe.

En appliquant ce théorème d'abord aux intégrales û et W, puis
aux intégrales U et W, on a

OiA-â— (^2 Aï 4- a;» A/.,— ctt, A;} -h" ^ A Ô — agAg^ o,
61 As — ^AI •4- &» A4 — ^4 AB 4- ̂  Aa — fto Ag -= o,
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et, en t enan t compte des relations (5), il v ient

<^i Ag + ).2 (T/2 Ai — À cîs A.;} == o,
/^Aa + ̂  ̂ AI — UsA;i-=: o.

On en tire
<%i /;,>— r^6 ^A, c^ï ^•1— ct^b.) 1A.

"A7'ff,i A;(— f l a&i A i a^h^—- aJ)i

D'ai l leurs , en vertu des relations (5), le Tableau (A) devient

(A ' ]

Q ff , ff;,
II 6, b,

W ^A, A;,

•À 2 ^ ! ^2 —^^O;} À (^2

- À 2 ^ ^2 — À 2 ^ ^ À & a

.-/A, A., -À As PAs

6. Considérons les intégrales

U^)=//,i2+^U+/iW',
(6) U(^::::^2a+^U+4W,

U^• Î)=// . ,^+^U4-^W•.

Pour qu'elles soient normales, il suff i t de poser

(7) ^2=

[i.r:î ^
3(/ /^3—a^i)Ai

( l - I ) ( f^A,-À2^Al)
3 ( f f i ^ — ̂ i) Ai

^i
^ i^— ^^i3

(i:^,^).,^:^1^3 (ai /<-} — < ^ ; { ^ i ) A i

t a aj)^— a^h^

(̂ r:̂ 2),!̂ !̂:̂ ^3 ( a i ^ — a3^i )A. i

'1- 3 A,

4==: o,

y^——^
'^"TAT'

On trouve, en effet, que les coefficients À, /c, / étant ainsi déter-
minés, les intégrales U^, U^, U^^ adme t t en t pour périodes

ï 0 0
[-).2 A j ^ ( i — À ) As ^A—^,-— -— -)«, „ . . - » , „ . . . » . . „ „ > , - /ï, ",.

0 0 1

A?
^^1Â A,

" A ^ ï AS À — ï A,
3 A? 4- • 3 Ai

j ï •

A
A

A,
Ai

^

3

1

y

\^

3

^À
3

ï AS
A?

Aj
A?

, ^-
+ 3"

A,
A,

^2Sl=L
3

A;
A,

^) A
A

s»

2

l/"

-On voi t que les1 périodes de seconde .espèce ne^'lépendent que de
34Ânn, Éc. Norm., (3), XïX, — JUILLET 1902.



a(iG
deux rapports; en posan t

< 8 ) ^
on peut les écrire

n. ALEZAIS.

A2 ^I -- A"-2 „ ^ ( A2 — /. ) . , À — î „ À •— ..— „ //s .+. ,———^——— î. /.- //, —^^— / / - -)- .... ,^ (?
."> o »> <->

f ( l î f:1 u

7. - î , }, -- 7.'
^—r-^4-"-^-'

"N

7. Ecrivons
// ::= ^' -h / / / (—:^+^,

ei i supposant M', ////, (/, ^ ' réels et séparonSy dans les é léments du
Tableau, précédent, les par t ies réelles des parties ima^înaires . On sai t
qu'il f a u t et suffî t , pour la eonvergence des séries 0 c o n s t r u i t e s avec
l'es quant i tés (C) pour périodes, que îa fbrine q u a d r a t i q u e ayan t pour
coefficients leursparties imaginaires soit d é f i n i e et posi t ive. En exp r i -
mant qu ' i l en est a i n s i » on trouve ta cond i t ion u n i q u e

(9) ^2^,, ^^,,^ ^p'<0,

Cette conditi 'on peut s'éc'rire sous- une autre forme;' considérons //
et v co'nrime des quantités complexes aux u n i t é s s et À, et s-oient: ^i
et e, les quant i tés conjuguées obtenucïs'. en changean't À (m A 2 ; , on a

{{/î^ n.^^ î»'::::::: //^4- c 4- t ' i y

^t par 'suite, en in t roduisant une- trois.ièroe variable co'mpliïxe d'iîo-
mogéné'ité w et sa conjugaéc w^ on voit que la condit ion, de" conver-
gence peut s'écrire
(.îo') , F'== im.\ + (»n^ -+•- ('jiï' <<; o.

1 S.. I..es qu-antilés A^ A^, A^ et, par suite, lesrde'ux rappo'ris1

Aga:^ —,
Ai —-4:.

s:ie-dép<ind,ent que, des1 quantités, a^ ^y y^, 5^ c'esl-à-dire des va leurs
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des intégrales p r i m i t i v e s prises le long des lacets; ces valeurs ne
dépendent el les-mêmes que des points cri t iques a, ̂  y, S. Mais, de
plus , i l est facile de voi r que u et y ne sont fonc t ions q u e de deux
variables seulement . En effet , en posant

(il) z = ( ? - a )^', t -... a +- ( ̂  - a) i\ 't-..^ r-:: .„•, ^---"^ - , ,
p — y. p — a •

l ' équa t ion ( ? ) d e v i e n t , après suppression des accents ,

( j •:< ) 3^ — / (/ — i ) ( ^ — ,r) ( / — y ) r= 0.

Sur cette nouvel le courbe, on peut répéter tous les calculs qu i
v i e n n e n t d'être faits sur la courbe ( î ) ; il suffi t de remplacer a, (ri, y, o
respectivement par o, T , ,y, j, et ainsi u et c appara issent comme
fonct ions d(,^ deux var iables oc ety. I n v e r s e m e n t , .2? ety sont fonc t ions
de u et y . Je va i s chercher d'abord a les expr imer exp l i c i t emen t eu
fondions de ces variables,

J I .

9. M. Picard a montré que , en a p p l i q u a n t la f o r m u l e d ' inve r s ion des
intégrales a b é l i e n n e s de H i e m a r m , on p e u t expr imera" et y au moyen
de fonct ions 0 ayant pour périodes les é l émen t s du Tableau (C) e t d o i i l
les a rguments ne dépenden t que de u et de c. Ce t te f o r m u l e (voir BHIOT.
Tiléone des fonetio ns cibéliennes, p. ï :*)^ ) p e u t s'écrire

Ti \\ .4....,^iL//•î..^^)J' --.- 1 j j ^ ^ — { ] l " ^ ^ - ^ -^]
11 \ i" ol./^ ^/,)^ """" E 1.1 ù[nr- U'^(^, Yj/J .."-.•(:,•]<

/!' .̂ " 1 // ;-•" 1

On st3i[)posc les va r i ab les / (»! s reliées par r é q u a t i o u d ' u n e courbe

/ ( / ,G) " r ro

de 'degré ri et de genre p ' , ^ ( A ^ ) ^o, ^(/^s) == o sont d e u x courbes
q u e l c o n q u e s de degré m; (^, Y^), pour À == î , ^, .. ,,w/^ s e n t i e s
po in t s d ' in te rsec t ion xle /== o et de 9 == o;, (E^ , ^^), pour les mêmes
valeurs de h, sont ceux de/'== o et de ^ + i^ =r o, où LL est, un coeffi-
c i e n t n u m é r i q u e .
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La fonction 0 q u i figure dans le second membre est la fonc t i on à
p arguments don t le ^t>me seul est éc r i t ; les q u a n t i t é s

U^(^) (^i^, . . . , p )

sont les intégrales normales de première espèce prises toutes à par t i r
d 'une même l imi te in fé r i eure ; U^^, y^) est l ' u n e des va leurs (choi -
sie arbi t ra i rement) que V^Çl,^) p rend au p o i n t (^,y^); U^^,^)
est celle de ses valeurs au point (^"^) (pi se d é d u i t de la va leur
choisie pour U^(^, Y]/,) quand on fait var ier \J. d ' u n e man iè re c o n t i n u e
a par t i r de xéro.

Les quant i tés U^3^, r ^ ' ) é tan t a i n s i déterminées, on sai t q u e l'on a,
d'après le théorème d'AbeL pour i ==• :r, 2, . . . , p ,

^1: L^f^n// ) •• l ln l - lî^ O//,-^ }\ ̂  o-

On désigne pa r ( ' / , ^ , ) , (/^ ^), . . . , (f^ ^)/) p o i n t s a rb i t r a i r emen i
choisis et l 'on suppose

u^ W^i^ ̂ ) -h lî ^, ̂ ) •"i- .. -+" U^' (^,:, ^/, ) (/ •= ,1 , ̂  . - . , ̂ ) ;

ces relat ions ne dét inissent les q u a n t i t é s u^ . . . , u^ qu'à une pér iode
près que l'on peut choisir a rb i l r a i r en ien t sans modi f i e r le second
membre de la fo rmule ; G , , ..., €p sont des q u a n t i t é s q'ue l'on ne con-
na î t pas exactement dans le cas généra l ; on sai t s e u l e m e n t que la
somme des valeurs que p rennen t U'0, \P\ ..., U^ aux p o i n t s de ren-
contre de f= o et d 'une ad jo in te d'ordre n — 3 ne d i t l e ren t de 2(;, ,
26^ . . . » aC^ que par u n e pér iode; en f in E est une q u a n t i t é indépen-
dante^e t^ ..., tp que l'on dé termine 'en d o n n a n t à ces var iables u n
système part iculier de valeurs.

101. Supposons en. pa r t i cu l i e r que la courbe y" ( / , ^ )==o soit la
courbe (12) ; nous aurons n -==. [\, p = 3 ; pour 9 ̂  o et ^ + [^ == o»
nous pouvons 'prendre les droites l ̂  o, / — ï ^ = o ï cela rev ien t à

'prendre'pour ^ == o la droi,te de l ' inf ini . Les points (^ Y]^) sont alors
au nombre de quat re , ' a ins i que les points (^ ,y]^) , 'mais ces deux
groupes de points ont en commun Je po in t d'e l ' i n f i n i y et le (ac teur
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correspondant disparaî t haut et bas dans le produit du second
membre ; les trois autres p o i n t s (^,Y]^) sont confondus avec ( 0 , 0 )
et les trois autres points (E^, Y]^) avec ( r , o); nous avons donc

(^ ( , l \ ( , IV,_ .^.^^^[^—U^d^O-C.]( 1 0 ) \ TJ\ ~ TJ V TJ ~ ~ir- Q^^^^^-^^^^
avec

04) ^/^ U ^ ( ^ , ̂ ) + IF/^, ̂ ) + IK^, ^3),

La courbe (12) n 'ayant pas de p o i n t double , toute droi te est u n e
adjo in te d'ordre n — 3; prenons la droite de l ' i n f i n i , elle a avec la
courbe un contact d u t roisième ordre. Nous aurons

( i5) c^^(j(/)(^co)^^ (^ï^3),,

en dés ignant par /^ , /^, p^ u n e pér iode convenablement choisie.
E n f i n , le fac teur e^1^ se calcule de la manière suivante : D'après la

théorie généra le que je viens de rappeler, nous avons pour chaque
valeur de i trois quan t i t é s U^O, o) qui sont les valeurs de U^C/, s)
aux po in t s d ' intersect ion de/'(/, ^) == o et de t + p- == o quand p.,
v a r i a n t d 'une nianière con t inue à partir de zéro, a pris la valeur — i.

Ces valeurs de U ^ Ç ï , o) d i f f é r e n t en général les unes des autres par-
dès pér iodes; le f ac teu r ^7rn( 'est ce lu i qui. s ' in t rodui t quand on débar-
rasse les arguments des f o n c t i o n s 0 de ces périodes. 0^(1,0) dési-
g n a n t u n e que lconque des valeurs de l'intégrale U^ au poin t ( '1,0),
supposons que les trois valeurs déduites-,- comme nous l 'avons di t , par
c o n t i n u i t é s o i e n t

I J ^ ( r , o ) 4"/^, IJ^O^)-^/^ U^O.o)"}"/^ (^i^S),

OU
p\^ p'-^ p^ p ' ^ p"^ p^ p"^ p^ p " ^

sont trois périodes. En se reportant à la formule qui. permet de débar-
rasser les arguments d'une1 fonction 0 d'une période, on. voit facile-
ment q u e le facteur^'"^ sera le même que si une seule des trois fonc-
t ions 0 du; numérateur contenait la période1 . ! .

-l^:::::^+^ï+/^, .l\ =7^ p\ "h p [ , ^^p^-P^P^ '
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Cette dernière période se dédu i t imméd ia t emen t du théorème d 'AbeI
qui donne (?'== i , 2, 3)

3 U^ ( ï , o ) -+- ,?/• — ^ U^ (0,0) =;: o
ou, si l'on veut,

f i ( î ) 3[>— U^(r, o) - C/] - I,V~ 3|>— 11^(0,0) - CJ = o.

H. Faisons, dans la formule (r3), ^ == /^ ==. ̂  r= co; le premier
membre se réduira à ï et l'on en déduira la valeur de E; puis, en f a i s a n t
successivement ^ == x, t^ == ^3 == co et ^ i ==y, /^ = /^ == co, nous ob t i en-
drons les expressions de ï — -^ et de ï — — Dans ces expressions et>./"
dans celle de E, les a rguments do la (onc t ion 0, débarrassés de la
pér iode I\, Pa, P;} et de la demi-période ̂  /^ /^ seront des sommes
de valeurs des intégrales normales U^ p r i s ï ^ d ' u n p o i n t c r i t i q u e a u n
autre p o i n t c r i t i q u e ; je désignerai ces sommes de valeurs par N y . H J ^ I
pour les n 'uniérateurs et par I)^[(„J ( / j ' | pour les d é n o m i n a t e u r s ; d ' au l ro
part , grâce aux calculs f a i t s plus l i an t , i l sera f a c i l e de montrer que
ces dernières1 quan t i t é s ne dépenden t que de // et de ^ et d ' o b t e n i r
leurs valeurs. Il en résulte q u e les arguments comple ts ne dépenden t
que de u^t de ^; je désignerai par^(//^) ces a rgumen t s débarrassés
seulement de la période P^ I\, P;^ 'lin déf in i t ive , j ' écr i ra i

E -=. e^^
^N \ [ l l ^ ^ ]4 -

^/ .^[ .r^ ' t / / , ! .^)

^ D,| U^ l l]-4-

^^ ^JN,[IJ(^I+^

O^D, [ l ; ( ' ) : |+

^TÏ/K, ^[.r^ ( / / , ( • ) )
"111^- •^ll^^p•^ll^l;l^l,_•j •

^^ ^N,[1]^ .„,,« El 1

,E
ffl 1) , [ IUO]4-^J

? '̂  ^

r^'^ ^f.r,^ ( / / , ( - )J
"l""lll"l^"lw ^"j^^Fq1-1^^1';^^

12. Remplaçons, dans le Tableau (B), a, JÏ, y, o par o, r , x, y et,
d ' au t re part, désignons par 'W^, û^, IJ^JCB valeurs des intégrales
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prises du po in t in i t i a l au point critique qui correspond à t = T; nous
aurons , en tenant compte dos relations (4)»

a;=A»-'(r-P)W^
| ^=^'-'(i-À)^,

a;'=^-i(i-7)U?.,
i3;=^-'(i-^}W,1,,
p;.-.}/-i(,_^û;,,

(3;'=^'-'(i-À)U/,,,
y.=?.'-'(i-^)W^,

( 1 8 ; {-/,=:^-'(i-}.)^,
^^^-'(.-^U?;,
5;==^-'(( -À^W?;,,
0^== ? . - ( , - -A) Q^
^=^(,_),)U.^

£;=P-'(I-À)W/°:,
£^^-1(1__^)^,

^•-^'-'(•-Hirç.

On en (l('ldlli(., ci» vertu des relations (3),

^^L^a't,--n,-,^}, u'f= Lr-̂  (-/./,, _&^/,,), w-f.= '-^(-/."AI-A,- A,),
/,•' — 1w"

WT=^A.
Wî'=^(A,-AA,3),

W. t,•=- I—^(Â2A,-A,),

-(^-?,2 /-',),

li-ï-=^-^(),&l-^),
ij^^^!(/,/,,+^), W,'; -3-(^,.V,+AO.

D'autre part , les relations (()) donnent

:N,,[ UW] == //,;N/,|:Q] + ̂ ,N,- [U] 4- /;N/,[ W],
I)/,[U")]-=A,1)/,[Û]-^/*,I)/,[U] 4-/<1)*[W].

(w)
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Enf in , en tenant compte de l 'équation (î5) et des valeurs qu ' i l faut
ondonner à ^, /o, ^ pour obtenir E, E ( i -— -1- ) et E( ï — — ) î on trouve\ x / \ .}/

( 2 1 )

N,[u^:i=i:u^:ir, i)i[o^)]=[u^]^
N^U^)] == [U^)]f, D , [ U ^ ^ ] =: [U^)]^,
Naru^^EU^K, ^.[^^[V^^

En combinant les relations (19)» (^o), (21) et (7), on a, en dé-
finit ive,

Ni [Uœ] = I [p a2^ (À - À 2 ) v - P ?/ - ?,], :Di [ l!^):| == - 1,o «')

(aa) N , [ U ' ^ ] = = - ( À - À ' ) ( « + 7 , ) , . r) i[U(2' : l =:<.»,

N^U^j^^K 2 -«+! ) , •DiCllf3):!:--^,

N^IF']-^",

(28) < N^IJO]^7-^-1-,

NJ;li("]=j,

I)s[lJ(i'] ̂  - [~ ?.ï/<24- ("À2 - ?.)c -i- a'/.2»:

T), [ tJ") ]-=.^(Àî-^)( /<- i) ,

D,[IJ")]==^(-M»-1-2/<),

3'N;,[U(^] ,D,[U(1)] =: , [— X2 /^^ (À^- Â ) F --•

(94) N3[U^]=^—^,
'

, N,[UW]=_"4,_,
' 0 0

Ï ,., ,
I}3[UW:1=^(P-1)^

: l )3[U(3)]=^(^^.^ î ) .

13. Ces expressions sont de^ tiers de période; en effet, si l'on
désigne les périodes normales de U^, IP^ U^ de la nianière sui-
vante :, , ! ! , ^

, Ui^' ^i o o TH T"ig T^^

VW o ï o T^i T^a 723 11 .,

u£îtî ^ o .^ 731 Tas r^
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on vérifie faci lement que l'on a

Ni[U^) ]= : - | [2TH+T^+T^^2] , DJU^]=-|,

Ni[U^]=~^[2r^+^+T^a JMU^]==O,

NJU^^-iE^+T^+Tas-i:], DJU^]^,

N,[U^:|= |T,,, IMU^J-^THH-^+T^L

N2l:U^]= ^[^-2], l^EU^^^^^^+a^^r^-i],

N.ri^)]^ |ï,,, Î^EU^^^IC^Tai^a^+TrJ,

'^[U^^^-^ETH^^], BarU^j^l^TH+TK^],

^[U^] ==«. i [T»+ î:|, îh[V^]= |[^T,^^],

N3|:U^)]=-^[T^-î], :ï),[U^)]==^[aT^+^+l].

i4. Les relations (16) qui fournissent la période P ^ , Py, P;) peuvent
s'écrire (pour i == ï ^ à, 3)

aNA.[U^]-P,-3D,,[U^]=:o,

à des entiers près, que l'on peut négliger; on en déduit, quel que
soit /c,

Pl=::ÂÏÎ^"+- ( Â — — P ) ^ — — P ^ =— 3 r n — — T i 2 — — 7 i 3 ,

PS = (À — À2 ) ( u <h À ) = — 2 Tai — r^ — Ta:,,

P3= ^ î ï— U •=• — ^Tyi — 732— T^.

11 suffî t de calculer les facteurs
(A tt'l V: -^ ^t 7C i (K à— K, ) ^2 Tr < E" ̂ ^ ^2 TC < ( I<a— «i )

qui f igurent dans les expressions déf in i t ives de i — — et de i — ^
quand on y a remplacé E par sa valeur.

Ânn. Éc. Norm^ (3),X!K. —JCILLET ïQoSt. , 1 ^
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On les obtient, ainsi que je l'ai di t , en débarrassant de la période
P i , Pa, ?3 les expressions

9 N^UO] -- P,+ ̂  ô J N ^ U i " ] - P,+ -^'}

^[U'^-P.-t-^ ^ N t E U O j - P ; - ) - ^ }
f " 1 } f " |

On trouve ainsi
j ^rr^^^^-S^-a^hï).

<25) \ } 2 ^E^I-——(^_^_^, ) ,
\ °

15. Pour achever de déterminer les expressions de i — 7 et de

^ _!., il ne reste plus nu'à déterminer la demi-période " - • ? ' ? •••
y A 1 l à 2 2

Remarquons d'abord que, cette demi-période f igurant dans tous les
arguments, on n'introduira aucun f a c t e u r exponentiel en les en
débarrassant, mais la fonc t ion 0, qui est supposée à caractéristique
nulle, sera transformée en une f o n c t i o n 0 dont la caractérist ique
correspondra à celle de la1 demi-période» Des considérations déve-
loppées par Briot dans sa Théorie des fonctionfs aï)éUennes, p. 149
et i5o [e'tqui s'appliquent ici, car la droite de r int ini , dont je me
suis servi pour déterminer C ^ , C^ Cn peut être considérée comme
touchant en deux points la courbe/(/,^) = o], permettent seulement
de prévoir que cette caractéristique sera impaire. Je suis arrivé à la
déterminer de la manière suivante : Nous allons voir que x et y ne
changent pas quand on effectue sur u et 9 certaines subst i tut ions;
chacune de ces substitutions correspond à une transformation linéaire
des fonctions 0; on sait ce que deviennent les fonct ions '0 quand on
effectue sur elles une pareille transformation; ' j 'ai écrit que i — 7; et

i — -restaient invariants. J'ai trouvé ainsi que la caractéristique en
w

question est
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Je désigne par 2^ la fonction 0 ayant cette caractéristique. Il en
résulte

-1 - ^.G^îiPiE^^i^iN^u^]
(26)

x S î - î j N J U t ^ j l ^ j . D ^ U ^ ^ ]
1 ^ ../E-^i^t^-lî^i^E11^]
y ^î iN,[U^)];^SD3[U(^]

m.

16. Reprenons la courbe fondamentale sous la forme (j) en laissant
indéterminés les quatre points c r i t iques à distance f inie . Si l 'un d'eux
décrit une courbe fermée autour d 'un autre de ces points , les valeurs
des périodes sont modifiées, quoique les po in t s cr i t iques soient, après
le déplacement , les mêmes qu 'auparavant . Je vais m'occuper main-
tenant de ces transformations des périodes (et par suile de u et de ^)
qu i laissent invariarUs a, pt, y, S (et par suite x et y).

Pour plus de net teté , je considérerai a, [i, y, § comme des points
fixes dans le plan et je désignerai les points crit iques de la courbe (i)
par A, B, C, D; ces points cri t iques seront susceptibles de se mouvoir
dans le plan, mais ils seront assujettis à coïncider ini t ia lement avec
a, j3, y, à et à ne décrire que des courbes fermées.

Quand un point crit ique se déplace, il entraîne avec lu i la ligne de
passage correspondante; il importe de déterminer la manière dont on
fait mouvoir cette l igne. L'hypothèse que je fais revient à supposer
qu'elle se meut paral lèlement à elle-même. Si, pour mieux se figurer
les résultats, on veut la rendre parallèle à toute autre l igne de passage
rencontrée par le .point critique en mouvement, il, faudra imaginer
qu'après a v o i r ' t o u r n é dans un sens pendant la .première partie du
parcours de ce point, elle tourne dans l'autre sens pendant le reste
du parcours. Si, l'on supposait que la ligne décrive un tour complet
dans un sens ou dans l 'autre, les courbes passeraient d'un feui l le t à un.
autre et, en conséquence, les valeurs de ['intégrale seraient mult i -
pliées par une puissance de À. Nous verrons plus loin l'importance de
cette remarque.
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17. 11 est facile de prévoir quelle sera la forme des expressions
qui vont se substituer à u et P quand un point critique aura décrit un
contour fermé autour d'un autre de ces points. En effet, si nous sup-
posons que le point qui se déplace entraîne avec lui les rétrosec-
fcions supposées extensibles et défbrmables, de manière à ne pas les
traverser et d-e manière qu'elles ne se coupent pas les unes les autres,
cesrétrosections, après comme avant , rendront la surface de Riemann
simplement connexe; comme d'ailleurs les points cr i t iques n 'auront
pas changé, nous serons en présence d'une transformation l inéaire
des périodes. Par suite, les quanti tés k\. A,, ..., A,, qui se substi-
tueront à A,, Aa, ..., A(p seront des fonct ions l inéa i res à coefficients
entiers et réels de ces dernières quanti tés. Si main tenan t nous é l imi-
nons A,, A,, AO au moyen des re la t ions (5), Ap A;, A, deviendront
des fonct ions l inéaires^de A,, A,, A, dans lesquelles les coefficients
seront de la forme a + b\ a et b étant des entiers. E n f i n , en p renan t
les rapports deux à deux de Ap A^, A^, on aura

/ -, ̂ d"" i>^+[^u ^ — M â ̂ '̂  1:1.1 ,̂11 iw" m, 4::TTtî'+T:it«? " """"1"° Mr h SV ̂ H,, (i?

où les coefficients M, P, R sont des entiers complexes aux unités
principales i et À.

Il sera avantageux de représenter la subst i tut ion par ses coeff ic ients
groupés en Tableau; j 'écr irai

s:^
^m, Pi n^

M^ PS î
^Ma Pa R^

S^et Sj étant deux substitutions ainsi représentées, j 'ai adopté,
pour effectuer le produit S^Sy, la règle suivante : L 'é lément 'de la
p'-me i;g^ ^ (IQ la /^"«i colonne de S,S; s'obtient ;en combinant les
éléments de la /c1^6 l igne de S^ avec ceux de la l1^ colonne de S^.

18. Ïl suffit, après chaque déplacement des points A, B, G, D, de
calculer les nouvelles valcura des trois périodes A^ A^y A;), dont
dépendent immédiatement u et ^; il suffit donc d'étudier les défor-
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mations des trois courbes M < , L^ ML de la figure i. Les formes
ini t ia les de ces courbes sont représentées à part sur la figure 2.

Fig. 3.

Le calcul des périodes relatives à l'état final se fait immédiatement ,
comme pour l'état i n i t i a l , en fonc t ion des a,, f^-, y^ ê, en considérant
les lignes de passage traversées par la courbe; il n'y a plus ensuite
qu'à identifier la valeur trouvée avec une combinaison linéaire des
valeurs primit ives des trois périodes, c'est-à-dire l'expression sui-
vante :

mA.î+ /? ,A2^/?A;i=w((3i 4- 72-+- 8 3 ) — / i (a; " h p a + y â ) •+"/.» (Pi "4-Pâ+ 7;.0-

Cette expression, en vertu des relations (4)» P^ut s'écrire
— na^ (w—^X S Î ~-^À)P l4" ( /n "À 2 •— n'k 4- /^?i)7i4- m1^^

L'identification fournit quatre équations. Dans chaque cas elles se
réduisent à trois, qui donnentsans ambiguïté m-, n, p .

Je ne développerai pas te calcul des substi tutions fondamentales;
ce calcul se trouve dans ma Thèse et avait déjà été effectué par M. Pi-
card. Je me contenterai de faire ici quelques remarques.

19. M. Picard, dont le but était de trouver le groupe des fonctions
a?etj, a pris pour point de départ la courbe (12); il a montré que
les subst i tu t ions fondamentales sont au nombre de cinq, soit S,,



278 ^- ALF.ZAIS.

S.>, . . ., S;,. Elles s 'obtiennent en faisant tourner x a u t o u r de ï , x au-
tour dey (ou, ce qui revient au inême,j autour de ^),y autour de i,
y autour de o, x au tour de o. Prenons ma in t enan t pour po in t de dé-
part la courbe (ï) ; en ra isonnant comme l'a fa i t M. Picard, il est faci le
de voir que , pour obteni r toutes les subs t i tu t ions fondamentales , il
suffî t de faire tourner séparément chaque point cr i t ique autour de
chacun des autres et que, A et B étant deux quelconques des points
critiques et a et (3 étant les points fixes avec lesquels ils coïncident
ini t ialement , la rotation de A autour de (3 donne la même substitu-
tion que la rotation de B autour de a. Mais il semble qu'aux cinq
substitutions de M. Picard, à savoir aux substi tut ions S,, . .., S^ pro-
venant des rotations de C autour de p, de C autour de 5, de I) autour
de [3, de1!) autour de a, de C autour de a, il f au t ajouter la substitu-
tion Se obtenue en fa i san t tourner A autour de (3. Au point de vue
géométrique, il n'existe aucune différence entre ces six subst i tut ions;
pour aucune d'elles on ne peut imaginer u n e combinaison des cir-
cuits des autres qui soit géométr iquement équivalenle à son circuit .
Toutefois, il, n'en résulte pas que Sy soit une subs t i t u t ion fondamen-
tale, car il peut néanmoins se faire qu' i l existe une combina ison des
autres substitutions qui donne mêmes périodes que S^. C'est ce qui
doit avoir lieu si Se appartient au groupe de x etj, puisque ce groupe
n'admet pour substitutions fondamentales que S ^ , . - ., S;,. L'analogie
avec le groupe modulaire porte à croire qu/il en est a insi . Soient A,
B, arles trois points critiques de l'intégrale e l l ip t ique

r __ciz_ __
J ^r(t'-7){t^^

A etB coïncidant init iai tôment avec o et ï; le -groupe de x considéré
comme fonction du rapport des périodes n^admet que deux substitu-
tions fondamentales; elles s'obtiennent en faisant tourner x autour
de o et autour de1 r ; soient S^ et S^ ces deux substitutions. Quant à la
substitution 83» obtenue en faisant tourner A autour de ï ou B autour
de o, son circuit n'est pas géomét r iquement , équivalent à une combi<-
naison des 'circuits1 des deux premières, et cependant une combinai-
son -de 84 et de Sa donne les mêmes périodes queS^ ; on a ! ! •

, S^S^S^^—ï . , §3==—S'g 'S"^ 1 .
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J'ai pu établir que Si, appar t ient en réalité au groupe de x etj.
Cette subs t i tu t ion , a ins i que les autres, correspond à une transforma-
tion l inéa i re des fonc t ions 0. lîn effectuant cette transformation dans
les expressions (^6) de i — - et de i — -5 j'ai pu constater leur inva-
riance. Tou te fo i s , il m'a été impossible de trouver l'expression de Sy
en fonction de S,, Sa, . . . , S;, et, par suite, tout en réservant la ques-
tion théorique ainsi que je viens de le faire, j 'ai trouvé commode de
traiter pra t iquement Sg comme une subst i tut ion fondamentale .

20. Dire qu'aucune des six subs t i tu t ions ne peut s'exprimer en
fonction des autres ne signifie pas qu'il n'y ait aucune relation entre
elles.

On sait, par exemple, qu'entre les deux subst i tu t ions fondamen-
tales Ïi et T^ du groupe modulaire on a la relat ion

/Tl rn \ 3 — — y
\ ^ l *• 2 ) —— l •

On peut trouver des relations analogues entre nos substi tutions
Sp . . . , S,p en considérant les chemins suivis par les points mobiles
dans leurs rotat ions. Ces chemins sont représentés sur la figure 3
dans le cas des six substi tutions.

Fig. 3.

f 1 |w\ /x^ ^4^ /w\ ^^x ï-
''B^; B^ /^ / / - \ \ / / \ \{ ^ ' /v / / \ \ // v -

A/ A ,̂  A,,, J^ t__ .M \^ ——^ \^ ——— \^-y- ^- ^ a \\y a \T^ oc y c^ y --
', 1 ^ \.\

^ ^ ^ f D!D^ ^ ^^ ^

Remarquons d'abord que, dans les six cas, le point décrit son con-
tour dans le sens rétrograde; comme les six substitutions ont pour
période 3, en faisant mouvoir le point dans le sens direct on obtien-
drait les substitutions

Û2 _ C-l&/ — &(• .
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On voit, en second lieu, que, pour 83, D, clans son mouvement ,
coupe deux fois la ligne de passage de y; pour S/,, il coupe deux fois
cette même ligne et deux fois celle de p; enfin, pour Sy, C coupe deux
fois la ligne de passage de p. J'ai calculé aussi les substitutions S^,
S^, S^ qui correspondent aux chemins représentés sur la figure 4.
Ces nouvelles substitutions, comme les anciennes, ont 3 pour pé-
riode.

Fig. 4.

aïâB-l^

-S A

"y

D Ô ofô Oî^

Ceci posé, je remarque que le circuit de S^ peut se déformer comme
l'indique la figure 5.

Fig. 5.

/ ^\ '^j^\\ \ ,\\/ \\\\ \ '-\' i
\\ V. /
\\ ^ '

•t^ V

D^ô

II en résulte immédiatement (en se rappelant que I) tournant au-
tour de y donne même substitution que G tournant autour de S)

3283511=83, S3:=SJ;S3Sg.

Mais B tournant autour de S donne même substitution que 1) tour-
nant autour de (î; par suite, le ̂ contour de 83 Çfig. 3) peut être rem-
placé par celui1 que. représente la première figure 6; celui-ci peut être
déformé comme l'iadiqBe la seconde figure 6; il en résultcî

Sa^S^S^Si 1 , , ^ S3=SiSâSf .
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En égalant les deux valeurs de 83 et les deux valeurs de S^, on
trouve

S Q / Q 2 __ C S Ç ^ C Û 2 Û . C __ Û Û, C, 2gC^ôg — — D ^ O ^ O i y D g D y O â — — O I ^ D ^ .

Fig. 6.

Bl(i Bl(î

z^c 41^
^ <y ^ \J^\\'̂ s

î"

br

^ ^
\ a.

tr

S

On trouve de même
Û Q,' Ûâ _- C 2 Q ^ Û
0 ( 0 ». kj .< •»'"•- 0 .. 0 t. ÇJQ y SîS,S,=SnS,S 2 .

21. Quant aux subst i tut ions S,, et S^, je remarque que l'on peut
déformer le contour de S.^ des deux manières indiquées par les
figures 7.

Fig. 7.

^•'^^'^
/ / / À/ /c i««j»-'» '\v j

^\
\

A^i
0^'

^
' • /

f'

'<ï- i^~n /
<\'" .^

^^ DK

• D'après la première de ces figures, si nous désignons par 2^ la sub-
s t i tu t ion qui, provient d'une rotation rétrograde de D autour 'des deux
points y et p et parS^ celle1 qui provient d'une rotat ion rétrograde
de D autour de y, ^ et a, nous avons

c _ T y1111- î
^ 4 — — ^ 2-'l "

D'après la seconde iigure, on a
v _. a û' v _ a c^ c'
^(^ —— ^D^, -^2 —— ^â0» i:74?

q ...̂  C C' Q' û'2 C2&4 —— Ï»20 a O/, 0^ S»^.

..////-/<. /?€'. iVûrm,, (3 ) , X Ï X . — Aoirr 190%. 36
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On trouve

K. ALE7AIS.

l 0 0 1

7/2 — À . i o | ,
0 0 A

d'où, pour /// entier positif ou né gai i f ,

[ I 0 0

^ n,: 1 / î ( A 2 — 1) i o

0 0 /.//

v //
^"•1

'7. P — ï o
0 À 0

- o o 7.
s *

'V n'/'1 - 1 1 ( } ^ — i) o

0 À" 0

0 0 V1

La substi tut ion
\ 0 0

S,.S,= À2---/, . o

0 0 'I

montre que;r etj sont des (onctions périodiques; elles ne changent
pas quand , u restant constant , v augmente de A2 — À . Cette propriété a,
été uti l isée par M. Picard ÇAota mathemaUca, t. V, p. r 7 i ) .

IV.

22* Nous avons vu que les fonc t ions 0 qui f iguren t dans les expres-
sions des fonctions x et y ne sont définies que pour les valeurs des
variables u, p, w qu i rendent négative la forme

F 1= (n/i "h V^\ 4- Ci (T\

M. Picard, a montré que les substitutions S 'dont nous venons de
nous occuper, prises sous forme homogène, t ransforment F'en elle-
même. Il est naturel de se demander si le groupe de ces suhstitu l ions,
ou groupe S, coïncide avec le groupe des substi tutions semblables
de F, ou s'il ne forme qu'un sous-groupe de ce groupe, ï/analogie
avec la, fonction modulaire e l l ip t ique porte à croire qu'il n'est qu'un
sous-groupe; de plus, elle suggère1 une méthode d ' investigation. La
forme F est transformée en elle-même par les substitutions qui pro-
viennent de déplacements des points1 critiques où l'on a, après comme
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avant, A = a, B == [3, C == y, D =-= S; elle doit être également trans-
formée en elle-même par les subst i tut ions provenant de déplacements
à la fin desquels A,"B, C, D coïncident avec a, (3, y, S dans un autre
ordre. En d'autres terme.s, les substi tutions que subissent n, ^, w
quand les points c r i t iques s 'échangent entre eux doivent transfor-
mer F en elle-même. C'est ce que nous allons consta ter en calculant
ces subs t i tu t ions .

23. Si nous convenons d'écrire les quatre lettres A, B, C, I) dans
l'ordre dans lequel les poin ts correspondants coïncident avec a, (3,
y, S, il s'agit d 'e f fec tuer sur ABCD toutes les permutat ions possibles;
mais on sai t que l'on peut passer d 'une de ces permuta t ions à une
autre quelconque en c o m b i n a n t trois transpositions de deux lettres.
Notre groupe aura donc trois subs t i tu t ions fondamentales ; je choisirai

• cel les 'qui . échangent B et C, G et D, D et A.
•Dans chaque cas, je suppose queles deuxpoints cr i t iques échangent

leurs posit ions en sens rétrograde, c'est-à-dire qu'ils suivent des
chemins formant ensemble un contour fermé et qu ' i ls le parcourent
en sens rétrograde. Pour mieux préciser les résultats, je fais décrire
à l 'une des lignes de passage une aire tout entière extérieure à ce
contour fermé, et je suppose que l'autre l igne de passage se mouvant
en sens contraire décri t cette môme aire extérieure et l'aire in té -
rieure.

24. Échange de B el C. — Le résultat de cet échange est représenté
par la seconde des figures 8. On en dédui t

A^.A,,
Ag = AS,

A,"=r(32 4- y3 4- yi -^ ~ Ps — (3i — 72 -^ — ^A^

On a donc ^ >
î 0 0

v'-v- ï,--= 0 . 0
l(.'^:—A(/,

0 0 —• À
"s î-

On voit faci lement que cette substitution a pour période 6 : T^ = î ;
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par suite T^ == T^ s'obtient en échangeant les deux points B et C dans
le sens direct.

Fi g'. -S.

25. Échange de C et D. — 11 est représenté par la seconde figure 9,
qu i donne

A,=A^
^ r:= — fîg — (3, - a i ̂ :: - A i + A a — ̂  A,,
A./;t=(3l"^pâ4"5, = A i — Â A ; î .

Fi g, ().

D'où1

,A,12 ̂  =y.+-p+.).^

^/ =: ?,2 -+" ç 4- X ̂ ,
a'r=: ï — 7 , ^ ,

rp
A ^

A', .
-^ = Ï — À U $AI

1 0 0 ^

V x X 1 •
Ï Ô1 — À
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Cette substitution a aussi pour période 6.

26. Échange de A et D. — On obtient une substitution très simple
en supposant que le contour formé des chemins décrits par les deux
points contient à son intérieur les points y et p. La troisième des
figures 10 réalise ce cas; on en déduit

A^=:a3+(3i"+-yâ =—^A2,

A ^ - r r — y a — (3i— ô;^=:—Ai,

A,=p3-4-(3i+7, ==U,3,

M
A,
A,

' À ^

:À^

r À 2

A;
A•^^À^.

y
pp =

Zux^"-

1
: —,

v
@r=r.

À 5^

(>

^
Ô

À2

0

À
2

0

0

s0

0

À

Fig. 10.

Cette substitution, comme les deux précédentes, a 6 pour période.
Il est facile de constater que T., T^ et @ prises sous forme homo-

gène transforment F en elle-même.

27. On a T2 == S,, T.2 == Sa ; il est facile de construire des substitu-
tions, combinaisons de T^T^O et ayant pour carrés les autres substi-
tut ions S étudiées plus haut. Il suffit pour cela de déformer la courbe
relative à chacune de ces substitutions S en la faisant passer par les
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points cri t iques près desquels ou autour desquels elle passait, de
manière à la décomposer en segments réunissant (3 et y ou y et § ou S
et a. En in t rodu i san t de plus des segments auxiliaires décrits par les
points cr i t iques in te rmédia i res et formant ensemble des contours
fermés qui ramènent ces points à leurs posi t ions i n i t i a l e s , on peut
toujours supposer que, pendant qu 'un poin t c r i t ique va d 'un premier
poin t fixe à un second, le po in t c r i t ique qui é ta i t au second po in t fixe
se transporte au premier ; on o b t i e n t a ins i une succession des trois
substitutions T\, Ta, © qui a pour effet d'échanger les deux points
mobiles extrêmes,

Si l'on effectue deux fois de sui te les mêmes construct ions, ce qu i
revient à prendre le carré de la subs t i tu t ion , les deux po in t s cr i t iques
reprennent leurs pos i t ions i n i t i a l e s , chacun ayant effectué une rota-
t i o n a u t o u r d u po in t fixe de l 'autre. Ce déplacement s i m u l t a n é corres-
pond à la même subs t i t u t ion que si l 'un seulement des deux poin ts
avait tourné autour du p o i n t fixe rie l 'autre. Je désignerai par Ï^ la
subs t i t u t i on qu i a pour carré S^. Ccîs subst i tu t ions T ont 6 pour
périodes; j'ai réuni p lus loin leurs valeurs et celles de leurs puis-
sances.

28. Substitution 1\ et T^. — Les figures ï ï; représentent deux
manières de déformer le contour de S;ç (troisième des figures 3), et les.es ngures

i<ig. i ' t .Fî . n.

0^ D^ D^ ^

€ . €^ . c^ A J^1 -^ C fa, » ï c / ̂  A ———» < < »——»,-. ——4( < < •^ *.—————^^ ,—— -y?, \. a -y \\ a-R ,̂ <———————^4»^••--T ,——— -yT» \ » (^ -y . ^
//-y^ a { \y • a ' \. ^\ ' \\^ .̂ ^t ^.""ï. "̂  °[8 f

figures ra représentent deux manières de déformer le contour de S^
(première figure 4). Dans ces figures et dans celles qui suivent, les
numéros indiquent les scsgments qui doivent être parcouras ensemble
pour obtenir la sériedes substitutionsT^ Ta, © qui reproduit la sub-
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s t i tu t ion considérée. On en dédui t
T3=TaT,Tï"=TîT,Ti , T, = T^T, = T.T.T;.

S3=T^T^Tî^TfTlT, S,= T^ T^T,^ Ï^Tf.

On a aussi
2i-= S, 83= Ta T? Ta.

29. Substitutions^,, et T^. •— Pour évaluer T^ en fonction de Ï^
T^, ©, je déforme le contour relatif à © (première figure i3) comme
le montre la seconde figure i3. Quant au contour de S.,, (quatrième
figure 3) on peut le déformer comme l ' ind ique la figure i4.

Fig. ï3. Fîg. x^

^'é'^^^ B^ ̂ \
/ '
,' C ,D
\ y f oc

/
—'-s'-,\y ,-.

s

Bl[a

^
2;

^ i

\ y

^!
D f' <-C^r/^ T^\/ -a '- \3^- \ '•./ s \

étfi

'2

l
l

\

/̂^ ATO AT6

On a

d/où
©

. «.... C C' ^^ T __ ^Û'â Û2
, :...;:..,- D a D ;î •fli 4 î il 'l —— v-' ° 3 D à '

'•I'1' ..„„..-.. T'/»- '"r't. ̂  ,.._ To "'ï'1^- rS1;» ̂.t ^ ....,.,- .S^ ;, ,!̂  ^ w — 1.3 .1. ^ i. .̂  ̂ ,
0 ' ...... ^^ 20 4 -.,- ,1. ^

On a aussi

T.^eT^e^^oTrrîï^
==(6TsTîT î ) 2 .„— / r!1 ;> ^^ 'i. q'1 ;; f^Yî C , -.-.- '̂̂  2

.— ^ .1. a •.!• i .* 2" '^ ? 0" " " '" .̂

l,^S4^^0TïTiT^-

30. Substilutums T;, ^ Tg. — Le contour de S^ (troisième figure 4)
donne les deux figures i5 et le contour de S;, (c inquième figure 3)

Fi g, ï ^ } . Fig. i(î.

/^PY
/ 3/8^'^/ l/B^/81 fi Bl&

-̂ .̂A C
""V^s ^f1S"

Ŵ̂
r^ y?^
^\/^//

D̂ Î&
D»ÔST<$

donne la figure 16. On en déduit
riv ...,.» ''p riv rp^ ^_ rgVi,rp m/A g ^— j g .1 ^ j,. g — j. ^ . la .1- 4 »
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c'est-à-dire

puis

T^T^TjOTj ^^TsTfTaTïT jô ,
S,=T,â==:(TîTj©Tj) : i=ô ^ >T ; 2TîTjT}Tj©;;

Ts^SiTyS^ï jeTJTï ,
S,==Tj :=(Ïj©T^)2.

31. Substitution Se. — Le contour de T, peut encore se déformer
comme l ' indiquent les figures 17. On en déduit

rp/ __ m.', rp m __ rp rp rp;;
J. g —— 1. ^ .1, Q A ^ ....... 1 Q A ^ i. ^ »

l7^. i';. ^ig- '-s-

W BÎ& ^ °P^',' "s-^ K K x-'*,
^y:\ /-^^ ^ ^^r• r /L / \ A 2 ^/^'''.t^'A ^U ^,-Xi \\

^^A^^^ ^^>^i__ __^î^ ''^••^A?__ __Ç. "'-. A^ » »«£ 3^^l^»A__^ ^ „ ^ _ , ./'/'/yo v / / o<-
^/ ^

^ Y ' af^ a f o

La première de ces relations donne
T,, =ï,T,Tî :::::: TîT;0Tïr^

S^=Ï^TïT;eT|TtTi©TiTr.

32. Des différentes manières de déformer u.n morne contour ré-
sultent des identi tés entre les substitutions T^ T^ ©; en a j o u t a n t a u x
déformations déjà considérées celles représentées par les figures x8,
on voit que ces identités se ramènent à quatre quel'on peut écrire

rp rp rp __ rp rp rp rp m/ rip _ rgrs/ rn rgv
.1, i .1. 2 1 i ..— .1 g .1. i i, ^ y A a .1. ^ A g .-'=. A ^ A s A. 4 y
rp rp rp —— rm rp rp rp r«v rp __ '?/ rp r|V
.1, i A g A i — A ^ A i A (î, A c, i, ^ A (; .»..-. ,1, ^ A (; .! 4,

Ou, en é l iminan t T^ e t T ^ ,
T^r^T^T^,,

(TîT|0)^^T,(T^Tj©)T,,
Tieï |==ï f (Tj0ï ï )T;(T^@TS)Ï ï ,

TîTjeT|Ï ï (T| Ï tT|e)ïn^eT|Tt=TjTî Ï^©(TîTjêTtTf)TsÏ îTi©

On pourrait en obtenir d'autres. On a, en, particulier, quels que
soient les entiers a et ̂  ! , . \

TfQ^QPT^ • •



p- ^ Œ> K &' ? ^ H H ^

^ ̂  ç — > 0 1 ' ° ^ T ̂ - ̂  ̂  ' ° !
1 O ^ O O ^ - O ^ i O ^ ,̂ '-s

^ 0 0 \° " ° ° . ̂  _< - " ^ ^ o " " " ^ ̂  '

"—/ "̂T"7 j1 J 'li ji JL .1', I1
Œ5 'H' ^ ? ^ ^ ^ ?3

H E-

/< 0 °
0 ^ [ 0 r< \ o '<

r< ^
0 | K / , 0 \ << ^ »,

" - . ^ ° ^ ^ "' -^ | ^ 0 /•<

r———. ° - ° ÇT^ o ^ o O - ^ Ï 0 " ' 7 ;<
0 0 /< , „ 1 - , .

- '< Û ^ 0 ^ ^ .. - ^ , ^ , ^ ^ ^
0 " ° - 1 1 - 1 1 "" I J ^ 1 ° ' [ °

" ~ f ' r ^ ii il ii ii ii ii
ï ^ ^ p r ^ ? i ï î :

^ ^—^ ^ o o - Ç~~^ r' ^ ____

1 ̂  ° ' î T 777 TTî î i o ^ o ! ° ' î~? ÇT?
à ° ° î » - o r——^ a - - o " = '" "; î - ^ " M—— ^

s o " ° •' 'ï, - ° ° « , a ^ 'î ï ' 1 ï ° • " "
© J ( " [ " ' l ^ ^ ' /< ^ O O ^ O O h - 0 0

n • ^ n &-0 ^ P' % S H K
H

i ^T^ ^7 o î ;. ° ° M ° ° " î ° ^ 1 1 ° ^ î ° ^S / ^ s - / w ^ ' M '0 0 "' '0 0 - r<

/<

, . „., -< ° J ?w ^ /<: 1
5 " <••< ' w

'̂  O C ; ^ 0 - 0 0 0 ^ 0 - 0

pQ ^ ,
î3 0 " 0 ( rs 0 /^ 0 1 /•s 1 1 ^ 7 T ^ '< /< 'r< ^< r<

1 1 ^f 1 0 r< î 0
< / " < | ^ < <°< N < O O ^ O O " O OM - 0 0 / < - " < < O C

^ H"1 p1 ® h ^w ^ K , H ^ • h
Q.'

0 ^ ! o c /< !< o

^< o
:2 ' . ç . ° ' ° ° " ° . '" - ^ . ^ ^ " ^ ^ -
o o . . o - ^ ^ ° c - „ ^ ,, ,
ï>

o - o
^ o o

o ^ o ^ o o rt 0 0 - ° °

p ' ̂
 ÎD

 É-? ^ ^

Anfi. Éc. Nom., (3), XÏX. — AOUT ï^.

^ ^ K ^37
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V.

34. Il est évident géométriquement, que le groupe S est un sous-
groupe du groupe engendré par ï,, T^, Q ou groupe T. En effet,
comme les subst i tut ions S/ ( î== r , 2, .... G) p r o v i e n n e n t de déplace-
ments des points critiques tels que les positions f inales de ces points
sont identiques à leurs positions ini t ia les , il en est de même pour
toutes les substitutions du groupe qu'elles engendren t ; or, ce n'est
pas le cas pour les substitutions ï\, T^, ©- II est clair d'ailleurs que
le groupe T cont ien t le groupe S,

A ces condit ions géométriques correspond un fait ana ly t ique qui
dist ingue les subs t i t u t ions S des autres subs t i t u t i ons du groupe T.
Les subs t i tu t ions S, sont de la forme

^ i. 4- in .1 ( ï — À ) m, g ( i — 1 ) m 3 ( ï. "" 7. )
n^ ( ï — À ) ï 4" /h ( ï — 7Q ^, ( » — 7. )

^ p, ( î ~ À ) ?, ( i -1 ) î. + pn ( 1 - Ï ) ̂

où les m, n, p sont des entiers complexes. En d'autres termes, les
substitutions S., sont congrues à la subst i tu t ion uni té , selon. le mo-
dule î — 'L On voit, en effet, que, dans chacune des subs t i tu t ions S,
les éléments de la diagonale sont, ou. bien ï, ou bien une des quan-
tités

•), ̂  ̂  ̂  (î _ }^ x2^ î, + P(ï - 70, — 2À = ï - Â(i — À),

les éléments hors de la diagonale sont, ou bien o, ou bien une des
quanti tés

± ( î - 7Q, ± (À12- î ) =± V{i - 70, ±: (7. - À2) = ± À( ï ~ 7.).

D'ailleurs, il est facile de voir que, si deux substitutions vér i f ient
ces conditions, il en est de même de leur produit; ces conditions
caractérisent donobien le groupe S. Enfin, elles ne sont pas réalisées
pour les substitutions T; en effet, dans T^ le dernier élément de la
diagonale est congru à — ï , car on a

1 ! . , . , ^.^^(r-TO; , ' ,
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et les autres subs t i tu t ions T c o n t i e n n e n t toutes des éléments hors de
la diagonale qui ne sont pas mul t ip les de i — A.

35. Le groupe S est donc un sous-groupe à congruences du
groupe T; il en résulte, d'après un raisonnement connu, que c'estun
sous-groupe i n v a r i a n t ; on peut , par su i t e , diviser le groupe T en
classes dont le groupe S formera la première, les subst i tut ions d'une
même classe étant congrues entre elles (mod i - — À ) ; i l suiïît, pour
cela, de trouver un système complet de subs t i tu t ions T non congrues
entre elles et de mult ipl ier successivement par ces subst i tut ions
celles du groupe S.

Je remarque d'abord que le nombre des classes de nombres incon-
grus (mod i. — V) est égal à norme de (i; — À) == 3; je prendrai pour
représentants de ces classes — ï , o, r . Chacun des 9 éléments de la
subs t i tu t ion pouvan t être congru à chacun de ces trois nombres, on a
3° subst i tut ions incongrues entre elles (mod i — À). Je vais é tudier :
3° celles qu i correspondent à des échanges des points cri t iques entre
eux et qui, par sui te , appa r t i ennen t au groupe T; ocelles qui sont
compatibles avec les condi t ions qu i expr iment que la subs t i tu t ion ,
supposée homogène, t rans forme, eu elle-même la forme F. Je serai
a ins i amené à dé te rminer si. le groupe ï coïncide avec celui des sub-
st i tut ions semblables de cette fo rme ou s'il n'en est lu i -même qu'un
sous-groupe,

36. Le groupe T cont ient , au maximum, au t an t de substi tut ions
incongrues selon le module ï — A qu'il y a de permutations des quatre
lettres A, B, C, D, c'est-à-dire 24. En effet, les divers chemins que
l'on peut fa i re suivre aux points cri t iques pour passer d 'une permu-
tation P^r à une autre pe rmu ta t i on Py peuvent se ramener à l 'un d'eux
précédé et suivi d 'une série de lacets; les subs t i tu t ions correspon-
dantes se déduisent donc de l 'une d'elles en la mul t ip l i an t à droite et à
gauche par des subs t i tu t ions du groupe S. Toutes les substitutions qui
font passer d ' une permuta t ion déterminée P/ à une autre Py appar-
t i ennen t donc bien à la même cla'sse. II suffit de construire des .substi-
tu t ions permettant de passer de ' la permutation ABCD à chacune des
autres et de constater qu'elles sont incongrues entre .elles pour s'as- .
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surer que le groupe T contient bien en réalité vingt-quatre classes
incongrues, selon le module i — "X.

Voici d'abord la liste de ces substitutions ; j 'ai ajouté, en regard de
chacune d'elles, les transformations correspondantes de x et de y.
Nous avons vu que, par le changement de variable (i i), on passe de
la relation (i) à la relation (12). Je pose main tenan t , en considé-
rant A, B, C, D comme les points critiques mobiles d'abord en coïn-
cidence avec a, (î, y, §,

C - A _ • D -A ^
B-+A"^ ^ ^ ^ y ,

et j'écris
' _ y """'a / — "̂IL?^=^0' rr-^-^ (^=:i^, .... 24).

z , = : l , ( t - î ) ( t — ^ l ) ( £ — f i )

Quand A, B, C, D échangent leurs positions, x, ety, deviennent des
fonctions linéaires de x etj; je les ai inscrites dans le Tableau sui-
vant :

C-A Ï)-A,
ABCD 1 , ^ = g—A =^ yi = W=ï==y;

a" - 1 4 — ! - ^ — A ^ y.
ACBD ri ^ = ̂ _-i ̂  ï7 7% ~ (T^A "- ï3

C_:() y^^; A—I) ,y
DBCA e • ^ == ̂ ^j = y^". ^3 = if̂ D = yrrï î

B — ( ) y — ï A — ï ) y .
DCBA T,© x, = ̂ :̂  = ̂ ^, y. = ̂ ^^ = y^-ï-

1 ' 1 1 . 1 ! ! 1) — A C — A .ABDC Ta ^ = g ĵ ̂ y. Ja === jj-rj:=: ̂ ;

I) — A r B — A ïAGDB T.T, ^^^^==^ ^=ç^=^

A --1) y ^ — .1) y — x
DBAC , êï. ^ = ̂ ^^ = y^. JT = y-:̂  = yrï ^

, A — I ) y B — Ï ) y — îDCAB T^T. ^==^^^=^^ , y,=ç^^==^^;

T T — B "̂  A — ï . — c^ A — î -ADBC s-ïfi ' x^—W^~K.— y^ ^ .̂= ^ ̂ ••"^ , — . ,
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C - A ^ B- -A î
ADCB ï/IVr, ^o^j-TA^y5 7io=]y-r-^=^;

B •— S) r — î C — )̂ r •— ^
DABC eiVI\ ^ n ^ A ^ D ^ y " y^^-^-^—;

Q _ D y — ./r B — ï) r — i
DACB T,0T,T, ^^^UD^y" ' J^^-B^-T-5

]-) _ c ;r — y A — C xCBDA T.© ^= ̂ —^ = ̂ rr5 ^3= r-^c= ï"^
J )_B T — y A - R îBCDA ivr.e ^^^^=^, ^^^^=:^^^
A — C x I) — C ï — y

CBAD ôTsô • ^13= jj-rc = ̂ -="1-^ ^ls> = ir-c ^ r^rr5

^ -B î I)—B i-y
BCAD Ï.ÔT.e ^= ç-_^ = T^Ï- ^^ (T^B r:= ̂ "ï^

B~C .r--i • A — C .r
CDBA • T^Ti .y>7 = ̂ rc = ~x~y 7 yn = ir='C = F '̂5

^ _ B î — x __ A -- B _ î
BDCA TiTîOT, x^ j)-_-^ - ̂ -^-j1 yi»~- ])-_ B '"" i - ̂

ïî - C x — ï î) - C ^ — r
CAB.D ©T^Ti ^i.=- ̂ r-c =: ~r"' •ylo= A'^ r= —^3

f ^ B ' ^ -BBADC Tie^êï, ^=^-^^=1-^ .no^^.r-B^1^^5

\ -B î ( : -B__ i - ^
BDAC T20T/J\ê .^1= ̂ ^ = -^ry.î yn-= •jy-nj - 7^?

A - C. ^ B •- c ^ •y - r .CDAB TiTseï/r.ô ^= ^ ̂  = ^"ry^ ^= î)~c - ̂ ""y3

T) - B ^ "- l? ^BADC eï^ aïi T&e x,, = ̂ -_-g =1-7, /n = ̂ "r̂  -1 - ̂  ;
B - C -r -i)-c _^-.r

CADB T^TaOTi T^e ^^4= ̂ "ri]:= ""T"î y2fr '= A^C "' ""ï"""

Disposons ces subs t i tu t ions en Tableau de la manière suivante :
T,, Ï/r,, TA T^Ti, T^J\TA

T,. ï/r,, T/r/i\, T/LA ï/r.eTi, T/r,OT/r,ô,( ï ) @, êiy ÔT,T,, eT,0, OT.©TI, •©T.eï.T.e,
TA 1\0T^ l\QT/ri, T,ei\ô, T^T.OT,, T,ÔT^\TA
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et considérons les subs t i t u t i ons
^ s

t 0 0

0 1 0

s° ° ^
^

0 1 0

1 1 1

s° Ê "^

7

s
•)

^ \.
1 0 0

1 ï 1

s8 ° -£^
^ s

0 1 0

Ï 1 — 1

s.0 £ 6 ^

?

ï

^ "s1 0 0

1 1 — ï

^ 0 £ ^

^
r ï ï

ï ï — i

s5 -£ ° ^

s.

Avec £ = = i , ces dernières subst i tut ions sont congrues respective-
ment à celles de la première ligne du Tableau (1); avec £ = — ï , elles
sont congrues à celles de la seconde ligne; enfin, celles qu'on en
dédu i t en intervert issant les deux premières l ignes sont, pour £ === ï
et £ == — ï , congrues à celles de la troisième et de la quat r ième l ignes.
Les vingt-quatre subs t i t u t i ons sont donc b ien incongrues entre elles.

37. Remarquons, avant d'aborder la seconde quest ion» que les
vingt-quatre quanti tés Xi sont, à l'ordre près, ident iques aux vingt-
quatre quantités^. Ton te fonction symétr ique de ces vingt-quatre quan-
tités est une fonction Ilyperfuchsienne des variables u et P admettant
pour groupe de substitutions le groupe T. Si, comme dans le cas de la
fonction modulaire, on forme le produit des transformées de ï "+" x
par toutes les substitutions, on trouve la fonction invariante su ivan te

(4J^-Q (4Jl,y- I) (4^.y~ I) Wy^y^- î),

en désignant par
. ; • _(V^^^^Y

, ^,,~-^^^

l'invariant elliptique écrit so'us forme homogène. On 'vérif ie, de plus,
que les quatre fonctions Jy_,^,.^, î^^, ,I^y, ,11^ sont permutées entre

^elles par les substitutions Ï\, T^, © (et, par suite, par toutes celles du
groupe T) comme les quatre lettres A, B, G, D; a ins i toute fonction
symétrique de1 ces 'quatre quantités comme

,j ^ rjr; «Jy—i,j-..^J^',jJl,yJi^,

J ̂  == Jy^ ^ ^ y__^ 4." J .̂̂  "•+- J ̂ y .+. J , ̂

est une fonction hyperfuchsicnne ayant T pour groupe.
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38. Il me reste à déterminer quelles sont, parmi les 39 classes de
subst i tut ions incongrues ( m o d r — ' X ) , celles qui transforment F en
elle-même.

Le Tableau des coefficients de la substitution étant

^ ï\ iC
'Ma P., R.2

^Ma ?3 B:̂

et [^, CT, p désignant les quant i tés conjuguées de M, P, R, on peut
écrire de deux manières différentes les condi t ions qu i expriment que
celte subs t i tu t ion est u n e subs t i tu t ion semblable de F; le premier
groupe de condi t ions s 'obtient en écrivant que la substi tution trans-
forme F en elle-même; le second groupe s'obtient en écr ivant que la
subs t i tu t ion inverse transforme F en elle-même

( i ) Mir?Tr+- Pi^+ R i p 2 = = i , ( i ) Mi^^Ma^i+MsCTs^ i,
( a ) Ma^-h P;̂ .:,4" Rspa-^ î , ( 2 ) ^ ipa + B ^ R i ^ K:^ -== ^

( 3 ) Mi CTi 4- Pi ̂ i -+- R î pi == 0, ( 3 ) Mi ^2 -h Ma ^.i 4" My ̂ 3=0 ,

(4 ) M;iîîy2-»h Pâ^3+ R2Pâ== 0» (^ Pl^H- Pâ^l ̂  P:iCT3= 0,

(5) Mi^t+Pi^4- H i p a ^ o , (5 ) Ri^+Ba^i+ K;,^=o,
(6) M127îy3-+- P2^4- ilâpn-^- o» ' (6) Ri^-4- Râ^i-r- 1^^=: o.

39. Si, dans le Tableau des coefficients, on échange les l ignes et
les colonnes, puis que Fon exprime que la nouvelle substi tution ainsi
obtenue transforme F en elle-même, on trouve les conditions du
second groupe. Il en résulte que toute propriété dédui te du premier
groupe d'équations pour les lignes appartient aux colonnes en vertu
du second groupe d'équations.

40. Supposons, dans toutes ces équations, chaque élément rem-
placé par celui des nombres — î , o, ï auquel il est congru (mod ï — À)
et voyons dans quels cas ces équations, envisagées comme des con—
gruences selon1 ce'module, seront satisfaites. , ,

On voit facilement que deux quantités conjuguées l 'une de Fautre
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appart iennent à la même classe (mod i — ^). Ceci posé, on obtient
imméd ia t emen t les résultats suivants.

41. Considérons d'abord les trois éléments d'une même ligne ou
d'une même colonne :

1° Pour toute l igne ou colonne, les trois éléments ne peuvent être
nuls à la fois, car s'ils l 'é taient , (i) ou ('Ji) ne pourrait être vérifiée;

2° Pour chacune des deux premières lignes ou colonnes, si le troi-
sième é lément est nul, l 'un des deux premiers l'est aussi ; sans
cela (3) ou (4) ne pourra i t être vérifiée ;

3° Pour chacune des deux premières lignes ou colonnes, si le troi-
sième élément n'est pas nu l , il f a u t , en vertu de (3) ou (4)» que les
deux premiers ne le soient pas non plus, car au t rement les premiers
membres de ces relat ions seraient congrus à ï ; il faut, de plus, qu'ils
soient tous deux congrus à r ou tous deux congrus à — i, car, sans
cela, les premiers membres seraient congrus à — r.

En conséquence, les deux premières lignes ou colonnes appar-
t iennent à l 'un des types suivants, où £ et ^ égalent ± i indépen-
d a m m e n t l 'un de l 'autre :

[£ 0 O], [0 £ O], [S £ <].

ï'î. Pour que deux lignes ou deux colonnes vérif iant ces condit ions
puissent former ensemble les deux premières lignes ou colonnes d'une
même s u b s t i t u t i o n , il fau t encore :

ï° Que les deux ne soient pas identiques et que l'on ne passe pas
de l 'une à l ' au t r e en changeant tous les signes, car, dans ces deux cas,
le premier membre de (r) serait congru à zéro;

2° Que si l 'on des deux premiers éléments de l 'une des deux lignes
ou colonnes est nu l , l ' é lément correspondant de l 'autre l igne ou
colonne ne le soitpas. En ofTet, Fun des deux premiers éléments étant
n u l , le t ro is ième l'est aussi; s'il en était a insi pour les deux premières
lignes ou, colon nés, etsiles deux avaient les mémos éléments nuls, le
premier membre de (r) serait congm à %éro;

3Û Que ceux des éléments du premier mineur ^ ^ qui ne sont
\ •"* 2 " î ̂

pas nu l s a ient le même signe. En effet, les seules combinaisons pos-
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sibles sont, en vertu de ce qui précède, à l'ordre près des lignes,

F£ o ol
LO £' r £

Le7 ^

Si l'on n'avait pas €= £, le premier membre de (i) serait congru
à — i.

Remarquons que, dans le dernier Tableau, avec £==--£', changer le
signe de ^revient à échanger les deux lignes. Les seules combinaisons
possibles sont donc, a l'ordre près des lignes,

F£ o oi rs o o ro e o
Lo $ oj LE £ £ LE £ £ L£ £

Et comme ceci. vaut, pour les colonnes comme pour les lignes de la
substi tution, on est ramené, à l'ordre près des deux premières
lignes et des deux premières colonnes, aux trois Tableaux suivants :

^ sS 0 O

0 £ 0

^0 0 l.{;$^

î

^ s,
£ 0 0

£ £ £ '

^" 0 B^

5

^
£ £ £

£ £ — £

^ ^ e R,

43. Il reste à déterminer R;i. Or ;
i° 'En vertu de (2), si. l'un au moins des deux premiers éléments

de la troisième ligne ou colonne est nul, il faut que Ra ne le soit pas;
si les deux premiers éléments sont différents de zéro, comme ils sont
alors de signes contraires, il faut que Ra soit nul; ainsi , pour le pre-
mier Tableau, R^= £7 ; pour le deuxième, R^^^; pour le troi-
sième, R,3= o, '

2° En vertu de (5) ou (6) dans le cas du deuxième Tableau, c'est-
à-dire quand, .une , et une seule, des deux premières lignes ou colonnes
n'a aucun élément nul , il faut que, si les trois éléments de cette ligne
ou colonne sont de même signe, les deux éléments non nuls de la
troisième ligne ou colonne ne le soient pas, et vice versa; il faut donc
que Fon ait ^=:— ^s'^. 1 :

On est finalement conduit aux trois Tableaux suivants, dans les-
quels on peut permuter, soit les deux premières lignes, suit , les deux,

Ann. Éc. Nonn^ (3), XIX. — AOUT X902. ^
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^ s.
£ 0 0

0 Ê 0

^0 0 £^

,

^ S.,
£ 0 0

£ £ E'

^ 0 —ÊÊ7^

y

^
£ £

£ £

S6 -

44. Le premier de ces Tableaux contient deux £ indépendants,
mais l'échange de ses deux premières lignes produit le même effet
que l'échange de ses deux premières colonnes; le dernier ne contient
qu'un seul £ indépendant ; chacun décès Tableaux fburn i thu i t classes
de substitutions; celui du milieu cont ient trois £ indépendants , il
fournit trente-deux classes de substi tut ions. 11 y a donc au plus
quarante-huit classes de substitutions pouvant transformer F en elle-
même. Pour vingt-quatre de ces classes, £ = = i ; ces vingt-quatre
classes sont celles du groupe T, et, par suite, elles contiennent
effectivement des substi tutions semblables de F; les vingt-quatre
autres se déduisent des premières en. changeant tous les signes,
ce qui ne peut empêcher les condit ions écrites plus haut d'être
vérifiées. On voit facilement que les subst i tut ions pour lesquelles
£ = i forment un sous-groupe invariant du groupe total.

En résumé, on est conduit au résultat su ivant ; le groupe S est un
sous-groupe invariant d ' indice ^4 du groupe ï qui est lui-même un
sous-groupe invariant d'indice 2 du groupe total des substitutions
semblables de F.

VI.

45. Nous avons vu que les substitutions S correspondent à des
transformations linéaires des fonctions 0 et que, une fois les résultats
de ces transformations obtenus, on peut s'en servir pour achever la
détermination des expressions àex et de y et pour montrer que la,
substitution S^ laisse invariantes ces deux fonctions. Il me reste à
parler de ces transformations. Voici d'abord d'une1 manière générale
l'énoncé du problème de la transformation linéaire et les formules
qui le résolvent.
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46. La fonction 0 âp variables est définie par la relation suivante :
/ <y </\ ^1 •3T^,r(2/^+// ' )+.^^^:(,2/î4-^r--^ :^^ /7(2»-^7' l

0^(^)=:0(^; T, ̂  ^J=^<? 2

Dans cette formule, x, n, q, q1 sont des lettres multiples àp élé-
ments (1) : x représente les arguments; q et q1 sont des entiers que
nous supposons o ou i et dont les moitiés consti tuent la caractéris-
t ique de la fonct ion; cette caractéristique est désignée d'une manière
abrégée par N. Les symboles de sommation sont représentés par n, et
S ind ique une sommation portant sur tous les termes obtenus en
donnant aux p quanti tés n tous les systèmes de valeurs entières.
T est la matrice symétrique des périodes normales de seconde espèce
de la fonction. Si l'on pose T == T'+ i^" (^ et T" réels), il faut et il
suffit pour la convergence que T^/T soit une forme définie et positive.

47. Supposons donnés, avec une courbe algébrique de genre p ,
un système quelconque d'intégrales dist inctes de première espèce
iî,(i= i, 2, . . . , /?) et une surface de Biemann à p feuillets. Traçons
sur cette surface un premier système de rétrosections qui la rende
simplement connexe et prenons les valeurs des -intégrales le long de
ces courbes; nous obtiendrons un système de périodes des intégrales;
représentons-les par les éléments des matrices o> et oV. En partant de
ces périodes, on peut construire un système d'intégrales normales de
première espèce U^; soit T la, matrice des périodes normales de
seconde espèce de ces intégrales.

Passons du système de rétrosections considéré à un autre système
de rétrosections rendant encore la surface simplement connexe;
soient [œ], [o/] les matrices des périodes des intégrales [fï/j déduites

(1) rappelle lettre multiple (row lettcr) un symbole unique x tenant lieu dû p sym-
boles .ri, ..., .Tp, ..., x CL n éLanfc deux lotires multiples à p éléments, xii représente
l'expression .ri//i "h.. .+.r^//p. Si T est une mairico ou tableau (le p2 éléments
^n, ^12, .. • ) ^ p p symétrique par rapport à la diagonale, T//2 représente la forme qua-
dratique

Tn/4 4-. -4~ ^ p p f l ^ -^ <2':l2//l /^•24-. .... ,

Pour plus de détails sur les notations abrégées, voir BAKEK, On abellan fonctions,
p. 66G, ou rna ThèsOy p- 90. 1 1 ! ! ! . ! !



300 R. ALEZAïS.

de ces nouvelles courbes; avec ce nouveau système de périodes,
construisons des intégrales normales [U^] et soit ^ ' la matrice des
périodes normales de seconde espèce de ces intégrales. Nous aurons,
d'une part,

(27) [r,)] ==^•4- o/^, [o'] ==0)(3 -h o/p'

et, d'autre part,

(28) (a+ra^T'^P+TiS^

et, dans ces deux groupes de relations, a, a', p, ^ représentent les
mêmes matrices à p2 éléments entiers vérifiant les deux groupes
suivants de relations dont Fun est conséquence de l'autre

i ^—a'a^^ —^(3 =0, a^—a^=]S'a^a' = ï ;

"J ( a(B — (3^ := oc^^— (3/a/=: o, a^— (ïa^ := (3/la — a'^ -:: i

(a étant une,matr ice carrée quelconque, a désigne la matrice trans-
posée, c'est-à-dire déduite de a en échangeant les lignes et les
colonnes).

48- Ceci posé, construisons des fonctions 0 en leur donnant pour
périodes, d'une part les T, d'autre part les ^; il. existe entre ces deux
fonctions la relation suivante, qui est appelée formule de transforma-
tion linéaire des fondions 0,

ô^^y^^^^^Te^ ;^^^...^^•-^-^^.T,^ ^

ou

(3o) ,̂ ( se'} <?^?^ = T ô^( x ),

et l'on a

(3i)
^==(a•4->Ta/)^, 9 ::= (̂  ( a 4" ra'),

/c ^p^-pç^^^p^), A"^- ̂ r/ -h ar/-/^^)

[a étant une matrice quelconque, rf(a) désigne la lettre multiple
ayant pour éléments ceux de la diagonale de a]. ,
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49. Si l'on augmente A/: de ûm (^ entier), la fonction 6 est repro- ' ''̂ J''''-^
duite multipliée par e^^', et si l'on augmente .̂ d'un entier pair/la
fonc t ion 0 ne change pas; il en résulte qu'il suffit de calculer les
quantités fc selon le module 4 et les quant i tés k' selon le module 2.
Si l'on réduit la caractéristique k,k\ il s ' introduit un facteur Y] ==± i.

50. Pour déf in i r la valeur de T, il faut distinguer trois cas.
Premier cas : y/== o (c'est-à-dire tous les éléments de la matrice a'

nuls). — On a alors
Tt/.E

(32) 1=6'^

en posant
(33) E = a'pY- 2pa /^/ /+ a]5^+ ̂ dÇ^g -. 2^(^/)r/.

51. Deuxième cas : a '=^o, [ a ' j ^ o (a étant une matrice carrée,
a | désigne son déterminant) . — On a, dans ce cas,

îiULtEl r
(34) T=.e '- K^<r-^P),

P
où. E a même valeur que dans le premier cas et où, de plus,

(35) E^a^^^^PPO-^1!3'!^^^)]2

(a étant une matrice dont le déterminant n^est pas nul, a"""' désigne
la matrice inverse, c'est-à-dire telle que aa"1 a tous les éléments de la
diagonale égaux à i et tous les autres nuls; on écrit acr-1 = i).

i ^(p)^^-1?2^^-^^)?,

' . _ _ i / Z .
•M^V|9|3

enfin, V indique une somme multiple de Gauss que l'on obtient en
P

faisant parcourir à chacun des p éléments de la lettre p un système
complet de restas suivant le module j a! .

52. Troisième cas : y/^= o, [ a ' j == o. — Dans ce cas, il existe un
entier p<^pf tel qu'un au moins des mineurs à//2 éléments de a ' j
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n'est pas nul et que tous les mineurs à (//4-i)2 éléments de ce
déterminant sont nuls. On peut trouver deux matrices à p2 éléments,
g et h vérifiant les conditions suivantes :

Leurs déterminants sont égaux à ± i; soient \g\ == s, h\ == s/.
En second lieu, oc h a s e s ^ p — ^ dernières colonnes formées de

zéros, de sorte que les matrices symétriques Àa/aÀ, Âa'Ta'A ont leurs
p — p ' dernières lignes et colonnes formées de zéros.

En troisième l ieu , la matrice
a =: ̂ a' li

a sesp —^/ dernières lignes et colonnes formées de zéros, mais
a^'^^\J^

c'est-à-dire la matrice a rédui te aux éléments communs à ses p ' pre-
mières lignes et colonnes a son déterminant différent de zéro (a étant
une matrice k p 2 éléments, a désigne la matrice rectangulaire formée
des p ' premières lignes de a, [ a désigne la matrice rectangulaire
formée des p ' premières colonnes de a).

Soit
b = ff^^cch»

Cette matrice jouit des deux propriétés suivantes :
D'abord les p — p ' derniers éléments de ses p ' premières lignes

sont nuls, d'où il résulte
b\^\b,\\b^

h, étant la matrice formée des éléments communs aux // premières
lignes et colonnes de &, b^ la matrice formée des éléments communs
aux/^ --"// dernières lignes et colonnes de b.

En second lieu, on a b^ \ ̂  o.
Ceci posé^ on a

•7t/'(E4'E') /

(87) 'ï-=e * KVe-^'X(P),

E a même valeur que dans les cas précédents; on a
(38) E^^Q^') - ̂ ^'[d^yy.
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p désignant une lettre multiple àj/ éléments, on a
3o3

( 89) x(P) == ^ia!"1 P2 +^T1 h d(aa' )?»

Y'désigne une p^ somme de Gâuss; enfin
p

r /£&EE' | Ô, ^'
(4o) K : a -+- ra

ai

en désignant par çy la matrice

(4-i) Pp'^^1^"1^''4"^)!-^
qui n'a que//2 éléments.

53. Dans le deuxième et le troisième cas, il reste à préciser le signe
de K. Dans ce but, on décompose en somme de carrés la forme ç^2

ou cp^2. Soit, par exemple, en posant avec i<^p,

ç'n'
9,=:

9/i ^u

m..,..
yn

4.. JPLL.+.... ^ï *^?

on écrit
1^ ̂  A Ai. 4 /iîl

l 9 l V ^i V 1 ? 2

II se trouve que, dans le second membre, les quantités sous radical
ont leurs parties réelles positives; on choisit les radicaux de manière
que chaque facteur ait aussi sa partie réelle positive. S'il n'y a qu'un
ou deux radicaux, il en résulte que le premier membre doit avoir sa
partie réelle positive.

54. On voit que T est le quotient d'une racine de l'unité (d'ordre 8
ou 8| ̂  ou, 8 1 a, 1) par la racine carrée de | a + w' | que je désignerai
par p.; p.2 est le dénominateur commun des expressions des ^ en
fonctions des ^; [̂  est donc le dénominateur commun des expressions
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de u' et v ' en fonction de u et v. J'écrirai

T^.p.

D'autre part, le seul facteur de T qui dépend des caractéristiques
TCf'E

est e 4 ; fécrirâi
" M- ! ï?•n; / E

T=:e 4 II,

ou encore, en supposant la nouvelle caractéristique réduite,
TC / E

T=:7]<3 ^ H.

VU.

55. Appliquons ces formules générales à notre cas particulier. Nos
intégrales primitives û, U, W constituent un des systèmes que je
viens de désigner par û/(i = i, - . . , p ) ; posons

û=îi, (J = £2^ W == a;,.

Les périodes fournies par le premier système de rétrosections
(fig, i) senties quantités

ai
b,

A,
^
02

b,
A,

^â

^3

^ N.
Cx)n 0)i2 &)]i3Og

b. ^21 ^22 ^23

^f l^^âi ^sa ^ss^lAs A,

^4 ûTg

b, b,
Ai, AQ

G)^ i ^^ g &) i »

G). W

&)•,

Soient
a. , a,

b\ b, b1 :[^], ^ 64 &^ ^/]
A' A, A^ W A^ A,J

les périodes déduites d^un second système de rétrosections, c'est"
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à-dire des rétrosections après qu'un point critique a effectué une
rotation autour d'un autre de ces points. Supposons ces nouvelles
périodes déterminées, il suff i ra de les porter ainsi que les anciennes
dans les relations (27) et d'identifier ces relations pour déterminer
les coefficients a, y/, [3, jî'. Il est même facile de voir qu'il suffit
d'identifier celles de ces relations qui contiennent les périodes d'une
des intégrales, par exemple W; les autres équations ne fourniraient
que des vérif icat ions. Par suite, il suffit de calculer les A'; or ces
quant i tés se déduisent facilement du Tableau des coefficients de la
substi tut ion et des équat ions (5). Ainsi , on a

ï 0 0

Si=T?= o i e
[o o P

II en résulte

mais
«/==?/<;

^:——, (>,;:,.^A2—,
Ai Ai

A
' A ,

p^ ^a^ .(__-À ̂

on a donc

( ̂  ) A\ = Ai, A4 = A.â, A3 -= ^As

et, en tenant compte des relations (5),

Ai=Ai, A, = - As + A4, A ', = Ag,

A;=A,2, A^r-As, AR=A,.

Celles des relations (^7) qui contiennent les A peuvent donc
s'écrire

^11 ^u ^13 ^n ^12 ^'13
[A, K, A.,] 0^ an ^ + [Aa A,, A,] ,̂1 a,, 0,3 = [A, -Ar^A, AJ,

^;tl a'^ ^33

Pli Pi. Pl;̂

^31 . ^ â S ^O

'̂n P',. f3'!S' s•'11 l-'lï 1-^13

[Aï A, As] |3,i pîî ?» +[At At AJ P',i ?„ P'2, =[A2•'îl t ^2S ^23

^1 P» ^3^>1 PSÎ Pî,J k

Arm.tc. ISorni,, (î), XIX. — AOCT 1902,

-Ag Ar,].

39
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Le résultât de l'identification est immédiat ; je le disposerai en Ta-
bleau de la manière suivante

PI
PJ

r
0̂

0

0

0

\0

0

— I

0

0

Ï

0

0

0

I

0

0

0

0

0

0

t

0

0

0

— I

0

0

0

0

°\

0

0

0

0

1^
56. Ce Tableau des coefficients n'est pas le seul qui convienne à la

subst i tut ion S^ . D'une manière générale, j'ai calculé les substitutions
sur des figures qui contenaient un élément arbitraire : j'ai supposé
que la ligne de passage entraînée avec le point ne décrivait pas un
tour complet autour de ce point. Faisons maintenant l'hypothèse con-
traire et supposons d'abord qu'elle tourne en sens direct; les courbes
passeront du premier f eu i l l e t au troisième; du deuxième au premier;
du troisième au deuxième; en vertu des relations (4)» l^s quan-
tités ce, p^y» ^ °^ P^ ^i'te, les A! seront mult ipl iées par 'X; les équa-
tions (4.2) seront remplacées par
(43) A^=Ui A^ ==ÀÀa, A» ^A;î.

De même, si c'est en sens rétrograde qu'on tait tourner la l igne de
passage; les équat ions (42) seront remplacées par

(44; A' ^À^Ai, A — ^ A g A^=/.A, .

Les équations (4.3) et (44). donnen t deux nouveaux Tableaux de
coeff ic ients ; chaque substitution Si1 condui t ainsi à trois transforma-
t ions distinctes; je les désigne par S^ S^ S^. Ces trois transforma-
tions ont ceci de remarquable que les valeurs des,^ sont les mêmes
pour les trois; en effet, on 'passe de l 'une à l'autre1 en1 remplaçant
l'es A' par des grandeurs proportionnelles, ce qui ne change pas u!
et v\ l i e n résulte des relations entre les fonctions 0; ces relations
sont les mêmes quelle que soit la substitution qui sert de point de
départ; je les établirai en partant de S^. Voici d'abord les éléments
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des trois transformations provenant de cette substitution [S\ corres-
pond aux équations (43)? S^ aux équations (42); quant à S\ elle
provient des équations (44)» îMis j'ai changé les signes de tons les
coefficients afin d'avoir | a^ ^> o; on sait que ce changement de signe
est sans inf luencej .

57. Transformation S'

^ pr
^ (âji""

^ 0 0 î

0 1 0

—• 1 0 — î

0

\

\
0

— Ï 0 î

0 Ï 0

— î 0 O/^

0. = 0,

! c i [ --^=:i, II',

58. Transformations S", et S','.

\a pi".

Y P'J.

^

S

r

0

• • î

o

0

0

0

0

0

0

I

0

1

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

"-- Ï

0

„..,„„ jr

0

0

(

0

oV
0

0

I

0

î/

ra ^
[.' i3'J

| 0 (.) 0

1 o r <}

^^0 0 0

1 0 0 1

<) 0 0 1

0 0 1̂

Pour ces deux t ransformations, on a a /^o , ( a / l ==2 o, ;/== î .
Soient }̂  et ^ / les valeurs des nouvelles variables, c'est-à-dire les
quantités (a +W/).T relatives aux deux substitutions. On trouve

y'^ëa^
en posant

(45) ,8^
^o Vu -i^

û P .ô1

î U î\ ^

0'==

C-i vu -^
0 1 À 0

Ï ^ 0S ^

Ces malrices vérifient les relations suivantes :
(46) ô^ê', ô"-=:-S,
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d'où il suit

Ô3^__0^=OÔ':=Ô'0=-1, 0'-'=-Ô, Ô-'-^-Ô'.

En formant ^(a+ToQ, on trouve, pour les, formes quadratiques
des deux substitutions,

^x^—Vx^ ^.v'---=-î.x^

Pour les deux substitutions, on peut prendre

^ 0 1 O"

• =: h --= « o o,

0 0 1S <

et l'on trouve a, -- i.
Dans les deux cas on a E' = o, et la somme de Gauss se réduit a i.
Pour Sp on a | b, = i , | a -l- w' \ == - ̂  d'où

\/ "' IM- = ̂  = ± —,.. -. -1= (-- ̂ T- ̂  -..l/B-^ ) •
<x-{-vet'\ \/:>. \ 'l ' /

II faut que la partie réelle soit positive ; c'est donc le signe - qui
convient, et l'on a

,.» __ -- ' -+• / -12~w~^H':

Pour S',', on a I />a | == r , | a 4- Ta' | :-- A,

.^-^6"'./^lEl1^^^
y [ a + T-a^ | T^-^h1^^^

. ̂  + ̂ /6'..̂ ...̂ ,,.-,...,,,,.̂ .....̂^.^^^^^^^^ ^ ..-.^^^ ^

C'est encore le signe — qui convient, et l'on a

w — IZ.lZLi /.1 11 '-"• /- ' * *
V2

'Restent à calculer E, k et A\ qui dépendent des caractéristiques.
Pour Sp on aE ̂  Oy • . ' ,

Â-i ES— /7i— y», A's ss <7ay 1 Â'a ssyi (iïïod 4 )^

^sg,^ ^^q\^q, (mod a).Â-i 5=2 <7^
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Pour Sp en remarquant que q} == qi et q { ' = y;-, puisque les y et ç"
n'ont (Vautres valeurs que o et r , on trouve

E = = — r/2+ 2<7â</2 (mod 8),
ki^—q^ / c ^ ^ r / ^ - ^ - ï , /^ == q^ -4- </s ( m od 4 ),

/^EEE^4--^ k'^q,, f^^q\ (mod 2).

Pour S'p on a
E ss /7g 4- ^/2<72 (lïiot1 8 )»

Â-i = 7i, ^ = <7^ Â^ s ^3 (mod ^)'

k\^q\, / c ; = E < 7 2 + ^ + ï , Â - ; E = 7 g (mod 2).

59. On a ainsi, les trois formules de transformation
^ (.^) == ̂  ( x ) = A^v (^),

Tti(-<fî^q».</'.^

0^^) - n .̂l.14"..-' o " " ' 1 ' ye^^ %" (^) = ÂÀ2^2^ ^"(^),
(47) " " Va

TO'((7a+•2r/2'7!i)

^ (^) :-:::• 'fi ::"'.ï.:"'̂ - ^" ' ' À e^^N^) = A^ ê-^^^^^^).v%
La première donne, en particulier,

(47/ ^ (^)=^(^) .

On pour ra i t supposer que, dans ces formules, N parcoure les 6,4 ca-
ractérist iques; il en serait alors de même, mais dans des ordres diffé-
rents de N', N\ N^ Toutefois, comme les caractéristiques sont tou-
jours transformées en des caractéristiques de même parité, il est
avantageux de supposer que N parcourt seulement les 36 caractéris-
t iques paires; il. en est alors de même dans d'autres ordres de 'W, '
N", N^ puis on écrira de nouveau ces formules en y remplaçant 0^
par S^ et 'I/on supposera que N parcoure les 28 caractéristiques im-
paires.

Pour ce qu i concerne l'échange des caractéristiques, on trouve avec
cette subst i tut ion et avec toutes les autres que les fonctions se sé-
parent en cycles de î ou. 3 fonctions; en d'autres termes, , ou bien
0., est transiormée en elle-même, ou bien elle est transformée en 0^
qu i , par la même transformation, devient 0^, qui, à son tour, devient ô^;
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il en est de même des fonctions impaires. Le fait le plus remarquable
est que la fonction qui a pour caractéristique

o i- o
. ° i °,

• et q u e / j e désigne par S"i est transformée en elle-même par toutes les
substi tut ions.

LQS racines de l'unité A présentent aussi une propriété remar-
quable; quand, une fonction est transformée en elle-même, on a, dans
la. relation correspondante, A == i si la fonction est paire, A === ± i si
elle est impaire; si trois fonctions forment un cycle et que l'on, écrive
les trois relations relatives aces fonctions, le produi t des racines A.
qui y figurent est i si les fonctions sont paires, ± î si, les fonctions
sont impaires.

60. N', N", W parcourant toutes les caractéristiques, prenons les
trois relations où figurent la môme caractéristique W == N^ == W\ et
supposons que les caractéristiques N correspondantes soient N i ,
N^, N3; nous aurons
(48) ± Q^{x1) = 0^ (^/) = y^^^'ÏQ^Sx') =; /p^^ ON^S^),
(49) ± ̂ (^) =^(^) = y^e^^^^ô^) :r- Y^^'^^^),

où -y et •y' sont des racines huitièmes de l 'unité,
II existe des caractéristiques IT et W qui sont les transformées

de N3 et N3 par la transformation S\ ; si l'on c'herche les trois expres-
sions de Q'^(v) et de (^(a?) comme on a cherché celles de 0^(*r), on1

trouve

(48V ± Q^ {x} = Q^x1) = t À^^^^(â^),=: ̂  ye^ïQ^x'),

W' ± 9^{x) = Q^{x') == ̂  ̂ e^^ Q^(8x') = t^^^Q^S1a^),

et avec les fonctions impaires

{W ±y^{x)—^{x1)^ ^x^^^^(3^)=:— l p^s^a^),
(49)' ±:^(^)^^<aîQ==-^^ 1 V^ï^S'x1),
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où No N2, N3, y, Y désignent les mêmes quantités que dans les deux
premières relations. En remarquant que x^ = x^ et en tenant compte
des relations (46), on voit que les équations (48), (48)' (48)^ d'une
part, et (49)» (49)'» (49)^ d'autre part, sont les mêmes équations ré-
solues successivement par rapport aux trois fonctions 9 qui y figurent.

61. Si&p^&n on trouve N3 ==N3= W == W =. i; dans tous les
autres cas, les trois caractéristiques N^ Na, N3 sont distinctes; ainsi,
en dehors de S^, les fonctions 9^ ou .% sont divisées en groupes de
trois et dans chaque groupe deux des fonctions s'expriment au moyen
de la troisième.

Faisons correspondre les indices aux caractéristiques comme l'in-
diquent les Tableaux suivants :

Caractéristiques paires.

N q\ qi ^3 ç'i </2 q'z N <7i y, q, g\ <y, (]\ N q, ^ q; q\q^ q\

\ 0 0 0 0 0 0 î3 0 I 0 0 0 0 25 0 0 0 0 1 0

3 I 0 0 0 0 0 î / i 1 ï î Û 0 <) ^ 0 0 1 0 1 0
3 o o ï o o o i5 ï ï o o o o 27 ï o i o i o
[\ o o o r o o ï6 0 1 0 o o ï 28 o o o ï ï ï
5 o o o o o ï t7 0 1 0 ï o ï 29 ° ° 0 I ' °
6 o o o ï o ï i8 ô i o ï o o 3o o o o o ï ï
7 ï o ï o o o K) o ï t o o o 3i 1 0 0 o i o
8 o o i i o o 30 ï ï o o o ï 3â r o ï ï ï i
9 i o o o o ï a x ï ï ï ï o î 33 o o ï ï ï o

10 I C I Ï 0 Ï 9/2 Ô Ï I î 0 0 34 1 0 0 0 I I

i l ï ï o î ï î 23 ï i l i i o 35 o ï î o ï ï
i î ï o i i î ï î a4 1 1 0 i i o 36 ï î î o î î

Caractéristiques impaires,

N ^1 ^2 ^3 y\ rfz rf^ N ^i ^ ^ rfi rfî rfz N ^i ^ (^ ^l^lll
1 0 I 0 0 ï 0
2 ï 0 0 I 0 0 H I I r 0 0 ï 20 0 0 I î ï 1

3 o o r o o î \^. ï ï o î o î a i i o î ï î o
4 0 I 0 I I \ l3 O 1 0 T I 0 22 0 Ï 0 0 î I

5 î o ï o o ï ! .<4 o ï l î o r a3 î o o î , i o
6 î î o o î ï ï5 î î î î î î ^4 o i i ï ï o
7 !, o î i ! o o î ! 16 ! ! î ! o o ! î î î ! 2-5 ! 1 ' î 1 'o1, ï , î o o
8 o o î o ï î i7 1 0 0 î o î 26 ï î î î o o
.9 o o î i 1 o 1! ^ ï8 r i o ï o o 2'7 , ! î o î o ï '
10 î ï o o r o ï9 î i î o ï o 28 o x î o ï: o
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Les formules pourront s'écrire, en remplaçant x ' par oc,
( ^^(^)=y,^-^^^(^), ^^(.]r)=7^P^7;ï^^(o/.:r)

(50) j ( N = i , a . . . . , iïQ,

en donnan t aux y,, cl ̂  les valeurs suivantes :
N 1 î , 2, . . . , 7

. î — /;
8 9 Ï O Ï I , T 2

i —^' ï + ( î + ;

V/3 \/Ï ^

[

~^~YN

/N

_ î 4-( î — (' — î + ; t — (

"TT" «/a V'a ^2

Puis
(5,) ^(,^•)=-^e-ro"A'•'•î&l(o\%•)=Âîelt'i}••r^&l(o'.7•),

(Sa) &^(.^•)=y^•^-'I"•"•5&N(5^), ^-.«(^î^yN^e'1"-'^^^".:) [N=2,3,..., lo],

en donnant aux ̂  et ̂  les valeurs suivantes ;
N a 3 4 5 fi 7

y '"v/I" "^"
î "•:-1-1 1-"-1 -I- i^ ̂  _^-

-i --,— •' --(
Va

— î -|- i — î -I- ('

\/ï \1^

8 y I Q
- i — (' — \ — i'w ~w~

! ..«,». ï
/- •^

VIII.

62. Les autres transformations conduiraient aux mômes relations.
Je ne les développerai pas entièrement, je mécontenterai de calculer
certaines farmules relatives à S,, S,, S^ dont je vais me servir dans le
calcul qui suit ;

63. Transformation Sy — On a
•— 1 À

0 Ï 0 • ï o a

t a ^K
^ ^ ' . h ' — I 0 Ï 1

-' 1 -J
"—1 0 Ô ^

a'==o.
^\-(^x^ .̂ = ,̂ .r;;=-.yi-3^-^-

1 ] a \ •^ (x| := ï, y^ =. ô, iïg:::: ! '
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On trouve ensuite
E^--^+3^4-4^i^+4yiÎ3-2^^ (mod8),

A•lS—(7l—'7â—(/3+^l+(72+2<3f3» ^^2+2^1-4-^, A-s^yi—ys+^i+a^+^+i (mod.4),
/^s^, /c,==^+^, k'^q\+q', (mod 2).

On en déduit en particulier
(53) ^(^r^;^).

^.Transformations^

^0 0 — 2 '. — I 0 2^

0 Ï 0 ; 0 0 0

- 1 0 1 a'^o, 1 ^ 1 = 0 , ^==2,
|oî+T^[==^,

^=(^-^)(;-~^

2 0 3' a p r
.^ fyL"

Ï 0 — I — I 0 1

0 0 0 0 0 0

^ 2 0 I — Ï 0 0^

a?y == 5i l^ X^ -h ( [J.ï, — U^ ) ^3,
^•rr: (l — À ) ̂ , + ̂ 2+ (l — À2) M^,^;^ (Pw2-- ^.O.yi - (À^2^- [J.O ^3,
y^y2^— 2^(^ "h ̂ i^4- X\ ) 4- (X 2 — I) ̂ (^ — 2^,^a?3-i- 'À^^).

En prenant

1 1 0 0

^==A=r . o . o i (e^e^—i) ,
0 1 0

on trouve
|aJ=3, |6J=i.

» 2 1

II en résulte

^^®=—.3(i-Â)=.
3^3

l^l''""2^
.et

_ _ _ _ _ _ _ _ _ ^^S^+^a-^^)],±r
iT?T^r'V "?!'"" ^ ^(^-^yp-a""'"- (^_^3p//)24.3/î1 '

Ara. ̂ . 2Vbm., (3), XDL — AOUT 1902. 4o
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il faut que le second membre ait sa partie réelle positive et la condi-
tion de convergence u'2^ u^^r 2 /<o exige que (/ soit négatif;
c'est donc le signe — qui convient, et l'on a

H,=——
' l^

On trouve ensuite
E ss 2(~ q^ <?3+ ̂ q\ -+- 2?3~ î i^— îi^i — ̂  + 2^ ) (mod 8^
k^^q^q^q'^q^ï, k^q^ ^-^-+-2^+^+2 (mod 4),
^EE^, ^-<7^ ^q^^ (mod 2).

On en déduit en particulier
/>--/7t^/AJ•!t

(54) 0,(^)=-^—^(^).

65. Transformation S g.

^ — i o o <) 0 0 ,̂

0 1 0

0 0 0

I I 2

0 0 ! — I a^o, \a'\ =o, ' ^=3
—|^-ht^|=p^

^=)^+(î.-i)a-h(À-P)^

a p y
^ p' h

- I X ! î — 1 2 0

- a — î — ï o o o
\,-«-.2 — Ï .—î 0 ï —Ï^

^=~ l (z/ + \^x, 4- [(a + À)2- [Xg] ̂ 4- [(^ + ̂ )2- ̂ ] ̂
,^=-.}, (P— î) (u + À) <yi~h [(X2- ï) u — À] .̂ "+" (^— î) (« + ̂ )^3,
^=[-À2(a2-^+l)+^]^l+[X(Mâ-a-^)+

En posant x^ = x^ "4" ^;p on, a
^^=_2,^(^^^^+^^+(X2-ï)(^+À)^

En prenant

1 Ï ô Ô

^^A== o î ô
ô — X 1

(5=^=0,

on trouve
ai== |a,l=3, • 'î,
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II en résulte

^Z_ V^(P) - (=^n . 3 (x - X) =. ̂ .
,,'- ̂  ^2.3^3 /2

/S Îl̂ l— /_-i — ±^ — ___ïi___
y [a+r^l '""V ^ """ ^ ^^-+-CA-- j [ )^-4-(X--P)P

«. ±^V31T-=L!^r'^^
"" (_ i — 3 u' -\/3^— 2 ̂ ^^ 3 (—i — ^--\/3^+ 2 ^)3

Le plan et le paraboloïde
_I „. ̂ —^Sf^+at^^O, ^2+^< / / 2+2^ /=0

ne se rencontrant qu'en des points imaginaires, le premier membre
de l'équation du plan a donc même signe en tout point intérieur au
paraboloïde, on trouve que c'est le signe — ; c'est donc le signe —
qu'il faut prendre pour que F expression précédente ait sa partie réelle
positive ; on a ainsi

w^ZiLliL.AA „ — -
^ ^

On trouve ensuite
Es3^+^-^(<7i-^-^)^ (mod8),

k,~q^ ^2^+^-^, k^-cf, (mod4.),
/ç^q^q\+y\+ï, ̂  q^q^ Cj^q^ î, ^sr/,+^+Ç3+ ̂ 4-1 (mod a).

Il en résulte en particulier
/»—'rî;<(pu.r2

(55) ^^l)^-•——y,ï(^

66. Nous avons maintenant les formules qui nous sont nécessaires
pour déterminer la demi-période ^> ^> & contenue dans les argu-
ments des expressions (17). Posons

^z^^+vY^i+y^+^a ' ( î== ï ,2 ,3 ) ;

il s'agit de déterminer les quantités v, et v^.
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67. Je remarque d'abord que les six arguments sont de la forme
suivante :

^(^)= ̂ [pa^ (^ _ p) c] -i-'̂ P ̂  — 2^ -+• ̂ ,

^(^, v)= ^i(À — î.2) ̂  — ^P— ̂  + ̂ ,
•a

^{u.^^^u^^u-^^-^1-^^

où [JL,, ^, ^2, p4 son^ ^es coefficients numériques. Les valeurs à
donner aces coefficients pour avoir les arguments sont contenues dans
le Tableau suivant où Ci) désigne le i1^ argument^^, ^), x^u, ?),
^(^Q:

(1) (à) (3) (4) (5) (6)

o •I- • ô —.1- ô -4^
1^
^i

o — i i § -{ o
i ^ o o "| 1"

F. 1 o } • | i. i o

i^ai désigné par O^(^) ce que devient 0^(<r) quand on effectue la
substitution S/ sur u et 9 qui figurent dans les périodes» Soit

^[S^,P)]

ce que devient x^Çu, 9 " ) quand on y effectue là même substitution.
Enfin, désignons par M^. la matrice a 4- ̂ a' relative à la transforma-

tion S^; nous aurons, d'après la formule de transformation/

Qf ^[6i(u, ̂ ]\ ̂ A^^^^^t^^^iM^ESK^^]!.

68. Pour que la substitution S^ laisse invariantes les expressions de11

i --. _ et de i — — i il faut deux conditions :" îXî „ . • y

1° Que, a un facteur exponentiel près, 0^{M^[S^(^^)]5 soit égal
à Ô^[^(^,P)J, x{u,ç") représentant un quelconque des six argu-
ments;

2.° En supposant la première condition réalisée» que si
! 1 ! , QWi^(u,^ . :^i^T[{u^). ' 1 - ; 1 , 1 1 • '
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sont les facteurs qui s'introduisent quand on effectue la substitution
Sf dans les produits de fonction 0 qui figurent dans les expressions de
i — -L, i — -L, on ai t , à des entiers près,x y , .

(56)
E / [SK^^]4-^(^<Q=E /(^P),
E^S,^ (;)] -t-¥K^ (;) ̂ W(u, P),

E'(^, v) et E"^, ^) désignant les expressions (^•5).
La première de ces conditions appliquée aux substitutions S^ , S^,

S,; va nous suffire pour déterminer la demi-période.

69, Transformation S\. — On a, d'après la formule (47)?

0, i^[S,(^)]j = ̂ JM,^[S^ ^]}.

Or, si l'on forme la somme
M^[Si(^)]4-<M^P),

où S est la première des matrices (45), et si l'on cherche à régaler à
celle des demi-périodes -^(cr+w') qui correspond à la vingt-cin-
quième fonction paire/c'est-à-dire à celle dont les éléments sont (les
p et p' désignant des entiers) :

0"l==2p^ 0-â=:ap2, 0"3=:2p3,

cri=âp^ o-;=2p2-M, o^==:2p^

On trouve que l'identification est possible à la seule condition de
poser

1 ( 5 7 ) ^=(4=-r.

On a donc, en faisant ces hypothèses et en appliquant une formule
connue,

0,j^[Sl(^<Q]j=0J3^(^^-" l(^^îp /)]! . .. . " !- L ^ , . ^ " " , J
^^^^^P^^-)^^-^]^ ,,

Mais si, dans la seconde des formules (5o), on change x en S^, d'où
il suit, d'après les formules (48)^ que ̂ x est changé en — x, et si l'on
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y fa i tN == i, on a
e,,(^)= -Zl^l^e^-lQ^x).

\/2

En appliquant cette formule, on a f inalement
—y-4- ( " , TC^r^p'^ii—^af/^T „ „ , -

6\ ^[Si(^,(Q] -± ——P6> La J ^[X^)].
( ' </2

70. Transformation S^. •— La formule (53) donne
0 ; i ^ [S i ( ^ , ^ ) ] i==07 iM;^ [S , ( a , (Q] j .

Supposons que -1 (cr -h- ^cr') soit la demi-période quÏl faut ajouter à
'3l

la septième demi-période paire pour reproduire la vingt-cinquième;
c'est-à-dire, supposons que l'on ait

o-i == -2 pi 4- 1, 0-2 ̂  apa, 03, = ^ p3 4- i.,

c^=:2pp • C7^rr%p;+ï, o<^=ap3,

et cherchons à identifier 'cette demi-période avec
M4 .r [Sâ( ̂ , ^)] ̂  ô^( /^ (-?).

En supposant v^= ̂  === — ï , on trouvé que l'identification est pos-
sible à la condition d'ajouter
(58) t<=^=o.

Ces hypothèses faites, on trouvô, en procédant comme au cas pré-
cédent,

0îS<s.(^p)]i=±=ii±^^"^^^
</2

71. Transformation S .̂ — La formule (54) donne

eïl^CS^^^^]^^^^'^^^^^
Supposons, comme au premier cas, que la demi-période "ï (<T + TO"')

a pour éléments
. . .cri==2pi, o-2i==%p^ <73=2pa,1

^ ^=2pi,,,.,^=^p2+ï, <r3=ap^
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et cherchons à Fidentif ier avec l'expression
M^r[S4(^)]+^(^).

En supposant ̂  = ̂  ̂  — i et ^ == ^3 === o, on trouve que l'identifi-
cation est possible à la condition de poser
(59) ^=^,=o.

La demi-période cherchée est entièrement déterminée par les équa-
tions (57), (58), (5g); c'est bien celle qui correspond à la fonction
impaire ̂ , ainsi que je Fai annoncé à la première Partie.

72. Je vais maintenant me servir des formules de transformation
pour montrer que la substitution So laisse invariantes les fonctions x
etj.

Il est nécessaire ici de tenir compte des deux conditions du n° 68;
je suppose la demi-période déterminée et les expressions de ï — ^ et

i - -!- mises sous la forme (a6), mais, pour plus de commodité, je
désigne les arguments par

^(^^^^(^tQ-^-

La formule (55) donne
^|i[So(^.)]!=-P.c^^?6!^^('s3!l^iM^[Sa(^.)]!.

Si l'on forme laquanti té
M6i[S()(:^(;)]+ï(^),

elle se trouve être égale à une période p + rp', pour chacun des six ar-
guments; pour tous les six, on a

p^=:p2==0, p^=p3==IÎ

les valeurs des deux autres éléments sont contenues dans le Tableau
suivânt: (l) W WW WW

PI
Pî

1 0 0 1 0 1

Q .—— J ——— 1 0 •—— 1 , 0
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En débarrassant les arguments de la période, on a donc (en dési-
gnant par q, q' la caractéristique de la fonction S-^)

rv ï " r o / \ l? ^/"fyclï[So("^)li"+2p'fî("^)---|'rpn+p?/-h-p/7'') r- -,^V ^[S^, ̂ )]i=^ k L 2 j ^|^(^(;)J^

^(u, v) représentant l'un quelconque des six arguments.
La première condition est donc réalisée; pour montrer qu'il en est

de même de la seconde, il faut calculer les expressions W^{u^) et
y:(^).

73. Je remarque d^abord que, parmi les facteurs exponentiels de la
formule précédente, ceux qui sont indépendants des arguments ne
donnent aucun terme aux expressions ^F à cause de la symétrie des
valeurs des p et des p'; on voit , en effet, sur le Tableau de ces valeurs
que la somme des nombres (ï) et (3) est égale à la somme des nombres
(2) et (4), et la somme des nombres (i) et (5) est égale à la somme
des nombres (2) et (6); or (ï), (3), (5) correspondent aux fonctions
d.es numérateurs, (2.), (4), (6) aux fonctions des dénominateurs. Une
autre simplification provient de ce que l'on a, pour i= i , 2,3,

^m - î^î =— (i^-- x^}^ — (î^ — i^5);

En tenant compte de ces relations, on trouve

- . . 'r,(^^)=ïI,l)(^p)+3(^1^^0,
¥ï(^p) =ll^(^ (.) + 3^^^\

avec

jn^(^^= (p'J^^ES^^.p)]!'
~9Bj^2? [So(^P)]!â4"y /JS^CSo(^tQ]iâ-y /J^^^^^

|n^(^)== ^ S(i)[Se(^^)]r
-ç^^tS^a^^i^hyei^tS,^,^

74. Pour effectuer le calcul de ces dernières expressions, il est
avantageux de poser

! , -u-+-}.-== a, . • ^g-h ûc^so^^
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la substitution peut alors s'écrire
P^ ^t'tF y a À2 cla, v, ——-, —— ,

L î^ [^ Jî^ î ^r. J
et l'on a

^ :=(},—i)(a--7^) + À,
o^.z12:^— 2^(,x^4-^.r^-i- .^) -4- ('}^—l)aî(^— ^À^'i^+X-r'^),

——— <> ___ T

. y , ( l ) — — — — "' . .- .( 'P____ l

'̂  - 3' •z4 -- 3'

^2)== ï [Pa 24-(7, -1)^+^-1-+-( } , -X 2 )^ , ï',2'̂ : , ^2,o ' d

^= ^(X^-i), ï^== ^(^-i),

ïV ==-- ^ [P^-h aZa 4-1 -- }.2+ (7. - À2) (.'], ^'rr - - (^~ a),

îr:- ^(^a+ r), ï^^- ̂ +i),

S:^ =:— ^ [^a2- aa + i - ̂ -4- (?. - P) p], ^^ - -(^ + ̂ ).
*.̂  ô

Posons
. / F; / // p '\ ——— /Y. ( 1 ) /y* 1' 1 ) ___ /y» t 2 ) ,y, ( 2 ) 1 -y. ( ;î :1 .y. < 3 ) ,-y. ( '<• ^ ,y. ( 'I. )
/ . /V l^yU—^ lz',/ —l•J'r^ ^-y ""r- ^'i '^j —^••t ^j •>

" /< • î ' ' l ( 1 1 o\ — '/'(1) 'r05 _ '-r'21 r-'^ ~L- •r-^'l .y'-5' -r'6' ^AI>1}
/j\J \«9 ' ) — " "( i ' " • • j ^i "'•y "+-•<••/ '^j —•-''-•( ^:' î

puis
i2^ ( //, P ) = xÏÏ ( / /. p ) + 7^ (^ ^ ) -t- •âl ( /^ ^ )

( /C=I ,2) ;^(^ ,) =%iï(//, P) - ̂ ^(^ <') +^^(^ 0)
nous aurons

j^^(^,P)=-a^^[S,(/^<Q]+(^-ï)^^ )[So(^p)] (^=1,^).

En effectuant les calculs, on trouve

ïïg1 ) ( //, p ) = ~^ j — a À2 a2 — 3 À2 ff2 ̂ o
. -^2/.^^—^4-À2( . ' [ - îÀ^+(4À--X2)^^;--^ j j ] - -•a?.^2^S

^ ̂ Ïr l̂̂  [A^a2 - lap., + ̂  P(- 2?^ +• ^c) + Âp2],
P'ii

W^{u, v) = -^ {— 2ÂW4- (a?. —/ 2 )^ 2^ •
-hîïÀa^S—^^-A^^a}.^^- (3À-~ i )^^6—2^^ | — 2?.^^!

4.^r^^[X2ûâ-}.^^+^(?(-a^û+^)+^^^^^
» (î

Ann. Eu, Norm^ (3), XIX., — SEi'TEMynK 1902, 41
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Il en résulte

E^ [Se(^ <Q] + II^^, c) = -̂ -Ç-̂  ̂  + ̂ ^ ^ 4- ^Ç^ r --h ̂ =-^ ̂  ̂o o ij1 '.) '

E"[Se(«, (•)] 4- îl'^{u, (••) =-- '̂ ! ff2+ „ -|- ^ÇIÂ i> 4- ^^ _ >..
<.̂  ' > < )

'En a joutant membre à membre avec la première do ces re la l ions

3 [ ̂ ) — ̂ ) ] =: 7.2 a2 + a 'À a + ( À — P ) (^ 4- A,

et avec la seconde,

3 [^î ) — ï^ ] r= }.2 a2 — ît ̂  +• (À — À^ ) P + X,

on trouve que les cond i t i ons (56) sont bien vérifiées dans le cas de la
sixième s u b s t i t u t i o n .

75. A aires/onctions hype^"fuchsiennes du groupe S. j— S i 1 ' o n s i s p ) ) < ) s e
les arguments nuls dans les fonc t ions paires, les formules de t rans-
format ion relatives à ces fonct ions se s i m p l i f i e n t no t ab l emen t ; si, de
plus, au moyen des re la t ions (^o), on é l imine de ces f o r m u l e s toutes
les fonctions dont l ' indice est supér ieur a 12^ on ob t i en t le Tableau de
formules suivant ("j'ai écrit (^ au, lieu de Û^(o) | :

^. ^. , s,, s,, s,, s,.

^ =. ^, ' ! (^ • ^ ±.̂  i!,̂  ^oy.
l^ p.. p..; "'

S2= ^ 0"- ^ i^" î:^ ^•
^ ^ ^ ^ -i^, ,̂ -^^,
^= 65> - (Â2/?- -^^) -^ ^ï.' •^v-
^ ^ ^ ^^ -^,, ,̂ ,̂.
^=^, ,̂9:,, v/;, -.1.^, /:!^, p^.

^4 ^3 .̂(;

07 ~~ 6Ï' yl> ^ -^f l^ -^^•
6, = 6,, iV 8;, - W 6^, - , -L ̂  1 ̂ , , .z ̂ ,

y-i ' îs ^ 7
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Si. S^. S,;. S.,. S,. S,;.

n — d1 ' i f i " /} V/" —î -1- ̂  _ -î- ̂  l fi\io, ,„...,-̂ ,, /^, u ̂  ^J,, ^^, ,̂.

^ — — — — — Ô H , -n^, ^o. ^-Ôï-, -^, —————^.
^•', i'-7-;; p-l;

&„-- }//,,, -^, VO:, ^6'^ /;^^, -'^^,'.

0,,=- 10\,, -V[, VO;, À3.^. //:. (;',„, <-^.
^•4 •̂;i ^(i

76. On vérif ie sur ce Tableau ce que j'ai. déjà f a i t remarquer au
su |e t< de la première s u b s t i l u t i o n , à savoir que, pour ce qui. concerne
leur échange dans le cas de chaque s u b s t i t u t i o n , les fonct ions se
séparent en CYcles de u n e ou de trois f o n c t i o n s ; mais, par rapport à
l 'ensemble des s u b s t i t u t i o n s ; elles f o r m e n t un cycle u n i q u e , chaque
f o n c t i o n pouvan t être changée en chacune des au t res par une au moins
des s u b s t i t u t i o n s *

Les rmi l t ip l ica teurs sont tous de la forme ^ > ou £ est u n e rac ine
d o u z i è m e de l ' un i t é et où p, é tan t le dénorn ina tcu rde Ja s u b s t i t u t i o n ,
est le même pour toutes les (onc t ions (PICASU), Comptes rendus, 1884).

I l r é su l t e décès remarques que le q u o t i e n t de deux f o n c t i o n s symé-
t r iques et homogènes du même degré des douze f o n c t i o n s

^ [N=•1^, ..., 1 2 ]

est t ransformé en l u i - m ê m e par toutes les subs t i tu t ions du g roupe ;
c'est donc une fonc t ion hyperfuchsienne appartenant à ce groupe.

Remarquons encore que, pou r chaque' subst i tu t ion, le p rodui t des
racines de l ' un i t é qui f iguren t dans les douze multiplicateurs, est u n e
racine c u b i q u e ; il en résulte que la fonction

î '
N.=1 1 , !

Ipt
1 , \ ^'ssl1

est aussi une f o n c t i o n hyperfuchsienne du groupe S.


