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SUR UNE CLASSE

FONCTIONS HYPERFUCHSIENNES

ET SUR

CERTAINES SUBSTITUTIONS LINEAIRES QUI 'Y RAPPORTENT,

Par M. R. ALEZAIS.

1. M. Picard, dans les premiers Volumes des Acta mathematica
(t. I, II et V), a fait connaitre des fonctions & deux variables ana-
logues aux fonctions fuchsiennes et qu’il a nommées fonctions hyper-
JSuchsiennes. Son attention s’est portée surtout sur une classe particu-
litre de ces fonctions qui présentent la plus grande analogie avec la
fonction modulaire. Guidé par lui, j'ai ajouté d cette théorie quelques
compléments qui ont fait 'objet de ma These ('); je me propose de
les résumer ici.

I

2. Considérons la courbe algébrique
(1) S(6s) == (t—a)(t—B)(t—y)(t—3d)=0,
ol «, B, v, ¢ sont des paramétres indépendants de 5 et de 2. Elle est
d’ordre 4 et n’a pas de point double; elle est donc de genre 3. Elle
admet 5 points critiques «, B, v, ¢ et I'infini. A cette courbe appar-
tiennent trois intégrales distinctes de premiere espéce
ol t t
w= (%, sz:fﬁl;‘ U:f—t-_iff-
ty, * [

t,,‘ ]

(1) Sur une classe de fonctions hy perfuchsiennes. Chez Gauthier-Villars, 1gor.
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Je les appellerai les intégrales primitives de premiére espece. Pour
(rouver un systétme de périodes distinctes de ces intégrales, il est
avantageux d’introduire une surface de Riemann. On sait que les
valeurs des intégrales prises dans un sens convenable Ie long des con-
tours fermés des rétrosections qui rendentla surface simplement con-
nexe constituent un systéme de périodes distinctes de ces intégrales.

3. Soit donc une surface de Riemann 4 (rois feuillets reliés par
quatre lignes de passage allant respectivement des points o, B, v, ¢
jusqu’a Vinfini et supposons qu’autour de chacun de ces pointsPordre
d’é¢change des feuillets soit 1, 2, 3, 1 quand on (ourne autour du point
dans le sens direct.

Iig. 1.

Trois rétrosections sont nécessaires pour rendre cette surface sim-
plement connexe; on peut les choisir comme I'indique la figure 1. Les
courbes L sont les courbes de premiere espéce; les courbes M, celles
de seconde espece; les courbes N rejoignent entre elles les rétrosec-
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tions. Pour chaque courbe L, les bords positif ¢t négatif sont choisis
arbitrairement. Pour chaque courbe M, le bord positif est celui qui
setrouve & la droite d’un mobile allant, le long de cette courbe, du bord
négatif au bord positif dela courbe L correspondante. Ces conventions
{ premiére

S \,‘ 3 S v cur ’ "
| seconde espece est la valeur d'une

faites, on sait qu'une période de
seconde
premiére
y premicre
I seconde
pondante de son bord négatif & son bord positif.

Les signes ¢tant choisis comme Uindique la figure, je désignerai

les périodes des trois intégrales de la maniere suivante :

des intégrales prise le long d’'une courbe de espece par-

courue de maniére i traverser la courbe de espéee corres-

Périodes

~

de premicre de seconde
espéee. espiee.
. e e —— el
Qfa ay ay  a,
(A) Ut o b, U by b, b

A4 At A:x A.’; 1\2 A.@ Ar,

4. On voit facilement que chacune des courbes des rétrosections
peut se transformer en trois lacets aboutissant & des points critiques
et issus du point arbitrairement choisi que j’ai désigné par ¢, ou,
plus exactement, des trois points superposés sur la surface de Rie-
mann qui correspondent & une méme valeur de ¢, £ =¢,.

Soient 5,, 5., 5, les trois déterminations de =z dans Uordre ou elles
se succtdent quand ¢ tourne dans le sens direct autour d’un seul des
points critiques i distance finie, et, 5;étantla détermination initiale,
convenons de représenter, par les symboles contenus dans le Tableau
suivant, les valeurs des intégrales prises dans le sens direct le long
des lacets :
‘ e By 0 =
W a P: v 0 &
Qo Py 0

" i " I "

ay Pro Ve 90 &

(B)
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On trouve immédiatement, en tenant compte du sens dans lequel
chaque courbe est décrite et des feuillets sur lesquels elle est placée :

A=Pir Tl @, =P+ 7y 3, by =B+, + 0},
Av=—(au+Bat7ps), a=— (o +Bi+7s), be=— (| +BL+ 7)),
A= Bt Bot s ay=f + B, -+ 7, by=B+ B+ 7%
A=+ B+ ¥s a,=7v,+ B, s b=y -+ B+ 7
A== (o0 a=—(A+0+E), b= (0 ),

Aj==— (y1+ s+ Bs), ag=-— (7, + &, 4 £}), by=— (7| -+ &)+ B}).

5. Toutes ces périodes ne sont pas indépendantes. Posons

P o3

—y

. E N
et soit = une des lettres o, §, v, ¢ ou &; on a

gy = Moy, gy A ooy,
’ ’ ! !
(1) oy A o, oy == Mrd,
W U — 3 2 -
| ol =) o], oy == Mol

il en résulte

A=A Ay=o, As+2 Aj=o, A, —1712A =00,
(5) a,+ 1 az= o, ay -+~ M a, == 0, ay—h ay== 0,
by <22 by=o0, by-+22b, =0, by — ) by 0.

A ces relations, propres au cas actuel, 1l faut ajouter celles que
fournit le théoreme général suivant. On a

ff[’ d(Q = E (et —n;m7) =o0,
G i=1,2,3

P et Q étant deux intégrales quelconques de premiere espéce; oy,
w; les périodes de premiére et de seconde espece de Pj 7y, ) celles
de Q; enfin C désignant le contour de la surface de Riemann rendue
simplement connexe. '

En appliquant ce théoréme d’abord aux intégrales Q et W, puis
aux intégrales Uet W, on a

ayAy— ay A+ agA, — a Ay ag Ay~ agAs== o0,
b] AQ""‘ bgAx""‘- b;; AL“"" b/,Ag‘—{" bﬁAO.’“ I)GAIS.:: 0,
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et, en tenant compte des relations (5), il vient

((KAQ“‘I’“ ).k:(leAl had 7\(73}\3: 0,
[),.I\g -+ 22 [).2 Al —_ 1031\3: o.
On en tire

ayby— ay by 1A, asby—ayby _ IA,

— )
a by — azb, A, ayby—ayb, A,

Dailleurs, en vertu des relations (5), le Tableau (A) devient

Qf a a —1a, ay —1a, la,
(A") Uy o, 0, —32b, by —2b, LDy
WA Ay —7 A Ay —hA; 224,

6. Considérons les intégrales

UN=h, Q4+, U+ W,
(6) U2 = foy Qe Sy U = £, W,
UM = lo, @ - fey U -, W.

Pour qu’elles soient normales, il sullit de poser

i _ﬁg?ﬂ-—-r)()*/) /\,—-/),A) foo e (h—=1) (s Ay — R ayAy) l_xm—).
TS (way by— ay b)) A T TS (ay by — ay by, Y W
— by a, !
[t N g b L= o,
(7) hy ay by ay I/I’ rq/),——((;l), .
S (3 ==22) (b Ay — by Ay) P (A=122) (ayAy— a,Ay) l‘_7.—~7.2.
T (g by — g0 Ay S T by — az bi) A, BTTUSA

On trouve, en effet, que les coefficients 4, £, [ étant ainsi déter-
minés, les intégrales U™, L”‘l), U® admettent pour périodes

— A Al 9(1——)\) A, WAy ho—1 ﬁ\i 7 —1 _\_2
T 0 0 ‘j _/i? e A: 7_/{.; —3 %_;_ TR
0O 1 0 )‘2%:;’ — 22 %1’

h—1 A2 h—1 A, A, W= Ar  2(1—1) Ay ' '
L S v A 2l W wil Sl VAL S »

On voit que les périodes de seconde espece ne dépendent que de

Ann. Eec. Norm., (3), XIX. — JunLer 19oz. 34
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deux rapports; en posant

(8) Ay ' A X
h T, T — A
A A,
on peut les écrire
1 — 12 2R —7) - A—1 .  h— A
—5 w? - —g " 1u e A
) 2 A u
A s
Eaarr "= .+_ T [ U
° D 2
7. Kerlvons
=T YT g o e

"

en supposant o, ', ¢, ¢ réels el séparons, dans les éléments du
Tableau précédent, les parties réclles des parties imaginaires. On sait
qu'il faut et suffit, pour Ia convergence des séries 0 construiles avee
les quantités (C) pour périodes, que la forme quadratique ayant pour
coefficients leurs parties imaginaires soit définie ¢l positive. En expri-
mant qu’il en est ainsi, on trouve la condition unique

(9) (' ("o 0l < o,

Cette condition peut s’éerire sous une autre forme; considérons u
el ¢ comme des quantités complexes aux unilés 1 et A, el soient «,
el o, les quantités conjuguées oblenues en changeant A en 2%; on a

e e (A S R e 7T TP S L S P

et par suite, en introduisant une (roisieme variable complexe d’ho-
mogénéilé w et sa conjuguée w, on voit que la condition de conver-
gence peut s'écrire

(ro) Fro= ey <= oy -+ 009 <2 0.

8. Les quantités A, A,, Ay e, par suite, les deux rappor(s

A, A,
[ — o pa N2
Ay A,

ne-dépendent que des quantités a;, B, v, o, ¢'est-d-dire des valeurs
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des intégrales primitives prises le long des lacets; ces valeurs ne
dépendent elles-mémes que des points critiques o, B, v, ¢. Mais, de
plus, il est facile de voir que u et ¢ ne sont fonctions que de deux
variables seulement. En effet, en posant

r., )
: G — 0a—a
(11) s=(P—a)*s, Lo+ (5—a)l, 7/:— o, R
. D —= D '

Péquation (1) devien(, apres suppression des accents,
(1) e L(L— 1) (L= ) ([ —y) == 0.

Sur cette nouvelle courbe, on peut répéter tous les caleuls qui
viennent d’étre faits sur la courbe (v); il suflit de remplacer «, B, v, 2
respectivement par o, 1, &, ¥, el ainsi w ¢l ¢ apparaissent comme
fonctions des deux variables 2 et y. Inversement, x ¢t y sont fonctions
de w et ¢. Je vais chercher d’abord & les exprimer explicitement ¢n
fonetions de ces variables.

.

M. Pieard amontré que, enappliquantia formule d’inversion des
nnwrrll(-h abéliennes de Riemann, on peut exprimer a ety au moyen
de tun(,Lmn.s 0 ayantpour périodesles ¢léments du Tableau (C) et dont
les arguments ne dépendentque dezeetde e, Cette formule (voir Brior,
Théorte des foncetions abéliennes, p. 157) peuts’éerire

roo
_ll C u(//‘,s/‘ ] 0[//,-—l ’/(_,,,, /) ,,[
=l . (L 50) Jl” U ) -G
koxsl

On suppose les variables 2 et z relices par I'équation d'une courbe

./( /,5) =20

de degre noet de genve p; qj(‘z z) =0, $(1,5) = o sonl deux courbes
quelconques de degré m; (%, 71,), pour h==1, 2y oty sont les
points d'intersection de f=o0 etde ¢ =03 (%), 7, ), pour les mémes

valeurs de 4, sont ceux de /= o ctde g + p) = o, ot west un cocftj-
cient numérique.
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La fonction 0 qui figure dans le second membre est la fonction &
p arguments dont le im¢ seul est éeril; les quantités

Ui(e, 5) (f==1,09,...,p)

sont les intégrales normales de premiere espece prises toules a partir
d'une méme limite inférieure; UD(%,, 7,) est Uune des valeurs (choi-
sie arbitrairement) que U@ (¢, z) prend au point (Z,,7,); U9(E), 1))
est celle de ses valeurs au point (%, 7)) qui se déduit de la valeur
choisie pour U9 (%, n,) quand on fait varier p. d’une maniére continue
a partir de zéro.

Les quantités UD(Z), n)) étant ainst déterminées, on sait que 'on a,
d'apres le théoreme I’Abel, pouri=r, 2, ..., p,

nn

2’1~ pyoer ’ o -
I [’“‘(-‘:/:97‘/:)’ ('YI"(:./H'{I/I)i‘.:: o

b=t

On désigne par (¢,,2,), (44, 5,)s ...y (1,,2,) ppointsarbitrairement
choisis et 'on suppose

wi= U (L, 50) - ULy, 5y) 4ot U (4, 3,) (E=0,9, ..., p);

ces relations ne détinissent les quantités w,, ..., «, qu'a une période
pres que Pon peut choisir arbitrairement sans modifier Te second
membre de la formule; G, ..., €, sont des quantités que onne con-
nait pas exactement dans e cas général; on sait seulement que la
somme des valeurs que prennent U, U, Lo U aux points de ren-
contre de /= o0 ct d’une adjointe ’ordre 7z — 3 ne different de 26,
20y, ..., 2C, que par une période; enfin K est une quantité indépen-
dante de ¢, ..., ¢, que 'on détermine en donnant & ces variables un
systeme particulier de valeurs.

10. Suppesens en particulier que la courbe f(¢4,z) =0 soit la
courbe (12); nous aurons n =14, p=173; pour g =o et g + py = o0,
nous pouvons prendre les droites (==o0, ¢ —1==0; cela revient &
prendre pour ¢ = o la droite de Uinfini. Les points (%4, 7,) sont alors
au nombre de quatre, ainsi que les points (2, 7)), mais ces deux
groupes de points ont en commun le point de Uinfini, et le facteur
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correspondant disparait haut ct bas dans le produit du second
membre; les trois autres points (%, 7,) sont confondus avee (o, 0)
et les trois autres points (&), 1, ) avee (1, 0); nous avons done

03y (=) (= D) (1= L) = O P L U0, 0) = )
ly, ty ) B 0w~ U (o0,0)— (]

(14) W= U (1, 30) + U0 (4, 5,) + Ut (¢, 3).

La courbe (12) n’ayant pas de point double, toute droite est une
adjointe d’ordre 2 — 3; prenons la droite de Pinfini, elle a avec la
courbe un contact du troisicme ordre. Nous aurons

~ y ; ) .
(15) ,,'H:O,U“)(w,w)———'-’-‘- (i =1,2,3),

en désignant par py, py, py une période convenablement choisie.

Enfin, le facteur ¢*7% se caleule de la maniere saivante : D’aprés la
théorie générale que je viens de rappeler, nous avons pour chaque
valeur de ¢ trois quantités U491, o) qui sont les valeurs de U%(¢, z)
aux points d’intersection de f(¢,z) =0 et de ¢+ p.=o0 quand p,
variant d’une maniére continue & partir de zéro, a pris la valeur — 1.

Ces valeurs de U9 (1, o) different en géndéral les unes des autres par
des périodess le facteur ¢*™* est celui qui s’introduit quand on débar-
rasse les arguments des fonctions 0 de ces périodes. U9 (1, 0) dési-
gnant une quelconque des valeurs de Uintégrale U au point (1,0),
supposons que les trois valeurs déduites, comme nous ['avons dit, par
continuité soient

27K

Ui, o)+ pi,  UDBG 0)pi,  UD(0)+pf  (E=1,2,3),

ol

Py Py P Pl P Pho P Do Py
sont (rois périodes. Bn se reportantd la formule qui permet de débar-
rasser les arguments d’une fonction 0 d’une période, on voit facile-
ment que le facteur ¢2™* sera le méme que si une seule des trois fone-
tions O du numérateur contenait la période

" "

Py pl = p Py==p,+ps+ s, Py=p + py -+ py-
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Cette derniere période se déduit immédiatement du théoreme d’Abel
qui donne (v =1, 2, 3)

3UO (1, 0) +P;— 3UD (0,0) =0
ou, si ’on veut,

(l(;) 3! Uu;— Jti) (l N (’)) — (:,1 — l),""‘ 3 [ ;- U(i)((‘”’ ()) — (:ll el § DA

11. Faisons, dans la formule (13), ¢, =4,=1(,=0c0; le premier
membre seréduira d 1 et 'on en déduiralavaleur de 5 puis, en faisant
successivement {, =, t,=1(,=wm ct{, =y, {, == 1, ==, nous ohtien-

. 1 1 .
drons les expressions de 1 — — el de 1 — ¥ Dans ces expressions el

dans celle de E, les arguments de la fonction 0, débarrassés de la

1 /"317 s
2

période Py, Py, Py et de Ta demi- ])Hl()(l(‘ £, seront des sommes

de valeurs des intégrales normales U prlsus dun point eritique i un
autre point eritiques je désignerai ces sommes de valeurs par N, [ U]
pour les numérateurs et par D, J U7 | pour les dénominateurs; d’autre
part, grace aux caleuls faits plus haut, il sera facile de montrer que
ces dernicres quantités ne dépendent que de w et de ¢ et d’obtenir
leurs valeurs. II en résulte que les arguments complets ne dépendent
que de wet de o5 je désignerai para («, ¢) ces arguments déharrassés
sculement de l(l pouoclo P,, P, P,. Bn définitive, §’ jéerirai

! 05)1\ ‘{1, e /)) ’
! [§ o 2™l ! ][ l 2 ‘ iR i I i [/v ¢ )l
055[)|L:(u] /'/ (/‘[1"(// 4)]
( 2 |
opINL U 20
('-) l_lvwe'lﬂilfj 0 '[\l[h | Z \ o (,'ﬁl.l\ I l 11; Cu, ¢ )l
/ K 013“ (U L B 0laicu, )
9 \
BN, U] 4 L
L L o \ —r"'—/'f' 0‘[1"'(1/ ()]
' v 03-‘1)-‘[(?‘”’1 4= lf!'/ B G Ll (aye))
{ : 2\

12. Remplacons, dans le Tableau (B) %, B, v, ¢ par o, 1, x, ¥ et,
d"autre part, désignons par Wi, @7, UT les vcxleur des intégrales
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prises du point initial au point critique qui correspond & ¢

aurons, en tenant compte des relations (4),

(18)

By =11 (1= 1)UL,
Vi =R (=)W,
Vi = M (=) QF,

/i =2 (1) U,

8 = 1i(1 — 1)WY,
Op == A=Y (1~ M),

0 =M1 (1= W) U,
g = A (1— ) WZ,
g = A (1— W) Q7
=A%) UZ.

"
&

On en deduait, en vertu des relations (3),

FONCTIONS HYPERFUCHSIENNES, ETC.

] —
|-
Wem—
ol

A 1— 77 .
Qo 5 (Lot ay—ay), Ur= —g (L0~ by— by),

bt S "
125‘ - Gy o, ”0‘ T by, \V(, =

b= . )
820 o ra ly, U = W=
S EEVAS . . .
QF == oo [y —12ay), Uy ‘\Vf; o

)
Oy ... ' I (7 Uy W —
L= e (= ), 4 b=
Oy ' 7 (7 : Uy W =
9=yl ), Iy = =
D’autre part, les relations (6) donnent
(20) ( Nl UO ] = ANp[ Q]+ kiNi[U] 4 LN [W],

| D[UD ] = A D[R] - kD[ U] -+ LD [ W

271

73 nous

LA — A= Ay,

22—

T A
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Enfin, en tenant compte de 'équation (15) et des valeurs qu’il faut
donner & ¢,, ¢,, ¢, pour obtenir E, E(I — é) et E(I — 1): on trouve
(N [UO]=[U@]7, D, [UO]=[UD]F,

(21) No[UO]=[U@ ]y, D,[UD]=[U@]T,
Ny [UO]=[UOF,  Dy[UO] = [UO ]

En combinant les relations (19), (20), (21) et (7), on a, en dé-
finitive,

N, [U®W] = é et (=3 —22u—2],  D[UO]== 7,

(»2) § NI[U”)]:;;()\——)«.*)(M +2), D[ U@ | =0,
(NI[U"”]:%(H“’—-«N 1), D,[li(‘”vl,x,—l),
N, [T = 22 u (17 =k 922 (G Y e
S J[U] =5, Dy (UM ] == & [— R2a 4 (Rt )0 =022,
(23) N.;[U“)]::Z‘-;—'-, I)Q[Uw)]m%(;.2._7‘”“%.),
? N, [U®] =1 D, [U® ] = ; (— wt-+2u),
N, [U] = — L)’l — 3 DUD ]y [— Rt (e ],
I - | S
(o) | Ns[U] ==, D [U¢ ] =5 (13 —2)u,

[ Nj[U®]=—7 +

3 D,[U® ] :-% (— w?+4-1).

1
73"7

13. Ces expressions sont des tiers de période; en effet, si 'on
désigne les périodes normales de U™, U®, U® de la maniére sui-
vante :

UD 1 0o o 1y T2 71
U1 o 1 0o 7y 7Ty Ty

UD Qo o 1 7y 7 7y
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on vérifie facilement que 'on a

N [UW]=— g [am+tu+Tu-r2], D, [UM]=—3,
N,[U(‘“]:—-—%[a‘rgi—i—ﬂ:n—i-rn—*—!], D, [UA]=o,
Ni[U®]=— 3% +m+m—1], D, [UO]=7,
N [UM]= g7 D,[UM] = g2+ 270+ 1],
N, [UR] = %[r“-—z], fl,)Q[U(”]:;;—[2':2,—%2':22—}—‘:23—1],
N, [U®] = ém, D, [U®]= % [2751 - 273+ T3],

N [UO]=— zlma+2],  Do[UM]= g2z, 15— 2],
N[UB) =— g [mmr1l, Dy [US] = 3 [am0+ 1],
N]l‘U(a)J - — T;'[ng—' l:], l)a[U(s)] - ‘;é [21'31“‘“ T3y —+ l-J.

14. Les relations (16) qui fournissentla période Py, P,, P, peuvent
s’écrire (pouri=1, 2, 3)
2N [UD]—P;—3D,[UD] =0,

a des entiers prés, que I'on peut négliger; on en déduit, quel que
soit £,

P=2202 4 (A~ Ao — 220 == — 27Ty — Tyg— Tyy,
Yom= (A —22) (w -+ 1) =% = BTgy — Tog — Ty,
Py=u?*— u TE e 2Ty — Ty Tape

Il suffit de calculer les facteurs

TR e erm’ﬂ(,-—l{,)’ E2TiE" e e!zn'i(Ka—K,)’

. " | . TR 1
qui figurent dans les expressions définitives de 1 — — et de 1 —-

quand on y a remplacé E par sa valeur.
Ann. Ee. Norm., (3), XIX., — Jewer 19oa. 35
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On les obtient, ainsi que je I'ai dit, en débarrassant de la période
P,, P,, P, les expressions

03N3[U(")]——1’[+1)[§ oIN, U] — P, 4 2]

2 ) )
?

J
|
OEN’[U‘”]‘“"f*‘4¥§ Ole[U“U]“-]U'+ {?%

2

On trouve ainsi

( E = 7—‘;—,—*‘;/;(119*-31z—:zcj 1),
(25) ¢ "
(E”::: é——}i(uﬂ——umz(').

/ . . 1
15. Pour achever de déterminer les expressions de 1 — — et de

1. . 1. . ., ) by P
1 ——; il ne reste plus qu’a déterminer la demi-période 1;1; —/;‘-7 L£a,

2
Remarquons d’abord que, cette demi-période figurant dans tous les
arguments, ort n’introduira aucun facteur exponentiel en les en
débarrassant, mais la fonction 0, qui est supposée i caractéristique
nulle, sera transformée en une fonction 0 dont la caractéristique
correspondra & celle de la demi-période. Des considérations déve-
loppées par Briot dans sa Théorie des fonctions abéliennes, p. 149
et 150 [et qui s'appliquent ici, car la droite de Uinfini dont je me
suis servi pour déterminer C,, C,, C, peut étre considérée comme
touchant en deux points la courbe /(¢, 5) = o], permettent seulement
de prévoir que cotte caractéristique sera impaire. Je suis arrivé i la
déterminer de la maniére suivante : Nous allons voir que @ ety ne
changent pas quand on effectue sur « et ¢ certaines substitutions;
chacune de ces substitutions correspond 2 une transformation linéaire
des fonctions 0; on sait ce que deviennent les fonctions 0 quand on

J ' . ) . ey v . I
effectuc sur clles une pareille transformation; jai écrit que 1 — — et

1 . . . . ’ . . e e
- restalent invariants. J'ai trouvé ainsi que la caractéristique en
question est
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Je désigne par 5, la fonction 0 ayant cette caractéristique. 11 en

résulte
51_1 i ZHDLUOT S N [UOT]
J (=) ;
(26) bifN [Um]Ej1 :DQ[U(i)]f
( R __em,gu“‘u 1[U(”]‘3HN3[U“)]5_
y S1N L0015 D, [00]]

II.

16. Reprenons la courbe fondamentale sous laforme (1) en laissant
indéterminés les quatre points critiques & distance finie. Sil'un d’eux
décrit une courbe fermée autour d’un autre de ces points, les valeurs
des périodes sont modifiées, quoique les points critiques soient, aprés
le déplacement, les mémes qu’auparavant. Je vais m’occuper main-
tenant de ces transformations des périodes (et par suite de w et de ¢)
qui laissent invariants «, B, v, ¢ (et par suite z ct y).

Pour plus de netteté, je considérerai o, 8, v, ¢ comme des points
fixes dans le plan et je désignerai les points eritiques de la courbe (1)
par A, B, G, D; ces points critiques seront susceptibles de se mouvoir
dans le plan, mais ils seront assujettis & coincider initialement avec
@, B, v, ¢ et & ne déerire que des courbes fermées.

Quand un point critique se déplace, il entraine avee lui la ligne de
passage correspondante; il importe de déterminer la maniére dont on
fait mouvoir cette ligne. L’hypothése que je fais revient 4 supposer
qu'elle se meut paralltlement & clle-méme. Si, pour micux se figurer
les résultats, on veut la rendre paralléle & toute autre ligne de passage
rencontrée par le point critique en mouvement, il fandra imaginer
qu'apres avoir tourné dans un sens pendant la premiére partic du
parcours de ce point, elle tourne dans I'autre sens pendant le reste
du parcours. Si I'on supposait que la ligne décrive un tour complet
dans un sens ou dans'autre, les courbes passeraient d’un feuillet 2 un
autre ct, en conséquence, les valeurs de U'intégrale scraient multi-
pli¢es par une puissance de A. Nous verrons plus loin 'importance de
celte remarque.
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17. 1l est facile de prévoir quelle scra la forme des expressions
qui vont se substituer & « et ¢ quand un point critique aura décrit un
contour fermé autour d’un autre de ces points. En effet, si nous sup-
posons que le point qui se déplace entraine avec lui les rétrosec-
tions supposées extensibles et déformables, de maniere & ne pas les
traverser et de maniere qu’elles ne se coupent pas les unes les autres,
ces rétrosections, aprés comme avant, rendront la surface de Riemann
simplement connexe; comme d’ailleurs les points critiques n’auront
pas changé, nous serons en présence d’une transformation linéaire
des périodes. Par suite, les quantités A}, A}, ..., Aj, qui se substi-
tueront & A,, A,, ..., A, scront des fonctions linéaires & coefficients
entiers et réels de ces dernitres quantités. Si maintenant nous ¢limi-
nons A,, A;, A, au moyen des relations (5), A}, A}, A} deviendront
des fonctions lin¢aires de A,, A,, A, dans lesquelles les coclficients
seront de la forme @ + bA, @ et b étant des entiers. Enfin, en prenant
les rapports deux & deux de A7, A, A}, on aura

r My - Pyo -+ Ryu g My Pyo - Ry

SRS AN A [
M+ Po-+R e M, +Po+ R e’

olt les coefficients M, P, R sont des entiers complexes aux unités
principales 1 et A.

Il sera avantageux de représenter la substitution par ses coelficients
groupés en Tableau; j’écrirai

Ml l)l l:;
S=| M, P, R, }.
M, Py Ry

(44

S; et S; étant deux substitutions ainsi représentées, j'ai adopté,
pour effectuer le produit S;S;, la régle suivante : L’é¢lément de la
Aéme Jigne et de la Zim¢ colonne de S;S; s’obtient en combinant les
éléments de la £ ligne de S, avec ccux de la /i colonne de S;.

18. 1l suffit, aprés chaque déplacement des points A, B, C, D, de
calculer les nouvelles valeurs des trois périodes A, A,, A,, dont
dépendent immédiatement w et ¢; il suffit done d’étudier les défor-
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mations des trois courbes M,, L,, M, de la figure 1. Les formes
initiales de ces courbes sont représentées a part sur la figure 2.

Le calcul des périodes relatives & 1'état final se fait immédiatement,
comme pour I’¢tat initial, en fonction des oy, B, vi, J; en considérant
les lignes de passage traversées par la courbes; il n’y a plus ensuite
qu'd identifier la valeur trouvée avee une combinaison linéaire des
valeurs primitives des trois périodes, c’est-a-dire I'expression sui-
vante :

MA = nAy 4 pAy=m (B + ya8) — n (o -+ Pa-+73) +p(Bi+Bat 72)-

Celle expression, en vertu des relations (4), peut s’écrire

—ndy -t (m—nk2—pl)B-+ (MW — nk -+ ph)y, -+ mid,.

L’identification fournit quatre équations. Dans chaque cas elles se
réduisent & trois, qui donnentsans ambiguité m, n, p.

Je ne développerai pas le calcul des substitutions fondamentales;

ce caleul se trouve dans ma Thise ct avait déja été effectué par M. Pi-
card. Je me contenterai de faire ici quelques remarques. ‘

19. M. Picard, dont le but était de trouver le groupe des fonctions
@ ¢t y, a pris pour point de départ la courbe (12); il a montré que
les substitutions fondamentales sont au nombre de cing, soit S,
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S,, ..., S,. Elles s’obtiennent en faisant tourner « autour de 1, x au-
tour de »y (ou, cc qui revient au méme, y autour de ), y autour de 1,
y autour de o, x autour de o. Prenons maintenant pour point de dé-
part la courbe (1) en raisonnant comme 'a fait M. Picard, il est facile
de voir que, pour obtenir toutes les substitutions fondamentales, 1l
suffit de faire tourner séparément chaque point critique autour de
chacun des autres et que, A et B étant deux quelconques des points
critiques et o et § étant les points fixes avec lesquels ils coincident
initialement, la rotation de A autour de B donne la méme substitu-
tion que la rotation de B autour de «. Mais il semble qu’aux cing
substitutions de M. Picard, & savoir aux substitutions S,, . .., S; pro-
venant des rotations de C autour de 8, de Cautour de ¢, de D autour
de B, de D autour de «, de G autour de «, il faut ajouter la substitu-
tion S; obtenue en faisant tourner A autour de . Au point de vue
géomeétrique, il n’existe aucune différence entre ces six substitutions;
pour aucune d’elles on ne peut imaginer une combinaison des cir-
cuits des autres qui soit géométriquement équivalente & son circuit.
Toutefois, i1 n’en résulte pas que S, soit une substitution fondamen-
tale, car il peut néanmoins se faire qu’il existe une combinaison des
autres substitutions qui donne mémes périodes que S,. (Vest ce qui
doit avoir lieu si S, appartient au groupe de 2 ¢t y, puisque ce groupe
n’admet pour substitutions fondamentales que Sy, .. ., S;. L'analogic
avec le groupe modulaire porte & croire qu’il en est ainsi. Soient A,
B,  les trois points critiques de 'intégrale elliptique
ds
J Vie=n—u)

A et B coincidant initialement avee o et 13 le groupe de z considére
comme fonction du rapport des périodes n"admet que deux substitu-
tions fondamentales; elles s’obtiennent en faisant tourner z autour
de o et autour de r; soient S, et S, ces deux substitutions. Quant i la
substitution S,, obtenue en faisant tourner A autour de 1 ou B autour
de o, son circuit n’est pas géométriquement équivalent & une combi-
naison des circuits des deux premieres, et cependant une combinai-
son de S, et de 8, donne les mémes périodes que S,; on a

SlSzSaz—-l, S:‘:__S;‘lb"il.
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Vai pu établir que S; appartient en réalité au groupe de et y.
Cette substitution, ainsi que les autres, correspond a une transforma-
tion linéaire des fonctions 0. En effectuant cette transformation dans

. . I | P .
les expressions (26) de 1 — — et de 1— 7 J’ai pu constater leur inva-

riance. Toutefois, il m’a été impossible de trouver I'expression de S,
en fonction de S,, S,, ..., S; et, par suite, tout en réservant la ques-
tion théorique ainsi que je viens de le faire, j’ai trouvé commode de
traiter pratiquement S, comme une substitution fondamentale.

20. Dire qu'aucune des six substitutions ne peat s'exprimer en
fonction des autres ne signifie pas qu'il n’y ait aucune relation entre
elles.

On sait, par exemple, qu'entre les deux substitutions fondamen-
tales T, et T, du groupe modulaire on a la relation

(T,T,)=1.

On peut trouver des relations analogues entre nos substitutions
Siv . vvs Sge en considérant les chemins suivis par les points mobiles
dans leurs votations. Ces chemins sont représentés sur la figure 3
dans le cas des six substitutions.

Fig. 3.
2Ta -~
l 0 s , / i \
| 3 el.;- / te \ /BN
Bif B! 3 , /1 PR NN /’ / v N
{ d a7 /S AURY [/ v\
/ S 1/ ! AN ‘,' \\ \
/ ’ \ ! N [}
[/ A icl N A Cy \ A
G A& A S ' \gg— — e
/ & «J/ N 2 | . o \\Y \ -3 'Y <% Y
[ N\ AN
Y R LY :
\ * SN
\ \ B W,
3 \D.3 A > 014
Dys Y\ Dy
1 sl \_“{ ) NG D&

Remarquons d’abord que, dans les six cas, le point décrit son con-
tour dans le sens rétrograde; comme les six substitutions ont pour
période 3, en faisant mouvoir le point dans le sens direct on obtien-

drait les substitutions
Si=§;.
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On voit, en second lieu, que, pour S;, D, dans son mouvement,
coupe deux fois la ligne de passage de y; pour S,, il coupe deux fois
cette méme ligne et deux fois celle de ;5 enfin, pour S;, C coupe deux
fois la ligne de passage de @. Jai calculé aussi les substitutions S,
S%» S, qui correspondent aux chemins représentés sur la figure 4.
Ces nouvelles substitutions, comme les anciennes, ont 3 pour pé-
riode.

Fig. 4.

B,Lrﬁ BJ,@. Bip

O

[

. A c A (TP |
C A . AN .__._<"— PN
Y i ’: o Y 4 */ Ve %!

|| | / /’

[ 1 ’

Vo 1 I’

Vi / L

8]

—
Qo
[v]
o
o
o;

Ceci posé, je remarque que le circuit de S, peut se déformer comme
Uindique la figure 5.

s
Fig. 5.
B’l
A
i
| \
b
o~
{ o ‘\ } A
: \\\‘I Y ‘C-Z-—-
\ L
LY \‘\\il 'l
LY AN
N \\\:

Il en résulte immédiatement (en se rappelant que D tournant au-
tour de y donne méme substitution que C tournant autour de &)

8,8,82 =8, 8, =588,

Mais B tournant autour de ¢ donne méme substitution que D tour-
nant autour dfz B; par suite, le contour de S, (fig. 3) peut étre rem-
placé par celul que représente la premiére figure 6; celui-ci peut étre
déformé comme I'indique la seconde figure 6; il en résulte

Sa:SfS’a ‘1, S;:Slsssf~
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!

En égalant les deux valeurs de S; ct les deux valeurs de S,, on

trouve

Q22— ’ 2 Q — Q Q2
$,8,82 =$:8,8,,  828,8,=§,8,8:
-
Tig. 6
gf} BIB
/:; /’,’/’/;\
// / ru Pl //,l \
aa oS \
/e A ol A A
d ] — etz [
e, ’ 1
LN o N o«
\ N [
NN 1Y
\, AN ! 1
R N \ !
N
~ ; \ %
@IS 05[8

On trouve de méme
Sluﬂ S:‘! o= S;“:S’E;S“, S?S;;S]_:SGS;S&.

o
21. Quant aux substitutions S, ct S, je remarque que 'on peut
déformer le contour de S, des deux manieres indigquées par les

figures 7.
Iig. 7.

AT
/.’:}‘ ‘._\ // B/i? \‘
- o \
7 B \ AN AT
S v Y te !
(’ / ¢ \ N, 'r : ]
!y H NN N
8 PR LS .1%...
2 v
LY { / N\ YN A
N *\ i , DY \“\ [Fprd
N, [ \
N [ SN L/z
W . XY
N N
N
DI E} 07 $

D’apreés la premivre de ces figures, si nous désignons par X, la sub-
stitution qui provient d’une rotation rétrograde de D autour des deux

points v ¢t b et par ¥, celle qui provient d’une rotation rétrograde

de D autour de v, f et o, nous avons

D’apres la seconde figure, on a
Z=28,8;,  Z,=8,8,8,

2
S, == 5,8, 8, 8,2 81.

Ann. Ee. Norm., (3), XIX. — Aovr 1902,

36
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On trouve

1 0o o 2 R2—1 o0
S=|»—=% 1 o}, =10 7 ol>
O o A (8] O ki

1 0o o WMok (A1) o
St n(ir—=1) 1 o |, == o A 0
0 o 0 0 YA

La substitution
I 9] O

14

M—% 1 0

montre que z ety sont des fonetions périodiques; elles ne changent
pas quand, « restant constant, ¢ augmente de A* — A, Celte propriété a
¢té utilisée par M. Picard (Acta mathematica, t. V, p. 171).

Iv.

22. Nous avons vu que les fonctions 0 qui figurent dans les expres-
sions des fonctions @ et y ne sont définies que pour les valeurs des

’

variables «, ¢, w qui rendent négative la forme
e T S S A S P AN

M. Picard a montré que les substitutions S dont nous venons de
nous occuper, prises sous forme homogene, transforment F en elle-
méme. Il est naturel de se demander si le groupe de ces substitutions,
ou groupe S, coincide avec le groupe des substitutions semblables
de F, ou s’il ne forme qu'un sous-groupe de ce groupe. L'analogie
avec la fonction modulaire elliptique porte & croire qu’il n’est qu’'un
sous-groupe; de plus, elle suggere une méthode d’investigation. La
forme F est transformée en elle-méme par les substitutions qui pro-
viennent de déplacements des points critiques ot 'on a, apreés comme
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avant, A=o, B=§, C=1v, D =73; clle doit étre ¢galement trans-
formée en clle-méme par les substitutions provenant de déplacements
ala fin desquels A, B, C, D coincident avee o, 3, v, ¢ dans un autre
ordre. En d’autres termes, les substitutions que subissent w«, ¢, w
quand les points critiques s’échangent entre eux doivent transfor-
mer F en elle-méme. Cest ce que nous allons constater en calculant
ces substitutions.

23. Si nous convenons d’écrire les quatre lfettres A, B, G, D dans
Pordre dans lequel les points correspondants coincident avee «, @,
v, 0, il s’agit d’effectuer sur ABCD toutes les permutations possibles;
mais on sait que Pon peut passer d’une de ces permutations & une
autre quelconque en combinant trois transpositions de deux lettres.
Notre groupe aura donc trois substitutions fondamentales; je choisirai
celles’ qui échangent B et G, Get D, D et A. _

Dans chaque cas, je suppose queles deuxpoints critiques échangent
leurs positions en sens rétrograde, ¢’est-a-dire qu’ils suivent des
chemins formant ensemble un contour fermé et qu’ils le parcourent
en sens rétrograde. Pour micux préciser les résultats, je fais décrire
a 'une des lignes de passage une aire tout entiére extérieure a ce
contour fermé, et je suppose que autre ligne de passage se mouvant
en sens contraire déerit cette méme aire extérieure et 'aire inté-
ricure.

24. Echange de B et C. — Le résultat de cet échange est représenté
par la seconde des figures 8. On en déduit
A= A,
A,z == Ay,
A== By Ya b Yo — By Pr— yam=— AA,.

On a done

| SIS o
| —
V= ‘y’ 'F —
, == o 1 I5)
w = oy,
o 0 —A

. y . . . ot > 6 .
On voit facilement que cette substitution a pour période 6: T{=1;
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par suite T{ = T;' s’obtient en échangeant les deux points B et C dans
le sens direct.

25. Echange de C et D. — 1l est représenté par la seconde figure o,
qui donne

Nyrm— Oy — Po— oy = — Ay Ay, — 12A,,
Ny=B;+ B2 3, = A —2AA,.

Fig. 0.

D’ou
Py ‘. ; — A2 by A;s o
‘—-—'[\l.._ +Q+/‘u’ E‘“]M)‘”;

o' =z )24 0 - hou,
W=1—du.
I 0 —A
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Cette substitution a aussi pour période 6.

26. Echangede A et D. — On obtient une substitution trés simple
en supposant que le contour formé des chemins décrits par les deux
points contient & son intérieur les points v et B. La troisitme des
figures ro réalise ce cas; on en déduit

A&‘—"«'Of:;‘l—ﬁx—f-'/g =—2A,, é_x__:)\%,,
Ay
, . WAL )
A;z:"‘}’z"'fh“ozs:“‘An "}\"‘A‘; =,
/ o A
A;,:ﬁzx“P‘pl'l"/z =LA, T:)‘”-
g
g I ;}'2 e ! o 2 o
A%p v
—_ 2
‘ s hu 2w O=1» o o
( W=y, =5 o o 'k

Cette substitution, comme les deux précédentes, a G pour période.
Il est facile de constater que T,, T, ¢t © prises sous forme homo-
gene transforment F en elle-méme. :

27. Ona T?=S,, T; = 8,; il est facile de construire des substitu‘—
tions, combinaisons de T,, T,,® etayant pour carrés les autres substi-
tutions S étudiées plus haut. Il suffit pour cela de déformer la courbe
relative & chacune de ces substitutions S en la faisant passer par les
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points critiques prés desquels ou autour desquels elle passait, de
maniére & la décomposer en segments réunissant § ety ouy et ¢ ou g
et . Bn introduisant de plus des segments auxiliaires déerits par les
points critiques intermédiaires et formant ensemble des contours
fermés qui ramenent ces points & leurs positions initiales, on peut
toujours supposer que, pendant qu’un point critique va d’un premier
point fixe & un second, le point eritique qui était au second point fixe
se transporte au premier; on obtient ainsi une succession des trois
substitutions T,, T,, ® qui a pour effet d’échanger les deux points
mobiles extrémes.

Si I'on effectue deux fois de suite les mémes constructions, ce qui
revientd prendre le carré de la substitution, les deux points critiques
reprennent leurs positions initiales, chacun ayant effectué une rota-
tionautour du point fixe de autre. Ce déplacement simultané corres-
pond & la méme substitution que si Pun seulement des deux points
avait tourné autour du point fixe de Pautre. Je désignerai par T; la
substitution qui a pour carré S, Ces substitutions T ont 6 pour
périodes; jai réuni plus loin lears valeurs et celles de leurs puis-
sances.

28. Substitution Ty et T,. — Les figures 11 représentent deux
maniéres de déformer le contour de S, (troisitme des figures 3), et les

Iig. 1. Iig. 12,

2,557 Loz /\ Y
":’;; 777 Al ‘(/ yn
/¥ L 4l a2 (e Al
i T c 7 A cy3sr A
Wi e A e A — ¢ o —4l
> bl —— o .
HFEVAN . I ~ v W Y v\
i ’Y NS . i (YR \ S
iy "\ 1 W R 4 v
A "y Wt R E] 2%
AN 1 N ‘; \ V12
1WA, 3‘\‘. S W '
AASCEERY PN b \
Y RS 8fo gfs
, 5‘6 B]S

figures 12 représentent deux manivres de déformer le contour de S,
(premiére figure 4). Dans ces figures ¢t dans celles qui suivent, les
numéros indiquent les segments qui doivent &tre parcourus ensemble
pour obtenir la série des substitutions T,, T,, © qui reproduit la sub-
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stitution considérée. On cn déduit
; ] ’1'\ V[\ ’r S — VI‘ 'I‘ Fri,

T, =T:T,T,=T,T,T:.
S;’ —_— rw?; — rrgrlw; rrl, — rrl' rr; rFl

S, =T = TiT2Ty—= T, T375.
On a aussi
3, =8,8, =T, T:T,.

29. Substitutions T, et T,. — Pour évaluer T, en fonction de T,,
T,, O, je déforme le contour relatif & © (premitre figure 13) comme
le montre la seconde figure 13. Quant au contour d@ S, (quatriéme

figure 3) on peut le (lc(m’m(*r comme indique la figure 14.

Fig. 13.

/ \ . 2O
7 \ e A RN
/ \ 1 1 / M Y
| 1 /
Il c \ D \ Y :' :2 ‘l “
\ - !
| N H D [ ] 1 D
— 3 _l_g WA e —N N %——
% / AN L SRV
N / \ 1‘\" o \ 43 X /;
\ ¥ \ N8 AN ‘\\ e
\ / \ L N 1
~ J/ . , ATRN 1/
S / ~ P 1%
n

On a
0:=8,5,T,, T, = 087282,

d’ot
Iﬂ/" e Vl‘/:’l,_ flﬂ; (9 e Fl'lg 'lﬁ r Vl’z G)’ 711/' f— (;_‘)’l‘,,‘» @:; o G) Il‘g:]\lf 'I\;:,A
S;::: ’1"’,*2 fore ('I‘grl'\:.rlﬂg@)ﬂ’ SI" _Vl‘?f — (@Vlﬁ;fjﬂ;rl\; )2.

On a aussi

3, 8,3, == 0TI T T3 0.

30. Substitutions T; et T',. — Le contour de S (troisicme figure 4)

donne les deux figures 15 et le contour de S; (mnquu,mo figure 3)

Tig. 15 Tig. 106.

/. ~
Blf ol
Blp f /3 by
N I
,
A c :” o c
A c AY Sl
e A ™ a e TTAy teelll <-- %
Y, i i AXY) 3,77 Y )
AN 277 A\ x .
AR 2 2‘» "/L’”
ey ) N
WIS NS e
AN N4 2
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¢’ est-a-dire
T =T!TiOT; = OT,T:T,T:T;0,
8 = T2 == (T!TEOT ) =@ T*T: T} T T ©;

puis
VFS — Vlﬂ/
SS;_T,;
— Le contour de T} peut encor

n: r, rr;;rl\;‘,,
— (T3OTiTH?,
31. Substitution S, ¢ se déformer

comme I'indiquent les figures 17. On en déduit

T, =TiT,T == T, T, Ti.

Jig. 8.

WA Aa ™ A
DIFSVORAN AN XS N 2 PN
:"3"’?5"\\“\2 2/""‘:“5 \\\ 2 ) »‘\‘J AN
2 N
Av.iirs Zvln, C A L TG c A c AN NA
. R, 2oz IR . Sy e PR
Y = Y 2 v ik Y ol
s /
o xSy P
Vs "
G 20,
L i)
~ " i i
D¢ Do ’ ~
I } BI& W g

La premicre de ces relations donne
- 'J'I — 'l'l 'l” fl‘ .’; — 'l‘l M ’11 o (') PI\:; V"l"l'.’
"___ 1____;-‘1;'-11,,() l"”l” rl\,,() l"'l‘

32. Des différentes manitres de déformer un méme contour ré
sultent des identités entre les substitutions T, T,, ©; en ajoutant aux
déformations déja considérées celles représentées par les figures 18,
on voit que ces identités se raménent & quatre que 'on peut éerire
T, 71T, Ty="1T,T,7T,,

m F]I r.[‘[, — l1/ rr‘, 'l"; .

T,T,Ty=T,T,T,,
oo Ly rp
.[11(;].1-—1(;11.[(;,

Ou, en ¢liminant T, et T,
f]‘ Pl1 ’I‘I::: ’1" Pi‘ Vl“,’
('l1/’fl1‘,0) _____ 'l1ll(VI'1/bfl‘:‘, O)’rz’
r]ﬂ rl\ Fp— 71111, (71\2 (‘) |‘2) r]wl( l‘; r.r; r‘:l;;,
T';T;@'l‘;'l‘{('l'g'l';*’l’; D) T TOTiTi =TT TEO(TITIOTETHYTITYT 0,

On pourrait en obtenir d’autres. On a, en particulier, quels que

soient les entiers « et B,
T708== 0P T2,
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V.

34. 1l est évident géométriquement que le groupe S est un sous-
groupe du groupe engendré par T,, T,, @ ou groupe T. En effet,
comme les substitutions S;(i =1, 2, ..., 6) proviennent de déplace-
ments des points critiques tels que les positions finales de ces points
sont identiques & leurs positions initiales, il en est de méme pour
toutes les substitutions du groupe qu’elles engendrent; or, ce n’est
pas le cas pour les substitutions T,, T,, ©. 1l est clair d’ailleurs que
le groupe T contient le groupe S.

A ces conditions géométriques correspond un fait analytique qui
distingue les substitutions S des autres substitutions du groupe T.
Les substitutions S; sont de la forme

1=t ney (1~ 1) my(1-=12) mg(1 —12)
ny(1—1) 1t 2y (1 — ) ny(1—12) ,
p=1) =) e p(1— 1)

ou les m, n, p sont des entiers complexes. En d’autres termes, les
substitutions S; sont congrues & la substitution unité, selon le mo-
dule ¥ — A. On voit, en effet, que, dans chacune des substitutions S,
les éléments de la diagonale sont, ou bien 1, ou bien une des quan-
Lités

A=1—(1—12), Rz 422 (1 — 1), —2h=1—MA(1—12),

les ¢léments hors de la diagonale sont, ou bien o, ou bien une des
quantités

=(1—2), ER—)==%=0—1), =—=1)==r(1—2).

D’ailleurs, il est facile de voir que, si deux substitutions vérifient
ces conditions, il en est de méme de leur produit; ces conditions
caractérisent donc bien le groupe S. Enfin, elles ne sont pas réalisées
pour les substitutions T; en effet, dans T,, le dernier ¢lément de la
diagonale est congru & — 1, car on a

—dz=me— 1 (1 =)
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et les autres substitutions T contiennent toutes des éléments hors de
la diagonale qui ne sont pas multiples de 1 — .

35. Le groupe S est donc un sous-groupe d congruences du
groupe T; il en résulte, d’aprés un raisonnement connu, que ¢’estun
sous-groupe invariant; on peut, par suite, diviser le groupe T en
classes dont le groupe S formera la premiere, les substitutions d’une
méme classe étant congrues entre elles (mod 1 — X); il suffit, pour
cela, de trouver un systéme complet de substitutions T non congrues
entre elles et de multiplier successivement par ces substitutions
celles du groupe S.

Je remarque d’abord que Ie nombre des classes de nombres incon-
grus (mod 1 — ) est égal & norme de (1 — 1) = 3; je prendrai pour
représentants de ces classes —1, 0, 1. Chacun des g éléments de la
substitution pouvant étre congru i chacun de ces trois nombres, on a
3" substitutions incongrucs entre elles (mod 1 — ). Je vais étudier :
19 celles qui correspondent & des ¢echanges des points eritiques entre
eux et qui, par suite, appartiennent au groupe T; 22 celles qui sont
compatibles avee les conditions qui expriment que la substitution,
suppos¢e homogne, transforme en elle-méme la forme F. Je serai
ainsi amené & déterminer sile groupe T coincide avee celui des sub-
stitutions semblables de cette forme ou s’il n’en est lui-méme qu'un
sous-groupe.

36. Le groupe T contient, au maximum, autant de substitutions
incongrues selon le module 1 — A qu’il yade permutations des quatre
lettres A, B, G, D, ¢’est-a-dire 24. En effet, les divers chemins que
I'on peut faire suivre aux points critiques pour passer d’une permu-
tation P; 4 une autre permutation P; peuvent se ramener & 'un d’eux
précedé et suivi d’une série de lacets; les substitutions correspon-
dantes se déduisentdonc de 'une d’elles en la multipliant & droite et
gauche par des substitutions du groupe S. Toutes les substitutions qui
font passer d’une permutation déterminée P; 4 une autre P; appar-
tiennent donc bien i la méme classe. Il suffit de construire des substi-
tutions permettant de passer de la permutation ABCD & chacune des
autres et de constater qu’elles sont incongrues entre elles pour sas- .
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surer que le groupe T contient bien en réalité vingt-quatre classes
incongrues, selon le module 1 —A. '

Voici d’abord la liste de ces substitutions; jai ajouté, en regard de
chacune d’elles, les transformations correspondantes de x et de y.
Nous avons vu que, par le changement de variable (11), on passe de
la relation (1) a la relation (r2). Je pose maintenant, en considé-
rant A, B, C, D comme les points critiques mobiles d’abord en coin-
cidence avec 2, B, v, <,

C—-A_  D—A_
B+A=—% A~
et j’écris
Y — 0 — ot
e ) ’Vi: —

B_og v —a (f==1,2, ..., 24).
g= Lt —1) (L —2:) (¢t — yi)

X =

Quand A, B, C, D échangent leurs positions, z; ¢t y; deviennent des
fonctions linéaires de @ et y; je les ai inscrites dans le Tableau sui-
vant :

ACBD T, m=p=1, ===
DBCA 0 =T = I=8, = A= d=-Ls
DCBA T,0 20 :3:3:;’:;, yo=2=D L
ABDC T, o =gt =7, o= =
I e = -t = =
DCAB T,07T, xazé:{;::yix, 74 :%E:;:i:;
ADBC T,T, 7 =g = : oS A z;



ADCB

DABC

DACB

CBDA

BCDA

CBAD

BCAD

CDBA

BDEA

CABD

BADC

BDAC

CDAB

BADC

CADB

Ti‘Tg T,

er,T,

T,0T,T,

T,0

T,T,0

0T,0

T,0T,0

'1‘2 (“) 'l‘ 1

T, T,07,

oT,0T,

T,06T,0T,

T,07T,T,0

T,7,0T,T,0

87T,6T,T,0

T,0T,0T,T,0

C—A
‘rlo—* m
L _B=D

"TASD

C—D
=TT

D-—-C
xlB — ﬁ

D—B
Ty= C_B
s A=C

PTG

A-B
ECIR

B—C
= pTe
g C A—._BA
YD B

B—C
Xy -

C—B
=4
oo AD
TR

A—C
R |y )

D—B
=4

n-—C

=TT

_a B--A 1
Ty J”_I)——;{"‘}’
y—1 v _[]—l) y—a
Y SHTAD y
_y—=r _B=D _yv—x,
P2 A = | R
~ 7= In=g T oo
1=y —B T
T — y""(ﬂ”—'}; [— 2z’
—_z Lo h=C e—y
“z—1 VA A (e
1 o D—B_i—y
=i =% W= TS
o A—C  x
= x———_yr J’n-—-h ¢~ .Z‘—-.y’
1= _A-B_ 1
=iy TvTy I Ty
_r—t L DG ey
-7z’ YW= _"¢C7 Tz 0
D—B
=1, Y=gy Y
1 ’ C—=B _ 1—ux
Ty T Ty
T B & —1
Ty y“"-l)mﬂ.“x——-y’
C—B
=1y, Yu= T T
_e—y, PG s
S A O Vi

Disposons ces substitutions en Tableau de Ta maniére suivante :

()

1 T,
T, TiTy,
0, OrT,
T,0, T,0T,

T,T,, T,0, T,0T,, T,0T,T,0,
T,1,T, T.1,0, T,T,0T, T,T,0T,T,6,
®T,T,, OT,0, OT,0T,, OT,0T,T,0,

1,0T,T,, T,0T,8, T,0T,0T, T,0T,0T,T,6,
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et considérons les substitutions

7 ’ N ’
1 0o o 1 0o o 1 0o o
o 1 o}, 1 1 , | S
(0 O ¢ (& O —E (& ©° ¢
- N
o I 0 (o 1 0 & 1 1
1 1 R 1 -1 |, 1 [ -1
(0 & —¢ 0 ¢ e (¢ —¢ 0

Avee e =1, ces dernieres subslitutions sont congrues respective-
ment a celles de la premiére ligne du Tableau (1); avee e = — 1, elles
sont congrues a celles de la seconde ligne; enfin, celles qu’on en
déduit en intervertissant les deux premicres lignes sont, pour & ==
et e = — 1, congrues & celles de la (roisicme ct de la quatrieme lignes.
Les vingl-quatre substitutions sont donc bien incongrues entre elles.

37. Remarquons, avant d’aborder la scconde question, que les
vingt-quatre quantités @; sont, & ordre prés, identiques aux vingt-
quatre quantitésy;. Toute fonction symétriquede ces vingt-quatre quan-
tités est une fonction hyperfuchsienne des variables w et ¢ admettant
pour groupe de substitutions le groupe T. Si, comme dans le cas de la
fonction modulaire, on forme le produit des transformées de v +
par toutes les substitutions, on trouve la fonction invariante suivante

([lJi,x_ I) (‘,l Jx,y"‘ ') ('/l'l./cy"' l) (/l 'ly—l,y-—-x'“‘ '),

en désignant par

I'invariant elliptique écrit sous forme homogene. On véritie, de plus,
que les quatre fonctions J,— , 4y Joy 3,50 I 5 sONt permutées entre
elles par les substitutions T,, T,, © (et, par suite, par toutes celles du
groupe T) comme les quatre lettres A, B, C, Dj; ainsi toute fonction
symétrique de ces quatre quantités comme

i= Tyt yeaday dip Vi
b=y yatJay+Jiy+ i

est une fonction hyperfuchsienne ayant T pour groupe.



SCR UNE CLASSE DE TONCTIONS HYPERFUCHSIENNES, ETC. 2()5

38. Il me reste & déterminer quelles sont, parmi les 3° classes de
substitutions incongrues (modr — ), celles qui transforment F en
clle-méme.

Le Tableau des coefficients de la substitution étant

M, P, R,
M, P, R,
M, P, Ry

et @, w, p désignant les quantités conjuguées de M, P, R, on peut
écrire de deux manieres différentes les conditions qui expriment que
celte substitution est une substitution semblable de F; le premier
groupe de conditions s’obtient en écrivant que la substitution trans-
forme F en elle-méme; le second groupe s’obtient en écrivant que la
substitution inverse transforme F en elle-méme

(1) Miw,+ P+ Riga=1, (1) M,y + Moo, -+ Mawy =1,
(2)  Mywy+ Pypy+ Rypg=—=1, (2)  Rypy + Repy + Rypy =11,
(3) Myw 4Py~ Ripy=o, (8)  Mypy -+ Mopy My, =o,
(4) Mywmy-+Pyp,-+ Rypa=o, (4) Pyo+ Pym+ Piwy=o,
(5)  Mywy-+Pypy+ Rypa==o, (5)  Rypa+ Ropy + Rypy =o,
(6) My~ Pypg-+ Rypy— o, ‘ (6) Rym-+ Ryw, -+ Rymy=o.

39. Si, dans le Tableau des coeflicients, on échange les lignes et
les colonnes, puis que I'on exprime que la nouvelle substitution ainsi
obtenue transforme F en elle-méme, on trouve les conditions du
second groupe. Il en résulte que toute propriété déduite du premier
groupe d’équations pour les lignes appartient aux colonnes en vertu
du second groupe d’équations.

40. Supposons, dans toutes ces équations, chaque élément rem-
placé par celui des nombres — 1, 0, r auquel il est congru (mod 1 — A)
et voyons dans quels cas ces équations, envisagées comme des con-
gruences selon ce module, seront satisfaites.

On voit facilement que deux quantités conjuguées I'une de I'autre
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appartiennent i la méme classe (mod 1 — 4). Ceci posé, on obtient
immédiatement les résultats suivants.

41. Considérons d’abord les trois ¢léments d’une méme ligne ou
d'une méme colonne :

1° Pour toute ligne ou colonne, les trois éléments ne peuvent étre
nuls & la fois, car §’ils 'étaient, (1) ou (2) ne pourrait étre vérifiée;

2° Pour chacune des deux premiéres lignes ou colonnes, sile troi-
sieme élément est nul, I'un des deux premiers I'est aussi; sans
cela (3) ou (4) ne pourrait étre vérifiée;

3¢ Pour chacune des deux premicres lignes ou colonnes, si le troi-
sitme ¢lément n’est pas nul, il faat, en vertu de (3) ou (4), que les
deux premiers ne le soient pas non plus, car autrement les premiers
membres de ces relations seraient congrus & 15 il faut, de plus, qu’ils
soient tous deux congrus & 1 ou tous deux congrus & — 1, car, sans
cela, les premiers membres seraient congrus & — y.

En conséquence, les deux premieres lignes ou colonnes appar-
tiennent @ 'un des types suivants, ol € et ¢ égalent == 1 indépen-
damment 'un de autre :

[e o o], [o & o], [e & &].

42. Pour que deux lignes ou deux colonnes vérifiant ces conditions
puissent former ensemble les deux premieres lignes ou colonnes d’une
méme substitution, il faut encore :

12 Que les deux ne soient pas identiques et que 'on ne passe pas
de 'une i I'autre en changeant tous les signes, car, dans ces deux cas,
le premier membre de (1) serait congru a zéro;

2° Que si 'un des deux premiers éléments de 'une des deax lignes
ou colonnes est nul, I'élément correspondant de Iautre ligne ou
colonne ne le soit pas. En effet, 'un des deux premiers éléments étant
nul, le troisitme I'est aussi; s"il en était ainsi pour les deux premitres
lignes ou colonnes, et si les deux avaient les mémes ¢léments nuls, le
premier membre de (r) serait congrn i zéro;

1 . . | .
3¢ Que ceux des éléments du premier mineur [I\M’Ii P'] qui ne sont
2 2

pas nuls aient le méme signe. En effet, les seules combinaisons pos-
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sibles sont, en vertu de ce qui précede, a ordre pres des lignes,

e o o e o o o € o e € e”
o ¢ o) ¢ o ) ¢ ¢ ) A —ee’e”]‘
Si Pon n’avait pas ¢’ = ¢, le premier membre de (1) serait congru
a—i.
Remarquons que, dans le dernier Tableau, avec e = ¢', changerle

signe de ¢”revient & échanger les deuxlignes. Les seules combinaisons
possibles sont done, & 'ordre pres des lignes,
[s e & ]
E & —E¢

e 0O 0 e 0 O 0O € O
> / ) ’ )
o € 0 E €& ¢ E € &
Et comme ceci vaut, pour les colonnes comme pour les lignes de la

substitution, on est ramené, i l'ordre prés des deux premiéres
lignes et des deux premiéres colonnes, aux trois Tableaux suivants :

e 0 o E 0 0 e ¢ 3
o ¢ o}, e e ¢ |, e & —¢
o o Ry e o Ry : —e Ry

43. Il reste & déterminer R,. Or :

1© Bn vertu de (2), si 'un au moins des deux premiers éléments
de la troisitme ligne ou colonne est nul, il faut que R, ne le soit pas;
si les deux premiers ¢léments sont différents de zéro, comme ils sont
alors de signes contraires, il faut que R, soit nul; ainsi, pour le pre-
mier Tableau, R,=¢; pour le deuxieme, Ry=2¢"; pour le troi-
sieme, R, = o.

2° Bn vertu de (5) ou (6) dans le cas du deuxiéme Tableau, c’est-
a-dire quand une, et une seule, des deux premitreslignes ou colonnes
n’a aucun ¢lément nul, il faut que, si les trois éléments de cette ligne
ou colonne sont de méme signe, les deux éléments non nuls de la
troisitme ligne ou colonne ne le soient pas, et vice versa; il faut donc
que 'on ait ¢” = — ee’e”.

On est finalement conduit aux trois Tableaux suivants, dans les-
quels on peut permuter, soit les deux premiéres lignes, soit les deux

Ann. Le. Norm.,, (3), XIX. — Aour 1902, 38
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premigres colonnes,

e 0 O : o 0 e ¢ €
o ¢ ol, L g , e & —¢
o o ¢ " o —eg'e g —& 0

44. Le premier de ces Tableaux contient deux e indépendants,
mais I'échange de ses deux premicres lignes produit le méme effet
que ’échange de ses deux premiéres colonnes; le dernier ne contient
qu'un seul ¢ indépendant; chacun de ces Tableaux fournit huit classes
de substitutions; celui du milicu contient trois ¢ indépendants, il
fournit trente-deux classes de substitutions. 11 y a donc au plus
quarante-huit classes de substitutions pouvant transformer F en clle-
méme. Pour vingt-quatre de ces classes, e =1; ces vingt-quatre
classes sont celles du groupe T, et, par suite, elles contiennent
effectivement des substitutions semblables de F; les vingt-quatre
autres s¢ déduisent des premiéres en changeant tous les signes,
ce qui ne peut empécher les conditions éerites plus haut d’étre
vérifices. On voit facilement que les substitutions pour lesquelles
¢ =1 forment un sous-groupe invariant du groupe total.

En résumé, on est conduit au résultat suivant : Ie groupe S est un
sous-groupe invariant d’indice 24 du groupe T qui est lui-méme un
sous-groupe invariant d’indice 2 du groupe total des substitutions
semblables de F.

VI.

45. Nous avons vu que les substitutions S correspondent i des
transformations linéaires des fonctions 0 et que, une fois les résultats
de ces transformations obtenus, on peut s’en servir pour achever la
détermination des expressions de z et de y et pour montrer que la
substitution S, laisse invariantes ces deux fonctions. Il me reste &
parler de ces transformations. Voici d’abord d’une maniére générale
I’énoncé du probleme de la transformation linéaire et les formules
qui le résolvent.
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46. La fonction 0 & p variables est définie par la relation suivante :

(/ (// ﬂl.l'(?ll—!—(]')—f—ﬂ—i‘r(‘ln-i-{/')'-'-#—ﬂf](‘lll+r"|
0‘\(.%):6 .T;T,:: = :Ze e 2 .

Dans cette formule, x, 7, ¢, ¢’ sont des lettres multiples & p élé-
ments (') : 2 représente les arguments; ¢ et ¢’ sont des entiers que
nous supposons o ou 1 et dont les moitiés constituent la caractéris-
tique de la fonction; cette caractéristique est désignée d’une manitre
abrégée par N. Les symboles de sommation sont représentés par n, et
¥ indique une sommation portant sur tous les termes obtenus en
donnant aux p quantités n tous les systemes de valeurs entiéres.
7 est la matrice symétrique des périodes normales de seconde espice
de la fonction. Si 'on pose ©=1"—+ it” (7' et 77 réels), il faut et il
suflit pour la convergence que 7”7 soit une forme définie et positive.

47. Supposons donnés, avec une courbe algébrique de genre p,
un systeme quelconque d’intégrales distinetes de premiere espéce
Q:(¢=1,2,...,p) et une surface de Riemann & p feuillets. Tracons
sur cetle surface un premier systeme de rétrosections qui la rende
simplement connexe et prenons les valeurs des intégrales le long de
ces courbes; nous obtiendrons un systeme de périodes des intégrales;
représentons-les par les éléments des matrices o et o’. En partant de
ces périodes, on peut construire un systeme d’intégrales normales de
premiére espéee U?; soit + la matrice des périodes normales de
seconde espécee de ces intégrales.

Passons du systéme de rétrosections considéré i un autre systéme
de rétrosections rendant encore la surface simplement connexes;
soient [w], [»’] les matrices des périodes des intégrales [Q;] déduites

(1) Yappelle lettre multiple (row letter) un symbole unique  tenant licu de p sym-
boles a1, ..., @p, ..., x ¢l n élant deux leliros multiples & p éléments, xn représente
Iexpression aynq-+...~=ax,n,. Si © sl une matrice ou tableau de p? ¢léments
Ti1, Tiz, «. ., Tpp SYmMélrique par rapport & la diagonale, ts2 représente la forme qua-

dratique
TG e T pp N AT g Ry

Pour plus de détails sur les nolations abrégées, voir Bakkr, On abelian Sunctions,
p- 666, ou ma Thése, p. go.
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de ces nouvelles courbes; avec ce nouveau systeme de périodes,
construisons des intégrales normales [U?] et soit =" la matrice des
périodes normales de seconde espéce de ces intégrales. Nous aurons,
d’une part,

(27) [w] =wa+4o'd, [0 ] =op -+ o'p

et, d’autre part,
(28) (o0 ra)T' = + =3,

et, dans ces deux groupes de relations, a, &', 3, B’ représentent les
mémes matrices & p* éléments entiers vérifiant les deux groupes
suivants de relations dont 'un est conséquence de 'autre

v —dla=pfp —p'f =0, af—dp=paoa—Pa =1;
(29) aE—— ﬁ; = a’rj’—-- ﬁ’&’:: 0, af! — f):’/' = Bl ot — a’{j =
(« étant une matrice carrée quelconque, o désigne la matrice trans-
posée, c’est--dire déduite de « en échangeant les lignes et les
colonnes).

48. Ceci posé, construisons des fonctions 0 en leur donnant pour
périodes, d’une part les ©, d’autre part les /5 il existe entre ces deux
fonctions la relation suivante, qui est appelée formule de transforma-
tion linéaire des fonctions ),

¢ (v/ ) /l. A.!
0<x’; T, 72/-: —ﬁ—)e“'?-"’:: T0<.'1:; 7'y =» ‘:7)

2

2

ou

(30) Ox(2')e™ 97 =T 0y (),

et ’'on a

e I
k=p'qg—p(q"+ cl(@ﬁ'% k'=—a'q+ oq —d(aa')

[« étant une matrice quelconque, d(«) désigne la lettre multiple
ayant pour éléments ceux de la diagonale de «].
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49. SiTon augmente #; de 2m (m entier), la fonction 0 est repro-
duite multipliée par ¢”"™, ot si I'on augmente £, d’un entier pair, la
fonction 0 ne change pas; il en résulte qu'il suffit de calculer les
quantités £ selon le module 4 et les quantités & selon le module .
Sil'on réduit la cavactéristique £, #, il 'introduit un facteur n == 1.

50. Pour définir la valeur de T, il faut distinguer trois cas.

Premier cas : o' =0 (c’est-d-dire tous les éléments de la matrice o

nuls). — On a alors
TiE

(32) T=e¢?*
en posant
(33)  B=oB = 2B gy -+ By +20'd(BB) g — 2ad(FE')q.
51. Deuzxiéme cas : «'=o0, | |50 (« étant une matrice carrée,
|| désigne son déterminant). — On a, dans ce cas,
wELE) g

(34) T=¢ * KZ TR,

P
ot B a méme valeur que dans le premier cas et ou, de plus,

(35) B = 0d(aa )d(Bp) — o=t p' [ d(ae)]

(« étant une matrice dont le déterminant n’est pas nul, o' désigne
la matrice inverse, ¢’est-a-dire lelle que ea" a tous les éléments de la
diagonale égaux & 1 et tous les autres nuls; on écrit ae~' =1).

( 7(0) = aa!~1p? 4 o' -1d (ol )p,
(36) (g 1 /T \/Z
( m]w]r’—é la-za'] 7 el [PV o]

enfin, E,indiquo une somme multiple de Gauss que I'on obtient en

¢ .
faisant parcourir & chacun des p éléments de la lettre p un systéme
complet de restes suivant le module | o’

.

52. Troisiéme cas : o' =0, |a’| =o0. — Dans ce cas, il existe un
entier p'< p, tel qu'un au moins des mineurs & p'* éléments de | o' |




302 R. ALEZAIS.

n’est pas nul et que tous les mineurs & (p'+1)* éléments de ce
déterminant sont nuls. On peut trouver deux matrices a p* éléments,
g et & vérifiant les conditions suivantes :

Leurs déterminants sont égaux & == 15 soient | g | =z¢, | 2| =¢".

En second licu, &'/ a ses p — p’ dernitres colonnes formées de
zéros, de sorte que les matrices symétriques o' ah, ho'za'k ont leurs
p — p' derniéres lignes ct colonnes formées de zéros.

En troisieme lieu, la matrice

= Ea'h
a ses p — p’ dernieres lignes et colonnes formées de zéros, mais
ay= ;;a’l ,

c'est-a-dire la matrice @ réduite aux ¢léments communs i ses p’ pre-
mieres lignes et colonnes a son déterminant différent de zéro (o étant
une matrice & p* ¢léments, o désigne la matrice rectangulaire formée
des p’ premicres lignes de o, | désigne la matrice rectangulaire
formée des p’ premieres colonnes de o).

Soit

b= yg=tah.

Cette matrice jouit des deux propriétés suivantes :
D’abord les p — p" dernicrs éléments de ses p’ premicres lignes
sont nuls, d’oltil résulte
[o]=101] | 0],

b, étant la matrice formée des éléments communs aux p’ premiéres
lignes et colonnes de b, b, la matrice formée des é¢léments communs
aux p — p’ dernieres lignes et colonnes de 4.

En second lieu, on a|4,| = o.

Ceci posé, on a

T B+ EY !
(37) T=c * KX e-mup.
2
E a méme valeur que dans les cas précédents; on a

(38) E'= 2d(5€a’)d(6{3")——Lﬁ_af;_g:_ﬁ’{d(;u’)]z.
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o désignant une lettre multiple & p’ éléments, on a

(39) Z(g):bla,“’[_)?ﬂ—a;‘ﬁd(aa’)_p_,
E désigne une p™'¢ somme de Gauss; enfin
e
(4o0) K — 1 e[ by |ir" 1 o
la, ,,,'_- o4+’ | 7 |, |71 |

en désignant par g, la matrice
(41) o =a g~ (a+1a)| k
qui n’a que p’* éléments.
53. Dans le deuxiéme et le troisiéme cas, il reste d préciserle signe

de K. Dans ce but, on décompose e¢n somme de carrés la forme ¢ 5*
ou g,,5*. Soit, par exemple, en posant avec ¢ < p,

P}
Q== ’
@i Dii
Dy | | 94| | o]
wEl=— .. 5% - |91 2 52 —+ sk;
T P N [9p—1]""’

on écrit

\/lfﬂ \/cm\/lzzn. Llffiﬁl \/li?ér

Il se trouve que, dans le second membre, les quantités sous radical
ont leurs parties réelles positives; on choisit les radicaux de maniére
que chaque facteur ait aussi sa partie réelle positive. S’il n’y a qu'un
ou deux radicaux, il en résulte que le premier membre doit avoir sa
partie réelle positive.

54. On voit que T est le quotxent d’une racine de I'unité (d’ordre 8
ou 8o |ou 8|a,|) parla racine carrée de |« -+ 7o' | que je désignerai
par @; p* est le dénominateur commun des expressions des 7’ en
fonctions des 7; p est donc le dénominateur commun des expressions
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de «’ et ¢’ en fonction de u et ¢. J'écrirai

D’autre part, le seul facteur de T qui dépend des caractéristiques

ik

est e * ; jécrirai

TiE

T=e¢ * I,

ou encore, en supposant la nouvelle caractéristique réduite,

ik

T=mne * H.

VII.

55. Appliquons ces formules générales A notre cas particulier. Nos
intégrales primitives Q, U, W constituent un des systemes que je
viens de désigner par Q;(¢ =1, ..., p); posons

.Q = Ql’ U == (22, W froweed 52;;-

Les périodes fournies par le premier systéme de rélrosections
(fig. 1) sontles quantités

ra, ay g ) /m“ W1g My
by by b | = | wa1 wa oy =,
\Al Ay As, \(Ps1 Wz 033
Cay a, @) ’m'“ 01y Wy
by b, by | =1 vy o0, o, | =uo.
\Az A, A“l \0);1 Wy, Wy,
Soient
ay  dy  ay dy o,
by by, by | =[w], Uy b, by | =[o]
A& A A AN

les périodes déduites d’un second systéme de rétrosections, c’est-
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a-dire des rétrosections aprés qu'un point critique a effectué une
rotation autour d’un autre de ces points. Supposons ces nouvelles
périodes déterminées, il suffira de les porter ainsi que les anciennes
dans les relations (27) et d’identifier ces relations pour déterminer
les coelficients o, o/, B, §’. 1l est méme facile de voir qu’il suffit
d’identifier celles de ces relations qui contiennent les périodes d’une
des intégrales, par exemple W les autres équations ne fourniraient
que des vérifications. Par suite, il sulfit de calculer les A’; or ces
quantités se déduisent facilement du Tableau des coefficients de la
substitution et des équations (5). Ainsi, on a

1 0o 0
S;=Ti{=]o 1 o}.
o o M
Il en résulte
o= g, uw'=n"u;
mals
r !
== A--"‘-, [Epe— »AE, ' == A,‘i: pf=—2 A%,
Al Ai Al A‘l
on a done
(42) A=A, A=A, AL =024

et, en tenant compte des relations (5),
L=A, Aj=— A AL, A=A
Al = A,, A, =-— A, Af = Age

Celles des relations (27) qui contiennent les A peuvent donc
s’éerire

oy Gy Oy ) (o) o4y a.'“,\

Ay AT o amn oy | (A A Al | oy oy oy | =[A0 —AstA,
(a1 G Ca ) \0‘,31 olyy af“J
(B Pra P (BY1 Pia % )

Ay AB] ﬁ'-zi @21 ﬁza 'J“[Aﬁ Ay Aﬂ] plaz @/22 ﬁ‘/e:l ::[‘4‘2 —Ay
B Pu B L6 Bl B )

Ann, fic. Norm,, (3), XIX. — Aour 1902. 39

A5]7

Al
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Le résultat de I'identification est immédiat; je le disposerai en Ta-
bleau de la maniére suivante

Sl 0 0 I 0 0 ON
o —I1 : 0o —I1 o0
o B (6} 0 1 (o) (0] o)
FE [ R B
o o] o} I (6] [s}
O 1 o o o o0

o o0 o - o o 1/

56. Ce Tableau des coefficients n’est pas le seul qui convienne & la
substitution S,. D’une manicre générale, j’ai calculé les substitutions
sur des figures qui contenaient un élément arbitraire : j’ai supposé
que la ligne de passage entrainée avec le point ne décrivait pas un
tour complet autour de ce point. Faisons maintenant 'hypothése con-
traire et supposons d’abord qu’elle tourne en sens direct; les courbes
passeront du premier feuillet au troisitme; du deuxiéme au premier;
du troisitme au deuxi¢me; en vertu des relations (4), les quan-
tités o, B, v, ¢ ot, par suite, les A’ seront multipliées par A; les équa-
tions (42) seront remplacées par

(/l%) A,l == AA,, Alg == AA,, .Alu == Ag.

De méme, si ¢’est en sens rétrograde qu’on fait tourner la ligne de
passage; les équations (42) seront remplacées par

(44) A =%h2A,, A, =)A,, =y

Les équations (43) et (44) donnent deux nouveaux Tableaux de
coefficients; chaque substitution S; conduit ainsi & trois transforma-
tions distinctes; je les désigne par 8, 87, 8. Ces (rois transforma-
tions ont ceci de remarquable que les valeurs des <" sont les mémes
pour les trois; en effet, on passe de 'une i I'autre en remplagant
les A" par des grandeurs proportionnelles, ce qui ne change pas
et ¢'. Il en résulte des relations entre les fonctions 0; ces relations
sont les mémes quelle que soit la substitution qui sert de point de
départ; je les établirai en partant de S,. Voici d’abord les ¢léments
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des trois transformations provenant de cette substitution [S corres-

pond aux équations (43), S| aux équations (42); quant a S

, elle

provient des équations (44), mais j'ai changé les signes de tous les
coefficients afin d’avoir |a, | > o; on sait que ce changement de signe

est sans influence].

57. Transformation S'.

/ 0 0 1 \
o 1 0 )
, —1 0 I
‘,] =0 . T == &y,
1
—1 0 1
O [§] I (o] ! — 2
| = =,
\ -1 0 0
. M " ) n
58. Transformations S| et Sj.
S0 0 0 0N
O 0 0 8] =1 0
" ~ 1 0 0 : O O 0 [a @]W B
=3 R IR ) PR e
1 . a B,
5} o 0 O 0 1
o 1 0 0 I o
NO 0 0 -1 0 1/

Pour ces

a’ =0,
Xy == Ay,
o, == ¢
P10,
/[ 0o 0
o —I 0
0o 0 I
o o0 0
O [ [§]
\0 0o 0

deux transformations, on a o' o, |2'|=o,

Xy = Ay,
4 e
W) =1,
0 0 ON
O -1 0
O 9] (8]
1 O 0
0 (6] (8]
0 4] r/
/
P =1.

Soient y' et 5 les valeurs des nouvelles variables, c’est-d-dire les
quantités (o -+ 1o’ )z relatives aux deux substitutions. On trouve

J’/ =da, ol = 3!
en posant
0o Mu —1 —1 My -1
([;'3) 0= 0 22 (o} y 0/ = 0 A 0O
1 u 1 I 142 0

(46)
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d’ou il suit
3=l —= — 3, 0t =— o',

=8 =—1, O

[«5]

N
o}

S

P¥=—0"=
En formant o (o.+ =a’), on trouve, pour les formes quadratiques
des deux substitutions,

L 2 n2 LS. 2
¢ 2 =— Az}, afxt=1haxl.

Pour les deux substitutions, on peut prendre

o 1 0
g=h=1]1 o o}, (e =g ==—1),
o 0 1

et Pon trouve a, = 1.
Dans les deux cas on a ' = o, ¢t la somme de Gauss se réduit a 1.

Pour S}, onalb,| =1, o +=a'| = —A* dou
T L S ek VRS ( o Kt AP Lt Zi') .
lo 7o V2 .

4 I
Il faut que la partic réelle soit positive ; ¢’est done le signe - qui
| 8

convient, et 'on a

Pour S, on alb,|=1,|a+ 10| == A,

WV s 1y L (VIS VE) (= Vi)
7T == [ Ralltaseiien vt ot ) pli S04 PR AU X e
o+ 7ol | ; T f

(Vest encore le signe — qui convient, et 'on a

—_—1

Ilrlu T — ). .

V2
Restent & calculer I, £ et £, qui dépendent des caractéristiques.

Pour S, on a K == o,

ki ==— gy~ iy, ky == ¢y, kg ==q, (mod 4),

k= ¢ ky=1qYy,  Ky=q,+¢, (mod 2).
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Pour S|, en remarquant que ¢; = ¢; et ¢;* = ¢, puisque les ¢ et ¢’
n’ont d’autres valeurs que o et 1, on trouve

E=—g+ 29,9, (mod 8),

ky =— qy, ky =y gy —1, ky = q1+ ¢ (mod 4),
Ko =q\ + ¢4, Ky = q,, ky=q) - (mod 2).

Pour 87, on a
E=q, 4249, (mod8),
ky=qy, ky =g, ky = q4 (mod 4),
k= q, Ky == ot gl -1, Ky = q, {(mod 2).

59. On a ainsi les trois formules de transformation

Oy (2') = 0 (2) = Al (),

(i) 3420101

ot b e g o
Ox(¥')=n " ~ "¢ 22T O (1) = ADRemINE (2,
(47) Ve
gy ki05)
L ] i g .
Oy (s") s o e A oemTMEGL (2) = AN em TGl ().

Vo
La premiere donne, en particulier,
(47) 0y (a'y == 0 ().

On pourrait supposer que, dans ces formules, N parcoure les 64 ca-
ractéristiques; il en serait alors de méme, mais dans des ordres diffé-
rents, de N/, N, N”. Toutefois, comme les caractéristiques sont tou-
jours transformées en des caractéristiques de méme parité, il est
avantageux de supposer que N parcourt seulement les 36 caractéris-
tiques paires; il en est alors de méme dans d’autres ordres de N,
N“, N”; puis on écrira de nouveau ces formules en y remplagant 0y
par Sy et 'on supposera que N parcoure les 28 caractéristiques im-
paires.

Pour ce qui concerne I'échange des caractéristiques, on trouve avec
cette substitution et avec toutes les autres que les fonctions se sé-
parent en cycles de 1 ou 3 fonctions; en d’autres termes, ou bien
0y est transformée en elle-méme, ou bien elle est transformée en Oy,
qui, parla méme transformation, devient Oy qui,  son tour, devient Oy;



310 R. ALEZAIS.

il en est de méme des fonctions impaires. Le fait Ie plus remarquable
est que la fonction qui a pour caractéristique
i)
(o] O
“et que je désigne par 9, est transformée en clle-méme par toutes les
substitutions.

Les racines de I'unité A présentent aussi une propriété remar-
quable; quand une fonction est transformée en clle-méme, on a, dans
la relation correspondante, A =1 si la fonction est paire, A === 1 si
elle est impaire; si trois fonctions forment un cycle et que on écrive
les trois relations relatives & ces fonctions, le produit des racines A
qui y figurent est 1 si les fonctions sont paires, ==1 si les fonctions
sont impaires.

T R

60. N/, N7, N”parcourant toutes les caractéristiques, prenons les
trois relations ot figurent la méme caractéristique N = N”"=N", et
supposons que les caractéristiques N correspondantes soient N,
N,, N;; nous aurons
(48) == Oy(@) =0y, (2') = yhe ™ by (d2') =y R2emtrE Oy, (87 2"),

(49) =3 (x)=5y(a")=vyh e’“ﬂ"-‘"l%m(&.'l:’) B y’)."(:"‘)""ﬁfﬂxn(a’x’ )y
ol v et ¥ sont des racines huitiemes de I'unité.

Il existe des caractéristiques N” et N” qui sont les transformées
de N, et N, par la transformation S; si 'on cherche les trois expres-
sions de Oy (z) et de Oy (@) comme on a cherché celles de Oy (), on
trouve

(48Y == Oy () = Oy (') = Z/_ Do g (1) = % 2temirlgy (3,

(48) == Oyn(@) = Oy, (2') = % e gy (Bx') = :'/"i,';.zem‘ft-r% On, (8" "),

et avec les fonctions impaires

(49) £ Tp(a) =Ty (2') = 7;0; ANl (B ) mx j} M emeiSy (5 )),

[~ [ I y [ 3 D .08 = )
(49 )” += SN’”(‘%‘) = :N,(ml) = — _)7 A (3"““""'3 JN‘(S‘YJI) e :/)-/7 22 Cw‘)"l‘dJNs( d' ! ),,
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ou Ny, N,, Ny, v, " désignent les mémes quantités que dans les deux
premiéres relations. En remarquant que z, = x, et en tenant compte
des relations (46), on voit que les équations (48), (48) (48)", d'une
part, et (49), (49)s (49)", d’autre part, sont les mémes équations ré-
solues successivement par rapport aux trois fonctions 0 qui y figurent.

61. Si Sy =5,, on trouve N, =N, =N'=N"=1; dans tous les
autres cas, les trois caractéristiques N,, N,, N, sont distinctes; ainsi,
en dehors de 3,, les fonctions 0y ou Sy sont divisées en groupes de
trois et dans chaque groupe deux des fonctions s’expriment au moyen
de la troisieme.

Faisons correspondre les indices aux caractéristiques comme I'in-
diquent les Tableaux suivants :

Caractéristiques paires.

N a0 9y 1 15 N giqrgs g dhgs N o 9y 92
I 0 0 0 0 0 O 13 0 1 0 0 0 0 25 0 0 o0 1 0
2 1 0 0 0 0 0 14 T B 0o 0 0 26 0 0 1 1 o
3 0 0 1 0 0 O 5 1 1 0 0 0 0 27 I 0 1 1o
4 0 0 0 I 0 o 16 0 1 0 0 0 1 28 0 0 o0 11
5 0 0 0 0 0 1 17 0o 1 0 10 1 29 0 0 0 1o
6 0 0 0 I o0 1 18 0 L 0 I 0 o 30 0O 0 0 1T
7 1 0 1 0 0 o 19 0o 1 1 0 0 0o 31 I 0 0 1o
8 0 0 1 I o o 20 110 0 0 1 32 1 0 1 1o
9 1 0 0 0 0 1 21 11 I o 1 33 0 0 1 1o
10 I o I 1o o1 22 0 1 1 I 0o o0 34 I 0 0 Lo
I8 110 S T 23 11 I 1 0 35 0o 1 1 1o
19 0o 1 1 I 24 T ) 1 1 0 36 I 1ol
Caractéristiques impaires.

N g9, 05 4 92 N g 49 s N g g 770
1 0 1 0 o 1 0

2 1 0 0 I 0 0 1 11 0 0 1 20 0o 0 I 1o
3 0 0 I 0 0 1 12 T B! 1o 1 21 1 0 1 1 0
4 01 0 11 13 0o 1 0 I 1 o 292 o1 0 1
5 0 1 0 0 1 14 0o 1 1 1o 1 23 1 0 0 1o
6 11 0 O 1 1 15 111 o1 24 0o 1 1 1o
7 0 1 1 0o 0 1 16 I 0 0 11 %) I 0 I 0 0
8§ o o 1 o 1 1 17 1 0 0o 1 0 1 26 Ior o1 0 o
9 0 0 1 I o 1 18 I 1 0 1 0 0 29 I 0 I o 1 1
1o 1 1 0 o0 1 o0 19 oo o1 0 28 o 1 1 0 1 0
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Les formules pourront s’écrire, en remplacant 2" par «,
{ Oxa(@)=yxhe ™80y (02),  Oyau () = yyh? ™80y (3 )

(50) | (N=1, 2, ..., 12),

en donnant aux vy et ¥y les valeurs suivantes :

N|ro ...,7 8 9 0 11,12
—_1 — =i I 1
YN e~ Sm—— R e — —l
7 N R
, —_—T | e L T 1

7 _—— e —— e —— -
A Ve Vo Vo Vo

Puis
(51) % (2) =— he~ WPz (o) = N emihriz, (§'x),
(52) Fxpe(2) :yN}.c"“‘7-’“"53N(6w), Inp(2) ==y W2 emliT (60) [N=2,3,..., 10],

en donnant aux vy et vy les valeurs suivantes :

N 2 3 4 5 6 7 10
I Dt Sl s fusk _
s s %
L ey —T — 11
YN N"T _"";:"— \/i. \/') 1
VIII.

62. Les autres transformations conduiraient aux mémes relations.
Je ne les développerai pas enticrement, je me contenterai de calculer
certaines formules relatives 2 S;, S, S, dont je vais me servir dans le
calcul qui suit :

63. Transformation S,. — On a

S O 1 Ll=1 2 —IN
0 1 0 L —1 0 2
—1 =2 —1 . 2 =1 =1 o =o0.
BY '
R L 2 = gt o, 2= B e i e Dy g = Ty
(5’ 2—‘—- . LT Ty gy X y=Tgy Ay o= 1 2Ly 3
T —1 0 Ja|=pi=1, ¢y,=o, Hy=1.
0 —1 1 =1
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On trouve ensuite

b=— #3401 2+ 49165 — 20205 © (mod8),
h=—q—0— G e, k=areqg;, h=g—gt+ g+ (mod 4),
K= gy ky=q\+ 7y, ky=q\+ 4, (mod 2).

On en déduit en particulier
(53) 0;(2") =0} ().

64. Transformation S,.

S0 0 —2 1 —1 0 2N\
o1 o© 0o 0 o0
© By 2 0 2 é'—-—z 0 1 o' o, || =0, . p=a2,
[a’ (3’]&2 ......... D ) | ’“'*‘T“'[:f*/f"
1 0 —1:—1 01 pe= (A —A¥)p—3,
o0 o0 o0 0o
N2 0 1 —1 0 of

2= At @y - (P — ub) 2,
2 z= (1= A) way ~- 2y~ (1= W) uzg, & = (R et — py ) 2y — (At -+ ) 4,
0, == — oy (&) 2y &y ) A+ (N— 1) 1P (2] — 2 B2y 2y - had).

En prenant
g=h=1]o0 01 (e=¢'=—1),

on trouve

1 —1 .
“1":-[ ]) la| =3, [ by =1.
2 1

11 en résulte
ik’
e A

’e—mx<e>=-3-3—g-3(r—l>=i

l“tlp’—i £

.et

ee’lb,|z’l"_\/_ f_xi o E=i o =x[Bei(a—yEe)],
|et-1al | P o T A=Me—2 7 (B 48 ]
Ann. Ee. Norm., (3), XIX. — Aour 1902, 4o
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il faut que le second membre ait sa partie réelle positive et la condi-
tion de convergence uw'*+ u"*+4-2¢'< o exige que ¢ soit négatif;
¢’est donc le signe — qui convient, et I'on a

I, = -L.
On trouve ensuite
E=2(—qi+qpt2qi+ 20— (1ts— 1191 — 003+ 241 45) (mod 8),
h=—q—g+q9,+qs+2, kh=q, k=q¢+2q,+q¢,+2 (mod4s),
K = q,, ky=q,, ky=q+q (mod 2).
On en déduit en particulier
p—iTiPh
(54) 0,(2") = Sty 2).
P
65. Transformation S;.
JS—1 0 0 00 0N\
I 1 2 O 1 0
5y 0 0o =1 0 0 0 o' 0, (o |=0," p'=2
E=| e , e
-] L I 1 2 0 2
o= A== (A — 1)t -+ (h — 2%) .
—_—~2 -1 -1 (0] O 0
N—2 —1 —1 o 1 —i/

2y =— A(u 4+ )Pz [(w 4 D)= g ] 2o = [(@ 4= R)2— g ] 2y
Zy=—=A(N—1)(u-+2) &+ [(MR—=1)u—A] zy+ (ha—1) (© -+ 1) 2y,
2 =[— A (ul— u-+1)+pg] 2+ A wt—1—R) 4 ] Xy [A (02— 1) ] 25

En posant ¢, = x, + x,, on a

Ot =— 2P (2t 4+ @y + 22) + (M2 —1) (u + 1) (2! — 2Rz 2, + A2h).

En prenant

on trouve

{a,|:3,‘

[ by ==—1.
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11 en résulte

Tk’

e’ (=1—=0)24 1—
L Vem —)=1="
AL ~%§ =T T

e[ by ir \/_ ==

Ta+rad| ~ pE R CE u-{—()\—)\z)v
+2W3<r-—u -—-\/Bu +o0)i(—1—3u—\Bu'—2 3&”’)]
(—1—=3u =3 —2/30") +3(—1 — &/ =B +2¢)

Le plan et le paraboloide
—1— ' — 3+ 20 =0, U+ u?+20'=o0

ne se rencontrant qu’en des points imaginaires, le premier membre
de Péquation du plan a donc méme signe en tout point intérieur au
paraboloide, on trouve que c¢'est le signe —; c’est donc le signe —
qu'il faut prendre pour que I'expression précédente ait sa partie réelle
positive; on a ainsi

M, = L.
[ \/2 PO
On trouve ensuite
E=3q+qy—2(0i— 02— 43) 02 (mod 8),
kyz=—qy, ky=2 2 ¢y 3 — ¢y, kyz==— ¢ (mod 4),

Ki=qt+ gy do-r1, K= qit i o0y + 1, K=+ ek go+ gh+1 (mod 2).

Il en résulte en particulier

e—’ﬂt

(55) 5y (a") =— o ().

66. Nous avons maintenant les formules qui nous sont nécessaires
pour déterminer la demi-période ’—:1, %’-, }%3 contenue dans les argu-
ments des expressions (17). Posons

PV Y Ty Yy T Vi T (i=r1, 2, 3);

il sagit de déterminer les quantités v; et v;.
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67. Je remarque d’abord que les six arguments sont de la forme
suivante :

2 (U, 0)=p [P+ (A —22) 0] +padiu —ap + 1—02—‘,

P2
7

2y (Uy )= Py (A — R2) &t — P A2 — iy + Y

z

23 (U, 9) = Py U+ ot + )y /—;7

N ! 4 & a7 Q Apl | . rl a9
oll Wy, )y W, P, sont des coefficients numériques. Les valeurs &
donner & ces coefficients pouravoir les arguments sont contenues dans
le Tableau suivant ot (¢) désigne le @@ argument x,’(«, ¢), z,"'(u,¢),
2y (u, ¢) : _

(1 (2) 3) (&) (5) (6)

Pvj o 3 o —i o —i
plo —F F 3 -1 o
R T B
AT S R S T

Vai désigné par 03 (x) ce que devient Og(2) quand on effectue la

substitution S; sur « et ¢ qui figurent dans les périodes. Soit
zf[8:(u, ¢)]

ce que devient 2 («, ¢) quand on y effectue la méme substitution.

Enfin, désignons par M, la matrice o -+ 7o’ relative i la transforma-
tion S}; nous aurons, d’aprés la formule de transformation,

0 |2[S:(u, 0)]| == Ajpuemetixsinal” og | M) 2 [81(a, 0)]].
68. Pour que la substitution S;laisse invariantes les expressions de
1 I . vE

1— et de 1 — rk il faut deux conditions :

1° Que, & un facteur exponentiel prés, Oy IMi2[S;(u, ¢)]| soit égal
4 0,[@(u,9)], (u,¢) représentant un quelconque des six argu-
ments;

2° En supposant la premiére condition réalisée, que si

emi ‘Ff (1, u;’ e¥mi '\If’f (24, )
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sont les facteurs qui s’introduisent quand on effectue la substitution
S; dans les produits de fonction 0 qui figurent dans les expressions de

l I . - hd N
I— —> I — —> on ait, & des entiers pres,
z Y

E [Si(u, ¢)] +Wi(u,¢) =E'(u,¢),

(56) E"[S;i(u, 9)] + W} (u, v) =E"(u, ¢),

E'(u,v) et B"(u, ¢) désignant les expressions (25).
La premiére de ces conditions appliquée aux substitutions S,, S,,
S, va nous suffire pour déterminer la demi-période.

69. Transformation S,. — On a, d’apres la formule (47),
0y {2 [Si(u, )] =0, [ M 2[S,(«, ¢)]]-
Or, si l’on forme la somme
M} 2[S:(u, ¢)] + 0z (u, ¢),

ou ¢ est la premibre des matrices (45), et sil'on cherche & I'égaler
- . P I . N . .
celle des demi-périodes - (o -+ o’) qui correspond & la vingt-cin-
quieme fonction paire, ¢’est-a-dire & celle dont les éléments sont (les
p et o désignant des entiers) :
g == 2P, Ty == 29, O3 = 203,

P ’ A ’ A ’
oy=2p), gy =20, 1, Oy = 2p%-.

On trouve que I'identification est possible a la seule condition de
poser

(57) Pp== ¢y = — 1.

On a donc, en faisant ces hypothéses et en appliquant une formule
connue,

9’,}@“[8,(1;, N1 =6, [8x(u, g) — ;(a'—i-rp’)il

(2211 2 3 12 L4102
—-ke¢ [ Tl 0)+5 22+ 1925[6“'(": 9)].

Y . ) N Y
Mais si, dans la seconde des formules (50), on change z en oz, d’ol
il suit, d’apres les formules (48), que ¢’ x est changé en — =, et sil'on
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y fait N=r1, on a
R e o

Va

En appliquant cette formule, on a finalement

Wemiiat g (z).

—_— 1 1ri7‘=[él2p'5+1)—.r._.(u,u):r 0

9'l§x[Sl(u,w)]g:::i ——7—5—7\26 [z (u, 9)].

70. Transformation S,. — La formule (53) donne

6; | 2[Si(u, 0)]] = 0: M, 2[S,(w, )]

I PRTR Y C 5 o o
Supposons que - (¢ + 7a’) soit la demi-période qu’il faut ajouter &

la septieme demi-période paire pour reproduire la vingt-cinquicme;
¢’est-a-dire, supposons que 'on ait

gy =201, Gy == 20, Oy === 2Py~ 1,
oy == 205, gy == 2py 1, oy = 2py,
et cherchons & identifier cette demi-période avee

M, 2 [S,(u, ¢)] 4+ dx(u, ).

En supposant ¢, = ¢, = — 1, on trouve que I'identification est pos-
sible & la condition d’ajouter
(58) o) = ¢! == 0.

Ces hypotheses faites, on trouve, en procédant comme au cas pré-

cédent,
. ~ 1
p v —1 - A2 S (2ph41) 2 (1,
AEIENES ")]::::i:——%—-).’cl [gepben -

Lo, 1o, o1
71. Transformation S,. — La formule (54) donne
oy Ew[sk(u’ V)]; — IJ_bevricpH.rism,v)li’ 6, {M’,’x[s6 (u, V)‘];

Supposons, comme au premier cas, que la demi-période —; (5 -+ 79
a pour éléments

O1== 20, Ty == 2P, O3 == 23,

L ’ LA ’ —— ’
o =12p], g, == 2p, 41, gy =27,
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et cherchons a I'identifier avec I'expression
M, 2[Si(u, )]+ 8z (u, ¢).
En supposant ¢, = ¢, = — 1 et ¢, = ¢}, = o, on trouve que I'identifi-
cation est possible & la condition de poser
(59) ¢y == P3= 0.
La demi-période cherchée est entierement déterminée parles équa-

tions (57), (58), (59); ¢’est bien celle qui correspond a la fonction
impaire 3,, ainsi que je I'ai annoncé 4 la premiere Partie.

72. Je vais maintenant me servir des formules de transformation
pour montrer que la substitution S; laisse invariantes les fonctions

ot y.
Il est nécessaire ici de tenir compte des deux conditions du n° 68;

. . , . ’ .y . ]
je suppose la demi-période déterminée ct Ies expressions de 1— — et
1 . . o .
[ = - Iniscs s0us la forme (26), mais, pour plus de commodité, je
désigne les arguments par
o) Y| i
2 (1, 0) = 2 (1, 0) — o
La formule (55) donne
— Pt 5 k2 , =
Y2 [Sa(, 0)]f = — o™ G ML E [So(a, 0]
Sil’on forme la quantité
M, z[Sy(u, )]+ 2 (1, 9),
elle se trouve étre égale & une période p + 7p’, pour chacun des six ar-
guments; pour tous les six, on a
p1==py=0, Py = ps==1;
les valeurs des deux autres éléments sont contenues dans Ie Tableau

suivant :
(1) (2) (3) (W) (B) (6)

gl o o 1 o0 1

P2l 0 —1I —J 0 -1 0
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En débarrassant les arguments de la période, on a donc (en dési-
gnant par ¢, ¢’ la caractéristique de la fonction 5,)

k3 i[% { X[Syle,0)] } n+2p’[5 (12,0) — % Tp’]+ pq+ p(/’]

o @[Sy (1, 0)]f = poe % [, 0],

2 (u, ¢) représentant ’'un quelconque des six arguments.

La premitre condition est donc réalisée; pour montrer qu’il en est
de méme de la seconde, il faut calculer les expressions W (u, ¢) et
Y (u,0).

73. Je remarque d’abord que, parmi les facteurs exponentiels de la
formule précédente, ceux qui sont indépendants des arguments ne
donnent aucun terme aux expressions ¥ & cause de la symétrie des
valeurs des p et des p’; on voit, en effet, sur le Tableau de ces valeurs
que la somme des nombres (1) et (3) est égale 4 la somme des nombres
(2) et (4), et la somme des nombres (1) et (5) est égale & la somme
des nombres (2) et (6); or (1), (3), (5) correspondent aux fonctions
des numérateurs, (2), (4), (6) aux fonctions des dénominateurs. Une
autre simplification provient de ce que 'on a, pouri=1, 2, 3,

2 — T = — (Z — ;;.(il.)\ =— (2 —z).
En tenant compte de ces relations, on trouve
Wy (u, 0) =T (, 0) + 3(2 —2),
Wi () = I (1, ) -+ 8(T — 70,
avee
2 ;= )2
s (w,0)= ¢} |2 [Se(u, ¢)]|
— @ {@ [8o (1, )1+ ¢ | 2@ [Sy (e, 0))* — s |2 [, (w, 11,
20 ()= ¢ F0[Ss(u, )]
— 9 35‘” [S6(u, ")-.“2“"' 9% %_x-‘“)[sﬁ(u, V)]%z"' 9% f z'® [Se(u, ")]‘52‘

74. Pour effectuer le calcul de ces dernieres expressions, il est
avantageux de poser

u-r=a, Ly~ Xy== 2, ;
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la substitution peut alors s’écrire
[ Aa )."vjl
a, ¢, =3 — |y
M e

Y= (;\ ——I) ((l -—'7x(’) -i—)\,
Oy P = — 2 (& + 2y, 4+ 22) + (R — )@ (2 — 2 2y 2, + La?),

et 'on a

1) 2 () 1
Lt s e— A r
1 3’ ¢ 3’
- Foay s ) s I,
2 = 5[_7ﬁccl+().~—1)a+7\~—1+(7».-——7H)v], = -a
—. - 1
aj(l'”: —%-(} a — l) ‘7(@‘: T(“"O?
3
-, [ ; - I,
At == 3 [22a? 4 2k 41— R4 (3 — R)¢], 2l — 3 (a*— a),
T . Ly i — T
LA *;}'('-U-"|'[)y zy -——--'"g(a‘I"l),
- e, , n fgy e r.
) = — 3 [22a? — a1 — 22 (b — W) v, i = — g(a2 + a).
Posons
./'l(} (ll, ‘,) —— .’L"'IUJZ‘.(,“““ 42?;2)(1‘}2) 4 J«‘g':“ .,x,}fﬁ) — .,1;%’«\ ,l..’/’w,
) /‘lz_/‘(u’ ‘;) e 1.(11)lf1',}_1)__‘1:(12).1.}2)_}__ ‘v,_,,'[mx;m___ (1«"["’.}.’,(“,
1)1115

By =g 0+ e e) g e

)
e 7.

k=1,2);
QL (14, 0) = 4381ty 0) = 2328 (1, ) + D glfd (1, 0) | KT 020

nous aurons
;]l"‘ (ty 0) == 2pg QP [Sy (1, 0)] 4 (A2 —1) @* QL[S (u, ¢)] (k=1,02).

En effectuant les calculs, on trouve

0P (o, 0) = —]‘Tz{——zlﬂaﬂ—-.’%)ﬂrﬁyﬁ

P i o .
2l apd—pd o W2e[adat - (4 — W) apg— 23] — 2k ot g |
= ) 9t apag 4+ 220 (— 20t 4+ pag) + ho*]
“"“ﬁ"g“"—L"“““-“l'ﬁ 2 2t - [2g) v* ],

, , 1 . ..
W (uy ¢) = — l‘w 21224 (2 — 12) at g
+odapl —pia-2te[2da® + (3h —1)aps— apl] — 2k Ppy|
N —;1)(& [32a2 —haps+ 220 (~= 2ha + pg) + he?].
2
dnn. Ee, Norm., (3), XIX. — SEPTEMBRE 1902, 41
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Il en résulte

1 — 2 22— 2= o (1 -— 12 .
B[S )] + I 0) = A qo e b Mz b 202 )
: o s b 5} .
. 1 — 22 22— )—22 .
B[Sty )] + P (0, 0) = Sl o M TRe AT
o] O ‘

En ajoutant membre & membre avec la premitre de ces relations
3l — 2P =0t oha 4 (h—A2) e 47,
et avec la seconde,
sl — 2 | =2at— 2@ 4 (1 — 1) v 4=,

on trouve que les conditions (56) sont bien vérifices dans le cas de la
sixi¢me substitution.

o

75. Autres fonctions hyperfuchsiennes du groupe S. — Sil’on suppose
les arguments nuls dans les fonctions paires, les formules de trans-
formation relatives a ces fonctions se simplifient notablements si, de
plus, au moyen des relations (50), on ¢limine de ces formules toutes
les fonctions dont Uindice est supéricur i 12, on obtient le Tableau de
formules suivant [j’ai ¢erit Oy au licu de 0y(0)] :

S, S, S, S S, S,
; 1, 7.4 72
by =0, Uy by lJ 0 [‘J‘* Dy 17—0‘.".
e " 4
Y . ’ ” . ! ) X i
Uy = 07 ’ 6/;’ 0:1;7 L {;‘ U‘x\m [J' O‘z PR (‘J"‘ /‘;."
N 0 o1
by = 02’ 0/';’ 0:7 I e //5:7 “/ f/f;, - / //\i’(:.
[P s %6
. )
O, = O, —020y, —a207, — 2 U4, Py 7, P Uy
{ 0 0
05 = 0:;7 /01,/;, ()2 0;/, — (j'_;v7 {... 0‘1’ { SO
1% [ Vs’
R .y 1 7.2 )2
g = 0, (MY, LO:;, - p' g, {:l- o, [ oy,
4 & &3
S — ! / , 1 . L ! 72
07 - 637 /j;’ 0;’, o e (/;", t*-{;‘ );,, — [—JT //‘Ilz'
4 s -,
— 4 732 VWL T, L
Og = 0, D205, — W07, —i—0y, 0%, - 051,
e s 6
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S, 8, S, 8, 8. Spe
0, ==—10" 29" 26 Lo ' e L g
9 == Y1y g LrE0,, — L=, — =0 — Uy
[ -5 6
N i .1 7
Oy e Oy — 020", W, iy, —i gy, — L
s [ s
IT— 1 I 226" T g 7.2 0 . A P
==y T Yy SRRl [J_ 1 l;,‘ 25 “"a"/,;'
o -5 featl]
P pe - r ko .
D= M0, — 7., L0, -0, 0%, t— 9.
[ 3 e

r

76. On vérific sur ce Tableau ce que jai déjh fait remarquer au
sujet de la premicre substitution, 4 savoir que, pour ce qui concerne
leur ¢change dans le cas de chaque substitution, les fonctions se
séparent en cyeles de une ou de trois fonctions; mais, par apport
Pensemble des substitutions; elles forment un eyele unique, chaque
fonction pouvant ¢tre ehangée en chacune des autres par une au moins
des substitutions.

Les multiplicateurs sont (ous de la forme -i-, ol ¢ est une racine
douzitme de Punité et ol ., étant le dénominateur de fasubstitution,
est e méme pour toutes les fonctions (Prearn, Comples rendus, 1334).

[l résulte de ces remarques que le quotient de deux fonetions symé-
triques ¢t homogtnes du méme degré des douze fonctions

D [Nz=i,0, ..., 12]
est transformé en lui-méme par toutes les substitutions du groupe;
¢’est done une fonction hyperfuchsienne appartenant a ce groupe.

Remarquons encore que, pour chaque substitution, le produit des
racines de Punité qui figurent dans les douze multiplicateurs est une
acine cubiques il en résulte que la fonction

12

N /) 6
S
Nzt o
—
IR ]
I ]2
Ne=d

est aussi une fonetion hyperfuchsienne du groupe S.



