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SUR LES

PROBLEMES FONDAMENTAUX
Ï ) î î LA

PHYSIQUE MATHÉMATIQUE ( 1 ) ,
PAR M. W. STEKLOFF.

C H A P I T R E L
EXISTENCE DES FONCTIONS FONDAMENTALES DE M. H. POINCARÉ,

PROBLÈME DE LA DÏSTRÏÏiUTÎON DE L'ÉLECTRICITÉ.
PROBLÈME HYDRODYNAMIQUE. PROBLÈMES DE DIRTCHLET ET DE GAUSS.

1, Soit (S) une surface fermée ayan t .les propriétés suivantes :

i° .En tout point (le (S) il existe un plan tangent déterminé.
2° Autour de chaque point p de (S) on peut décrire une sphère de

rayon ,1), assez petit mais déterminé, de telle façon qu'une parallèle à la
normale à ('S) en p ne puisse rencontrer (S), à l'intérieur de (a sphère,
qu'en un seul point»

3° Sangle aigu S', que/ont les normales à (S), en deux points p et p '
de (S"), satùfait à la condition

a et a^ T étant des nombres ne. dépendant pas du choix des points p elp\
r étant la dislance p p 1 ' .

( i ! } Ce Mémoire a été reçu lo îG aoûl 1901. {Note de la Rédaction.}.
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Pour a = i cette dernière condi t ion coïncide avec la cond i t ion 3° de
mon Mémoire Les méthodes générales pour résoudre les problêmes fon-
damentaux de la Physique mathématique ( 1).

Désignons par/ une fonction des coordonnées rec tangula i res .r,
y , ^, continue sur (S); par r la d i s tance du po in t A", y , z au po in t
variable /^(£, T], *C) de (S); par eu l 'élénient superficiel de (S), et
posons

v--^J- f^^
4 TC J I 'i\ TT J r

l ' intégrale étant é t endue à toute la surface (S).
Désignons par n la direction de la normale extérieure a (S),
Les condi t ions 1°, 2° et 3° étant remplies, la f o n c t i o n V de *r, y , s

sa t i s fa i t , comme on sai t , aux c o n d i t i o n s su ivan tes :
Elle est con t inue dans l'espace tout en t i e r .
Ses dérivées par rapport a x, y , s res ten t con t i nues a r i n t é r i e u r et

a l ' extér ieur de (S^).
Les p r o d u i t s

w, H ,̂ n ,̂ K^
ûx ôy àz

restent f i n i s lorsque la distance B du po in t x^ j, z a For ig ine de coor-
données tend vers oc.

La fonct ion V admet les dérivées normales

à^i ()V, àV
()/k u n î ( j / t .

sur (S) satisfaisant aux équat ions

/ . . . • à'v :r r cos'^(i) , , , ^^^^jj^^

^^^x^1 / ,
an an ^ î

tïr - ÔN ^ f
un an % ?

<rv — J r/'cos'.
T)1i " ' " " ^ ?^nJ J "'"ri'"

^ 1 ) W. SïKïîLOpy, £^ méthodes géuénde^ etc. {À finales de (ci Faculté dcsî Sciences de
Toulouse, ;?/' série, l. ïî, 1900, p* 208).
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Nous entendons par — la l imi te vers laquelle tend l'expression

, , âV , , <)V . , àV ,(a) ^cos(^, ,^) + . c o s ( ^ , j ) + -^-cos(/?, ^)

quand le p o i n t .r, y, ^ tend vers un p o i n t p de (S) en restant sur la
. fJVnormale n a l ' i n t é r i e u r de (S) ; par — la limite de la même expression

q u a n d le po in t .T, y, ^ tend vers/-» en restant sur n à l 'extérieur de (S).
Par "-r- nousdés ignons lava leurde l ' i n t ég ra le ( ï )pour lepo in t / ? ( ; r , j , s )
de (S). - __ ,

Dans l ' équat ion (i), ^ désigne l 'angle que lait la droi te / / / ) avec la
normalï1 // a (S) en p ,

La fone-tion V sa t i s fa i t à l ' équa t ion de Laplace
^ Y ^y ^y
——— j:«. ___ -t-, ——— "-": /\\/ —r o
^ ^y2 1 <^2 '""

à l ' i n t é r i e u r et à l ' ex tér ieur de (S).

2. Proposons-"nous de résoudre le problème s u i v a n t :

Trouver u/i potentiel de la simple couche répandue sur (S) et satù"
faisant à la condition

à^i ^V, -, ôV , / ( , ,( 3 ) —— —. —— =:„ -- ^ A — — 2 / sur ( S ) , 1 1 1 1

' / on on an w

\ étant un paramètre. ! !

Posons
(4) V=Vî4-) .V24-PV,4-. . .+^^V^M+.-.

Nous aurons, en vertu de (3),

(5) Y^- ̂  ^1^ Y,^ 2- Ï^J 1^.
' / 1 ^rc J v r ) 9.7l: J an r

En par tan t du problème énoncé, j 'ai introdui t ces fonc t ions^
, ! , , V^ , ( Â - = i , ^ . : . . ) 1 1 1 , 1-1 ! ' 1/ ^

pour la première1 fois dans ma Note Sur le problème de la distribution
Afin. Èc, A'ûrm., (3), X IX .— MÂÏ 190;^ ^
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de V électricité, etc. ( i ) et puis dans mon Mémoire déjà cité, où j 'ai
démontré le théorème suivant :

La série (4) converge absolument et uniformément sur (S), pourvu
que |X [ soit plus petit cfuun nombre positif"X^, plus ^ra/id (fue l'unité,
si la fonction/Satisfait à la condition

(6) ffch : o.

J'ai établi, en effet, l ' i néga l i t é suivante
|V,<C^

où G est u n e constante posi t ive, a-est un nombre p lus pe t i t que l ' un i t é ,
ne dépendan t que de (S).

De cette inégal i té , on t i re i m m é d i a t e m e n t le théorème énoncé.
J'y ai réussi s o u s . la suppos i t ion que la surface (S) admette la

t r a n s f o r m a t i o n de M. H. Poincaré (Acia rnaihemaiica, t, XX, ï8<)()),
mais J 'a i énoncé en même temps rhypothèscï que le théorème doi t être
vrai indépendamment de cette t ransfbrma. t ion, ce q u i a été vérif ié ré-
cemment par M . S. Zaremba dans l 'addi t ion à son Mémoire Sur
l-'écf nation de Laplace, etc. (2).

Je me permets de reproduire ici ma démonstra t ion, en m'appuyant
sur une inégali té établie par M1. S. Zaremba dans sou Mémoire déjà
cité.

Mon analyse, basée sur les mêmes pr incipes que celle de M. S.
Zaremba, nous permet de s i m p l i f i e r un peu les raisonnements et de
nous débarrasser du théorème fondamental de M* IL Poincaré que j 'ai
pris pour p o i n t de départ dans mes recherches antér ieures .

3. Je rappellerai d'abord quelques résultats, obtenus aut refo is dans
mon Mémoire déjà cité, qui nous seront nécessaires pour ce qui va
suivre. Désignons par c.k l 'élément de volume du domaine (D) l imi té

0) W. STEKLOFF, Le problème de la distribution de l'électricité et le problème de
NGumcmn ( Comptes rendus, i3décembre 1897).

r 2 ) S. ZAnEMBA, Sicr la théorie de l'équation de Xaplace et les méthodes de Neumanrt
et de Rabin (Bulletin de l'Académie-des Scie/ice^'dc Cracvvie'y 1 0 0 1 1 .
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par (S), par ch' l ' é lément du domaine (IV) extérieur à (S), et
posons ^/2(%)'*. '—f^^

^fï(^)"". ^/;ss^.
V/,. é tant des fonc t ions déf in ies par les re la t ions (5).

Le théorème du numéro précédent sera démontré en toute r igueur ,
comme je l 'ai prouvé autrefois, si nous démont rons la p ropos i t i on
suivante :

Le rapport
J /...(., i 4- J/..4.1 / , __ ._. (A__ i , ^ . . .) •

J/,.4-"J/,

est plus petit quun nombre [x positif, plus petit c/ue l'unilé, ne dépendant
(]ue de (S), pourvu (fiief satisfasse à la condition (6)*

Tout se ramène, par conséquent, à la démonstration, de l ' inégal i té

^.-M4-r,,, ^ ,-^jr^^^-
quel que soit l'indice k, indépendamment de la transformation de M. H.
Poincaré.

4. Rappelons maintenant quelques propriétés du rapport consi-
déré.

Les égalités (6) donnen t

, , à^u àV,, (àN^i <)V,-îA ,(^\ —— — ^ — — ^— ——.——,- -^ —..,,-..-....,.-., ^ A »-» '.A, j, . . .;.
' ' / an on \ on an f

Appliquons à, l 'intégrale 3^i+^^ là transformation de Green.
Nous trouverons, en nous appuyant sur l 'équation (7),

T . ,/ - FV âvl/e ^^rh 4 - 1 rV^ ^^dr'^..H+J/-.M-J ^j^-J^^+j ^^ -^ a^

( 1 ) Fair mm Mérnoiro : .Les méthodes générales, etc., p. 2ïB.
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d'où, en tenant , compte de l ' inégalité de Schwarz,

^^^ r/—. . 3 ),^<^ (A .., i,^, ...),

où l'on a posé, pou r plus de s impl ic i té ,
W/,=:J,+r,, ( Â - = r , ^ 3 , . . . ) .

D'autre part, iM. H. Poincaré a démont ré que
w^^ '-^".1.

Nous avons donc les inégali tés suivantes :

m wt-^ w-^ ^'W/-, ^ . / , ,(8) ^<^<...<^^-<^.,i ( « ) .

5. Considérons ina in t enan t les valeurs des fonc t i ons Vy,. (^ =" 1 ,2 , . . . )
su^(S).

En appliquant à V^, le leinrne tbndarnenta l , d é m o n t r é ' d a n s mon
Mémoire cité (p. 217, ^ï8), on obt ient l ' inégali té su ivan te

(9) ! f^lds<lW, ( k ::::,.: r, 2,. 3, . . ,),

/ é t an t une constante positive ne dépendant que de (S).
Quant aux valeurs de deux fonc t ions consécutives "V'/, et V/^ sur (^S),

elles sont liées par les relat ions suivantes :

(.») v..-̂ v,.,̂ /,,,

où, ç désigne l 'angle que f a i t la droite dir igée du p o i n t p ( x , y . z )
de (S) vers le point.vari.able p ' ( ^ y], Q de (S), avec la normale n
à (S) en p\ Je renverrai pour la, démonstra t ion à 'mor i Mémoire
cité (p. 228).

6. Envisageons un 'cyl indre de révolution (C), dont l'axe est dirigé

( l ) H. POINCAÏUS, La méthode de Newnwm efle proclame de .Ûinchht {.Âcla mat/ic-
matica, t, XX, 1896). . ^ ^ , . .



SUK LES PROBLÈMES FONDAMENTAUX DE LA P H Y S I Q U E 'MATÏiÉMATIQUE. 1 C)7

su ivan t la normale n \\ (S) au p o i n t a de (S). Soit R le rayon de ce
cylindre.

Désignons par (cr) la portion de (S) découpée par (C) au vois inage
du po in t p , par (S^) la port ion qui reste. Soient d^ l 'élément super-
ficiel de (cr), ds^ l 'é lément superficiel de (S^).

Prenons la normale n en/? pour F axe desÇ et i n t r o d u i s o n s les coor-
données polaires p et tp ayant pour pôle le po in ta .

En choisissant convenablement la longueur R, nous obt iendrons
les inégalités suivantes, établies par M. A. L i a p o u n o f r dans son Me-
moire Sur certaines questions y etc. ( 1 ) :

] /' ces 9

<K
âp

<\Jîa^^, |Ç

<P
(K

àp + IS I -

. ^^
'-a+i

(rou l'on tire immédiatement
Icoso» < Np^-S

N é tan t u n nombre positif ne dépendant que de (S).
Cet te inégal i té nous apprend que

/ coso
d^<W^ (2) ,

B étant un nombre fixe ne dépendant que de (S).
On en d é d u i t aisément

y^^î^ <B(V r^)R%,

ou (V^) désigne le maximum, de module de V^, sur (S).
D'autre part,

""> \f,,. coscp . . /,-" "•1--
V^i-y;—^ <\/i^,i

... ^:cos2(p , S /,-
\/h^ij —;—^<^v/l,,

( i } A* LïAPoUNOFy, Sur certaines questions (lui f!Q rattachent au problème de Dirichlel
( Journal de Matfiér)ïalùfiics, n" 3, 1898).

(â ) Puisque cî^ < '2p dç def.
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où Von a posé
ï,=:fvi,^

S désigne l'aire de la surface (S) tout ent iè re*
De l'équation (10), au moyen des inégalités ( r i ) et ( i^) , on t i r e

l ' inégalité suivante

(V^x^v/i^+BR^v^-i),
ou, en tenant compte de (9),
( T 3 ) (V,.) < A ̂ W^ + BR^ V^ ),

A et B étant des constantes ne dépendant que de (S).

7. Désignons par Ha l imi te du rapport

J/W^
7v^7

pour À ==oo, et choisissons la longueur M, qu'on peut prendre aussi
petite que l'on veut, de façon que l'on, ai t

( i 4 ) BB^ -

Désignons main tenant par (x le modale de Xet posons
^=:(V^) ( / . ^ i , 2 , 3 , . . . ) .

Les inégalités (i3) (pour k == 2, 3, < . . ) nous donneron t
va sa ao

^ ̂ ~1 rÂ< A ̂  ̂ -1 Vw73r"h BR^i1^ BÎ pî  ^^^ ̂
A- =s 2 A- =: 2 /;•,..- g

^ OU
C»i> fiO

( r 5 ) (I-B11^)^^1^<A^^-^/W^^
A-=2 /l-;=:2

11 est évident ( l ' inéga l i t é ( ï 4 ) ] que
î — BR^J. > o .

pour toutes les valeurs de a plus pet i tes que /.
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I/inégalité ( i5) nous apprend, par conséquent , que le rayon p de
convergence de Ici série
(16 ) ('i -4- ^ F 2 -}- ̂  (-3 -+-. . . + ̂  p^ -4-. . .

est au moins égal à ce lu i de la série

^w7-+- ^ \/w7+ ij.2 /W3-+-... + ̂  ̂ w^^-...,
c'est-à-dire

( 1 7 ) p^.

lyautre pari, il esl aisé de prouver que p ne peut pas surpasser le
rayon de convergence de la série

(., + ̂  ̂  ̂  ̂  (,g + . _ + ^2(Â-.l) ̂  ̂  _ ^

et a fortiori le rayon de convergence de la série
08) y ,+PV,+^Vo+. . .+Â 2^^V^4- . . . .

En effet, en t enan t compte de l'égalité (7), on trouve

^"(^'-%î)'-^-(^-^)^
d'où, en posant

on t i re

/,,n A/1 /w^ ^^\ 1 w09) j\^^^^)d^w^

Mul t i p l i ons la série ( ï8 ) par
fà'V^ à'V^Â .
\jr ^ "Tn")cvs

et in tégrons en é tendant l ' intégration à toute la surface (S).
On a, en vertu de (19),

Wa + ̂  W'ï 4- ̂  W"/, +... + y^"^ W/,.H •+- . . .

Le rayon xle convergence de cette série est au, plus égal à , !

nm-^.-=/./,=-v'w/,+,
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Il en est de même du rayon de convergence de la série ( î8) , el à
plus forte raison de p.

On a donc
p./.

Cette i n é g a l i t é et l 'égalité (17) m o n t r e n t q u e
p = /.

On ob t i en t a ins i le théorème s u i v a n t :

TîïÉonÈMi-; . — La ^érie

(20 ) \'\ + x v, 4- À2 v, +... 4- v1' v/,...i +...
converge abffolumeni el uniformément sur (S) pour (ouïes le^ relieurs de À
dont le module est plus peiil que l'unité, quelle r/ue wil /a fonction /,
continue sur (S), si Ici surface (S) satisfail. aux conditions ï°, 2° et 3°
r/// n0 1 .

11 est aisé de démont re r que la série (^o) se représente sous la
(orme d 'un potent iel de la s imple couche, pourvu que

^:=:|1|<N,

N é tan t u n , nombre fixe plus p e t i t que l ' un i té ; mais peu importe .

8. Considérons i ï ia intenant un cas pa r t i cu l i e r en f a i s a n t , dans la
condition 3°, a == ï et employons que lques résultais o 'htenus par
M,. S. Zaremba dans son Mémoire ci té ; Sur la théorie de F équation de
Laplace^ etc.

Considérons l ' intégrale

•W- ,ï Çf^"' ^, , ,. ^ _ ^ j j . ^ a ^

^é tan t un nombre pos i t i f que lconque .
I.a fonct ion W, définie par cette 1 intégrale, a les propriétés sui-

vantes : . • ! ! !

Elle reste cont inue 1 dans l'espace tout entier. 1

Ses dérivées par rapport à x , y , z restent continues •î.i l 'extérieur et
a rintérie'ur de (S ) . . 1 ,1' 1 ! , ; ! ! '
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La f o n c t i o n W s 'annule à l ' inf ini comme un potentiel de la simple
couche et satisfait à l 'équation

AW—p. 2 W=o

à l ' intérieur et à l 'extérieur de (S) et à la condit ion
àW, . àWe_. /.,
-j^--j^ -}• sur(&) .

Désignons par/<, le maximum de module'd'e/sar (S).
On a, comme l'a montré M. S. Zaremba (1 ),

|W|<^,,

cWi i ^A . 1 ()Wo i /. 2 A./• .- " / & / t / T T / ? ^ l'y L^ "-• /" /"y ,,̂  _^ , - „ ~r"- y <, "".'"./o?
^)it '""" i*17 <- TT7^ ~àn~ ̂ 'i7 " 71

A étant un nombre fixe ne dépendant que.de (S).
Prenons pour (x un nombre posi t i f plus grand que 2 A.
Nous pouvons énoncer les théorèmes suivants, établis par M- S.

Zaremba ( a) :
TnÉonÈlUE I, ""- .// exiMe une fonction w, continue dans l'espace loul

entier, ayant les dérivées nornu.des sur (S), sannuktnl à l'infini ainsi
(fue sur la surface donnée (S) et vérifiant F équation

^f — p,2 çy «„)..„ yï Y ̂  o

à l'intérieur et à l'extérieur de (S), pourvu que (S) satisfasse aux con-
ditions :i:°, 2° et 3° Çpour a ̂  î ) et ({lie le nombre p- soit plus grand
qu'un nombre fixe (x^ plus grand que 2 A.

TJÏÉOKÈAŒ II. — Si la surface (S) et le nombre p. satisfont aux condi-
tions du théorème précédente il existe une fonction w^ continue dans
U espace tout entier, ayant les dérivées normales sur (S) et satisfaiscint
aux conditions suiyantes :

At^i ""-•• y^ Wi = û

( r) S- %AJlEMBA,1 Sar rcquatioli aax dériçéc^ partielles à.u 4- S^ •+•/== o ÇÂ/inales (le
r École Normale, t. XVI, iB8<), p.4'h)< 1 , 1 . 1 , . ' ,

( 2 1 ; S. XAKKMIÎA, Sur la théorie de V équation âeLaplace,. etc. (.Bu/lôtin de V Académie
des Sclûfice^ de Cl'acovic^ 1901) .

Ànn. Êc. Nor/n,, (3), XIX. — Jins 1:902. , , ; ab
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à l'intérieur el à l'extérieur de (S),

(PI=:V .^r(S).

Nous entendons ici par V le potentiel

^± r/ids.
27TJ v r

Posons ensuite

••• =/2(£)'^- /'"•;*•^=/2(Èy"^'"/-;"-'-
TnÉonfYME I I I , -— Le rapport ',1 satisfait aux conditions suivantes :«j i l

( 2 1 )

2 A, i>. A.
ï — •---1- . î 4- ---

' ^ .̂ J! /- ^<

""'11-'1""1"IITA '" JY <" " 1 1 • 1 • 1 • • 1 • - 1 1 • 1 1 1 1 1 • I I ^ I I J 1
i .4,., ..,„.,...,, 1 i .„..-„.. ,.,.„.-.....

[j. y,

quelle que sou la fonction f dans l'expression V*
Quant aux intégrales J^ et }\, elles satisfont aux égalités

Ji=::J 4-^1 — K ,^^. . ,.- .„ ,„
) V —— 'P,.L- f j 2 i ^ t i '( ,ji ^ «^ ,9 "(- ̂  A "-- .n y

o^ /'o/?. a posé

1= fv2^ 1 F= fvW,

ï rv /<:)v^â / i/ r v //^lvl\â ; /^Jl^}^ ^-J i(^}^"-/^(ë)'"-^.*.
•^/^(S)'* '̂/.-^

Nous supposons, sans doute, que la fbnction/soit choisie de façon
que l'intégrale F ait un sens bien déterminé. , . • .
. î l est presque évident que ,

(^3) B,<^I, B /<^I /. , ! .
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II est inutile de reproduire ici la démonstration des propositions
énoncées, qui se trouve dans le Mémoire de M. S. Zaremba cité plus
hautO.

9. Supposons que/" dépende l inéairement de p constantes arbi-
traires ay(.y == i, 2, . . ., p ) ,

f --= ai/i 4- ^2/2 -4-. . . 4- <^/p,

y^.y === i , 2, .. .,^) étant des fonctions quelconques, continues sur (S).
D'après le théorème connu de M. H. Poincaré (2), on peut toujours

choisir les a^ de façon que l'on ait

(24) !<"
(1 JU/-;

B é tan t un nombre tlxo, L^ étant un nombre positif ne dépendant que
de (S) et de/^ et i n d é t i n i r n e n t croissant avec/?,.

ïl est aisé de voir, d 'autre part, qu'en choisissant convenablement
le nombre p on peut disposer les a^ de telle manière que l ' inégal i té

(25)
]/ B
î7 < L,

soit satisfaite en, inême ternps que l 'inégalité (24)-
Remarquons qu/on peut prendre pour L^ le nombre su.ivant ;

(23,) L^=N/^

N étant une constante posit ive ne dépendant que de (S).
Ces conditions étant remplies, on tire de (22)

^B
h<. [ i-+- ^— ] - h ^ï

^p

g / p- 1> \ ,. , ^
^< i4-L- J, Ji>J,

\, ^p /

j^f.+^jj/, ^>j'.
L,

( l ) S. XAHEMBA, ^/* la théorid de V équation de Laplac'e, etc. (.Bulleiin clé l/Académie
des ^cie/ico^ do Crcu'ovu^ 1 ^ ) 0 1 ) ' , 1 1 ; , : 1 , ! , ! ,

( ï ) Ïl. P(>ïN(îAï<E, Sur le.v é(f nations dî.jff'ércnllelle^ de la Physique matliénutUque (Re/ldl-
co/itl del Circolo di Palcnno^ iS<j4)'
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On trouve donc, en vertu de (21),

J<w.r, J '<mJ,
où Von a posé

^A
/ B^\ ï^ jj:m =: ï -4- "g-'— .——i, .
\ L? ) j_ 2À

" . '̂

II est évident qu'en choisissant le nombre p assez p;rand, on peut
faire la différence {m — ï ) aussi petite qu'on veu t ; pour cela, i l suiïit
de poser, par exemple,

^v^.
En d'autres termes, en choùwûnl coweria'ôle'/ncril p et [x, nous pou'

vons prendre le nombre .^fi—y/ \ ï -h m)
aussi petit (fuon veut,

On peut donc énoncer le Ihéorernc su ivan t :

THÉORÈME. — Soit V un potentiel de la simple couche, dont la densité
dépend linécdre'ment de p constantes arbitraires a^(,y = ï y 2,, * , . , //).

On peut toujours disposer les oc^ de façon que V on ait

— < -7 < ̂ »rn y

où m est un nombre positif ne dépendant que de p et de (S), qu on peut
prendre^ parle choix convenable du nombre p, aussi voisin de l'unité
que Von mut. 1 ^ ' .

10. Reprenons main tenant les, fonctions "V^ déf in ies par les rela- .
f i ons (5) (n0 2). et posons, pour plu^ de s implic i té ,

^ ,! . . , -^-=p,. . ,

Prenons en outre dans V,, au l ieu à(îf, la (onction suivante :

/ï =r ao/+- ai pï + <%2pg .+•- * . 4- a^,p^, , ,
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Oy étant des constantes arbitraires, et formons la suite des fonctions
V^==2 ,3 , . . . ) .

Tous les V/c seront les fonctions linéaires de p constantes a^.
Il en est de même de la fonction

U==aV^(3V^,

où a et ? sont les autres constantes arbitraires.
D'après le théorème du numéro précédent, on peut choisir le

nombre/? et disposer ensuite les constantes a,y de telle manière que l'on
ait

(26) Ù<Ï'<în9

quelles que soient les constantes a et j3.
Ici, nous entendons par J et r les intégrales suivantes :

, r^fâuy, ,, fW^V/ .J -;: / , 7 — ] dr, J ̂  / 2". T" ^T •
J À»à\()x} J À»à\()3CJ

Mais on sait que les inégalités (26) ent ra înent l 'inégalité s u i v a n t e :

^^^(L-^^^
W1/; " \i+m) ~•]

(voir mon Mémoire cité, p. 229 et ^3o).
On. peut donc choisir la fonctions/dans V^ de façon que le rapport,

W^i"""wr -
soit plus petit qu 'un nombre y2, donné d'avance*

On peut de même choisir/de façon que l'on ait
w^^
W/.n"'7

Mais cette inégalité entraîne l'inégalité^<,..
On en conclu t 'que la fonction f 'peut être choisie de façon que
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l'on ait
W^W. <W,,, ^ .-^<.^<...<.^ç-<... -.'7

[voir les inégalités (8)].
Pour cela, il suffît de poser

/= ao/o4-ai/i+ 0(3/3 •+-.. .4" ̂ //,,

^(,9 = = = 0 , 1 , 2 , . . . ) étant des 'fonctions quelconques, cont inues sur (S),
O y ( . y = = o , i , 2, . * . ) étant des facteurs réels indéterminés, et d'assu-
jett ir les Op à vérifier un certain nombre d'équations l inéaires et
homogènes.

On obtient ainsi le théorème suivant :

TlÏÉOtŒME. — Sûïl

f = ao/o -h ai/i +. . . 4- ûipfp

la densité du potentiel de la simple couche

V==- -^ C f 1 cis.â7Tj •/ r

On peut choisir le nombre p et disposer ensuite les constantes

^(A'^O^ ï , a, ...) .

en les assujettissant à vérifier un certain nombre d'équations linéaires et
homogènes, de telle manière que le rapport

""'^1-1
k^^ W/;

soit plus petit quun nombre (f, quelque .voisin de zéro que sou q\

11.. Soityune fonct ion quelconque, continue sur (S).
Formons la suite de fonctions . , ,

v-- ùf^ v.= ^yp,..,̂ .
Posons ensui te

fi::r: y'of 4- ai pu 4- ^î p^ 4-... . "h <%p pp
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et formons la suite de fonctions

' 'V\ ̂  - -"î- f/i ̂  ds, . " V;, .-= - -^ fp;.. , i A,1 a T r J " 7 1 / ' ' A 2171,7 i " r ?

en posant
p'-<^PA-- ^

Désignons par W^A == r , 2, 3, ...) les intégrales WA (?^r n0 4)
correspondant aux fonctions V^..

D'après le théorème du numéro précédent, on peut choisir les Oy de
façon que l'on ait

lim ̂ Aij. <-^2
^ W,. < ^ -

Cette inégal i té étant établie, nous obtiendrons, en employant les
ra isonnements de mon Mémoire Les méthodes générales, etc., l'iné-
gali té suivante ;
(.7) |V^|<Cr^

C étant un nombre fixe, T é tant un nombreplus peti t que l 'unité ne
d é p e n d a n t que de (S).

D'aiitrc part, i l est évident qu'on peut choisir les a^ de telle façon
q u e les condi t ions du théorème précédent so ien t satisfaites en même
temps que la suivante : ^

f/,A=o.

Cette condition étant remplie, nous trouverons, comme dans mon
Mémoire cité (p. 235-û3c)),
(28) |p,.l<^

k étant un nombre fixe, i
CT=T».

Quant à T, on peut poser ^ ! !

r=:2^
En remarquant que

T<(7, , .

on peut écrire, au lieu de (27 ) , , , , . , , ;
IV^KC^



2o8 W. STEKLOFF.

Cette inégalité montre que la série
( 29) v, + ).v; + À2 ¥3 4-... 4- ̂ -y^ 4-...
converge absolument et uniformément sur (S), pourvu que

(3o) | À <^ -

Elle représente un potentiel de la simple couche, dont la densité
est éffale à

^+7.p^+pp^-..,+^pl.+...,
car cette série converge absolument et u.niformém.ent sur (S), pourvu
que [ À | satisfasse à la condi t ion (3o), ce qui résulte immédiatement
de l ' inégalité (28).

Lasérie (29) représente, par conséquent, u n e fonct ion YS harmo-
nique à l ' intérieur et à l 'extérieur de (S), sat isfaisant à la condit ion

àv'f ()y, . rfv7 , _,(.h) ^^^^^.^,.^...^ s a r C b ) .

12. 11 est aisé de voir que
^ -: ao V 4- ̂  Ui 4" ̂  V, 4- . . . 4- c^ lî,,,

où l'on a posé

U, == V, 4- À ¥3 4-., , -h V^ V^i + ...=•= ^ (V - VQ,

U, -: v, + A V, ^... 4- Â^1 V,,,,, +... ̂  ^ ( U,. - V, ),

U,. = V ,̂., + À V,.,, +.., + X^ V,,^ +. .. ̂  ̂  ( U,,̂  - •V^ ),

En appliquant la méthode connue de M. H, Pomcaré (Ilendiconli
del Gircolo: di Palermo, î8g^, on trouve

--ï-
où P est un potentiel de la1 si.rtiple1 couche se représentant sous la
forme de la série 'absolument et unifbrmémeîit convergente

p^-+.),p^^^p^^_,^pp^4^_^
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pourvu que
m<^

D est un polynôme entier en \ à coefficients constants.
. La fonction P satisfait à la condition

r)P, <)P, . à P ^ ^,-^ —- =:_ ̂  „__. -asyi) sur (S),
6//z ^/// an

On voit clone que la fonction V, considérée comme fonction du
paramètre A, est une fonction méromorphe, n'ayant que des pôles
simples, réels et positifs

Àj[, Âg, A3, . . .,

^1 >• ^2» ^2 > ̂ 3y • • ' » ^A-^ ^ÂS-1? . . ' .

Remarquons encore que le plus pelit de ces pôles X, est égal à l'unité,
ce qui résulte immédiatement du théorème du n° 7,

13. Désignons main tenan t par V^(/c = ï , 2, 3, ...) les résidus de la
fonction. V correspondant aux pôles ^(A = = 1 , 2 , 3, ...).

Il est évident que ces résidus sont les fonctions harmoniques à
[intérieur et à l'extérieur de (S) se représentant sousia forme des
potentiels de la simple couche et satisfaisant aux conditions suivantes :

(^. àV^ àV,,_ r)V,._ ^^.^A „, ...(3,) ^^^--.^,^^^,-^ s^(S),

ou
^=^^ (^^3,...),

àfz • o n
où l'on a posé

,, —. ÀA<-W ï
^— .—;-•^-^,

En résumé, nous pouvons,énoncer le théorème suivant : ^ ! ,

THÉORÈME. — Pour toute surface (S) satisfaisant aux conditions i°,
2° et 3° (.̂  V on y fait a == ï), il existe une infinité de nombres positifs

À(==I, Âg^À i , , Àg .̂  Àâ, .. ,, ^/c^^/f—i? • • • , . - ,
Ài t i i . È€. Korm^ (3), X Ï X . — J(;m 1902. 27
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^ ûfc fonctions correspondantes

V^, V,, ¥3, ..., V,, ...

ayant les propriétés cF un potentiel de la simple couche et satisfaisant aux
conditions ^=-^.'%-.""•('>)(*= .,«,3,...)
où

,, ^ Â^1

^"^+r
Les nombres ̂  ne dépendent que de (S); quant aux nombres [x^. Us

satisfont à l'inégalité
^— î .-., < - ,
^TT-^

^w/r toutes les valeurs de k à partir de k === 2, ^/6\
Le nombre (x,, ^<? égal à zéro; la fonction correspondante 'V\ ==== const.

à l'intérieur clé (S) et représente un potentiel de la simple couche, répan-
due sur (S), aans action sur un point intérieur a (S).

I l1 en" résulte que'V/c (/c == T. , 2, 3, ...) soni les fonctions ^fondamen-
tales de M. lî. Poincaré, dont l'existence est donc démontrée pour toute
surface (S), satisfaisant seulement aux trois conditions 'généralea 1°, ^<>

et 3° (pour a == ï).
Ce théorème et la méthode de la démonst ra t ion que je viens

d'exposer m'ont 'été connus ' depn i s longtemps, mais dans la suppo-
sition que la1 surface (S) admette la t rans format ion de M. H. Poincaré ;
'ils résultent immédiatement de mes recherches antér ieures sur les
problèmes fondamentaux de la Physique mathématique (1 ), comme
je l'ai déjà signalé dans mon Ouvnîge Les méthodes générales pour
résoudre les problêmes fondamentaux de la Physique rnat/iématique,
paru, récemment en russe ( É d i t i o n ' d e la Société M a t h é m a t i q u e de
Kharkow, 1901).

( 1 ) W. STEKLOPF, Sur les problèmes fondamentaux de la Physique maUlêincitIquc
( Comptes rendus, 6 mars 1899).— Les m.éthodeff ^é/iéredea pour résoudre, elc, ( Âuncdcs
de la Faculté clés Sciences de Touhufie^ %6 sénc^ t. Il, .(900),
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Mais c'est M, S. Zaremba qui a démontré le premier le théorème
dont il s'agit, sans employer aucune transformation.

Mon analyse, exposée dans ce Chapitre, diffère un peu de celle de
M. S. Zaremba, comme l'on peut conclure de sa petite Communi-
cation dans l 'addit ion à son Mémoire Sur /a Théorie de l'équation de
Laplace, etc.

14. De ce qui précède, nous tirerons quelques conséquences im-
portantes que j ' indiquerai , tout de suite-

Mul t ip l ions l 'équation (3a) par V d s et intégrons en étendantl ' inté-
gration à la surface (S) tout entière.

On ob t ien t aisément, comme dans mon Mémoire Sur les fonetiom
harmoniques de M, I I . Poincaré (1) (en tenant compte de (3 î )J ,

^j^ fp^^-^r/v ^.DO+À^J 1 ^••'a^ j j ^ ^
Supposons que X tende vers )^ et passons à la l imite. On aura

/../V.^^=-//V.A,

k étant un nombre fixe, d i f férent de zéro.
Cette égalité nous donne imniédialement le théorème s u i v a n t :
THÉORÈME. — Si la fonction /satisfait à la condition

y/vÂ̂.^^O,

le point \ === À/c sera un point simple de la/onction V, méromorp/ie en A,
définie par les conditions suivantes• : ! ,

AV == o à F intérieur et à l'extérieur de (S),
ffVi r)V, ^V . ^

- __ «_««>*„* »»».«.« rt A f) f f// •f' i S» \».^» -«-„«<«. ^^ ,„ ^ ̂  »,«.«-. —« ^ , ,> tt / i U j f
an an an

(S) étant une surface satisfaisant aux conditions i<), â° et 301 {pour a == î )
du n0 {, 1 . . ! ! 1 : . ^ ! ! ! ! l i l

( 1 ) W* STiisjKLôrF, Sur les fonctions harmoniques^ etc. {annales de la 'Faculté de ss
Sciences de Toulouse^ ^ série, t. ïî, 1900)* , , 1 1
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Nous pourrions déduire de ce théorème quelques conséquences
intéressantes, analogues à celles que j'ai indiquées, il y a un an, pour
les fonctions harmoniques de M. H. Poincaré, dans mon Mémoire déjà
cité ; mais nous n'insisterons pas sur ce point,

Nous indiquerons seulement la conséquence suivante :
Appliquons le théorème précédent au cas de k == î . Nous tirerons

la proposition suivante :
Si la fonction y satisfait à la condition

ffd^o,

le point À , = = = i est un point simple de la fonction V; en d'autres
termes, la série

Vi+ÀV^ -h À2 ¥3 +... -h 5^ V/,,-, 4-...,

V^ étant des fonctions définies par les relations (5) du n° 2, cowergc
absolument et uniformément sur (S), pourvu que

| ^1<^>T .

On a donc, en tenant compte du théorème, du n° 7,

lin,J^^ >,^/w^^7^^
ou, en vertu de (8) (n° 4),

W/^, , î _
"W^^^

quel que soit l'indice k.
On peut donc énoncer le théorème suivant :

THÉORÈME. — Si la fonction f dans l'expression

v=--'-f/-l^
2 TC J " r

satisfait à la condition

(33) ffds=o,
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le rapport
^
W/,

est plus petit qu'un nombre y. inférieur à l'unité.

15. Cela nous suff i t pour établir les théorèmes plus généraux que
ceux que j'ai démontrés, il y a un an, dans mon Mémoire Lesméthodes
générales, etc.

La démonstrat ion restera la même; il est inut i le de la reproduire
de nouveau.

Voici l 'énoncé de ces théorèmes :
THÉORÈME I. — La méthode connue de M. Rabin résout le problème de

la distribution de F électricité pour toute surface ( S) satisfaisant aux
conditions i,°, 2° et 3° Çu l'on y fait a == i).

Il existe donc une fonction p, représentant la densité d 'une couche
superficielle sans action sur un point intér ieur à (S), qu'on peut
définir par la série suivante :

p =: /+ (pi — po) + (pa— pi) 4" . . . +• (p/,— p^-,i )+...,

où/est une fonction quelconque, assujettie à une seule condition

j fds ==• a,

a étant un nombre posit if donné à l'avance, p / s ( / c = i , a, 3,.. .) sont
des fonctions définies par les relations

ï F cos^ , ,, .* .
^'^ i7rj p/^1 " ^ cf! , {k ̂  h ̂  3y • • * ) -

THÉOHÈME II. — Les méthodes de C. Neumann et de G. Aubin pour
résoudre le problême hydrodynamique s'appliquent à toute surface (S)
satisfaisant aux conditions du théorème précédent, quelle que soit la
fonction continue fà laquelle doit se réduire sur (S) la dérivée normale
de la fonction harmonique cherchée.

Considérons la méthode de M, Robîn.
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Formons le potentiel de la simple couche

'v^ — /(/-^-Êpl4-s2pâ-4-. ..-4-£^.4-. , .)^^
î t ^ ^ j 1

OÙ £ = ± 1 .

Posons £ = i et supposons que f satisfasse à la cond i t ion

r/^=o.
Nous obtiendrons une fonction

vl=^/(/'4"pl"4"p2"+'••t+p^•+*tt)7^

harmonique à l'intérieur (et à l'extérieur) de (S) et satisfaisant à la
condition

^^f ^r(S).on v ' '

Posons ensuite £ = — î. Nous obtiendrons une fonction

vâ=="w ̂ J [/- Pi-+"?%-- .(-ï)^?/,-^- .] ̂

harmonique à l'extérieur (el à l'intérieur) de (S) et scui^faiscmt à la
condition

6>V,, ,^=y^

quelle que soit la fonction f, continue sur (S).
Il résulte de là que la fonction

U==V,~P,
ou

p=J^ f P A C )
47CJ r v /

représente une fonction harmonique à F extérieur de (S), mu$ faisant à
la condition

S=/ -(s).
(1) p désigne la densité d'une couche superûeielle sans action sur un point intérieur.
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16. THÉORÈME III. — La méthode de la moyenne arithmétique de
C. Neumann pour résoudre le problême de Dirichlet s'applique à toute
surface (S) satisfaisant aux conditions i°, 2° et 3° {pour a == i) du
n0 i, si la fonction donnée /, à laquelle doit se réduire sur (S) la
fonction harmonique cherchée, satisfait à une telle condition que le
potentiel de la double couche

w,=^L CL^icis
27Tj /•'-

admette les dérivées normales sur (S) ( ^ ).

Cette dernière condition sera remplie, par exemple, si la fonction/,
continue sur (S), satisfait à l'inégalité de M. A. Liapounoff :

/»27C

/ (/-/o)^^1,
JQ

/, désignant la valeur de/au point quelconque p de (S), (3 et a ^ i
étant des nombres positifs ne dépendant pas de la position du pointa
sur (S), p et y étant les coordonnées polaires ayant pour l'axe de z la
normale n à (S) en p et pour pôle le point/?.

Posons
^_^W^^dW^

an on

et formons la suite des fonctions

V^^JL^ v^^f^U^
i r ces ̂  , âv/^.p^^jp^^--^ ,p^^—

Soit p/ une fonction quelconque vérifiant l 'équation de M. Robin :
^,, ï r cos^ /04) p=^yp-^.

Posons r^i^.
f^'ds

( 1 ) M. Liapounofï' a démontré récemment que cotte dernière restriction n'a rien d'es-
sentiel; il sufût que/soit continue gur(S). ^olr A. LÏ.APOIÎN(OT, Sur le principe fou'
dcmientcll de la méthode cte NQumann dans le problème de Dirichlet {Cornmwlicûtions de
Ict Société mathématique de Kfiarîwa1, 2e série, t. VIÏ).
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Choisissons maintenant une autre fonction p, vé r i f i an t là même
équation (34) jo in te à la condit ion

JL fP^-c,
27TJ r

et formons le potentiel de la simple couche
ï r I

y=: — i (p 4-.L .4^.4.^4-. . .^ p^/,4-. . .)^ ̂ .

La fonction V ^7m obtenue résout le problème de Gauss.
Nous pouvons énoncer le théorème suivant :
THÉORÈME IV. — Si la surface (S) cl la fonction donnée f satisfont aux

conditions du théorème I I I , on peut trouver une/onction harmonique V
se représentant sous la forme du potentiel de la simple couche

V == ^- f ( p 4- L -h psi 4- p/., 4-. . . 4- pâ/.- -h. . . ) "". dfî

et se réduisant à f mr (S).
Dans ce cas, les dérivées normales de la fonction V, harmoniqae à

l'intérieur et à l'extérieur de (S) et se réduisant à/sur (S), se repré-
sentent sous la forme des séries suivantes ;

^^L-pl4wp2-...(-x)Â<p/.•-"r...,

àVe v^ =:_ ap _ L — pi— pa—. . .— p/,—.. * .

17. Voici quelques conséquences du théorème énoncé.
THÉORÈME V- — La fonction de Green^ que nous désignerons par G,

existe pour toute surface (S) satisfai$ant aux conditions 1°, a0 et 3°
(pour a == ï), et admet les dérivées normales régulières sur (S).

THÊOI^ÈME VI. — La solution du problême de Dirichlet peut être pré-
sentée sous la forme suivante :

V=//g .<.(.,

( î ) ^ représente la dérivée de G suivant la 'normale mtérieareà (S) dans le cas du1

problème intérieur et la dérivée do G suivant la normale extérieure à (S), quand il s'agît
du problème extérieur de Dirichlet*
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pour toute surface (S) ciyani les propriétés énoncées dans le tiléorême
précédente si Ici fonction f est continue sur (S).

La démonst ra t ion décou le de la fo rmule connue de Green( 1 ).

18. Remarquons enf in que le théorème f o n d a m e n t a l de M. H. Poin-
caré découle presque i m m é d i a t e m e n t du théorème d u n0 4.

Kn l ' a p p l i q u a n t au cas de /" = i , on t rouve

W. Jâ- t - J^- <; ... ; < a < i.
w i ,j i --1-".) ^

Nous supposons, sans doute , que la fonc t ion / , dans l'expression

V -~ ̂  / f-ds,
^ J t /r
^ r/1-^
^ J - ' r

sal is la i l à la c o n d i l i o n (33).
Or, en vertu, de (7),

i i g' ...̂  g' g1
^ 1 , 2 ""i •v J , 2 —— " l —— J!»

d'où
( < î ^ - J l ) 2 1 < ( J l 4 - J ^ ( J , + . Ï ; ) .

Par conséquenf,

où l'on a posé

On a donc-

où.

. ^ ^ f - 1 ^ " ' 1 . ^
W'i ' U^,-Jj ~ V ' - ^ t ^

-;;;>"•
[ k — î | r-

^^-r^^
^^^^^^^/^jî i—.</^

Nous t rouverons de* même
J- < ^ <" i

( 1 ) Voir A. LÏAPOÏWOPP, tSw certcdiitîs (jue^tîoiif!, etc. (^our/ial tU Matliérnatique.^
îi0 3, 1898, [L 3o8). , 1 ^ 1 , 1 . . 1 . 1

/hin. Éc. K o r m ^ { ^ } , XIX. — Jnw 190^ ' , . 2^
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Le Illeor^nii' smv'îîiU est, { loue déiïionirr :

TsiEœu^E. — ^ /a. de/isdé f d^m /.wf.'/itie/ \ de la wnpie. enaehe
satisfcdi a la condifiofî.

F"
(\
] Asri
fvc^y,/-

./ A.̂  ' dr j

i v ] ^ )\H
J M» i \ ( ) , i ' j 1

a une. Ihnile sif^èncîsre .!.+-..v',^ ////^ r/ une Unr!r. u i j Y r i c i n v .'1::II.V',:/: f l i / f ( L
i -V 1 1 ' ' ^ ' • 1 1 , ; ^ 1 1 ^ • • / - i 1 '

/y-// /^ ^ ,^^^, /./' ( l • • ; f H I / i d a f l i r/f/f de (S), pi^îvd f/nc //i surf'fi^' ( "S )
Sffns/'dssc u(f,x co/f.di.lio/i.'i 1 ° , 2° ^/ '}" (pour % ..:-:-. î ) du /r l .

( "cs î : le (liôorpilîo ( 1 ( . M. 1 1 . Puiîic.n^ ( j ; ^ > J^j i ; i j i p i » I ( » ;si i l i^!ojs
l/iwn'/iu' fonda.ffH'/Uidiroi.riwn M^wnr^ l^s //n/nn/^ ^n-ndrs, etc..
[ ) .2- { ) .

CIliI^ITIlË !!,
P K O J U . . K A Î K S i - ' O K D A M I ^ T A U X S ) H I.A T i î E O Î U ! - : DK j . A (;II A 1 . . 1 - ; 0 1 1

i^T .1)K I / A C O U S T S y l l K .

I. '1"1- Problôiiie d^s températiires statioîinairtis.

i. Appliquons i î n i i j î l i * s i ; , $ 2 J , les résdhits du Cli; i j) i( iT nrnTdciâ^ î,i l.î
soliilioli de d ivc i -s prd^m^ d(- !u il.vsiqii.. i i i î i j l i ^ i ^ f i ^ în* qui sr
l'Hl[l! i>!s(ltnl ^î prohiriiic l ! yd ro ( l vn ; i i ! s i ( j î j ^ r jH'oi^' jt ir d^ * Xnmiîdni).

^ Ccmsidémss d'.îlH^ni. !(- i)robi^tif. (oî ids i i i ic i i ld de h lltcm'îp ^i.ilv"-
^'l0^ (IC !a ^"I î i<h^^ l^ruidi.irif. d,,. f(4ripéntù;îr<>s sl.il.irmîi^i,», i jni
s'enolîco co i f ' î îoc il suil :

Trmm.r uru'fom'iion r d^ nmrdon if.w r^f (.insulaires .r, v, ̂  n-m/mne
am- ses dmvees de dew i^mie^ m'dn^ a r^lenw de /fi mr/m'e
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f/o/H/ee ( S') r'/ Sdl.isfwsdn.l. aux coin! s lions

( i ) Ar -i~ o ~r o rt l ' in. i,c r i e u r clé (S) ,
^i-/( ^ ) •• 4- / / r :=o sur ib),

o A^/// ur^e fïHU'tio}!. c7w//w en/^i/u/c' el (({bneHa/îl les (Icrivécs prcf/nér^
n f {/itéf'i.cur de ( S), //. ( ' ' i an .1 . u / } ^ co/^sialUi'' p o s i t i v e , (/iffcrc/^c de ^(''ro.

lî. Si.ij)[)(^oi'is ( j s i e (S) sat isfasse aux coisi l i l ions i", '.»° d:, 3<) (in n" i
dii ( . 'J i î i j ï i t rc ijr.rcrdi^iS; oi considrrosi.s le s 'us [(î ir l icul ier (.[(k a = i.

Il rK' prnt (^xihicr qo's. ine s r ^s ie Ibisctinn r, (iefiiiie j);!!' les liosn.li-
l i o l î s ( i ) ( '( , (2), ce qui iTSiill.o i î î i i n ô d i ^ i c î ê i c t s l de lî i proposition
rvid^nh* fju'il s i î 1 \\w{. p^ss ( ^ x i s i t 1 ! * rin^ lo îsc . l i o î s II didÏTonk1 de1 z^i'o p|
Sril i s f î î i s îm! î i la ibis î i i ix ro isd i j i ons ssl ivî inl .cs :

AU ••:•;', o ii î ' j i i S c î ' i c u r " de (S) ,

• ' . l f / "4- / /U — o su1!1 ' (S ) (// >< 1») ././// " '

• S i s p j x ï s o î t s d''îi lK)!'d (jiK1 o salisliîil îi l'<'t^alil('k

(::i) ^9^ :,:.:.: o,

l^ 'o j îosoi ls-noî is de dc'dpi ' î î j i îK. ' r r (>ai. ' la sô i ' i î * s î i i . va î ' s ( . ( 1 1 :

t ' :„:„.: l1,, -1- - //('! 41" ^;' (';; -i1- . . . -i- î l ' 1 r/; -r". . .,

î ^ . ( / " ;;..:.:.:.: o, ? , i>, ...) élaril, de s loi ici ion s de .r, y, z,
On ( rouve, c i î [cnajil c o î t î p ù 1 dr' ('i) ot ( '2) , les équations suivantes :

i A r,, •• i - 9 ^~ < ' ii 1 1 n î î e i • i (k 1 1 !' (i e ( S ;,

( 1 ) f ^ " - - . o s,,,. (S) ;
! < ) / t

i Ai'/.-••;: o î » rhîiéricnrth1 (S) j
( 5 ) - /},,. . , . ( h - :— i, ')., ::;, , . .L

/ ; ; :••••—" -w^ \
IMÎ înôliiod.^* de liohin pcâ'îlît1! do calculer succossivnneiî!,. ('<,, ^^
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Posons, en effet,
, î r^

ro-= (^4- ^, (\, -= ^— f ' • dr.
. ' ( " ÎT . / /"

On trouve
à(f. =: 0 h Pi n t, c r i c 1 1 r <.. 1 ci ( S ),

^ ^ A ' - ^ ,,,,^).
^/^ ^J//.

(rest le problème I lydrodynarn ique q u i est poss ible , car

r^c/^o,J <yn

en vertu de (3).
La méthode de Robîn nous donnera u sous la (o rme du po t en t i e l de

la s imple couche
// --: .̂ - ^ (/+ p, 4- p^ ,....h. . . + o, 4-. . . ) ^ ((^

Nous trouverons, e n s u i t e ^o ^ï posant
Ï /"^ / -^•^j ,:^allt^.+(.„

(^ é tan t une constante a rb i t r a i r e -
En choisissant Cy de telle sorte que

^ v^/s :.=:o,

nous pourrons dé terminer t',.
Nous t rouverons

^ = ̂  Y (- ,̂ 4- ̂  ^ 4- pV^ + . . . +F,°? 4- . . . ) ̂  ds -h C,,

C, é tan t une au t re constante a rb i t ra i re , ^ ' ( s ^ i , r^, . , .) é tan t des
(onct ions définies successivement par les re la t ions ( 1 ) ) du Chapi t re
précédent, si l 'on v t a i t

/^-^1

En choisissant G, do façon que l'on ai t

f î^ ds rïr o,

nous pourrons déterminer ̂  et ainsi 'de suite/ ^
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N o u s a u r o n s , en général,

<'/.. i ̂ : ̂  J (- ̂  -+- ̂ •) ̂  p.̂  + .•. . + p,̂  +,. . ) ̂/,,,. - — (-^ F/, + ̂  4, ̂  + _ 4. p^) + ,. . ) I ,/.,,

^/.-i l ~:": (^•«-ï "-^- ^/••••f-ly

C^^i é tani âne conslante, définie par l 'équalian'

f ((ï/..|...^,+C<.l.-l)^.S>=:0.

3. Cette équation noas donrye

i^-ir <(^.,,).

((•^^1 ) étant l'e maxiniurn de | ^,,., sar (S).,
On a do'rtc

W ]^.^. l l<•^( ' / , l )< .

Désignon's par ^()î lo rnaxnïKïm de module de

j4 ::::,;.;— p^-h p^" -i- p^' "-h... •+-p^ --h. - . . siir (S).

II est évident que

( 7 ) I^J<N^4,

N étant (ïn norobro' posilif ne dépendanÉ (}u,e de (S).

•^. lia [:) i') ( l t 1 o n s d e n o u V(ï a u q u e 1 q u c* s ré s d 1 ta ts, é ta b 1 i s d a n s m o n
Mémoire Les méthodes générales, etc., en einpiovant les nota t ions y
adoptées sans les expl iquer de nouveau .

Comme (.̂  s a t i s f a i t à la condi t ion

j r/; ds ̂  o,

on a (Mémoire cité, p. 23y)
(8) |p^ |<A^ ( ^ = 1 , ^ . . . ) ,

k é tant un nombre f in i et positif, à savoir
/ o" t - , i i •<, r -, ,N o'/. ̂  _.._ (A + A ( ) IS.l 4- n •= -—..^.^- ,

ï — a' ' " ) — o"

où A, A, sont des nombres ne dépendant que de (S).,1 1 1 1 1 , ; 1 •



^[l'.i '\V. STEKLOFF.

On voi t donc que la série u^ conw^e al^olumeni cl Kîdfonnémeiil
s n r ( S ) . •

Dés ignons par M/, le maxhmîso (h1 [ (7. ^"r (S).
Ors peut poser (Mémoire ci lé. p. •^8)

LÎ=: {M/,-r- ^l-\y., ^ -= A 4" Ai,

a étant une constante p o s i t i v e ne d é p e n d a n t que de ( S ) , •

- > . / . , ( • :w ^-^c^î-.-^-r
Dans celte expression, /•i c1!. r1 ss^il des n o s n b r p s f i x s ^ np dé j ) ^n -

dant , pas de M/., CG"^ ropréseiêle ia i i t i l i i e s i î i ^ é i ^ ^ i r e d e * répressiondan t. i^as d(.1 M/., Ccr1 repré^
( ^ l é i n o i r e ci té , ]). 2 ' i ' î et a341)

^•N t /P4 " - f / ' - 4-T

on l ^ ^ s noi.nl)res N et a ne dépe.ndenl. j t as de. M/..
Quanti» T, P et Q, on peut li^s présenter sons la forme snivanle :

T^M,, P-...:!^i^, O^BiQ, ,

o n n b, P ) , 0, ne dépeiident que de (S),

•n,-=:n.{i,+s\)^-^af v^^,^.

Celle égal i té d o n n e
l^^^^'/.Mi^^/'M^

q é t an t un n()mbre ne d é p e n d a n t pas de M/,,
On peu t donc poser

P^-l^Mi, Q~.Q'M!. ,

en dés ignan t par P' et Q' les expressions i\ r/1\ Qi^.
I/expression (10) se représentera sons la tome s n i v a n t e :

B l A . ^ ^ l i / P ^ h C A - -^^(^ - . ï jCy io^-y •-r / / [ ,

où ni. ^y ni. l 'expression en t re crochets ne d é p e n d e n t de M^
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II en iTsiilto que Fou peut posrr

^r--:,;,,^,,

^•i <''l;uil s i n rumihn» n^ ( l^pcndat i i qoe (je ( 'S ).
On a (.lonc, (4.1 é^'iii'd. à ("<)'),

^=^M1,,

^'('•({inl IISK» codsi.ini^» ( ! < 1 lî i mf'me s î î i î . n re que ^,.
i^ir conséquent ,

Li-:hM/,
^i

^^^î^

(j chirU i i î i î l o î i î l d 1 ^ î n * (l^pctKl.iiij l ps (le iiy...
On p^iil remplacer l'iin^.ilile (<Sj p;ir iii suivanh1 :

[v^ I^KyM,^

d'on ron ( i i ^ ^ i { ïune<l i<U:,cî ! !ei i t . 1

^/;> <Vi^.,

Q) (• l isnl !j|-| t i o i i î j n - i * d( 1 I < 1 E l i ^ î j s n î 1 ! : ! ! ! ! ! - ^ ( J I S C y.

^. l î e v e n o î i s jrji l i it^i'si.i i i l n l ' inr^sii i ip (""').
Oiî I roi lVfs en Ij^iî i i j j . , complu < ! ( * l'ilir^.ilih'1 l îrrcei l^î i l r1 ,

hï..!<^M,,

^ (''îmil ( i j i j l o î r i j j r c j ) os i j i i ' in1 (L qu1 mi uni, j î ; is dt.i Al^, cl pim, e î î vertu
(î 'l;;,

^^ i » ' ; M i - 1 1 1 ' ' : ^^'/•,
ou i . ' î"1^ (ni s s o E j I i î ' c < ( e lu l î î ^ r n p l ' i i i l î îr i* r j i î c N.

^rlh'* l i i^^,î l i | /1 l ions îi iï jH'r^Ki que /// ,v^-/'^

{ ' '; )' Ci» -l11- / /( ' i •• h II' t1,; - • r - . . . ••\r h11 (^ ~i--, , . 1

coifçerg^ a . l ^ s f s l i i i n ^ f f i . e.l anijnrtnésnc.nl sfir (S), pon/vsi y/^:-

< 1 ' ! 1 1 ^ - o -
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S o i t p la d e n s i t é d ' u n e couche supe r f i c i e l l e , r é p a n d u e sur (S), en
équ i l i b r e sur (S).

Choisissons p de façon que l 'on a i t

-ï- ( ^=1 sur ( S ) .•->. TT J r
On peut écrire

(o) ,,,^,^y^,+c,p)^&^^
où l 'on a posé

^/,=-:^//,~h- G/, p.

I l est aisé de vo i r , en t e n a n t compte de (r ï ) , que
06) |^|<QM:,,

Q élant un nombre ne d é p e n d a n t que de (S).
Cet te i n é g a l i t é montre que la série

( ï 7 ) [J. = a,, + // jj.i -1- /^^.2 + • . - "-!- ^V'k "•-!- . . -

cofwer^e absolument et uniformémerK. mr (S) pour les mênies valeurs
de h que Ici série ( 1 3 ).

(î. I l r é su l t e de ce que nous avons d i t que la série
(18) \'^^^h^^...+/^^,^-^^.

représente u n e fonc t ion h a r m o n i q u e à l ' i n t é r i e u r de (S).
Mais cela no nous su f f i t pas; il f a u t encore s'assurer que V ̂  re/)réM

sente sous la forme du potentiel de la simple couche.
On peu t écrire, en effet,

f^ch^j^d^ hf^ds^,. .4- h'-p^ds^^.,

car la série (17) converge u n i f o n n é m e n t sur fS) .
On trouve donc, en t enan t compte de ( i5) et ( r8 ) ,

p cis = ̂  + I^î ••\- . . . -h /^'(^-.M 4- . . , = V.

Cela nous suff i t pour démontrer que la f o n c t i o n ç, d é f i n i e par lu
série (i3), satisfait aux condit ions demandées ^ i ^ e t (2), ! '
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On peut poser
p=: py-t-AV,

d'où l'on conclut immédiatement que
Ap 4-9^=0 à l'inlérieur de (S).

Il ne reste qu'à démontrer que y satisfait à la condi t ion (2).
On a, d'après les propriétés connues du potent ie l de la simple

couche,
àVi ï /^ucos^ ,„ = _ — ï r — T cis +• u.
an 2 TT J /"2 . l •

Or - , . •

^^^^^^^^^^
A^O

en vertu de la convergence uniforme de la série ;x (17).
D'autre part, il est évident que

à^^ij ï fp^COS^ ,....̂ ^̂ ^̂ ^̂  L^^+^=--^.

On a donc

^ j E^^Ï ck = ^o •+" ^o -t- ^ ( p-i + ^i ) +. . . + A^ ( [^k ̂  t^) +...-= S. ^

Par conséquent,

^ "̂  P-— S :::r |jj.o — (po4- Po)]+Àl>i— (^i+^i)]-!-.. .4-/^"[^—(^4-(^)] 4~...

..—:._ [ (̂  -.,̂  /̂ .̂  -^. . . 4- /^ ̂ . -}»...]=: — ̂

puisque les séries [x et S convergent sur (S).
En remarquant que

^ _ ^^o^ . / ^i.-_— •^^ ^.ç.— «~ «̂ /^ —-— y
an à ri on

on trouve enfin
à^i j f c\. ^.f^-^Q s u r (b ) ,

pourm que h satisfasse à l'inégalité {\[\). c. Q. v. D*

7. On peut, de là même mamère^ résoudre le problème un peu plus
général : , ! ^ . ^ ,,. ! , 1 . ^ ^ , ! , -.. !

^/^. ,J^<?- 2Vor^ ^ ( 5 ), XÏX. — JUIN 1902. 2.9
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Trower une fonction y, de finie par les conditions

( 19 ) Ap -h y =r o a l'intérieur clé (S),
<^(/'

(20) —-^/^4-.y:=:o ,̂ r (S),

f étant une fonction donnée, continue sur (S).

Posons
^ = ̂  4- h{\ 4- A2 ̂  4-... 4- h^ ̂ h 4- • • -

Nous obtiendrons, comme précédemment,
A^o-h 9 == o à l'intérieur de (S),

^+/==o sur (S),

et les équat ions (5) du n° 2 pour déterminer toutes les autres fonc-
t ions ^, îi pa r t i r de (^,

La d é f i n i t i o n de (^ se ramène évidemment au problème hydrody-
namique .

Il suffît déposer
^=(J4-Po= :^J2A+^•

Nous trouverons alors
At^^o à l'intérieur de (S )^

^^^o ^,(S).</^ ' an ' /

Le problème sera possible si nous supposons que

f^ch^ffd^

La méthode de Robin nous permettra de calculer ^, et, par con-
séquent, ^o, après quoi nous trouverons successivement tous
les <v(A === i , 2, ...) par la même méthode que précédemment.

La série (i3) représentera la fonction cixerchée pour toutes les
valeurs de h satisfaisant à l'inégalité (ï4). : '

'8. Nous avons supposé que ç satisfait à la^ condition (3), mais
cette dernière restriction ^'a rien d'essentiel/ ! !
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Soit <p une fonction quelconque. Posons
C

V=U^V

G étant une constante indéterminée.
Le problème du n° i se ramène au suivant :

Trouver une fonction u satisfaisant aux conditions

^u 4- <p •== o à l'enté rieur de (S),

•—^ 4- îiu 4" C ==: o sur (S),
an

c'est-à-dire au problème du numéro précédent.
Le problème sera possible si nous posons

CS— [ o d r ^ o .-/•
Nous trouverons, comme précédemment,

u =r ^0-4" hV,

u^ étant une fonction satisfaisant aux conditions
A^o 4" y "= o à l 'intérieur de (S ),

^£l4.C=o sur (S),an

Vêtant un potentiel de la simple couche, qu i vérifie l'équation

La fonct ion

^+ÀV+^,=o sur (S).
an

^ == Wo ̂  ^ V?
ou

G . .h ch
^=^+^==^^-^--.

représentera la solution du problème.

9. Supposons, en particulier, que dans l 'équation (19) du n0 7
<p := 0.
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Posons
C

î » -=. lt + 7-7
h

C étant une constante quelconque.
Le problème se ramène à déterminer la fonction u parles condi t ions

A?// =±= o à l'intérieur de (S),
È^^hu^f^-C-^o sur (S).

Supposons que C satisfait à l'équation

CS-}" (fcis=o

et formons la série
a == UQ -l- hu^ + À2 ̂  -4- . . . -h h^ i i k . . • .

Nous aurons
A^^0 à l ' intérieur de (S),

^^/^^.surCS), , '

et les équations (3) pour déterminer tous les ^ à partir de /c= i .
La fonction cherchée se représentera sous'ia forme suivante : '

. • .. • • • : ffds : ,
v == u — 'J—— -7^5

10. Désignons par/y le maximum de |/[ sur (S) et posons

^ = 1 . ^ , ^^:p+^.
H II

Les équations (19) et (20), si l'on y fait ç == o, donnent '
Awi===o, , Awg=o à l'intérieur de (S),

^^^i^/o-^/^o, t^+/w,4"'/—/o==o sur (S).

De ces équations on obtient aisément l'inégalité suivante :

( 2 Î ) , . ,.,M^ .. •

en employant les raisonnements de M. Poincaré [voir son Mémoire
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Sur les équations différentielles de la Physique mathématique ÇRencli-
conti del Circolo di Palermo, 1894? p. 99)1-

Soi tÀo une valeur quelconque de h plus petit que — -
Posons

h == liQ + Y)

et cherchons, suivant la méthode de M. H. Poincaré (1) , la fonction ^
assujettie aux condit ions suivantes :

A.V -+" y ==o à r iotérieur de (S),
ÔVi , y „ / n \4. (/^ ̂  -^ ) ç == o sur (S), • •

sous la forme de la série
( 22 ) <7 == t'o + •/] ^i •4" •/I2 î^ + . . . + TJ71' P/^ + . , . .

On obtient" . ^
Apo+ y =: û à l ' inléneur de (S)^

ii 4-.//y t.̂  "r o sur (S),
V/À

Ac^.^^o à rmiérieur de (S),
( j ç /./ » / o \...̂ .i ..̂  // „ (,^ + (.^^ ̂ = o su r ( S ).

Nous pouvons déterminer successivement tous les v^fc = o, 1,2,.. .)
par les méthodes indiquées plus haut.

Désignons par N^.le maximum de l '^l sur (S). Nous, aurons, en
vertu, de (^ i),

, . N/^i. . No
\^\<^<1^ . , . ,

Cette inégalité montre que la série (22) converge absolument et
un i fo rmémen t sur (S), pourvu que

n < ÂO.

En raisonnant ensuite comme dans les n08 5-7, nous démontrerons
que la fonction cherchée v se représentera'sous la forme suivante : !

ï^^-i-VS , ,

( l ) H. PoïNCAïus, Rendiconti dol Circoh di Palermû, 1894, p, xai-t2:L
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où (ï\» est une fonction satisfaisant aux équations
A (ï-'o 4- o ---= o à l ' in tér ieur de (S),
.•),y. / 0 Û?T
""^4-C^ sur(S), C=--——;

Oïî, o

V est un potentiel de la simple couche, vérif iant l 'équation

^^(Ao+YOr+^o+^^-C^o sur (S).

Il en résulte qu'il existe une fonction p, vérifiant les équations 0)
et (2), pour toutes les valeurs do k, plus peti tes que

2

<r

et a ins i de suite.
En c o n t i n u a n t de la sorte nous résoudrons le problème du n° l

quel le que soit la valeur positive du paramètre h.
1,1, II est évident que la solution générale du problème du. n° 1 de

ce Chapitre, quelle que soit la fonc t ion ç, cont inue à l ' intérieur de (S)
avec ses dérivées du premier ordre, et, qocllc que soit la valeur posi-
tive du paramètre h, peut se représenter sous la forme su ivan t e :

^—: <.̂ H- hv,

où (PO est une fonction satisfaisant aux conditions

A^o-h- y = o à l'intérieur de (S),

'^•^—^
^ (.PO ds == (fck;

V est un potentiel de la simple couche, assujetti à la cond i t ion

(a4) . —4^V4--^=:o su r (S) , !

où. l'on a posé , ^
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En tenant compte de l ' inégalité (21), on trouve

(2.5) | A V j < ( ^ o ) ,

(^) étant le maximum de | u^ \ sur (S).
Or,

(^o)<K(9),

K étant un nombre fixe ne dépendant que de (S), (ç) étant le maxi-
mum de y dans le domaine (D), l i m i t é par (S).

On a donc

(26) |AV|<K.(9) .

Désignons par ;j- la densité du potentiel V, en posant

v— r^.27rJ /•

On s'assurera aisément que

(^7) M < Q ( ? ) >
Q étant un nombre posit if ne dépendant que de (S) et de li.

Les inégalités (23), (<.ï6) et (^7) nous seront nécessaires pour ce
qui va suivre.

En résumant les recherches précédentes, nous pouvons énoncer le
théorème suivant :

THÉORÈME. — II existe une fonction y, satisfaisant aux conditions

Aç-' 4"" o '=: o à l'ultérieur de ( S ),

,— 4. /^ ̂  o sur (S),

où y est une fonction quelconque, continue et admettant les dérivées du.
premier ordre à l9 intérieur de (S) (À est une constante quelconque posi-
tive) si la surface (S) satisfait aux conditions ï°, 2° et 3° (pour a ==: t)
du n0 [ du Chapitre précédent. ! \ ' . '

La fonction v se représente' sous la for/ne suivante :

V •=r ^y 4" A Vy , ,



^32 . . ^* STEKLOFF.

OÙ

fy 'O =: ̂ o "^ — — , ^ - 3

^ ^/^/^ une fonction, définie par les conditions

A^()-+-<p == o à l'intérieur clé (S),

/),, I (odr
CyUi\i »/ 1 / o \()^ .̂ — r=: o .ç^r (b),
<//î b

fii^ds=:o;

V <?^ un potentiel de /a simple couche à densité (J..
Les modules de V et de [M satisfoni aux inégalités

• | / ^V |< (^ )<K(y ) ,
lp< |<Q(?) ,

(/^>) et (9) Aa^ fcy valeurs maximales des modales de u^ sur (S) et de ç
dans le domaine (ï)), K ̂  Q étant des nombres positifs ne dépendant
pas de (cp),

• Le problème des températures statîormaires est donc résolu com-
plètement.

H. -— Problème de refroidissement d'un corps solide homogène.

12. Désignons par U la température du, corps, limité pa r l a sur-
face (S).

On aura ^KAn-
K étant le coefficient de conductibilité; et la condi t ion !

. ^1 4-AU:=o sur (S), ,

h étant une constante positive, proportionnelle au'pouvoir émissif.
U est une fonction de t, x, y et s qui doit se réduire à une fonction
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donnée/pour t = o
Ut^Q =f à l'intérieur de (S).

Posons
U == AV^,

A étant une constante arbitraire, V étant une fonct ion ne dépendant
que de x, y , s; /c étant un nombre positif.

Il viendra
AV -4" —• V == o à l'intérieur de (S),ji.

^-..t-AV^o sur (S).
on

Supposons qu^il existe une i n f i n i t é de nombres posit ifs

"15 ^î? * • • ? ' t / ' » • • •

et de fonct ions correspondantes

V,, V,, ..., V//, ...,

vérifiant les équations

(28) AV^+A',,V^==o à l ' intérieur de (S) (/r=i,2,,3, . . . )

jointes aux conditions

(29) ^.^AV^o sur (S) (n=i, 2,3, ...).

,La série
U=^A.V^s

A/, (n = i, 2, 3, . . .) étant des constantes arbitraires, représentera la
solution du problème, si nous choisissons les constantes A^ de façon
que l'on ait

V A,,V,, ==/ à l'intérieur de (S).

C'est la méthode connue de Fourier. ! 1"
Pour résoudre le problème, il est nécessaire d'abord de démontrer

Ànn.Èc. Norm^ (3), XïK» — 3vw ïQoa. wo
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l'existence des fonctions V ^ ( / 2 = = ï , 2, . . .), satisfaisant aux condi-
tions (28), (29), et puis la possibilité du développement d'une fonc-
tion donnée en série procédant suivant les fonctions V/,.

Nous traiterons ces deux problèmes importants dans les numéros
suivants.

13. Proposons-nous de déterminer une fonction v satisfaisant aux
conditions
(3o) Ap -4- ÀT-4-./"==:o à l'intérieur de (S),

à^i , / o \(3i) ^f+^=o sur (S),— + hv == o sur ( b ),

en entendant par/une fonction de x, y, z , con t inue et admettant les
dérivées du premier ordre à l ' intérieur de (S), par le un paramètre
positif.

Cherchons ^ sous la forme de la série

( 82 ) v = ^o -+- A<^ -î- kï ^2 ̂ .. . 4" k11' v^ " + " < . . *

Nous trouverons les équations suivantes :
Apo4-/=== o ! à l'intérieur de (S),

^^Apo==o sur (S),

A<^-4- Vn-\ ̂  o à l'iotérieur de ( S ),

^+A^==o sur (S).

La détermination de ^ (À=O, ï , 2, . * .) est précisément le pro-
blème qui a été traité dans les numéros précédents.

En s'appuyant sur le théorème du n° il, on trouve

(33) ,^==<4-"AV,,, ,^==^^^, .

A^ -h ^n-i ̂  o à l'intérieur de (S),

(34) ^»hC,,^o sur (S) ( / z = o , T , 2 , .,.),

(35) J<^=o,
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où l'on a posé
fvn^d-C

(36) Cn=—^—— ( 1 ) .

Quant à V^, c'est un potentiel de la simple couche satisfaisant à la
condition

(3,) ^_^-<^-.,^.

14. Considérons les séries suivantes :
S == (•< -4- lîW\ •+-...+ ̂  (< -+-. . .,

Ï = Vo + /cVi +.. .-^ ̂ V,, +....

La série (32) converge en même temps que S et T.
Il ne reste qu'à déterminer les conditions de convergence absolue

et uni forme de ces dernières séries.
Commençons par l'étude de la série T.
Elle convergera absolument et uniformément dans le domaine (D),

limité par (S), s'il en est de même de la série •
«) -4- k(u\ ) + k^u\) -h...+ /^(O +...,

ce qui résulte immédiatement de l'inégalité

|AVJ<04)
[voir rinégalité (^4)]-

Posons

( 38 ) u\ ̂  — f ̂  ck "4- ?4 + A,, == U/, ̂  < ̂  A,,,47Tj r

A^ étant une constante que nous choisirons de sorte que

(39) f(U^-U'^An)€Ù=0,

pour que la condition (35) soit satisfaite.

(1 ) Nous supposons que
C-l=/.
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Les équations (34) donnent
A^4==o à l 'intérieur de (S).

(4°) S^^-^0 s u r ( s )-

La méthode de Robin nous donne u^ sous la forme du potentiel de
la simple couche

(4.) <=^/ l[-(^+C.)4-p-+P^^...+PW4-...]^s

^(s^ 1 , 2 , . . . ) étant des fonctions définies par les relations (5)
du Chapitre I, si l'on y fait

•r (àvni -4 r \f=-[^+^y
De l'équation (3()) on tire

|AJ<( u",) 4"(U,),
ou ___^

|A, , |<(a;)4-K\//^i^
puisque
(4^) {Vn}<K^J\^clr,

K étant un nombre ne dépendant que do (S).
On trouve alors, en tenant compte de (38),

(4.3) 1 < \ < a \W 4- K'\(7^^j.

15. Cela posé, considérons la fonction
(44) (^=U,,+/4.

<7est une fonction harmonique à ^extérieur de (S), s^annulant a
FinfinL

En appliquant la formule connue de Green, on trouve

^=^ _ C^^ d^ - f^ 1 d3 •^ l'exténeur de (S).lt 4^ J r^ (\it J ()n r

Or, en vertu de (4o),

^ ̂  ̂  + àu^ ̂ àv^ -^ ̂  ̂ - C - (^ - ô^.
an ! 1 1 an an , an , ! fJ/i "" 1<J/1 \ JA d .̂ /
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car les dérivées du premier ordre du potentiel newtonien U^ restent
continues dans l'espace tout entier.

En remarquant que u^ est une fonction harmonique à l'intérieur et
à l'extérieur de (S), continue dans l'espace tout entier, on trouve

/// - JL n^ ̂  ̂ A ï ^
'"""" ̂ J \àn on 7 7

11 en résulte que

, ï C^'n COSO , Cn F ï 7 // ^ ï » . . ï / r . sï.ï4 ==— y- f —w——- <;/.ç+ " f - ds-\- u^ a 1 extérieur de (S),
L\ -K J r6 4 TT j r

c'est-à-dire, en vertu de (44)»

^ r / '(ï-»'coscp , C^ /'* ï , , ,, , . » / c ? vgj ^:,_ — f __^,X <;& ̂  ̂  ^. cis à l'exieneur de (S).
4'7T J /•" 47? J r

Supposons que le point ̂ y, z tend vers un point de (S) et passons
à la l imite.

Il viendra, après un calcul simple,
ii _ n !ï /*o/,,cos9 ï r/^cosc? ,^ c/^ r f , .. . f^\tt.. ï—, u/» '""!"' "•'"—" f '——~«"~~— ,̂ç —(— — ï •——_——— ^s ï •"-- .̂s. oUï ^o j .fi 2TrJ /•2 î iTrJ r2 271 J r ' '

II s'ensuit que
i"-.K,-,;/————*+K./f,.;„,/,, !< /̂̂ '̂VJÏ;7,,

K étant un nombre ne dépendant que de (S).
D'autre part, nous avons déjà trouvé (voir n° 6 du Chapitre 1}

L^^^^ds<^^^^
27TJ /

On a donc

( 45 ) ( u, ) < N i/y \^ ch -4- M \/f^-i€^

où N et M sont deô nombres ne dépendant que de (S).

t6. Appliquons maintenant le lemme fondamental, ment ionné
plus haut (twrn° 5 du. Chapitre I), à là fonction harmonique •u^
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On aura

f^<'[fW-WM
Or u\ est un potentiel de la simple couche de masse totale nulle.
On a donc, d'après le théorème fondamental du n° 18 du Chapitre

précédent, _

/2fê)-<^J/2(S)-
Par conséquent,

/——Q/(^)'".'.
Q étant un nombre ne dépendant que de (S).

D'autre part, il est aisé de constater, en tenant compte de (4<>)»
que

(^)--<K/,,_,̂ ,./̂ ,̂

K et L étant des nombres de la même nature que Q.
Cette inégalité nous apprend que

/C^)^»/-^
c'est-à-dire

fi^cU<^f\^ch.

En comparant cette inégalité aux inégalités (43) et (45), on trouve

W<^\/ f^dr,

Q étant un nombre positif ne dépendant que de (S),

17. Cette inégalité montre que le rayon de convergence absolue et
uniforme de la série T est au moins égal à

lîn.Yiillllil. "."^"^^S" 9
n-»^W,,+t
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où l'on a posé
W,=J\^A.

Il est presque évident qu'il en est de même du rayon de conver-
gence de la série S et, par suite, de celui de la série (32).

On a donc

(4.6) p^lirn-^,
^-/W^H

p étant le rayon de convergence absolue et uniforme de la série (32).

18. Cela posé, considérons la série
| ç'o 1 -+- ^ ' 2 1 ^ 1 +. . • 4- A''27'' | ^îii \ "+• " k h *

II est évident que p ne peut pas surpasser le rayon de convergence
de cette dernière série et, à plus forte raison, celui de la série
(4.7) ^^Â•2^+..^^2 r t(^^. . . .

Posons maintenant
W',/̂ ,= j ^.<'/,^/T.

On sait que
•w _ wT T //(, f), —" Y Y //; | s, n — ,ç ,

^ étant un nombre entier quelconque plus petit que n.
On a donc

(48) W^,o-=r^rfr==W^

si l'on pose
m == o, n == 2 À', s == A\

Multipl ions la série (47) par ̂  ̂ r et intégrons, en étendant l'inté-
gration au domaine (D) tout ent ier ; il viendra, en vertu de (48),

W,-h /^Wi ̂ ... + A^W^h.. /.
Le rayon de convergence de cette série est au plus égal à

lim^.
«=«V/W/,,H

II en est de même de p.
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On a donc _
p<nm^
' " /——^/W^

Cette inégalité et l 'inégalité (.46) démontrent le théorème suivant :

THÉORÈME. •— La fonction v satisfaisant aux conditions (3o) et (3i),
considérée comme/onction du paramètre 7c, se développe en série procé-
dant suivant les puissances entières de /c, pourvu gué

(49) ^<lim-^
^^^y^n+i

19. Je dis maintenant que la série (32) satisfait aux condit ions (3o)
et(3ï) .

On peut écrire
^=s"hAr\

d'où
AP="::AS,

puisque T est harmonique à l ' intérieur de (S), ce qui résulte immé-
diatement des recherches précédentes. Posons

(5o) <=^4-A^+ (^.^ ~T- ^ri ^~ /,

^=(.J,^hî<-
Nous aurons

Considérons les séries

Si =: Uo + k Ui -r ̂  U^ +. - -\- f^ V,
82== ̂  ̂  ^ '̂̂  + ki ̂ Ï + - • - "̂  kiï ^"n, + - - -

Les recherches précédentes mo'ntrent qu'on peut poser

S == Si 4-S^

et que la série Sg converge absolument1 et uniformément dans (D),
pourvu que Je satisfasse à l'inégalité (48).

Il s'ensuit que S^ est harmonique à l'intérieur de (S).
On a donc

AS = ASp ,
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Formons maintenant les séries suivantes :
( 5 1 ) s "r"Â' w + > "+ À^ w-h" " (etc•î par ^pp0111 à^ -3)»

^Uo , ^Oi , ^U,,.̂ o + /. ̂ ^ +.. . -4- ̂  -^- +... (etc., par rapport ci r, s).

Il est évident que ces séries convergent dans (D) en même temps
que la série (32).

Il en résulte que
ASi = AIT, 4- Â'AU^- ... -4- A^AU/, 4".. ̂  "- / - AT,

d'où
A^ -.j- /h? ̂ /•= o à l^inlérieur de (S),

puisque
AS^=Ac.

20, Démontrons enf in que la fonctions satisfait à l acond i t ion (3ô).
Les équat ions (4'r) ^-t (5o) donnent

n Ï /'̂ /;. r^^j ^-^
où l'on a posé

a,= (A,, 4- C.,)p - (^ ̂  C.) + p^ + p^- +... + p^' +...,

p étant la densité d 'une couche électrique en équil ibre sur (S)(n°5).
Il est aisé de voir que ^voir l 'inégalité (^7) du n0 H]

\ff,ï. | <Q(^.-i)»

Q étant un nombre ne dépendant que de (S).
11 en résulte que laverie

(5'2) Gr= o"(,4- Â'0-i-h. . .+ A'^'o"/^-. . .

converge absolument et uni formément sur (S), pourvu que A satis-
fasse à l 'inégalité (49)*

On peut écrire, par conséquent, ! , , ! ' ! ^ ! ! , ! ,

S,^^ f^d^ . ; 1 1 1 , ! , ^a7rj r ^ . , . !

d'où l'on t ire> en tenant compte de la convergence uniforme de la
Anift. Éc. N'o'rM., (3 ) ,XIX. — JunAET 1902. • 3l
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série (Ss),

^ _ JL f^°^^+^v^^ —2^ f^+ ̂ V
an 2TrJ r2 ^ ^ ^ \ <^ 7

puisque, en vertu de (5o) et (4°)»

^^-o^) 8"•• (s)•
D'autre part, il est évident que la fonc t ion S^ admet la dérivée

normale^ sur (S), qui se représentera sous la forme de la série

î̂ l7' — V I''^{^rtl
an w ^à ^)n '

ce qui découle immédiatement de la convergence u n i f o r m e des sé-
ries (5:i) sur (S).

On a donc("> t-^^^—s*-'- »"••<"'•
Considérons maintenant la fonction

T = V, + A- V, 4- ̂  Va -h... 4" ^l 'V'n + - . . .

On sait que (n° 7) ĵ'̂ -
^ étant une fonction satisfaisant à l ' inégali té

|^]<Q(^-.i)

[voir n° It, l 'inégalité (26)].
On en conclut que la, série

. p. == y.Q + /cp,i + * . . "4- /.<n [î.n •+-. . .

converge absolument et uniformément sur (S) pour les mêmes valeurs
de k que la série (3a).

On peut donc écrire
• , • T=- f^^ .! ! 2TcJ^ r f , ! ! ! !
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d'où
àTf î / a c o s ^ -—— =:= — — 8 '———J- ds -f- a
()n 9. TT J /•2 *

et, comme précédemment ,

^ = v /-àv^an ^ l ()n

De cette égalité on t i re , en s'appuyant sur (37),

11 ̂  = 2 ̂  < c / / - //l'- ) " 2 Âl// c/^ Â('

et f i n a l e m e n i , on t e n a n t compte de (53),

^^^+^^^A, ^(S).
<'//z ^/^ ()n '• '

C. 0. F. î).

21. Cela nous suff î t pour établ ir en toute rigueur; en employant
la méthode de M. H. Poincaré {Bendiconti di Palermo, ï8<)4) , le théo-
rème su ivant :

THÉORÈME. --- H existe, pour foule surface (S) salùfcdsant aux condi-
tions î0 , 2° et 3° du n0 ï de ce Chapitre, une fonction y, bien déterminée,
vérifiant F équation

A(..» 4» /,-(, ...[-y ;,:-::: o à t'intérieur de (S),

jointe à la condition

^+^=<> ^(S),

où k est un paramétre positif^ f est une fonction donnée, continue et
admettant les dérivées du premier• ordre à l'intérieur de fS), quelle que
soit la constante positive h.

Cette/onction ç, considérée comme/onction du paramètre /c, se repré-
sente sous la/orme de la. série

ç = VQ 4- Â-^ + A:-2 (^ 4-... +• ̂  t',, 4"... , ,

qui converge absolument et uni/ormément dans le domaine (î)), limité
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parÇS), pourvu que

\J /^ ./-/-<im> v " —-.
M - » / / '

VJ ( i - ̂
J?/2. généra/, ç est une fonction méromorphe en /c, n'ayant que des

pôles simples, réels et positifs^ se trowant tous parmi les nombres réels el
positifs, ne dépendant que de la surface (S),

Â'I , /tg, Â'3y . . . , /l'^, . * . ,

indéfiniment croissants avec l'indice n, de sorte yue

^>A/Â
A étant un nombre fixe.

De ce théorème on dédui ra aussi le théorème s u i v a n t :
TïïÉonÈME. — Toute surface (S) satisfaisant aux conditions du théo-

rème précédent donne lieu à une infinité de nombres positifs

"lî "2» "3? * • " y ^fîf * ' •

ne dépendant que de (S) et de fonctions correspondantes bien déter-
minées

Vi» V,, V,, .... ¥/„ ...

vérifiant les éffuations

AV^4- /•,,,V^=r" o à l'intérieur de (S) ( n == », 2, 3, .. .)

f ointes aux conditions

àV '
-^^.AV^o ^r(S) (^==ï^,3, ,..),

quelle que soit la constante posùiçe À*

22. Ces théorèmes ont été énoncés pour la première fois par M* 1 1 .
Pôincaré dans ^on Mémoire déjà cité Sur le$ équations delà Pflysique
mathém'atique (1). ^ . 1 1 -

^ (^.II. POINCABÉ, Sur les- équationi de la Physique mathérn calque (Rendiconti di Pa-
Terrno, 1894)*
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M. S. Zaremba, en 1899, a démontré les théorèmes dont il s'agit,
par une méthode différente de celle de M. Poinearé, pour toute sur-
face (S) satisfaisant à certaines cond i t ions assez générales ( i).

E n f i n , dans le n0 10 du Chapitre III de mon ".Mémoire : Les méthodea
générales, elc. ( 2 ) , j 'ai énoncé de nouveau les mêmes théorèmes, dont
la méthode de la démons t ra t ion , pour les surfaces admettant la
t ransformat ion de M. H. Poinearé, découle i m m é d i a t e m e n t de mes
recherches sur le problème de la d i s t r i b u t i o n de l 'électricité et le pro-
blème de Neumann, q u i fon t l 'objet de trois premiers Chapitres de
mon Mémoire cité.

Cette méthode, dont les p r inc ipes que j 'ai déjà indiqués dans une
courte Note : Le problème deff températures sUUionnaires (3) , tout a f a i t
d i f férente de celle de M'. S. Zaremba et exposée en dé t a i l dans ce
Chapi t re , nous a permis de s imp l i f i e r essent ie l lement les raison-
nements et d 'obteni r les résultats, plus généraux, ind iqués plus
hau t .

in. — Problème du développement d'une fonction donnée en série
procédant smvant les fonctions V//.

23. Les recherches de l ' a r t i c l e î de ce Chapi t re permettent de
démontrer en, ton te r i g u e u r l 'existence de certaines fonctions discon-
t inues, analogues à la fonc t ion de Green, d o n t l'usage sera très u t i l e
dans les recherches sur le développement d 'une fonction arbitraire
en série procédant su ivan t les fonc t ions V,,(/z = = 1 , 2 , ...).

Soient (,r, y, s) et (x^ y^ ,^o) deux po in t s du domaine (D), soit
r i e u r distance.

Désignons par J une (onct ion de x, y, ^ ; .^o,, jo, ^o qui , consi-

C ^ S . Z,uu<;AiiiA, Sur l'équation au^ déwéeff partielles A?^ •4-i;^ •+•/== o et sur te
jonctiofî^ /larmo/uqueff {j[nru(lev de t'École Normale, t. XVJy i38()).

(2) W1, STKKLOFI^ Lef! méthodes générales pour résoudre les problèmes fondamentaux
de la Phfdquft math êrnati que ( Amudes d'î la Faculté de Toulouse, ^ série, t. H, ï900^
p, y.5%). , 1 ' .

(•'}) W. STISKLOFP, Lti problème de^ températures s tatio/meures ( Comptes re/idf^',
i5 octobre K)OO)«
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dérée comme fonction des variables a-, j, z, satisfait aux cond i t i ons
suivantes :

Elle satisfait à l 'équation

AJ •== .. à rintérieur de (S) ,

1) étant le volume du domaine (D) ; elle reste f in ie et con t inue à
l ' intér ieur de (S) sauf pour

X zz: ,T(), y rrr y^, z rzr z^,

où J devient i n f i n i , de sorte que la différence

•s' _ _1_
4 7T /'

reste t inie et continue dans le voisinage du po in t x^, y ^ , ^^, s i tué à
l ' intérieur de (S); enf in , cette fonction sat isfa i t à la condi t ion

^=o sur(S) .
on. '

Posons
î ~ i r f^ . . 1
"-'^^iTJ T t-'tî!

eh l!
TCl:)J T =^ -p=

r^ (,r « .̂ )^h (J - Jo)2"^ (^ ~ ̂ o)2.

Nous aurons
A,l\=:o à l 'iniérieur de (S),

àîu i ai],-—==,--•— sur ( S ) *an S) an ' '
Posons ensuite

J^J,+^^.

Le problème se ramène à la détermination d'une fonc t ion L des
variables <r, y, 5; ̂  j(p ^, continue à l ' intérieur, de (S) et satisfai-
sant aux conditions

AJ2==o à l'intérieur de (S), !

Aïâf i cos'y 1 , x àVi r • ,cîx
^ ^ ^ ^ ^ B ^ ^ 7 sur^
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C'est le problème de Neumann qui,est possible, puisque

pds^o.

La méthode de Robin nous donnera .L.
Nous trouverons la fonct ion cherchée, en posant

, ,- i i r ch ,..,j =: jg •+• -—- — -—- I — 4- c
4 7T /• (\ TC I.) J /•

G étant une fonct ion arbi t ra i re des variables x^, yo, SQ, continue à
l ' in té r ieur de (S).

.En posant
., r f . / r^T\ ï fA i [\ ,L =:....—~ dr{ \ — — -—- f — — ^ / Jg dr,

^^i J \J f1 j 47T,Ï)J /• .DJ

nous ob t i endrons une (onction J sa t is fa isant , en outre, à la con-
d i t i o n

(54) hch^o,

I I est aisé de démontrer , par la méthode connue de Biemann, que
.1 esl ^yméirù/ue en ,r, y, ^ et x^, y ^ y s^.

Hemarquone enf in que pour tout point x, y , z, i n té r i eur à une
surface (S/), si tuée à l ' in tér ieur de (S),

(55) 1 1 fp^<Q/,

Q, étant un nombre f i n i et posi t i f ne dépendant que de (S/).
Nous pouvons donc énoncer le théorème s u i v a n t :

TniUmi^ME. — // exi^le, pour toute surface {^jouissant des propriétés
du n0 2 de ce Chapitre, une fonction J 1 , 1 bien déterminée et satisfciùant
ciiix conditions suivantes :

1 ! i 0 1 1 Elle dépend des variables x, y, z ; ̂  jo» ZQ et, considérée comme
fonction des variables x, y, s, redéfinie et continue à l'intérieur de (S),
^au/pour

^ A-==.ro, y-^yo? s'^r. s^ , 1 , 1 . , \
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où elle devient infinie, de sorte que la différence

J - —— [r^Çx - .ro)2-^ 0' -Jo)^- (^ - ̂ o)2 ]
4 TT /'

reste finie et continue dans le voisinage du point x^, jo, z^ ai tué à F inté-
rieur de(S).

2° Elle vérifie l'équation

AJ:= .-. à l'Intérieur de (S),

1) étant le volume du domaine (D) limité par• (S).

3° A7/<? satisfait aux conditions

^=o ^-(S),

./'•'S dr = o.

24. Démuni rons ma in t enan t l 'existence d 'une autre (onc t ion H
satisfaisant à la première des 'condi t ions définissant la fonc t ion J et
aux conditions suivantes; elle vérifie l 'équation

AIÏ = o à l'intérieur do (S),
àîif , ,ï / pi.J 4. ^ 1-1:^:0 sur (S),
on

h étant une constante posi t ive , d i f f é r en t e de zéro.
Posons

11=^+7—+H,,h [\r.r

G étant une constante indéterminée,
On trouve

AH^-^o à l ' in tér ieur de (S) ,
Wn î COSQ) hï^ ^ —_ ^ A U -}- .-„. + ^ ̂  o sur (S).
an (\'K r1 ^r,r " '

Supposons que Ic'point .r^ jo, ^(,.se trouve à l ' intér ieur de (S) et
chêrchons'H, sous la forme de la série , 1 : ! ! 1 1

II î ̂  (Y.'(, + lw\ + A2 «•'^ 4". » . "{- ^rt lï^i -h.. -.
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Nous Iroiiverons
A ( ï 'o "= o a F i n t é r î e u r de ( S ),

^-.^-^ -t8'-

Le problème sera possible si nous posons
CS -: x

ou , ce qui revient au même,

1/^=0.

La méthode de Robin nous d o n n e r a ̂  sous la fo rme su ivan te :

w\ é t an t le po ten t ie l île la s imple couche de masse to ta le n u l l e ,
(;(, é t a n t u n e f o n c t i o n arbi t ra i re des variables ;z'o, r^, ^o.

Pour la d é t e r m i n a t i o n de (T^ , nous aurons les é q u a t i o n s s u i v a n t e s :
An'i "= o ;» l ' i n té r i eur (le ( ? ),

L 1' ...^ n. i.., . .'-....-. =::„ c) sur (S).
on (\^r

I.e n rob l éme sera possible si nous chois issons Co, de sorte que

,,,, r „ f r^i ^ ^ j ^ ^ ^ ^ j ^::::.o.

l.a d é t e r m i n a t i o n de toutes les autres fonc t ions ( -^(^==2, 3, ...)
se ramène à l ' in tégrat ion des équat ions tout à f a i t ident iques à. celles
du n° 13.

Les ra i sonnements y adoptés démontreront sans peine l 'existence
de la f o n c t i o n Hi et, par sui te , celle de la fonct ion cherchée H.

La fonction îi e^l symétrique en x, y, z et x^, jo, ̂ .
Pour tout pointer, ^ i n t é r i e u r à une surface (S/) s i tuée à l ' inté-

r i e u r d e ( S ) , o n a

(56) ' AP^T <<,)/,

Q^ é t an t ' un nombre ne dépendant q u e de (S,).1 '
,1/existence de H étant établie, on trouve, en s 'appuyant sur le

Ann, È€. Norm^ (3) , XÏX. — J(:ILLÎ.;T K)O->. ^ ,
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théorème de Green,

( 37 ) V/,, -=- I.n f IIV^ ck' à ri niéri eur de ( S ).

Le théorème suivant est donc démontré :

TnÉonÈMR. — II existe, pour toute surface (S) satisfaùant aux condi-
tions du ri0 2 de ce Chapitre, une fonction H bien déterminée et satisfaisant
(lux conditions suivantes :

i ° Elle dépend des variables .r, y, ̂  ; ̂ i, y,,, ^o <?/ reste finie et continue
à l'intérieur de (S), sauf pour

x =•- .r^,, y =r_r(,, î? =^ ^n,

ou elle devient infinie, de s or le ( j u e la différence

n... j.
f\r.r

reste finie et continue dans le voisi/ïage du point ,T'(,, y^, ^o situé à !' inté-
rieur de(S).

a0 Elle vérifie l'équation

Ail :r: o à l/intérieur île (S)* .

3° Elle scttisfclit à la condition

^+ h ll^o ^(S),

À c7^/2^ une constante positiçe différente de zéro.

25. Passons m a i n t e n a n t , au problème de développement : d 'une fonc-
tion donnée en série procédant suivant les fonc t ions V//^ === :ï., 2, *. .) .

Nous appliquerons la même méthode q u e fa i déjà eu l 'occasion
d'appliquer dans le cas particulier de h = ce (1 ).

Je me permettrai de ne pas ent rer w dé t a i l , en renvoyant pour la
démonstration déta i l lée à mon Mémoire cité.

.Il est aisé de démontrer d'abord le thé o rem e s u i v a n t ;

0) W. STEKLOPF, Sur les foru^iaitK /tannoitiqfie^ de M. H. Paincarô ( Â t W f t I e s ( ( i 1 la
Faculté de Toitlowe, ^ série, t. Il, K)OO, p . y^-^o'el ^--'Joï).
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THÉORÈME. — Si la fonction f satisfait à la condition

p"V^/T:=0,

le poini
k = ̂

est un point simple clé la fonction ç satisfaisant aux conditions (3o)
et (31) de r article précédent.

I l résulte de là que la fonction v est holomorphe en k, pourvu que

^^i,

si la/onction f scitisfait aux conditions

ffV, dr = o, p-V, dr = o, ..., //V/, fh == <„>.

On a donc, d'itprès le llléoreine du n0 18,

i.".^.>^,,.
" ^ "V "» ! 1

<1 'ou, en T'citianjuarit (JIK'

^/w; „ v/\v; , \/w'; , ^ \/w,T:, ^^F^''7w« •'••-7w; --•-vwr'"-"
on lire l ' inégal i té suivanie :

J ] ' j - d -
/ ^û \ V »/ ^ /.(.>S) _-^_-^,,,

Or /s^^^^v^^-/^^,
d^où

(./>*) < [/l;(̂ )'<'- /•.A'^l [./'2(ë)'"- '•./•-î ̂ -
D'antre part,

^^^^''f^^^^j'f'1^]'^
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ce qui nous donne

^ __.^"''_ _ - ^._ï T^'s^"-"^"' V^'
d'où, en ve r tu de (58),

(5^) ; , < __„.
S A / , ( . . I

26. Posons ma in tenan t
/'

(60) /^^A.V.-hR^

où
A.-^/y^/r.

R^ est une fonc t ion continue admettant les dérivées du premier
ordre à l ' in tér ieur de (S) et sat isfaisant aux c o n d i t i o n s

f R/,Vi ck = o, / Î^Va dr =1 o, . . . » / U,,\'^ d-: :-. o.

Cherchons la fonct ion w sa t is fa isant aux conditions

A< v -~\- k\v 4- Bp ̂  o à F i n t é r i e u r de (S),
^(T'/.; 1 4,,- hw:=:: o sur (S).
an.

Désignons par S^ et T^ ce que deviennent S et T, q u a n d on y
remplace/par B^,. , '

On trouve, en tenant compte de (^f)),'

(60 ^ <^-,
, . i y, A^..î

quel que soit le nombre p .
Supposons, pour plus de simplicité, que !

^ . ^ iN^ch-^-ï , ( / tr":ï , 3, . ..). ^
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On tire a i sément de (60)

/s ̂ d-+ ̂  ̂  -î  ̂ + T.+ h ̂
,ç == 1

I I en résul te que l'expression pos i t ive
T,,+/^

est une fonction décroissante de l ' indice p .
D'autre part, l ' i néga l i t é ( 6 i ) donne

_S__^__.
t;,-h/<S/, ^ /̂ .H

De cette inégali té on, tire, en tenant compte de ce qui précède,

( 6a ) l im S/, — lirn fï^ (h = o.
f) ;;-; » p •;••-•.• CO J

On trouve a ins i l 'égalité su ivan te
w

(63) p^r^A,;2

.¥:=!

qui aura l ieu, quelle que soit la 'fonction/, c o n t i n u e avec ses dérivées
da premier ordre à l ' in té r ieur de (S).

Soit cp 'une aut re fonction satisfaisant à une seule condi t ion

f^ch<(},

Q étant un, nombre assignable.
On démontrera aisément l'égalité suivante, en tenant compte

de (Ga),

(64) f\f€lr =^ A,B,, B,== fyV,JT.
1 .y sa 1

Nous avons supposé que/* admette les dérivées du premier ordre à
l ' intérieur de (I)), mais cette dernière restriction n'a rien d'essentiel.

Les égalités (63) et (64) auront lieu, quelle que soitia fonction/^
continue à l 'intérieur de (S). , ,
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Pour le démontrer , il suffit d'employer le théorème su ivan t :

On peut toujours construire u/îe suite de quantités positiçes, données à

l'avance,
£ j , £ ̂ , . . . , c. , . , ' • > * • ' ?

formant une série convergente, et déterminer une suite de polynômes

en x, y,-s,
i.') î> p1. •i, .1. a y " ! • ? * A" f • • • i

tels qu on au
\ PJ < ̂  {^^ ' 7 '^ • • • ) .

/^P. da^(\}},
y ^. î

fa ^^SPy étant convergente ahsohirnent cl i rni formé'ment à I , ' i n f é -

rieur ^(S)(1).

En ra isonnant ensuite de la rriéme man iè re que dans le n0 11, de

( t ) M. E. Picard ( Traité à'Âtud.fSQ) l< I, p* ^(»*î) ii'a déin.oiifcré (;o llicoroino (JIK' ditiis lo
cas (le doux vûriablos ,r, j', mais on peut rét.cîuiro an cas dû plusieurs varîî ibIcSï on em-
ployant au lion do l'inlégrale de Poisson, l'inLô^rdIo |)lus ^(moralo

--kp^-
ch olani/ l'cicment superficiel do la splïère (o") dans l'espaco dô p dimonsions, %S ciaMi
l'aire dô la surface (CT) , 0 la dislance de (ÎG au point inlôriôur à (Q')) /' la distance de ce
point du ceniro do ( o").

La fonction V se développe à Tiniémur de (a1) en séno absolunient et nniibrmémont
convergento

ï ^ i /^/•-r^^ y , / » • " ) - / ;—9, .
Y =; Tg 2^ •••11•'"JIII,7^•^1'••11111-•11- /•^^•(^OBY ) ̂ ,

où Y désigne l'angle que font/* et le rayon do (cr) passanL par < ,̂ ^/^( 'COSY) déBigne la
somme de produits des polynômes do Legendre (iont la sorruno d'indices est égale à /•
{voir RIQIJIEÏI, ExicftKioH à l 'ïijper espace de Ut méthode do M\ Cari "Neu'nUM'ri, etc.
Paris; ïW). 1 1 : 1

En appliquant à eettô séria la méthode de M. E. Picard modifiée convenablemônt,, nous
démontrerons le théorème dont il s'agit, quel que soit le nonibro do variables*
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mon Mémoire Sur les fonctions harmoniques de M, H. Poincaré, p. 285;,
nous établ i rons en toute r igueur les théorèmes suivants :

TIÏÉOKÈME L — Si/est une fonction satisfaisant à une seule condition
d'être continue à l'intérieur d'une surface (S), jouissant des propriétés

du n° 2 de ce Chapitre, l'intégrale fjf^ck peut se représenter sous fa
forme de la série suivante :

f/^^^AI, \^Çf\,d^

THÉO'HÉME II. — Si/est une fonction continue à F intérieur de (S},
o est une autre ^ fonction quelconque satisfaisant à une séide condition

J^A<O,
Q étant un nombre s assignable ^ F intégrale f /ç d^ -peut se représenter
sou^' la/orme de la série absolument convergente :

^/?^r-:^A.I;î^ B^^VV^.
, f . . : . i

11 est i n u t i l e de reproduire la démonstration, déta i l lée qu'on peu t
trouver d a n s mon Mémoire cité plus haut (p. 284 et 285).

27 ' . Soit/ u n e fonc t ion con t inue à r intérieurde(S), ainsi , que ses
dérivées de deux premiers ordres? et satisfaisant à la condi t ion

^^hf-.o sur (S).

I... expression
:./-+- AlA/W

représente une f o n c t i o n c o n t i n u e à l ' intérieur de (S).
Appl iquons à u le théorème 1 du numéro précédent,
On trouve

f'^d-^Aj,
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ou l'on a posé
A,==r f/V,A 4- fv/ ft-IA/W) r/r.

«./ »./ \ u /

Moyennant le théorème de Green et l 'équation (57), on trouve
aisément

f\^( Çn^f'clAch^^ //V^T,

ce qui nous donne
As-= o (A* m, ?,, .. .),

c'est-à-dire

(65) //^/-r-fHA/^/r^-o.

Appl iquons m a i n t e n a n t le théorème II du numéro précédent à l ' in-
tégrale'

AiA/^,

ce qui est possible, pourvu que le po in t ,r^r, s soit a l ' i n t é r i e u r
de (S), en vertu de (56).

On aura
• 00

yHA/W=^B,(:,,
S =• 1

où l'on a posé

B,=y^A/'W, C^AiV^::: ̂  (,::r::.:î, , , . . . .) .
Mais

^V,A/W=~^A,,

Par conséquent
t»

yiïA/'^=::-^A,V,,
^,^'î

c'est-à-dire, en vertu de (65),,
w

/==^A,V,.
, , . , 1 f = I
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Le théorème suivant est donc démontré :

THÉORÈME. — Toute fonction /, continue avec ses dérivées de deux
premiers ordres à F intérieur de la surf ace (S) satisfaisant aux conditions
du n° 2 de ce Chapitre, et vérifiant l'équation

^+V=<> ^r(S),

peut se développer en la série suivante ;
ao

/^A.V.,

absolument convergente à l'intérieur de (S).

Le problème du refroidissement d'un corps solide homogène est
a ins i résolu.

iy, — Remarque sur le problème du mouvement vibratoire
d'une masse gazeuse renfermée dans un vase solide.

28. Ce problème s'énonce comme il suit :

Trouver une fonction <& (^potentiel des vitesses) des variables t, oc, y,
vérifiant l'équation •^-^
a étant une constante réelle, jointe aux conditions

à^i / „.1—— =;o sur (b),
un

<!>=:/ pour t^o,

fêlant une/onction donnée.

Le problème se ramène, comme on sait, à la démonstration des deux
théorèmes suivants :

THÉORÈME L — Toute surface (S) satisfaisant aux conditions du n9 2
33Afin. Éc, Norm^ (3), XIX* — Jm.LUiT 1902.
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^ c<? Chapitre donne lieu à une infinité de nombres positifs
)*1, ^2? • * • ? ^? • " •

ne dépendant que de (S), et défendions correspondantes
(Ji,lL, . . . ,U. , . . . .

vérifiant les équations
( 66 ) A U,. 4- .̂ç Vs = o a l'intérieur de ( S ),

^j (,-=!, 2, , . .)

(67) ^=o ^r(&)

THÉORÈME II. — Toute fonction donnée f, continue avec ses dérivées
de deux premiers ordres et satisfaisant à la condition

à fi i c.-A^o sur (b),
()fï'

peut se développera F intérieur de ( y ) en série absolument convergente de
la forme suivante :

m

/=^ /7rfT-+-^A,,U,, A,.-y/U,^.
4? •=: 1

Ici nous avons 'un cas particulier do, problème général considéré
plus haut.

Il est évident que la même méthode, modifiée un peu, s 'applique
immédiatement au problème dont il s'agît.

.Cherchons une fonction, v satisfaisant aux condi t ions
^ .+. i^, -4-y1:::" o à l ' intérieur de (S)y

ÔVi .^>— =: o sur (b).an
Cette fôaction, considérée comme fonction du paramètre k^ est u n e

fonction méromorphe en7^, n'ayant que des pôles simples, réels et
positifs

/4, Àg, • . * y AA<, . * . ,

dont les résidus correspondants représentent les fonctions1

, ! ! IL ( .^==( , 2 , , . . , ) ,

vérifiant les équations (66)" et (67).
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Chacune des fonctions V,{s === i, 2, ...) peut se représenter sous la
forme suivante :

U^== pU; ch' à rintérieur de (S),

,1 étant la fonction discontinue dont nous avons démontré l'existence
dans le n° 23 de l'article précédent.

En raisonnant ensuite comme dans les n08 25, 26, 27, nous établi-
rons aisément les, propositions suivantes :

1. Si/est une fonction continue avec ses dérivées de deux premiers
ordres à l'intérieur de (S) et satisfaisant à la condition

^-o ,.</•( S),

on a
/4" (' ̂ fdr^: C=- - ffdr à l'intérieur de {S).

IL Toute fonction fy continue avec ses dérivées de deux premiers
ordres à l'intérieur de (S), donne lieu à l'égalité suivante :

oo

J/^T= ̂  Çffd.r)+^ A.2, A,=J/U,rfT.
,-? = 1

1 1 1 . Si o est une autre fonctioji, assujettie à une seule condition

f^dr < Q,

Q étant un nombre assignable, on a

f/y d- = jj ffdr^ dr ̂  AJ^ 15,=^ c?U,A.
^=1

De ces propositions nous tirerons, de la même manière que précé-
demment (n° 27)y le théorème II. (A suivre.)


