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SUR LES

PROBLEMES FONDAMENTAUX

PHYSIQUE MATHEMATIQUE ©,
Parn M. W. STEKLOFF.

s P O e

CHAPITRE I.

EXISTENCE DES FONCTIONS FONDAMENTALES DE M. II. POINCARK.
PROBLEME DE LA DISTRIBUTION DE L’ELECTRICITE.
PROBLEME IIYDRODYNAMIQUE. PROBLEMES DE DIRICHLET ET DE GAUSS.

1. Soit (S) une surface fermée ayant les propri¢tés suivantes :

10 En toul point de (8) il existe un plan tangent déterming.

2° Awtour de chaque point p de (S) on peut décrire une sphere de
rayon D, asses petit mais déterminé, de telle fagon qi’une paralléle a la
normale & (S) en p ne puisse rencontrer (S), a Uiniéricur de la sphere,
qu’en un seul point.

3° L'angle atgu 3, que font les normales @ (S), en deux points p et p'
de (8), satsfait a la condition

Z < ar?,

a et 0“1 étant des nombres ne dépendant pas du choix des pointsp el p’,
r élant la distance pp'. :

(13 Ce Mémoire a 616 recu le 16 aott 1901, (Note de la Rédaction.)
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Pour o =1 cetle derniere condition coincide avec la condition 3°de
mon Mémoire Les mcthodes générales pour résoudre les problemes fon-
damentauzx de la Physique mathématique (*).

Désignons par / une fonction des coordonnées rectangulaires a,
¥, 5, continue sur (S); par 7 la distance du point a, ¥, = au point
variable p'(%, 1, {) de (8); par ds I'élément superficiel de (8), et
posons

dm ) r

I'intégrale étant étendue i toute la surface ().
Désignons par 2 la direction de la normale extéricure a (S).
Les conditions 19, 2° et 3° ¢tant remplics, la fonction Vde a, y, 5
satisfait, comme on sait, aux conditions suivantes :
Elle est continue dans 'espace toul entier.
Ses dérivées par rapport 4 2, v, s restent continues a Pintéricur of
aPextéricur de (8).
Les produits
ry, Y, gV, ¥
de’ dy Js
restent finis lorsque la distance R da pointa, y, = a origine de coor-
données tend vers oo
La fonction Vadmet les dérivées normales

oV, oJV., IV
on’ on’ on
sur (S) satisfaisanl aux équalions

_(_)_X_['___()\« +/

dr " on 2
N 0V _J
on Jn
AN ms,z
(1) gw ~-~‘// T dls.

(1) W. Stexrory, Les methodes génerales, ete. ( Annales de la Faculté des Sciences de
Toulouse, »" sbrie, L. 11, 1900, p. 208).
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. OV .. , .
Nous entendons par i la limite vers laquelle tend expression

av. ) ov ov ~
(2) P cos(n, x) -+ oy cos(n, y) + -{Eu)s(n, 3)

quand le point a, ¥, = tend vers un point p de (S) en restant sur la
N X JdV, .o . .
normale 2 Uintérieur de (S); par =5 lalimite de la méme expression
quand le point a, y, = tend vers p en restant sur 2 i Uextérieur de (S).
av . . . .

Doy cdbderion Javalenr ’ Sorale 3 P R
Par o= nous désignons lavaleur de'intégrale (x) pourle point p(x, v,5)
de (8).

Dans I'équation (1), ¢ désigne Pangle que fait la droite p'p avee la
normale 7 4 (8) en p.

La fonction V satisfait & Péquation de Laplace

PV rV otV
o gy T gm mAV =Y

alintérieur et a lextérieur de (8).
2. Proposons-nous de résoudre Ie probléme suivant :

Trouver un potentiel de la simple couche répanduc sur (S) et satis-
Jaisant & la condition

/;
(3) oV Ve e 0, 9N _ 2f sur (8),

A Clant un paramétre.
Posons
(/l ) V = Vl = -/ Vz -+ 7-2V:;—}“. e 7~I‘4V/.-+1 e

Nous aurons, en vertu de (3),

(5) Vo — 'f/;ds, Vs /i)-YL’ - ds.

PY: am an
En partant du probléme énoncé, jai introduit ces fonctions
Vi (h=1,92,...)

pour la premivre fois dans ma Note Sur le probléme de la distribution
Ann. Fie, Norm., (3), XIX. — MAI 1go2. 2
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de Uélectricité, etc. (') et puis dans mon Mémoire déja cité, ou jai
démontré le théoreme suivant :

La série ({) converge absolument et uniformeément sur (S), pourvu
I 5 : y

que | 1| soit plus petit gu’'un nombre positif &y, plus grand que Uunite,

st la_fonction [ satisfait a la condition

(6) ‘/:fcls =o.

Jai établi, en effet, I'inégalité suivante
[ Vi < Cok,

ol1 C est une constante positive, s est un nombre plus petit que P'unité,
ne dépendant que de (8).

De cette inégalité, on tire immédiatement le théoréme énonce.

'y ai réussi sous la supposition que la surface (S) admette la
transformation de M. Il. Poincaré (Acta mathematica, . XX, 1896),
mais j'ai énoncé en méme (emps Chypothese que le théoréme doit étre
vrai indépendamment de cetle transformation, ce qui a ¢1é vérifié ré-
cemment par M. S. Zaremba dans Paddition & son Mémoire Sur
léquation de Laplace, ete. (*).

Je me permets de reproduire ici ma démonstration, en m’appuyant
sur une inégalité ¢lablie par M. S. Zaremba dans son Mémoire déja
cité.

Mon analyse, basée sur les mémes principes que celle de M. S.
Zaremba, nous permet de simplifier un peu les raisonnements et de
nous débarrasser du théoreme fondamental de M. IL. Poincaré que jai
pris pour point de départ dans mes recherches antéricures.

3. Je rappellerai d’abord quelques résultats, obtenus autrefois dans
mon Mémoire déja cilé, qui nous seront nécessaires pour ce qui va
suivre. Désignons par dz I'élément de volume du domaine (D) limité

(1) W. Srekvorr, Le probléme de la distribution de 'électricité et le probléme de
Neumann ( Comptes rendus, 13 déecmbre 18g7).

(%) 5. ZanenBA, Sur la théoric de I'dquation de Laplace et les méthodes de Neumann
et de Robin (Bulletin de I’ dcadémic des Sciences de Cracovie, 1901).
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par (8), par dz I'¢lément du domaine (D) extéricur & (S), et

posons
— ()VA ? - d‘ v ()\ Yln

"—‘./\Z < 0r> d‘: /11 71-—/2 ()J l’f,

Al ’ 4 ()Vm ()Vn ,
[Z ( > dz ’ Jm n=— /2 ()7‘ ()l

V. étant des fonctions définies par les relations (5).

Le théoreme du numéro précédent sera démontré en toute rigueur,
comme je 'ai prouvé autrefois, si nous démontrons la proposition
suivante :

Le rapport
Rl 20]

s 14 (h =1, 9, "f)

est plus petit qu’un nombre o positif, plus petit que ’unité, ne dépendant
que de (S), pourvu que [ satisfasse & la condition (6).
Toul se raméne, par conséquent, & la démonstration de Pinégalité

,/51"f T

+1 / ) /]
R l

quel que soit U'indice £, indépendamment de la transformation de M. 1.
Poincare.

4. Rappelons maintenant quelques propriétés du rapport consi-
déré.
Les égalités (6) donnent

()VM ()V/.,, —_— <()V/,__1 N 4 ()V/ -1, ,.> (ﬂ —. 3 . )

on Ton

on an

(7)

Appliquons 4 Uintégrale Ji,, + 15, la transformation de Green.
Nous trouverons, en nous appuyant sur 'équation (7),

3 \
Tepr == ]/41*“/2‘()'Vk' dzl/;z dr - f 19“'/‘& i)" 24,

(1) Foir mon Mémoire : Les méthodes générales, etc., p. 228.
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d’ol, en tenant compte de 'inégalité de Schwarz,

ot 'on a posé, pour plus de simplicité,
We=J,+ 1, (h=1,0,3, ...).
D’autre part, M. 1. Poincaré a démontré que

Wi
W, -

Nous avons donc les inégalités suivantes :

w, W, W,
(8) \A‘;‘;(\—\.._;/\“‘/\ _-\V;:_ LU | ( ).

5. Considérons maintenant les valeurs des fonctions Vy (A==1,2,...)
sur (S).

En appliquant & V, le lemme fondamental, démontré” dans mon
Mémoire cité (p. 217, 218), on obtient I'inégalité suivante

(0) /vz.(/s<tw,,. ety 2,3, 0.0,

{ étant unc constante positive ne dépendant que de (8).
Quant aux valeurs de deux fonctions conséeutives Vi et Vi sur (8),
elles sont lides par les relations suivantes :

} 1 : COSw
10) V= e Vo ae ~els
( k 0T f Je==1 72 »

ol » désigne I'angle que fait la droite dirigée du point p(x, y, s
de (S) vers le point variable p'(&, =, €) de (S), avee la normale n
a (8) en p'. Je renverrai pour la démonstration & mon Mémoire

cité (p. 228).

6. Envisageons un cylindre de révolution (C), dont I'axe est dirigé

(1) H. PorNcarg, La méthode de Neumann et le probléme de Dirichlet ( dcta mathe-
matica, t. XX, 1896 ). !
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suivant la normale » & (S) au point p de (S). Soit R le rayon de ce
eylindre.

Désignons par (o) la portion de (S) découpée par (C) au voisinage
du point p, par (S,) la portion qui reste. Soient ds I'élément super-
ficiel de (@), ds, I'élément superticiel de (S,).

Prenons la normale 2 en p pour axe des € et introduisons les coor-
données polaires g et ¢ ayant pour pole le point p.

En choisissant convenablement la longueur R, nous obtiendrons
les inégalités suivantes, établies par M. A. Liapounoff’ dans son Mé-
moire Sur certaines questions, etc. (') :

]1(~osgo|/p

-‘-Iil

()?; “ Vie | .
’<\/M°“r) lil<a+lp“

d’ou Ion tire immédiatement

2T < Npz-t

l cosy

N é¢tant un nombre positif ne dépendant que de (8).
Cette inégalité nous apprend que
o ]

/If:‘.;lf ds <BR* (%),

B étant un nombre fixe ne dépendant que de (8).
On en déduit aisément

(rr1) I/V,‘“,fi)-tﬁrl

olt (Vy—,) désigne le maximum de module de V,_, sur (S).
D’autre part,

(12) '/V,L,_,msqarls,,

< B(Vi-)R%

\/l/‘.q/u)5 kd ds, < —l%\/];

(Y) A. LiarouNore, Sur certaines questions qui se rattachent aw probléme de Diricllet
(Journal de Mathématiques, n° 3, 1898).
(2) Puisque ds < 2p dp de.
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o= f V2 ds,

S désigne laire de la surface (S) tout entitre.
De I'équation (10), au moyen des inégalités (r1) et (12), on tire
I'inégalité suivante

oul’on a posé

(V) < %\/i}: + BR*(V,_,),

ou, en tenant compte de (9),
(13) (Vi) <AYW i+ BR*(V,y),

A et B étant des constantes ne dépendant que de (S).
7. Désignons par /la limite du rapport
7

pour £ ==, et choisissons la longucur R, qu’on peul prendre aussi
petite que Pon veut, de facon que 'on ait

(14) BR* < }

Désignons maintenant par p le module de & et posons
vr=(V,) (h==1, 2,3, ...).

Les inégalités (13) (pour £ =2, 3, ...) nous donneront

Dt A Y pE YW - BR%e 4+ BR#p Dt

k=2 k=2 fe
ou
(15) (1— Bnm)z pr=to,<< A z pE= Wl BR%e,.
k== k=2

[l est évident [indgalité (r4) ] que
1—BR*p. >0

pour toutes les valeurs de . plus petites que /.
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L’inégalité (15) nous apprend, par conséquent, que le rayon ¢ de
convergence de la série

(16) T e L e N R o VX AR S
est au moins égal & celui de la série
VW g VW 2 YW, o Wi+ .,
¢'est-i-dire
(17) pal.

D’autre part, il est aisé de prouver que p ne peut pas surpasser
rayon de convergence de la série

—

(&

T A e A P R e T
et @ fortiori le rayon de convergence de la série
( IR) \/‘l ’[" 7\""V{, "'{“ 7\"Vﬂ“+" e ‘l“" 7.2(,“‘—1’\/2/;“!"‘ e

En effet, en tenant compte de I'égalité (7), on trouve

()ng ()vgc o L)V&H’..i 47Vs+2‘c .
f "M’(“;m“ “‘;}‘}7) = [ VM-S( on T om )"*’

d’olr, en posant

s=Fh —1,

on tire
" IVei OV,
(”.)) ‘/V 29k ('("();i—’t e La‘%) ds == W/M I

Multiplions la série (18) par
<,‘2Y2;5 — ﬁ’.YL) ds

Jdn on
et intégrons en étendant 'intégration i toute la surface (S).
On a, en vertu de (19),
WQ - “2W3'+' [J-" W4+ e [an(/’lni)W/v_F’ -+

Le rayon de convergence de cette série est au plus égal &

s/“,/"' =,

lim —foes

s oo fet 1
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Il en est de méme du rayon de convergence de la série (18), ela
plus forte raison de ¢.
On a done

p-l

Cette inégalité et Pégalité (17) montrent que
o=1
On obtient ainst le théoreme suivant :
Tutorene. — La série
(20) VA WV =22V, e e DAV e

converge absolument et uniformément sur (S) pour toutes les valeurs de
dont le module est plus pelil que Uunite, quelle que soit la fonction [,
continue sur (S), st la surface (S) satisfadd awx conddions 1°, 2° el 3"
dun 1.

Il est ais¢ de démontrer que la série (20) se représente sous la
forme d’un potentiel de la simple couche, pourvu que

P ] =N,

N étant un nombre fixe plus petit que Punité; mais peu importe.

8. Considérons maintenant un cas particulicr en faisant, dans la
condition 3°, 2 =1 el employons quelques résultats obtenus par
M. S. Zaremba dans son Mémoire cilé : Sur la théorie de Uéquation de
Laplace, ctc.

Considérons I'intégrale

-
W z= i /_/ f~~f~ ds,

w étant un nombre positif quelconque.

La fonction W, définie par celte intégrale, a les proprié¢lés sui-
vantles :

Elle reste continue dans Uespace tout entier.

Ses dérivées par rapport & &, y, s restent continues i extéricur et
a lintérieur de (S).
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La fonction W s’annule & Uinfini comme un potentiel de la simple
couche et satisfait & I'équation
AW — p*W =0 '
a Pintérieur et & Uextéricur de (S) et i Ia condition

oW, . oW, L
on ~ dn =/ sur(s).

Désignons par /; le maximum de module de /'sur (S).
On a, comme I'a montré M. S. Zaremba ('),

A
lwl <’II./07

P ')4/\ . ()‘V(,‘ 1 )
“on T3/

e = Jos

()\Vi . _l_ /,

Ton o

a2 A
< _I:_‘/.m

A étant un nombre fixe ne dépendant que de (S).

Prenons pour o un nombre positif plus grand que 2 A.

Nous pouvons énoncer les théoremes suivants, établis par M. S.
Zaremba (*) : '

Tutorime 1. — 1 existe une fonction s, continue dans [’ espace loul
entier, ayant les deripées normales sur (S), s'annulant a Uinfini ainsi
que sur la surface donnce (8) et vérfiant [ équation

Ay — i =2V =0
[ [

& Uintéricur et c Uexiéricur de (S), pourva que (S) satisfasse aux: con-
ditions 1°, 2° et 3° (pour o= 1) et que le nombre . soit plus grand
g’ un nombre fixe (., plus grand que 2 A.

Tusonime 1. — S la surface (S) et le nombre . satisfont auz condi-
tions du théoréme précédent, il existe une fonction w,, conlinue dans
Uespace tout entier, ayant les dérivées normales sur (S) et satisfaisant
aux conditions suwantes :

Awwy — p2wy =20

(1) B. Laneyss, Swr 'cquation aur dérivées particlles Au~-Eu -+ [ = o (dnnales de
U'Ieole Normale, t. XVI, 1889, p. 431).
(2) 8. Zanumsa, Sur la théorie de Uéquation de Laplace, ete. (Bulletin de U dcadémic
des Sciencees de Cracovie, 19o1).
Ann. Ee. Norm., (3), XI1X. — Jun rgoz. 26
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a Uintérieur el & I’ extérieur de (S),
v = sur (8).

Nous entendons ici par V le potentiel

— f_/-—a’s
J, —-/-Z (d‘?— dr + p? /VH'%([T,

Posons ensuite

O\ 2 .
J, :f <)-1) dt’ - /w';’(lr’.
Tnionine 1. -—— Le rapport - salisfait aux conditions suivanies :
Pl J §

. 2 A . 2 A
7 Jy P

(21) aA U 2A’
1 4 - 1- -
[J. [J.

quelle que soit la fonction [dans Uexpression V.
Quant aux intégrales J, et V', elles satisfont aux égalités

e J et g2 -
(22) j.],m.l b prl - R,

.111 = J - (J.”l’ — R,
ot l'on a posc

1= f Vede, I /'vwz-’,
_ oV N[OV
L P
. o\ 2
TR e
__.fz (0‘?) dr! - [ﬂfcv’clz'.

Nous supposons, sans doute, que la fonction /'soit choisie de fagon
que l'intégrale I’ ait un sens bien déterminé.
Il est presque évident que

(23) R < p2l, R/ << p2Y.
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Il est inutile de reproduire ici la démonstration des propositions

énoncées, quli se trouve dans le Mémoire de M. S. Zaremba cité plus
haut (*).

9. Supposons que / dépende linéairement de p constantes arbi-
traires e, (s =1, 2, ..., p),

f::alfi"l— az‘/'?»f—-..."i' “p_f[n

Js(s=1,2,...,p)étantdes fonctions quelconques, continues sur (S).
D’aprés le théoreme connu de M. H. Poincaré (*), on peut toujours
choisir les o, de facon que I'on ait
| B

, S

(24) i<,

B étant un nombre fixe, L, étant un nombre positif ne dépendant que
de (S) et de p et indétiniment croissant avec p.

Il est aisé de voir, d’autre part, qu’en choisissant convenablement
le nombre p on peut disposer les o, de telle maniére que 'inégalité
I’ B

2". — .1: .

(29) J L,

soit satisfaite en méme temps que Uinégalité (24).
Remarquons qu’on peut prendre pour L, e nombre suivant :

e

(25,) L, == Np?,

N étant une constante positive ne dépendant que de (S).
Ces conditions ¢tant remplies, on tire de (22)

/ 2B
e (BB s,
' ( Lp 1
’ 2“ ’ -
Iy < (\“4‘ Pt,,) J, )=

(1) S. Zankmsa, Sur la théoric de Udquation de Laplace, ete. (Bulletin de I’ dcadémie
des Scicnces de Cracovie, 1901).

(2) 1L PoINcARE, Sur les éyuctions différenticlles de la Physique mathiématique (Rendi-
conti del Circolo di Palermo, 1894).
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On trouve donc, en vertu de (2r1),

J<ml, J<ml,
ot 'on a posé

2

(B T
’”w("*‘ "1:;,) A
2

Il est évident qu'en choisissant Ie nombre p assez grand, on peut
faire la différence (m — 1) aussi petite qu’on veut; pour cela, il sulfit
de poser, par exemple,

pr=yL,.

En d’autres termes, en chotsissant convenablement p et ., nous pou-
vons prendre le nombre

ausst petit qu’on veul.
On peut done énoncer le théoréme suivant:

Tugorime. — Soit 'V un potentiel de la simple couche, dont la densité
dépend lindairement de p constantes arbitraires o.(s = 1,2, ..., p).
On pewt toujours disposer les o, de fagon que Uon ail

i

'

- o <M
mo Ty T

o m est un nombre positif ne dependant que de p et de (S), qu’on pewt
prendre, par le choix convenable du nombre p, aussi voisin de ['unité
que [on veut.

10. Reprenons maintenant les fonctions V, définies par les rela-
tions (5) (n°2) et posons, pour plus de simplicité,

Prenons en outre dans V,, au lieu de /; la fonction suivante :

J1= S opr dapy o g,
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a, étant des constantes arbitraires, et formons la suite des fonctions
Vilk=12,3,...).

Tous les V. seront les fonctions linéaires de p constantes o,.

Il en est de méme de la fonction

U=aVi+ Vi,
ol « et B sont les autres constantes arbitraires.
D’apreés le théoreme du numéro précédent, on peut choisir le
nombre p et disposer ensuite les constantes ; de telle maniére que U'on
ait

X J
. 12
(26) ol | <m,

quelles que soient les constantes a ot .
Icei, nous entendons par J et J’ les intégrales suivantes :

O/ OUN? . oU\2
J [2-‘(1)?) dr, .l’...f2<(-)~.;> dr'.

Mais on sait que les inégalités (26) entrainent Pinégalité suivante :

Wi 11— m\* R
—tl e (el ) g
W - m

(voir mon Mémoire cité, p. 229 et 230).
On peut done choisir la fonction f dans V, de facon que le rapport
Wit
W,
soit plus petit qu'un nombre ¢*, donné d’avance.

On peut de méme choisir /de facon que 'on ait

yy__ffl.ﬁ < .
W/u»l 1

Mais celte inégalité entraine 'inégalité

W/' 1

e (/'z_
k

On en conclut que la fonction f peut étre choisie de fagon que
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I'on ait
\Vﬁ VV:; _ VV/.'-H

.\\71 < W—; < . < '—“,;— <.. .<‘(]'

[voir les inégalités (8)].
Pour cela, il suffit de poser
f=caofot+ o fi+cofotn. 4 cp/ps

Si(s=o0,1,2,...)étantdes fonctions quelconques, continues sur (3),
us(s =o0,1, 2, ...) étant des facteurs réels indéterminés, et d’assu-
jettir les «; & véritier un certain nombre d’¢quations linéaires ct
homogenes.

On obtient ainsi le théoreme suivant :

TutoriME. — Sout
S =0 fo-t-ay [t ooty fp

la densité du potentiel de la simple couche

{ T
Vo -271_'/_/,‘5[.5.

On peut chotsir le nombre p et disposer ensudte les constantes
as(§==0, 1,2,...)

en les assujettissant « veryfier un certain nombre d’équations lindaires et
homogénes, de telle manicre que le rapport

W,
Sy

soit plus petit gu’ un nombre g* lque voisin de z¢, 2 s01l §*
01t plus petit qu’un nombre ¢*, quelque voisin de séro que soil ¢*.

L1. Soit fune fonction quelconque, continue sur (S).
Formons la suite de fonctions

I S | [ 4 I
Voo : - ds V= - ey - s,
1 27, S5 g am ) PEt

Posons ensuite :
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N |

et formons la suite de fonctions

' T 1’ P . I ' 1
‘ V1:“;j7;ff1;d& ‘ZZ*;E{/PZ--I;G'S,
en posant :
£ on

Désignons par Wi (k=1, 2, 3, ...) les intégrales W, (voir n° 4)
correspondant aux fonctions V).

D’apres le théoreme du numéro précédent, on peut choisir les o, de
facon que I'on ait
Iim }1\;@1 < q%

o W)

Cette inégalité étant établie, nous obtiendrons, en employant les
raisonnements de mon Mémoire Les méthodes générales, ete., 1'iné-
galilé suivante :

(27) | Vi | = Gk,

G ¢tant un nombre fixe, v élant un nombre plus petit que 'unité ne
dépendant que de (8).

D'autre part, il est évident qu’on peut choisir les a, de telle facon
que les conditions du théoreme précédent soient satisfaites en méme

temps que la suivante :
f/l le‘)' = 0.

Cetle condition ¢tant remplie, nous trouverons, comme dans mon
Mémoire cité (p. 235-239),

(28) okl < kat,
k étant un nombre fixe,
—
Quant & 7, on peut poser
T==2 f/-
En remarquant que
T < T,

on peut éerire, au licu de (27),

[ Vi | < Co*.
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Cette inégalité montre que la série
(29) Vi 4+ 2V, 22V MV

converge absolument et uniformément sur (S), pourvu que
3 a < -
(30) A<z

Elle représente un potentiel de la simple couche, dont la densité

est égale &
Si 2 R = Mo

car cette série converge absolument et uniformément sur (S), pourvu
que | ] satisfasse & la condition (30), ce qui résulte immédiatement
de PPinégalité (28).

La série (29) représente, par conséquent, une fonction V/, harmo-
nique & Uintérieur et & Pextérieur de (S), satisfaisant & la condition
aVy oV, N av’

R Y e sur (8).

Y Al
(51) an on T on

12. Il est aisé de voir que

Viezmog Vo= o Up - ap Uy - L1y, u,,
ol 'on a posé

U=V, -+%aVy o MY open sz -}(V — Vi),
Up==Vy 0V, b MV e )l (U, Vi),

- . 1
Up= Vo0V ppa oo o M=V e = ) (Upeg— Vp=1).

En appliquant la méthode connue de M. H. Poincaré (hendiconti
del Circolo di Palermo, 1 894), on trouve

V::»l-j,

ot P est un potenticl de la simple couche se représentant sous la
forme de la série absolument ct uniformément convergente

Po- 2P 4=22Py 4. oo - WP .. .,
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pourvu que
A<
[+2

D est un polynome entier en A a coefficients constants.
La fonction P satisfait i la condition

P, oP, Japr :
" on _—2).-(-)7:——2‘/'0 sur (S).

On voit donc que la fonction V, considérée comme fonction du
paramétre 2, est une fonction méromorphe, n’ayant que des poles
simples, réels et positifs

by Dy ey oy
M>Dgy 2>Dgy eeey M> i,

Remarquons encore que le plus petit de ces pdles N, est égal & Uunité,
ce qui résulte immédiatement du théoreme du n° 7.

13. Désignons maintenant par V,(k=1, 2, 3, ...) les résidus de la
[a]
fonction V correspondant aux poles A (=1, 2, 3, ...).
A
Il est évident que ces résidus sont les fonctions harmoniques 3
Pintérieur et & I'extéricur de (S) se représentant sous la forme des
potenticls de la simple couche et satisfaisant aux conditions suivantes :

(32) Vi OV =2k AL =— <()V“ -+ [)V"""> sur (S),

on.. aon on on an
ou
AN AR
_..(—)_;lff == d/t( (/(: I, 2, 3, ),
ol l'on a posé
= M
i 7./‘.—-]— I

En résumé, nous pouvons énoncer le théoreme suivant :

Tukorine. — Pour toute surface (S) satisfaisant auzx conditions 1°,
2%et 3° (s¢ l'on y fait a =1), Ul existe une infinite de nombres positifs

}‘lzrf 7\2?:}'!, )‘3?:)‘2) LR 7\/:;’7\/:‘-“

Ann. Fe. Norm., (3), XIX. — Jumy 1902, 27
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et de fonctions correspondantes
Vh \727 Vs, L] X7/.‘1

ayant les proprieles d’un potentiel de la simple couche el satisfaisant aux
conditions

V‘i \ruc
Q})",—;:_:—[J'/‘%lf sur (S) (k=r1,2,3,...)
ou
o M1
Pe= D1

Les nombres N, ne dépendent que de (S); quant aux nombres 1y, ils
satisfont a l'inégalite

pour toules les valeurs de k a partir de k = 2, elc.

Le nombre ., est égal & séro; la fonction correspondante V, = const.
a Uintérieur de (S) et représente un potentiel de la simple couche, repan-
due sur (S), sans action sur un point intéricur @ (S).

Il en résulte que Vi (k =1, 2, 3,...) sont les fonctions fondamen-
tales de M. I. Poincaré, dont lexistence est donc démontrée pour toule
surface (S), satisfaisant seulement aux trots conditions gencérales 1°, 2°
et 3° (pour o.=1).

Ce théoréme et la méthode de la démonstration que je viens
d’exposer m’ont été connus depuis longtemps, mais dans la suppo-
sition que la surface (S) admette la transformation de M. H. Poincaré;
ils résultent immédiatement de mes recherches antéricures sur les
problémes fondamentaux de la Physique mathématique (*), comme
je I'ai déja signalé dans mon Ouvrage Les méthodes générales pour
résoudre les problémes fondamentaux de la Physique mathématigue,
paru récemment en russe (Edition de la Société Mathématique de
Kharkow, 1gor).

(1) W. StugLorr, Sur les problémes fondamnentaux de la Physique mathématique
(Comptes rendus, 6 mars 189q). — Les méthodes générales pour résoudre, ete. ( Annales
de la Faculté des Sciences de Toulouse, o° séric, t. I, 1900).
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Mais ¢’est M. S. Zaremba qui a démontré le premier le théoreme
dont il s’agit, sans employer aucune transformation.

Mon analyse, exposée dans ce Chapitre, differe un peu de celle de
M. S. Zaremba, comme I'on peut conclure de sa petite Communi-
cation dans I'addition & son Mémoire Sur la Théorie de I’équation de
Laplace, elc.

14. De ce qui précede, nous tirerons quelques conséquences im-
portantes que j'indiquerai tout de suite.

Multiplions I’équation ( 32) par Vds et intégrons en étendantinté-
gration & la surface (S) tout enticre.

On obtient aisément, comme dans mon Mémoire Sur les fonctions
harmonigues de M. II. Poincare (') [ en tenant compte de (31)],

ho— D OV '
D (1 -+ hg) ‘/l on ds -——‘—ffV/,(l.s.

Supposons que A tende vers A, et passons & la limite. On aura

s / \'P 5)-\{!‘——' ds == — / :/' V,.ds,

on

£ ¢tant un nombre fixe, différent de zéro.
Cette égalité nous donne immédiatement le théoréme suivant :

Tutorine. — Sila fonction [satisfait a la condition
/ SV ds = o,

le point 'k =k sera un point simple de la fonction NV, meromorphe en 1,
définie par les conditions suivantes :

AV =o a Uintéricur et a Uextérieur de (),

JdV, 0V, 1A%

ot e el 9 d— — 2 f sur (S

on on on J (5),
(S) étant une surface satisfaisant aux conditions 1°, 2° et 3° (pour o =1)
dun®1.

() W. Srekvory, Sur les fonctions harmoniques, cte. (Annales de la Faculté des
Sciences de Toulouse, 2° série, t. 11, 1900).
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Nous pourrions déduire de ce théoréme quelques conséquences
intéressantes, analogues & celles que j’ai indiquées, il y a un an, pour
les fonctions harmoniques de M. H. Poincaré, dans mon Mémoire déja

cité; mais nous n’insisterons pas sur ce point.
Nous indiquerons seulement la conséquence suivante :
Appliquons le théoréme précédent au cas de £ =r1. Nous Lirerons

la proposition suivante :
Si la fonction fsatisfait & la condition

ffcls:o,

le point A, =1 est un point simple de la fonction V; en d’autres
termes, la série
Vi AV, =RV =MV -,

V; étant des fonctions définies par les relations (5) du n® 2, converge
absolument et uniformeément sur (S), pourvu que

l)\l<)&2>f.

On a donc, en tenant compte du théoréme du n° 7,

VW
lim ==t =2, >,
k=w \/W/:»H !
ou, en vertu de (8) (n° 4),
WL-H/ 7 —
W, =92 = p<lT,

quel que soit 'indice £.
On peut donc énoncer le théoréme suivant :

Tutorime. — Sila fonction [ dans |'expression
1 [
V=— — [ f-ds
2T ’/ r “
satisfait a la condition

(33) ffcls:o,
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le rapport
Wit
Wi

est plus petit qu’un nombre . inférieur a [ unite.

15. Cela nous suffit pour établir les théoremes plus généraux que
ceux que j'ai démontrés, il y aun an, dans mon Mémoire Les meéthodes
générales, elc.

La démonstration restera la méme; il est inutile de la reproduire
de nouveau.

Voici I’énoncé de ces théorémes :

Tutorine [. — La méthode connue de M. Robin résout le probléme de
la distribution de Uélectricité pour toute surface (S) satisfaisant aux
conditions 1°, 2° et 3° (st l'on y fait « =1).

Il existe donc une fonction g, représentant la densité d’une couche
superficielle sans action sur un point intérieur & (S), qu'on peut
définir par la série suivante :

p=J4(pr—=po) = (pa—p1) +- A (p—pr—1) =,

ol /est une fonction quelconque, assujettie & une seule condition

ffds =a,

a étant un nombre positif donné & 'avance, p4(£ =1, 2,3, ...) sont
des fonctions définies par les relations
1 COSt. .
p/‘.'::;—ﬁ P/c—1“*,’;é“£d.s‘ (k=r1,2,3,...).

Tutorime II. — Les méthodes de C. Neumann et de G. Robin pour
résoudre le probléme hydrodynamigque s appliguent a toute surface (S)
salisfaisant aux conditions du théoréme précédent, quelle que soit la
Jonction continue [ a laguelle doit se réduire sur (S) la deripée normale
de la fonction harmonique cherchée.

Considérons la méthode de M. Robin.
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Formons le potentiel de la simple couche

V= ;T—cf(f—l—epl—k-s“pﬂ—}—...—%— vpr+. . .)-:-.d.‘;,

H

ol e==1.
Posons ¢ =1 et supposons que / satisfasse & la condition

ffd.s‘::o.

Nous obtiendrons une fonction

Viz o= [(S+pur e pant ) S s,

harmonique & Uwntérieur (et a Uextérieur) de (S) et satisfaisant a la
condition

vy,
-——()‘,*;“l‘"- ::f sur (S).
Posons ensuite e = — 1. Nous obtiendrons une fonction

Vy=— ;%r—f[f-—-pl—i-pz—«. (= 0)epp-. L] ;-.cls,

harmonique a [’extérieur (el a l'intéricur) de (S) et satisfaisant & la

condition

OV
-dﬂ —-/—P’

quelle que soit la fonction [, continue sur (S).
Il résulte de la que la fonction

U=V,— P,

P=ﬁj€mo)

représente une fonction harmonique & I extérieur de (S), satisfaisant &
la condition

ou

()0[,11” =/ sur(S).

(1) p désigne la densité d’une couche superficielle sans action sur un point intérieur.
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16. Tutorime II. — La methode de la moyenne arithmétique de
C. Neumann pour résoudre le probléme de Dirichlet s applique & toute
surface (S) satisfaisant aux conditions 1°, 2° et 3° (pour o =1) du
n° 1, si la fonction donnée f, a laguelle doit se réduire sur (S) la
Jonction harmonique cherchée, satisfait a une telle condition que le
potentiel de la double couche

fcoscp
=on ds

admette les dérivées normales sur (S) (').

Cette dernitére condition sera remplie, par exemple, sila fonction £,
continue sur (S), satisfait & I'inégalité de M. A. Liapounoff :

f (S —Jo) do < Bp>**t,

/o désignant la valeur de /au point quelconque p de (S), Bet « 1
étant des nombres positifs ne dépendant pas de la position du pointp
sur (S), p et o étant les coordonnées polaires ayant pour I'axe de = la
normale » & (S) en p et pour pole le point p.
Posons
OW,; _ 0Wy,

IJ::: -

on T on

et formons la suite des fonctions

Vi=— —I—-fLuI'd,s', Vi=-— —fm 1“19
()Vk

pr== /Pﬂ« cls, Pu== =

Soit ¢’ une fonction quelconque vérifiant I'équation de M. Robin :

(34) fpcos¢(ls.
Posons
Jre'ds
- /'p’d.s'

(1) M. Liapounoff a démontré récemment quo cette dernitre restriction n'a rien d’es-
sentiel ; il suffit que f soit continue sur (8). Poir A. LispouNorr, Sur le principe Jor-
damental de la methode de Neumann dans le probléme de Dirichlet (Communications de
la Société mathématique de Kharkow, o¢ série, t. VII).
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Choisissons maintenant une autre fonction p, vérifiant la méme
équation (34) jointe & la condition

.Lffi ds =—C,
2T r

et formons le potentiel de la simple couche

1
sz-l'r_rt/‘(‘o.*_L%_Pr% R R Y .);—_ds.

La fonction V ainsi obtenue résout le probléme de Gauss.
Nous pouvons énoncer le théoreme suivant :

Taeowrime 1V. — Si la surface (S) et la fonction donnée [ satisfont aux
conditions du théoréme 111, on peut trouper une fonction harmonique V
se représentant sous la forme du potentiel de la simple couche

1
V= i&f(()’*}‘[.‘—l—[)y*l“[)b-l-..-*I‘P-gl."l—-..);dS

et se rédwisant a [ sur (S).

Dans ce cas, les dérivées normales de la fonction V, harmonique &
Iintérieur et & extérieur de (S) et se réduisant & /sur (S), se repré-
sentent sous la forme des séries suivantes :

A% .

S =L —pp— (=0
A
—(-)-;;fz—zp—-L—-—-pl——pzw...——p,,-—....

17. Voici quelques conséquences du théoreme énoncé.

TutoritMe V. — La fonction de Green, que nous designerons par G,
existe pour toule surface (S) satisfaisant aux conditions 1°, 2° et 3°
(pour o =1), et admet les dérivées normales réguliéres sur (S).

Tutorime VI. — La solution du probléme de Dirichlet peut étre pre-

sentée sous la _forme suivante :

vV — /()G

/ ;-)-;Z ClS(i)

. oG \ . o
(1) 5 représente Ja dérivée de G suivant la normale intérieure 4 (S) dans le cas du

probléme intérieur et la dérivée de G suivant la normale extérieure & (S), quand il s’agit
du probléme extérieur de Dirichlet.
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pour toute surface (S) ayant les propriétés énoncées dans le théoréme
précédent, si la fonction [ est continue sur (S).

La démounstration découle de la formuale connue de Green (*).

18. Remarquons enfin que le théoréme fondamental de M. H. Poin-
caré¢ découle presque immeédiatement du théoréme du ne 4.
In Pappliquant au cas de £ =1, on trouve

Nous supposons, sans doute, que la fonction f, dans 'expression

, | o
Voe— ?&ﬁ,/'/F(/"’

satisfait & la condition (33).
Or, en vertu de (7),
.. 411'2"1"11/172.".7,.‘#',1"“"'111,
d’olt
(B =< (D=3 (Ja-+=05).
Par conséquent,
Wy N0 =1
(= ()

NN , \‘/1 - ‘-’,1'1" '1 /x A= 1
oll 'on a posé
fe= N = o,
J, 7
On a done
[k —1] -
L1 <\/(
ou
J —m
ho= 5 < s ==
LTS
Nous trouverons de méme
J,
J <M.
v

(L) Puir A. Liavousorr, Sur ceriaines questions, cte. (Sfournal de Mathématiques,

n’ g, 1898, p. 308).
Ann. Fe, Norm., (3), XIX. — Jox 1goa. ’ 28
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Lo théordmoe suivant estdone démontre :

Tutorine, — 8¢ ke densitd [od wne porontiel N ode laosimple cotche

([‘/'r/.s' =m0,

ENTEARYS
S0
\1( aV )""(/7,

/ s\ ()1

satisfact a la condition

le rapport

r“’u; .. P < e i \ I e
Ve finte el wne linyte G féreenre © S dife-
1y 22 ' a2

o wne limile suscricure
rente de zéro, e dipendant que de (), pouarca que beosurface (S)
selisfusse awx condddons 10y 2" el Cpowrwov ) dent 1
Cest Te théoreme de 3o Poineare que jai appele antrelois
thioréme fondamental (voir mon Mémotre Les mecthiodes ocncrales, cle.,
il
P2t

it 5 04

CIAPITRE 11,

PROBLEMES FONDAMENTAUN DE LA THEORIE DE LA CHALEUR
LT DE DACOoUusTIOUI.

I. — Probiéme dus tempérainres staticunaives.

Lo Appliquons maintenonl les vesultats du Chapitee proeddent o L
solution de divers problimes de L Plovsique mathomatigue qui se
ratlachent au probleme hydrodviimique Cproblime de Newmann g,

Considérons d'abord fe problewe fondamental de Lo theorio anady-

tgque de Tachalenr, problime des températures sGitionnaires qui

sénonee comme il suil

Trouser une fonctivi ¢ d=i coordonndes rectangulaires vy v, @, continue
avec ses devicdes de deva premiers ordres o Uintérienr de la surfuce
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donnée (N) el sulisfaisant aux conditions

(1) Ap o =0 a lintéricur de (3),
o vy
(q) ! -} /“‘ O Sur (h),

dn s

o élant une fonction donnce continue el admeltant les dericées prenaéres
al‘wtcricur de (5), b dlant vne constante positive différente de zcro.

2. Supposons que (8) satisfasse aux conditions 17, 2 ¢t 3¢ du n” |
du Chapitee précedent et considérons le cas particulier de o = 1.

e peut exister qu'one seule fonction ¢, définie par Tes condi-
tions (1) et (2), ee qui résulte immédiatement de la proposition
cvidente qu'il ne peut pas exister une fonction U différente de zéra of
salisfaisant Lo fots aux conditions suivantes :

AU o o Pintéyicur de (8),
all;

Jn AU o s (s (Lo o).

SNupposons d'abord que o satisfait i egalite
(4)

Proposons-nous de déterminer ¢ par la série suivante :
Oy e Sy e B e e

ok w0, 1, o, oo cantdes tonetions de e, v, =,
On tronye, en tenant compte de (1) el (:z), les (\«|Uuliuns sutvanfes:

Avy e a b Vintériear de (8,
(’” | '}VUI .

sur (%);
( o ( )

Avg o lintérienr de (8)

(‘"’) ! I}&'/J .
4

|
, dn T S (T ] s

La méthode de Robin permet decaleuler successivement ¢y, vy,

Puv s
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Posons, en effet,

P
[ t‘:}—i—- u, ("“ o ,L [J oz,
amw,;r

On (rouve
Au=o0 alintérieur de (8),

du; vy 2
—_—— sur (S).
on dan :

C’est le probléme hydrodynamique qui est possible, car

O

U ds =0
/ dn ’
en vertu de (3).

La méthode de Robin nous donnera « sous la forme du potentiel de
la simple couche '

! : N
= — /(‘/'-erl—}‘p.,‘—ln...-y— PN'}"");‘.'/”'

Nous (rouverons ensuite ¢, e posant

I )
(==l / - dr - u = Gy,

.

(o ¢tant une constante arbitraire.
En choisissant G,y de telle sorte que

el
/(’(, ds == 0,

nous pourrons déterminer ¢,.
Nous trouverons

] " . 1 ,

O o '/(—— Pyt A g A ) , ds -1y,
C, étant une autre constante arbitraire, ¢ (s =1, 2, ...) élant des
fonctions définies successivement par les relations (5) du Chapitre
précédent, si Pon y fait

Sy,

En choisissant C, de facon que 'on ait

[V, ds == 0,

o

nous pourrons déterminer ¢,, et ainsi de suite.
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Nous aurons, en gém’;ral,

, r . . ) 1
vy = oo f(-— e+ p",l" -+ p-'._,/"«}— vee ok P-«'/') )= s,
27 ’

. ' ad
Chir T ey Gy

Crpy Glant une constante, définie par I'équation
/("/.~| v Cp)ds =o.

3. Cette équalion nous donre
!“/H r i < ("(/‘-H )r

(¢,.,) ¢tantle maximum de |¢) | |[sur (S).
On a donc

(6) Forpa ] <2006 )

Désignons par " le maximum de module de

P = gt g g P e sue (8).

IT est évident que
(7) | a2 Npd,
N é¢tant un nombre positif ne dépendant que de (S).

4. Rappelons de nouveau quelques résultats, établis dans mon
Mémoire Les méthodes génerales, ete., en employant les notations y

adoptées sans les expliquer de nouveau.
Comme ¢ satisfait & la condition

N
/"/.- ds == 0,

(8) o] < ket (s=1,0,...),

on a (Mémoire cité, p. 23¢)

k étant un nombre fini et positif, & savoir

e T (A 1= N |
b= =T [(A -+ A Ly ] = -0

ol A, A, sont des nombres ne dépendant que de (S).
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On voit done que la série 11, conserge absolument el wiformément
sur(S).
Designons par My Ie maximum de {o, [ sur (8).
On peut poser (Mémoire cité, p. 258)

, "o
L= (H,’,—z" , [->2, ne == A 4= Ay,
! /

z ¢tant une constante positive ne dépendant que de (%),

afey

() 70T - L
: gre(n— ot

Dans celte expression, &, et ¢ sont des nombres fixes ne tl('pvn-
dant pas de My, Go® représente La Himite supérienre de Pexpression

.

(Mémoire cité, p. 2573 el 234)

e \
(10) ght! \/I’%'(/(-—»»'I)‘J|n‘,." 4T,
J 32
1

ot les nombres N et wone dépendent pas de M.
Quanta T, P et Q, on peut les prosenter sous Ia forme suivante :

T=0M,, P=DbP, 08B0,

~

olt b, Py, Q) nedépendent que de (8),

“

Celte ¢galite donne

l;l'i/l [J::"./ 1’]/: //"‘v!/?‘.,

g élant un nombre ne dépendant pas de M,.
On peut done poser
Pe=DIMZ, Qo OV,

en désignant par el Q" les expressions P g/, Q¢
Lexpression (10) se representera sous la forme suivante :

M, o* "l \/l”“}“ (h—1)0" log \ 40,
[

ot ni 7, ni Pexpression entre crochets ne dépendent de M.
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IHoen resnlte gue Mon peut poser
i |
‘: e :,]'\]/’!

oy clant un nombre ne dépendunt que de (8).

bal

On adone, eu cgard i (g),
n== oMy,
g elant une constunte de Lo meme nature que g,.
Par conséquent,
Lo Ao,

ol
Lo o/ ‘i}A,

g ctantun nombree ne dépendant pas de M.

On peutremplacer Finegadite o8 ) par la suivante
(11) [o/ |-Zy Mo,
dot Pon tive timnddiatement

QMg

Oy ¢tant un nombre de Lowdme ntare que g,

o, Bevenons maintenant i Pincaalite (7).

On trouve, en tenant comple de Finegalite precedente,

[V T N,

Noetantan nombree positif ne dépendant pas de S, ot puis, en

) .
(IR EY NN

/
i) Poo e QB

i estun o bre de faomcme natore (ue N,
Goette tndgalite nows apprend que b série

sy T S /TANRS PR /A RTINS S B /Ly LY B

converge absolin ot el uniformcment swr (S, pouric que

(17 ) /.

o
[

[

veriu
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Soit ¢ la densité d'une couche superficielle, répandue sur (S), en
équilibre sur (8).

Choisissons g de facon que on ait

1 ‘P .
—_ Pas =1 sur (S).
am ) r
On peut écrire
1 b . i 1 ‘[J-/.'
5 (- 0 A= Cpp) = s = — = ls,
(13) et 1 1%7‘!,/({/' f AP)I. ’.471:,/ -

ot 'on a posé _
== p—+ Cpp.

Il est aisé de voir, en tenant compte de (11), que
(16) I [J./‘,l < (‘”“/,,

Q ¢tant un nombre ne dépendant que de (S).
Cette inégalité montre que la série

(r7) o= g b ey e A pg e b D gt
congerge absolument et uniformement sur (S) pour les mémes valeurs
de h que la série (13).
G. Il résulte de ce que nous avons dit que la série
(18) A e e N L = S

représente une fonction harmonique a Pintéricur de (8).

Mais cela ne nous suftit pas; il faut encore s’assurer que V se repre-
sente sous la forme du potentiel de la sinple couche.

On peut écrire, en effet,

f B s ::/ B g - /a/ B g ey /L"'/'H'--/f s 4. ..,
J - J 7 7 J -

car lasérie (17) converge uniformément sur (S).
On trouve done, en tenant compte de (15) et (18),

2
/{7 s =gy Ny A= Mg e =

Cela nous suffit pour démontrer que la fonction ¢, définie par la
série (13), satisfait aux conditions demandées (1) et (2).
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On peut poser
p=y9+ 1V,

d’ott on conclut immeédiatement que
Ap 4+ 9 =—=o0 aTlintérieur de (8S).

Il ne reste qu'a démontrer que ¢ satisfait & la condition (2).
On a, d’aprés les propriétés connues du potentiel de la simple

couche,
oV, 1 (pucosd
—()*I':——--—Ef———rﬂ dS+[J..
Or
f A f BLCOSY gy
k=0

en vertu de la convergence uniforme de la série p (17).
D’autre part, il est évident que

v 1 [prcosy ,
on T am re ds + == Ve
On a done
e (-()s{) E .
an) AT s === g -+ 0y 4 Fe (g =t 0g) oo AF (g 0g) .= 8.
Par conséquent,
oV p ’ BT .
o po—= 8 == [ o= (o= 00)] = A [py— (pa+ 01)] oo oot= BF [ e — (i 04 )] =+ ..
= [0 0y e A= Mg = —

puisque les séries et S convergent sur (S).
En remarquant que
; - v
991 _ 00t 5 OV,
dn dan on’
on trouve enfin

g_;_l_" -+ hy =0 sur (S);

pourvu que h satisfasse a Uinegalite (14). C. Q. F. D

7. On peut, de laméme maniere, résoudre le probléme un peu plus
général : .
Ann. Ec. Norm., (3), X1X. — Ju 1go2. 29
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Trouver une fonction ¢, définie par les conditions

(19) Av +9==0 a lintérieur de (8),
()(’[

(20) I 4+ ho+f=o0 sur(8S),

{ élant une fonction donnée, continue sur (S).

Posons
P o= pg g A= Moy RE -
Nous obtiendrons, comme précédemment,
Avy-+09 =o & lintérieur de (8),

dvoy - N
v “+ f=o0 sur(S),

et les équations (5) du n° 2 pour déterminer toutes les autres fone-

tions vy, & partir de v,.

La définition de ¢, se¢ rameéne évidemment au probléme hydrody-

namique.
Il suffit de poser
L B T
(’GZU-{-- (’0“—-7'-:"'[ -;_C.S = 0.

Nous trouverons alors
Ady=0 alintéricur de (9),
oU;

+ 4 == =0 sur(S).

ALY
dan

dn

Le probleme sera possible si nous supposons que

./\!?(lf:‘:ffd.s‘.

La méthode de Robin nous permettra de calculer ¢ et, par con-
séquent, ¢y, aprés quoi nous trouverons successivement tous
les o (k= 1,2, ...) par laméme méthode que précédemment.

La série (13) représentera la fonction cherchée pour toutes les

valeurs de /4 satisfaisant & I'inégalité (14).

8. Nous avons supposé¢ que ¢ satisfait & la condition (3), mais

cette derniere restriction n’a rien d’essentiel.
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Soit ¢ une fonction quelconque. Posons

vl
P=U—4 >

h

> étant une constante indéterminée.
Le probleme du n° 1 se ramene au suivant :

Trouver une fonction u satisfaisant aux conditions

Au-+o9=o0 al'intéricur de (S),
du,;

St hu+~C—o0 sur
an - - (),

¢’est-d-dire au probléeme du numéro précédent.
Le probleme sera possible si nous posons

CS—-—fCPdT.-:O.

Nous trouverons, comme précédemment,

w=1,+ nV,

u, élant une fonction satisfaisant aux conditions

Auwy-+- 9 == o 2 I'intéricur de (5),

()Nol
2 C=o0 sur(S
on (5,

V étant un potentiel de Ia simple couche, qui vérifie 'équation

%%i “4~hV -+ uy=o0 sur (S).

La fonetion
g =y hV,

'/.cp dr

w Uy~ S =y i
g S Uy A ey
0 0 /t 0 /Lb

ol

représentera la solution du probléme.

9. Supposons, en particulier, que dans 'équation (19) dun® 7

g=o.
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Posons

4
PT= U+
h

C étant une constante quelconque.
Le probléme se raméne & déterminer lafonction u parles conditions

Au=o0 alintérieur de (S),

0"‘ —|—hu+f—|—(‘__o sur (S).

Supposons que C satisfait i I'¢quation

cs -|—-ffd.s~: 0
et formons la série

= uy+ hi,~+ RPuy=+. ..+ lkuy....

Nous aurons ,
Auy,=o0 alintérieur de (8),

u - w
9o 4+ f4+C==0 sur(8),

on
et les équations (5) pour déterminer tous les ¢, a partir de £=1.
La fonction cherchée se représentera sous la forme suivante :

/“/'ds

Q== — —

hS

10. Désignons par /, le maximum de | /| sur (S) et posons

RS
i

Les équations (19) et (20), sil'on y fait ¢ = o, donnent

Aw,= o, Aw,=o0 & l'intéricur de (),

Jw )iy .
X () L luvy 4 f— fo==0 sur(S).

() +/I,W/1+f0+f——0,

De ces équations on obtient aisément I'inégalité suivante

(21) ]2 //"

en employant les raisonnements de M. Poincaré |voir son Mémoire
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Sur les équations différentielles de la Physique mathématique (Rendi-
conti del Circolo di Palermo, 1894, p. 99)].

Soit &, une valeur quelconque de % plus petit que %
Posons
= Tly+n

et cherchons, suivant la méthode de M. H. Poincaré ('), la fonction ¢
assujeltie aux conditions suivantes :
Ay 4+ o =0 aTlintérieur de (S),
()(’,‘

s ~4- (ho+n)v =0 sur (8),

sous la forme de la série
(22) [ O e R S L e R 7 L (P S

On obtient
Ao+ o ==o0 A lintéricur de (S),

()Vo[ ~
S e Ay =0 sur (S
an oto (‘ )’
A¢i==0 A l'intéricur de (S),
()(’ki -
ZEL e e 9 b Vpegmm 0 sur (S).
In 0 // Ie=1 ( )

Nous pouvons déterminer successivement tous les o (£ =o0,1,2,...)
par les méthodes indiquées plus haut.
Désignons par Ny le maximum de | o] sur (S). Nous aurons, en

vertu de (21),

Ni—1 _ Ny
. i e
l( g l < /ln /I,{')'

Cette inégalité montre que la série (22) converge absolument et
uniformément sur (S), pourvu que
1) < /10.

En raisonnant ensuite comme dans les n®* 5-7, nous démontrerons
que la fonction cherchée ¢ se représentera sous la forme suivante :

g = w,~ V',

(1) . PorNcani, Rendiconti del Circolo di Palermo, 1894, p. 121-123.
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ol w, est une fonction satisfaisant aux équations

Aw,+o=o0 alintérieurde (8),
[cpdf
. —

()(Vni . .
—(—),T—l—CMo sur (S), C=

V’ est un potentiel de la simple couche, vérifiant I'équation

71,
%L + (fiy+=n) V' 4+ (hy+a)wy—C=0 sur (8).
11 en résulte qu’il existe une fonction ¢, vérifiant les équations (1)
et (2), pour toutes les valeurs de Z, plus petites que

il

et ainsi de suite.

En continuant de la sorte nous résoudrons le probléme du no 1
quelle que soit Ia valeur positive du parametre 4.

11. Il est évident que la solution générale du probléme du ne 1 de
ce Chapitre, quelle que soit la fonction o, continue & intérieur de (S)
avee ses dérivées du premier ordre, et, quelle que soit la valeur posi-
tive du paramétre 4, peut se représenter sous la forme suivante:

g =, LV,
ol w, est une fonction satisfaisant aux conditions

Awo+ o ==0 & l'intérieur de (8),

dwy; .[CP dz .
(23) ()nn -+~ —g— =0 sur (8),

fwo ds =fcpd-c;

Vest un potentiel de la simple couche, assujetti & la condition

Vi
(24) %7+hV—!— uy==0 sur (S),

ou l'on a posé
P
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En tenant compte de 'inégalité (21), on trouve
(25) | AV ]| <(uy),

(u,) étant le maximum de | «,|sur (S).

Or,
(U’O) <K(C?),

K étant un nombre fixe ne dépendant que de (8), (#) étant le maxi-
mum de ¢ dans le domaine (D), limité par (S).
On a done

(26) | AV ][ <K(9).

Désignons par w la densité du potentiel V, en posant

Lo
I e E ds.
2 r
On s’assurera ais¢ment que
(27) L[ <Q(9),

Q étant un nombre positif ne dépendant que de (8) et de 4.

Les inégalités (25), (26) et (27) nous seront néeessaires pour ce
qui va suivre.

En résumant les recherches précédentes, nous pouvons énoncer le
théoréme suivant :

Tnkorime. — I existe une fonction v, satisfaisant aux conditions

A¢-to=0 al’intéricur de (S),
()t",' N
—— = fop 0 sur (S
dan (5),
ou g est une fonction quelcongue, continue et admettant les dérivées du
premier ordre & Uintérieur de (S) (h est une constante quelconque posi-
te) si la surface (S) satisfait aux conditions 1°, 2° et 3° (pour o.==1)
du n® | du Chapitre précédent.
La fonction v se représente sous la forme suivante :

g wy+ AV,
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ou

¥y == Uy -1

u, étant une fonction, definie par les conditions
Auy~+o9=o0 alintéricur de (S),

()Uqu’ / C'D([T

on S
/'uo ds —=o0;

=o0 sur(S),

V est un potentiel de la simple couche a densuie ..
Les modules de NV et de . satisfont aux inégalités

VAV | < (uy) < K(0),
] <Q(9),

(uy) et (9) étant les valeurs mazximales des modules de w, sur (S) et de o
dans le domaine (D), K et Q ¢étant des nombres positifs ne dependant

pas de (9).

Le probléme des températures stationnaires est done résolu com-
plétement.

II. — Probléme de refroidissement d'un corps solide homogéne.

12. Désignons par U la température du corps, limité par la sur-
face (8S).
On aura
oU

7 =KAU,

K ¢étant le coefficient de conduetibilité; et la condition

()U[

TSR hU=0 sur (S),

/e ¢tant une constante positive, proportionnelle au pouvoir émissif.
U est une fonetion de ¢, x, y et z qui doit se réduire & une fonction
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donnée fpour z =o0

U,=o =/ aVlintérieur de (8).
Posons
U=AVekt

A étant une constante arbitraire, V étant une fonction ne dépendant
que de x, y, 5; £ étant un nombre positif.
Il viendra
k NP
AV + 'l% V=0 a/lintérieur de (9),

oV, _
o -+ AV =0 sur(8S).

Supposons qu’il existe une infinité de nombres positifs
kiy Koy orny fomy
et de fonctions correspondantes
Vy, Vo i, Vo oL,
vérifiant les équations
(28) AV, 4k, V,==0 alintéricur de (8) (n=1,2,3,...)
jointes aux conditions

ALY

(29) ()/L'-'-{—/lV,L:O sur (S) (n=1,2,3,...).

La série
v = .
U — 2 ﬁ II..\fn (:I\A,,’

A,(n=1,2,3,...) étant des constantes arbitraires, représentera la
solution du probleme, si nous choisissons les constantes A, de fagon
que I'on ait

Y AV.=/ alintéricur de (8).

(est la méthode connue de Fourier.
Pour résoudre le probleme, il est nécessaire d’abord de démontrer
Ann. Ke. Norm. (3), XIX. — JuN rgoz. 3o
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Iexistence des fonctions V,(n =1, 2, ...), satisfaisant aux condi-
tions (28), (29), et puis la possibilité du développement d’une fonc-
tion donnée en série procédant suivant les fonctions V.

Nous traiterons ces deux problémes importants dans les numéros
suivants.

13. Proposons-nous de déterminer une fonction ¢ satisfaisant aux
conditions

(30) Av 4 ke + f=o0 alintéricur de (8),
()(',‘ . .
(31) 5;:+/¢c__o sur (S),

en entendant par fune fonction de x, y, z, continue ¢t admettant les

dérivées du premier ordre & I'intéricur de (S), par £ un paramétre

positif. ‘
Cherchons ¢ sous la forme de la série

(32) e I T e e I . il 7 T

Nous trouverons les équations suivantes :

Avg+ f=o0 alintéricur de (S),

()('m'
— =g =o0 sur (§
5 T e sur (8),

Avp—+ ¢p—y=o0 & Tliotérieur de (S),
de;
;J—/Lf + he, =0 sur (S).
La détermination de ¢x(£=o0, 1, 2, ...) est précisément le pro-
bleme qui a été traité dans les numéros précédents.
En s’appuyant sur le théoréme du n° 11, on trouve

Al

(33) =), + AV, Wi == ), - -}’—’ ,
3

Auj, + ¢p—y=o0 & lintérieur de (9),

1
i)y

(34) on
(35) ‘/‘uﬁ, ds = o,

+C,=0 sur(S) (n=0,1,2,...),
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[I"n—l dr

(36) Co="—g— ().

&
Ut

ol I'on a posé

Quant & V,, ¢’est un potentiel de la simple couche satisfaisant i la
condition

()Vni

(37) o = AV, —=w + Cu C

n
=, o

T /i
14. Considérons les séries suivantes :

S =i 4- k| .. A, 4.,
T=V,+kV,+...+ "V, +....

La série (32) converge en méme temps que S et T.

Il ne reste qu’a déterminer les conditions de convergence absolue
et uniforme de ces derniéres séries.

Commencons par ’étude de la série T.

Elle convergera ahsolument et uniformément dans le domaine (D),
limité par (8), s’il en est de méme de la série

(wy) == k() -+ k2 () . .o k() -+ ..,
ce qui résulte immédiatement de inégalité
[ AV ] < (u,)
[woir inégalité (24)].

Posons

Y A p ,
(38) v = Z—T?/ ——’—'l--’ dr—+ ), +A,=U,+ )+ A,,

A, étant une constante que nous choisirons de sorte que
(39) S (Un- -+ A) ds = o,

pour que la condition (35) soit satisfaite.

(1) Nous supposons que

[ =f'-
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Les équations (34) donnent
Ad),=o alintérieur de (8).

()“’” Ui + C,=o0 sur (S).

(}/z on

(40)

La méthode de Robin nous donne ), sous la forme du potentiel de
la simple couche
(br) w,= _’_/ [_ <()U’” -+ C,,) e+ . p ] 11 ds,

27 on

e (s=1,2,...) étant des fonctions définies par les relations (5)
du Chapitre I, si I'on y fait

f:_<&+cll>.

an
De I’équation (39) on tire
lA" ! < (“l/,L) ~t- ( Un)r

ou

[Au | << () ~+ K\// p2 1([1-,
puisque ‘ .
(42) (U) <KV [3, dr,

K étant un nombre ne dépendant que de (S).
On trouve alors, en tenant compte de (38),

(43) Ly | <o [(e) +KY [o3, ).

15. Cela posé, considérons la fonction
(44) sy, = U, -+ u),.

C’est une fonction harmonique & Pextérieur de (S), s’annulant &
Pinfini.

En appliquant la formule connue de Green, on trouve

4 d /
’ 1 v, COS(P ] ()(;: LT . .
T ds — — [ =2 —ds 4 lexté s de (S).

" /;'rcf r iw | o 7 a Iextérieur de (8)

Or, en vertu de (40),

. ) " "
0w,  0Up, - ou,, 0U, [y au'), C <()u';l ; ()u,,,>
= = Uy — | — s

dn- = " on on — on T on on on
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car les dérivées du premier ordre du potentiel newtonien U, restent
continues dans ’espace tout entier.

En remarquant que ), est une fonction harmonique 4 U'intérieur et
a I'extérieur de (S), continue dans 'espace tout entier, on trouve

I o, 01/”
(” — /ll ne _
‘n !;TL',/< on ()n> ; ds.
11 en résulte que

1 W, , €089 F s -
w;:-—ﬁj 3 "’f ds =+ w;,, A ’extérieur de (8),

¢’est-d-dire, en vertu de (44),

o 1 [w,cos0 - Co (1 S T et
U,= /|75f = ds [m//'ds a Pextérieur de (8).

Supposons que le point 2, y, 5 tend vers un point de (S) et passons
alalimite.
Il viendra, apres un caleul simple,

. 1 U, cosc 1 i, coso C "y
w = U, ~= —— ——l’——-r~j ds 4 — i ) P - ds sur (8).
" 2T, 2 am,) r

2T r?

Il s’ensuit que

(l (()%”
AR Qi sy kk\//v,‘, | dr,

K étant un nombre ne dépendant que de (S).
D’autre part, nous avons déji trouvé (voz’r n° 6 du Chapitre I)

L [lnoese] g A\/ [z s+ B (s,
2T,
On a done

(45) (up) <N \/fu’!ﬁ ds+M \// v e,

ol N ct M sont des nombres ne dépendant que de (S).

16. Appliquons maintenant le lemme fondamental, mentionné
plus haut (voir n° 5 du Chapitre I), 4 la fonction harmonique .
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s [ wr [R(E) )

Or «, est un potentiel de la simple couche de masse totale nulle.
On a done, d’apres le théoreme fondamental du n° 18 du Chapitre

précédent,
AN, 1V au,
JE(G) < [ E(5) -

Par conséquent,
U 3 2
fu'jfds<Qf<£)~lQ‘~‘-> ds,
on

Q étant un nombre ne dépendant que de (S).
D’autre part, il est aisé de constater, en tenant compte de (40),

que
,//_ e . 2 .05
<()(;l/’z”> < hf"ﬁ‘t dr L/ 7 —«J};) AP

K et L étant des nombres de la méme nature que Q.
Cette inégalité nous apprend que

f <g§kﬂ>-d‘“<m f 02 dr,
f Wt ds <N f ¢2 ., dr.

En comparant cette inégalité aux inégalités (43) et (45), on trouve

(i) < Q \/ [ et

Q étant un nombre positif ne dépendant que de (8).

On aura

¢’est-d-dire

17. Cette inégalité montre que le rayon de convergence absolue et
uniforme de la série T est au moins égal a

lim ‘/W”

———
”“”\/ n4




SUR LES PROBLEMES FONDAMENTAUX DE LA PHYSIQUE MATHEMATIQUE.

W, = f ¢2dr.

Il est presque ¢vident qu’il en est de méme du rayon de conver-
gence de la série S et, par suite, de celui de la série (32).
On a donc

3

[ &

0

ou I'on a posé

VW,

S |

6 Zlim ~'—
(46) p2lim st

e étant le rayon de convergence absolue et uniforme de la série (32).
18. Cela posé, considérons la série
[0 | = A2 oy A= A2 oy | =0

I est évident que p ne peut pas surpasser le rayon de convergence
de cette derniére série et, d plus forte raison, celui de la série

(47) L e O R il VY C N

W/n,nf: f 000 T,

WIM’M: Wm {8y =8>

Posons maintenant
On sait que

s étant un nombre entier quelconque plus petit que n.
On a donc
(48) Waie= [ ohdz="W,,

sil’on pose
m=o, n=2k, s= K.
Multiplions la série (47) par ¢, d= et intégrons, en étendant I'inté-
gration au domaine (D) tout entier; il viendra, en vertu de (48),

Wt L2W, o= A2 W L

I

Le rayon de convergence de cette séric est au plus égal a

lim \/W_’L
n=w ‘/Wﬂ "

Il en est de méme de p.
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On a donc

pilim ——==

n=c\/V ,;+;
Cette inégalité et 'inégalité (46) démontrent le théoréme suivant :

Tuiorine. — La fonction ¢ satisfaisant aux conditions (30) et (31),
considérée comme fonction du paramétre k, se développe en série proce-
dant suivant les puissances entiéres de k, pourvu que

W,
(49) < lim -Mm- 4

"_'”\/ n--1
19. Je dis maintenant que la série (32) satisfait aux conditions (30)
et (31).
On peut écrire
v=95 N7,

d’ou
Ay = AS,

puisque T est harmonique 4 intérieur de (S), ce qui résulte immé-
diatement des recherches précédentes. Posons

C!I

(50) W= Uy Ayt

Nous aurons
pp== U, =&,
Considérons les séries

S;=U,+ AU+ L2Uy 4~ =2 U .,
Sy= Wi - ko] = k2wl . A= A, -

Les recherches précédentes montrent qu’on peut poser
S= 81 -+ Sz
et que la série S, converge absolument et uniformément dans (D),
pourvu que £ satisfasse & I'inégalité (48).
Il s’ensuit que S, est harmonique a U'intérieur de (S).

On a donce
AS —— AS]-
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Formons maintenant les séries suivantes :

» ()UO ' . dUl g/ ()U" v e a3

(51) 5 i 57 oo+ A 5z T (ete., par rapport a y, 5),
0* U(, _()2 U] n 02U11 v ope oD
a2 T A ar hee I poale (etc., par rapport a y, z).

Il est ¢vident que ces séries convergent dans (D) en méme temps
que la série (32).
Il en résulte que

AS, = AU, kAU 4. ..+ /AU, 4. .=z — [ — ko,
d’olr
A -~ k¢ 4+~ f=0 & Vintéricur de (S),
puisque
AS, == Ag.

20. Démontrons enfin que la fonction ¢ satisfait i la condition (30).
Les équations (41) et (50) donnent

I ‘o
"o n .
W, == e | 2,
am,] 7

: Ui o\ o
a,,‘:(A,L-%(,,,)p-——(—7)-;'2—5 G ) A P e g

ot 'on a posé

e étant la densité d’une couche ¢lectrique en équilibre sur (S) (n°5).
2 196 V1 o i A o . 0 i1
Il est aisé de voir que [»oir Uinégalité (27) dun® 11]
lo'n l < Q("n.-—1)’
Q étant un nombre ne dépendant que de (S).
Il en résulte que la série
(52) cr=oy+ Koy .o+ Ko, ..

converge absolument et uniformément sur (8), pourvu que £ satis-
fasse & 'inégalité (49).
On peut écrire, par conséquent,
a
== — | =ds
*Toan ) r?

d’olt 'on tire, en tenant compte de la convergence uniforme de la
Ann. Ee, Norm., (3), XI1X. — JuILLET 1goz. . 31
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série (52),

98, 1 acosup - WOV _ ou,,;
on — om ds o E K ()/1 Zi fer <(‘"+ dn )
puisque, en vertu de (50) et (40),

()LV','” ()u/,r‘[ ] ou ni A
_ L= [ (] —_—
on on n an

sur (8).

N

D’autre part, il est évident que la fonction S, admet la dérivée

S » . , . , .
normale 5, Sur (S), qui se représentera sous la forme de la série

)

081 _ N ;0 OUn:
o= 2

ce qui découle immédiatement de la convergence uniforme des sé-
ries (51) sur (S).
On a done

i I)S[ o ()C’” ()Sz/ _— o
(53) T = g g ke s (8).

Considérons maintenant la fonction

T=V,+ V4= kVyd- . = kY o

1 .
V)= — /L’—'cls,
2T, r

. €tant une fonction satisfaisant a inégalité

On sait que (n°7)

| il << Q(9n-1)
[voir n° 414, Vinégalité (26)].
On en conclut que la série
o= ot kpy— A= K
converge absolument et uniformément sur (S) pour les mémes valeurs
de £ que la série (32).
On peut done écrire

1‘:—l~/.[f-ds
amw,) r
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d’ol

on

oT, 1 P COS

e /L__j_'lf ds -~ 2
r)Wt ,'—

et, comme précédemment,

or; _ 3 g OV,

on on

De cette égalité on tire, en s’appuyant sur (37),

oT; ~ \ O .
L= :Z e (G — Ty = Z et Gy R
et finalement, en tenant compte de (53),

dvp 08 aoT; -
on Togn g e s (8),

oo Q. oD,

21. Cela nous suffit pour établie en toute rigueur; en employant
la méthode de M. H. Poincaré (Rendiconti di Palermo, 1894), le théo-
réme suivant :

Tukorime. — Il existe, pour toute surface (S) satisfaisant aux condi-
tions 1°, 2° et 3° du n® 2 de ce Chapitre, une fonction ¢, bien détermince,
vérifiant I équation

Ay = foo 1= f=0 a Uintéricur de (S),

Jointe & la condition

()“,’ -

Sl e == sur (S

on ™ (5),
o k est un paramétre positif, [ est une fonction donnée, conlinue el
admetiant les dérivées du premier ordre a Uintérieur de (S), quelle que
sout la constante positive h.

Celte fonction ¢, considérée comme fonction du paramctire k, sc repre-
senle sous la forme de la série

PR SO LISy L P

qui converge absolument et uniformément dans le domaine (D), limité
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\//(,’; d=

k<lim ——e———— -
e \/// Chy de

En général, v est une fonction méromorphe en k, n'ayant que des
poles simples, réels et positifs, se trouvant tous parmi les nombres réels et
positifs, ne dépendant que de la surface (S ),

/“l’ /‘.27 /".'H R /"/u sty

par (8), pourvu que

indéfiniment crotssants avec l'indice n, de sorte que
2
I‘.ll = An ",
A étant un nombre fize.
De ce théoreme on déduaira aussi e théoréme suivant :
TutoriMe. — Toute surface (S) satisfaisant aux conditions duw theo-
réme précédent donne licu & une infinité de nombres positifs
/‘.I’ /‘.27 /‘.:H cety /"IH
ne dépendant que de (S) et de fonctions correspondantes bien déter-

ninées
V 1% Vﬂs V:b LIS ] an LI

véryfiant les équations
AV, -+ lp V=0 & Uintéricur de (S) (n==1,2,3,...)
Jointes aux conditions

VY i : <
%771'— A=AV z=0  sur(S) (n=1,2,3, ...),

quelle que soit la constante positive h.
22. Ces théorémes ont ¢Lé énoncés pour la premiere fois par M. 11.

Poincaré dans son Mémoire déja cité Sur les équations de la Physique
mathématique (*).

(1) I PoiNcang, Sur les équations de le Physique mathématique ( Rendiconti di Pa-~
Termo, 1894).
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M. 5. Zaremba, en 1899, a démontré Ies théorémes dont il s’agit,
par unc méthode différente de celle de M. Poincaré, pour toute sur-
face (8) satisfaisant & certaines conditions assez générales (*).

Enfin, dans le n° 10 du Chapitre IIT de mon Mémoire = Les méthodes
geénerales, etc. (*), j’ai énoncé de nouveau les mémes théorémes, dont
la méthode de la démonstration, pour les surfaces admeltant la
transformation de M. . Poincaré, découle immédiatement de mes
recherches sur le probleme de la distribution de I'électricité et le pro-
hleme de Neumann, qui font Pobjet de trois premiers Chapitres de
mon Mémoire cité.

Cette méthode, dont les principes que jai déjh indiqués dans une
courte Note : Le probléme des températures stationnaires (*), tout a fait
différente de celle de M. S. Zaremba et exposée en détail dans ce
Chapitre, nous a permis de simplifier essenticllement les raison-
nements et d’obtenir les résultats, plus généraux, indiqués plus
haut. ‘

III. — Probléme du développement d'une fonction donnée en série
procédant suivant les fonctions V,,.

23. Les recherches de Particle T de ce Chapitre permettent de
démontrer en toute rigueur Pexistence de certaines fonctions discon-
tinues, analogues i la fonction de Green, dont 'usage sera tres utile
dans les recherches sur le développement d’une fonction arbitraire
en série procédant suivant les fonctions V, (=1, 2, ...).

Soient (@, y, 5) el (x4, ¥y, 5,) deux points du domaine (D), soit
rleur distance.

Désignons par J une fonction de 2, y, &5 24, ¥, 5, qui, consi-

(1) 8. Zsnenns, Sur Uéyquation aur dérivées particlles Aw -+ Eu =0 et sur les
Jonctions hermoniques (Annales de L ‘Leole Normale, t. XVI, 1889).

(%) W. StekLory, Les méthodes genérales pour résoudre les problémes fondamentaur:
de la Physique mathématique ( Annales de la Faculid de Toulouse, 2* série, . 11, 1900,
p. 232).

(*) W. Srtukrovr, Le probléme des températures stationnaires ( Comptes rendus,
15 oclobre 19oo).
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dérée comme fonction des variables x, y, =z, satisfait aux conditions

suivantes :
Elle satisfait & I’équation

& Pintérieur de (8),

D étant le volume du domaine (D); elle reste finie et continue i
'intérieur de (S) sauf pour

i

20
g3l
7

T = Ty, Y =Y

ol J devient infini, de sorte que la différence

hmr

.

reste finie et continue dans le voisinage du point &, v,, 5,, situé i
intérieur de (S); enfin, cette fonction satisfait d la condition

o sur (S).

[ "t U
=g [ ==

ri=(x — a0+ (¥ — o)+ (5 —35)%

Posons

Nous aurons
AJi=o0 alintéricur de (8),

Ay 1 Il

— e Sur (5).
on D on sur (5)
Posons ensuite
1
Y= Ty e
1 2 -+ []TE/'

Le probleme se raméne 4 la détermination d’une fonction J, des
variables z, y, 55 @, ¥4, 5., continue & intéricur de (S) et satisfai-
sant aux conditions

AJ,=o & lintérieur de (S),

ai 1 cosg 1 09U,
an 4w 2 D on
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(Vest le probleme de Neumann qui est possible, puisque

'/‘fds:o.

La méthode de Robin nous donnera J,.
Nous trouverons la fonction cherchée, en posant

J—1] +_.L.; I /'(/T+,‘
R S | N A -
G ¢tant une fonction arbitraire des variables 2, y,, =, continue &
Pintérieur de (S).
En posant

. r “dr X dr 1 [
= ) (S5~ [ e

nous obtiendrons une fonction J satisfaisant, en outre, a4 la con-
dition

(54) /l dt == 0.

I est aisé de démontrer, par la méthode connue de Riemann, que
Jest symétrique en x, y, 5 el 24, ¥y, 54

Remarquons enfin que pour toul point z, y, z, intéricur & une
surface (S,), située a Uintéricur de (S),

(55) /.lz([f<()i,

Q; ¢tant un nombre fini et positif ne dépendant que de (S;).
Nous pouvons done énoncer le théortme suivant :

Tutonime. — 1 existe, pour toute surface (S) joutssant des proprietes
du n°® 2 de ce Chapitre, une fonction J, bien determinée et salisfaisant
aux conditions sutvantes :

1 Lille dépend des variables x, y, 55 %4, ¥4y 54 ¢, consideérée comme
Sonction des variables x, y, =, reste finie et continue & U'intéricur de (S),

sauf pour
X == Xy, Y=Y 5 == By,



248 W. STEKLOFF.
ott elle degient tnfinie, de sorte que la différence

I
’ 4rr

[12== (@ — @)+ () — 7o)+ (5 — 5)]

reste finie el continue dans le voisinage du point x,, v, =,, situé a l'inte-

rieur de (S).

20 Elle vérifie I’ équation
T
AJ = o ¢ Uintérieur de (8S),

D étant le volume du domaine (D) limité par (S).

30 Elle satisfait aux conditions

24. Démontrons maintenant Iexistence d'une autre fonction I
satisfaisant & la premiere des conditions définissant la fonction J et
aux conditions suivantes; clle vérifie I'équation

All == o & Pintériecur de (9),
oM,
e /: I S )
g+ tH==0 sur(9),

/v étant une constante positive, différente de zéro.
Posons
(. 1
| L
5T Tmr + 11,
(i étant une constante indéterminée.
On trouve
AH =0 a Uintérieur de (S),

olly; 1 COSO

1 /L N e
on —— “/FT_.L' -7;—‘ -+ ]l”1+ 7;%7‘ -+ (G==0 s (S).

Supposons que le point x,, y,. 5, se trouve & Uintérieur de (S) et
cherchons H, sous la forme de la série

W =2 0wy vy = 2wy s o= Dy =



SUR LES PROBLEMES FONDAMENTAUX DE LA PHYSIQUE MATHEMATIQUE. '_’.’;q

Nous (rouverons
Awy=o0 a lintéricur de (8),

dsvg, I COSO \ T
= LY (= cur (S).
P P S (8)

Le probléeme sera possible si nous posons
CS —
ou, ce qui revient au méme,

/f s == o.

La méthode de Robin nous donnera ¢, sous la forme suivante :
vy == vy~ Gy,

s élant le potentiel de la simple couche de masse totale nulle,
C, ¢tant une fonction arbitraire des variables x,, v, z,.
Pour la détermination de w,, nous aurons les équations suivantes :
Aqey==m o A Uintéricur de (8,

ey, I

o - =m0 sur (8).

hrr

Le probléme sera possible si nous choisissons G, de sorte que

L 't 1 “dds
(q)h J /ﬂ'“ ols -~ /|TC(/ "/" 0.

La détermination de toutes les autres fonctions gy (k=12, 3, ...)
se ramene & Uintégration des équations tout & fait identiques & celles
dune 13.

Les raisonnements y adoptés démontreront sans peine I'existence
de la fonction H, et, par suite, celle de la fonction cherchée H.

La fonction W est symetrique en x, y, 5 ¢l &4, Yoy 5y

Pour tout point @, y, 5 intérieur & une surface (S;) située i I'inté-
rieur de (8), on a

(56) fll’(lr< O

Q; ¢tant un nombre ne dépendant que de (S;).
I’existence de H étant ¢tablie, on trouve, en s’appuyant sur le
32

Anr, Ee. Korm., (3), XI1X. — JemLer 1gos.
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théoreme de Green,

(37) V=l /nv;, A= a Pintéricur de (8).

’

Le théoreme suivant est done démontré :

Tutorine. — I existe, pour toule surface (S) satisfaisant awr condi-
twons du n° 2 de ce Chapitre, une fonction W bien détermince el salisfaisant
aux condiltons suivantes :

19 Elle dépend des variables x, y, =524, ¥y, 54 CLreste Jinte et conlinue
« Uinitérieur de (S), sauf pour

& ==y, Y=V, g = %y,

ot elle degient infinie, de sorte que la différence

I
| R
arnr
reste finie et continue dans le votsinage du point a,, y,, =, situd @ l'ic-
rieur de (S).

20 Elle vérifie Udquation
Al =m0 a lUintéricur de (S).
30 Elle satisfait a la condition

()”, . .
o M =0 sur (S),

h étant une constante positive diffcrente de zcéro.

25. Passons maintenantau probleme de développementd’une fone-
tion donnée en série procédant suivant les fonctions V,(n=1,2,...).

Nous appliquerons la méme méthode que jai déji eu Poceasion
d’appliquer dans le cas particulier de A = (').

Je me permettrai de ne pas entrer en détail, en renvoyant pour la
démonstration détaillée & mon Mémoire eité.

1l est aisé de démontrer ’abord le théortme suivant :

(1) W. StekLore, Sur les fonctions harmoniques de M. H. Poincaré (Annales de la
LFaculté de Toulouse, 2° série, 1. 11, 1900, p. 278-290 el 297-301).
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Turorine. — Sila fonction [ satisfait & la condition

//'V,, dz =0,

k= /\'”

le point

est un point simple de la fonction ¢ satisfaisant aux conditions (30)
et (31) de Uarticle précédent.

Il résulte de I que la fonction ¢ est holomorphe en k, pourcu que
/" / /"1: 19

st la fonction [salisfait aux conditions

/:/'V, dr == o, /‘./.Vg dr == o, e, /:/'V,, dr = o.

On a done, d’apres le théoreme du n© 18,

W,
Iml >/ Yo > fpya,
o\ Wiy
dolt, en remarquant que

\/W';_ \/w,' VW,

\///, e «/\V“ \/\’V

on tire 'inégalité suivante :

(58) X > lpiae

Or
/E ()/ /)‘ =2z -i—/l/_/m, dr = // dr,
» S 9 " v N g . - . N2 " -
(fraf<l 2@y sfral[ [ eefo]
D’autre part,

/2‘(()(4_,) e 4 /' o2 (/s<\// /z,h-\//mdf,
. dix

d’ ol
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ce qui nous donne

S e VW,

po— |

/Z ;‘){ (l~+/1/f s \///m—

d’olt, en vertu de (58),

(59) B
9) l = /"/zl 1
Posons maintenant
/7
N N R 1 ’
(60) = AN R,
EE=
ol
//v,.(/r.
R, est une fonction continue admettant les dérivées du premier

ordre & Pintérieur de (S) et satisfaisant aux conditions
/n,)v,df:o, [RVode==o, /n,,v,, d= o

Cherchons la fonetion w satisfaisant aux conditions
Aw - Lw =Ry == 0 a lintéricur de (8),

(i)w N (== sur (9).

Désignons par S, et T, ce que deviennent S et T, quand on vy
remplace / par R,,.
On trouve, en tenant compte de (59),

(61)

quel que soit le nombre p.
Supposons, pour plus de simplicité, que

/V,”Lcl'r:_l (n=21,2, ...).



>
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On tire aisément de (60)
,)
O\ , N .
fZ(.(ﬁ) de + /sz- ds = 3 I Ad -+ Ty S,
s=1

Il en résulte que Uexpression positive
T,+ A8,
est une fonction décroissante de U'indice p.
D’autre part, Uinégalité (61) donne

S

S, 1
T R As, S
p= S, Cpeit

De cette inégalité on tire, en tenant compte de ce qui précede,

(62) lim§,—=1lim [ R}dc=o0.

pes P

On trouve ainsi I’égalite suivante

"y S
(63) //2 dr :::z A}
! s
qui aura lieu, quelle que soit la fonction /, continue avee ses dérivées
du premier ordre a U'intéricur de (S).
Soit p une autre fonction satisfaisant & une seule condition

/qﬁcl‘r <Q,

Q étant un nombre assignable.
On démontrera aisément I'égalité suivante, en tenant compte

de (62),
(64) /'cp_/dr =Y A, Bszquvsdr.

s=1
Nous avons supposé que / admette les dérivées du premier ordre i
Vintéricur de (D), mais cette derniere restriction n’a rien d’essentiel.
Les égalités (63) et (64) auront lieu, quelle que soit la fonction /,
continue i I'intérieur de (S).
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Pour le démontrer, il suffit d’employer le théoréme suivant :

On peut toujours construire une suite de quantités positives, données «
avance,

Jormant une séric convergente, cl déterminer une suite de polynomes
en x,y, s,

])ly [)37 LR ) Pa’»
tels qu’on ail

!l)sl(:z.‘i ('5':::'7""9"'),

f:r:Zl’x dans (D),
&1

IR ’ . . X i 0 ’ \ ’ . ’
let .ccrwz P, étant conyergente absolument el uniformément a 'inteé-
sl .

rg’(zur de (S) (").

En raisonnant ensuite de la méme maniére que dans le n® 11 de

(Y M. E. Picard ( Traité &’ Adnalyse, L. 1, p. 263) 0w’a démontré ce théoréme que dans le
cas de deux variables @, y, mais on peut 'étendre au cas de plusicurs variables, en em-
ployant, au licu de Pintégrale de Poisson, Pintégrale plus générale

1)

oS8 T

V = (['}':

ds élant Uélément superficiel de la sphére (o) dans Uespace de p dimensions, 28 étant
Paire de la surface (), D la dislance de do au point inléricur & (o), r la distance de ce
point du centre de (o).

La fonclion V se développe a Tintéricur do () en séric absolument ¢t uniformément
convergente

O ok p—
V= )—‘S- ZJ Rl i rhQu(eosy)ds,

) ——h
k=0 l

ol ¢ désigne I'angle que font 7 et le rayon de (o) passanl par ds, Q;(cosy) désigne la
somme de produils des polynomes de Legendre dont la somme d'indices est égale a &
(voir Rrouier, Extension e 'hyperespoace de la méthode de M. Carl Newnann, ele.
Paris, 1886).

En appliquant & cette série la méthode de M. E. Picard modifiée convenablement, nous
démontrerons le théoreme dont il s’agit, quel que soitle nombre de variables.
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mon Mémoire Sur les fonctions harmoniques de M. I. Poincaré, p. 285
nous ¢tablirons en toute rigucur les théorémes suivants :

>

Tutonine [. — S fest une fonction satisfatsant a une seule condition
d’étre continue a l'intérieur d’une surface (S ), jouissant des propriciés

du n® 2 de ce Chapitre, U'intégrale | [*d~ peut se représenter sous la
Sforme de la série suivante :

/'./"2//7 :Z\f, As= /q/\‘ d=.
) s ] "

Tniorine 11— Si [ est une fonction continue a Uintérieur de (S),
@ est une aulre fonction quelconque salisfaisant & une seule condition

/qﬂ({r <,

Q cétant un nombre assignable, Uintégrale / JSodr peut se representer

sous la forme de la série absolument convergente :
" S ’
/,/ oz Z'A""”"" B.,".t.‘::/g’/\'.‘.(/?.
‘ s ‘

Il est inutile de reproduire la démonstration détaillée qu’on peut
trouver dans mon Mémoire cité plus haut (p. 284 et 285).

27. Soit f/une fonction continue a P'intérieur de (S), ainsi que ses
dérivées de deux premiers ordres, et satisfaisant & la condition

A Lf =0 sur(8).

[ expression

wo S [Naya

représente une foncetion continue i U'intérieur de (S).
Appliquons h «le théoréme I du numéro précédent.
On trouve

o 3
/ w*dr :::2 A2,
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A;::/fysdr v-l~fVS< [HA]’(/T’) dr.

Moyennant le théoréme de Green et I'équation (57), on (rouve

aisément
/\’J[llAf’dﬂ:’) dr — — //‘V;ck,

ce qui nous donne

ou I'on a posé

As=o0 (s=1,2,...),
¢’est-a-dire

(65) . u=f —'r—/.l[Af’ dr' = o.

Appliquons maintenant le théoréme I du numéro précédent a l'in-
tégrale

/ A/ =,

ce qui est possible, pourva que le point x, v, s soit & 'intéricur
de (S), en vertu de (56).

On aura
/11 A s =Y B,

§ =1
ol 'on a posé
Bs.-::j VLA dr, ()5:‘/'[1\/_'\. dr! == 7— (8 =21,9, ...).
Mais
ij,Aj"df’:- lenA .

Par conséquent,

w

/ HAS de' = — S AV,

szt

c’est-a-dire, en vertu de (65),

f‘::j/\;\’,.

FE-3
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Le théoreme suivant est donc démontré :

TutorkME. -— Toute fonction f, continue avec ses deérivées de deux
premiers ordres a Uinteérieur de la surface (S) satisfaisant aux conditions

du n°® 2 de ce Chapitre, et vérifiant I équation

A +Ahf=0 sur (8),

on

peut se developper en la série survante :

o

S22 2AY,

s==1

absolument convergente a ' intérieur de (S).

Le probleme du refroidissement d’un corps solide homogéne est
ainsi résolu.

IV. — Remarque sur le probléme du mouvement vibratoire
d'une masse gazeuse renfermée dans un vase solide.
28. Ce probleme s’énonce comme il suit :
Trouver une fonction ® (potentiel des vitesses) des variables t, x, y, =

vérifiant " équation

a étant une constante réelle, jointe aux conditions
oD, -
e == 0 SUr (S
an (8),
=/  pour t=o,
[ étant une fonction donnée.
Le probleme se ramene, comme on sait, & la démonstration des deux
théorémes suivants :
Tuwiorime . — ZToute surface (S) satisfaisant auz conditions du n® 2

Ann. Ec, Norm., (3), XI1X. — JuwLer tgoz, 33
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de ce Chapure donne liew & une infinité de nombres posufs
y S WS W

ne dépendant que de (8), et de fonctions correspondanites

U,, U, ..., U, ...
vérifiant les équations

(66) AU;+hUs=0 a Uintéricur de (S),
00, (s==1,2, ...)
6 —Z =0 sur(S
(67) T (8)
Tutorine 11. — Zoute fonction donnde [, continue ayec ses dériées
de dewx premiers ordres et satisfaisant @ la condilion
9/

Limzo o sur (S

on ( )v

peut se développer a Uintéricur de (S) en séric absolument conpergente de
la forme swivante :

T N .
s=5 (A R AU, A= //nmr.
“ sl “

Ici nous avons un cas particulier du problétme général considére
plus haut.

Il est évident que la méme méthode, modifice un peu, s’applique
immédiatement au probleme dont il s’agit.

Cherchons une fonction ¢ satisfaisant aux conditions

Ap + ky - f==0 & lintéricur de (8),

()Vt . .
5 =0 sur (8).

Cette fonction, considérée comme fonction du paramétre £, est une
fonction méromorphe en £, n’ayant que des poles simples, réels et
positifs

iy hay vony gy vany

dont les résidus correspondants représentent les fonctions
Ug (S:(, 2, .-.),

vérifiant les équations (66) et (67).



SUR LES PROBLEMES FONDAMENTAUX DE LA PHYSIQUE MATHEMATIQUE. 25(’)

Chacune des fonctions Us(s =1, 2, ...) peut se représenter sous la
forme suivante :

Us:fJU; &' i lintérieur de (S),
J étant la fonction discontinue dont nous avons démontré Iexistence
dans le n° 23 de P'article précedent.

En raisonnant ensuite comme dans les n® 25, 26, 27, nous établi-
rons aisément les propositions suivantes :

1. Si fest une fonction continue avec ses dérivées de deux premiers
ordres & Uintérieur de (S) et satisfaisant & la condition

e
=0 sur (8),
on a

f~+-/JAf’ dr! = G ;)- /fdr a lintérieur de (8S).

[I. Toute fonction [, continue avec ses derwées de deux premiers
ordres a Uiniéricur de (S), donne licu & U égalité suvwante :

f/udf:»:: l,—)»<ff(,l'r>2+2 Az, A_\.::fo_gdr.
‘ =1

1. Si o est une autre fonction, assujellic a une seule condition

fcp'-'d‘t < Q’

Q ctant un nombre assignable, on a

ffcpel': = ]-I)-'/fdrfcp dr +2AsB,, ]h::/chﬂlr.
§==1

De ces propositions nous tirerons, de la méme maniere que précé-
demment (n° 27), le théoréme II. (4 suipre.)



