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REMARQUES

SUR

GUELQUES PROPOSITIONS DUES A M. NERMITE,

Par M. STOUFF.

objet de ce Travail est de démontrer deux théortmes donnés par
M. Hermite; Pun d’eux, énoneé dans une lettre arithmétique i Jacobi
(Jourrial de Crelle, (. 40), consiste en ce que dans une forme quadra-
tique définie réduite 4 cocflicients quelconques, le produit des coel-
ficien(s des carrés des indélerminées est inféricar au déterminant de
la forme multiplié par un coeflicient numérique dépendant seulement
du nombre desindéterminces. L'autre (Journal de Crelle, t.47) se rap-
porte i la réduction des formes quadratiques indéfinies a coefficients
entiers. Les propriétés des réduites d'Hermite que 'on rencontre dans
la démonstration du premier théoréme jouent un role essentiel dans
la démonstration du second (*).

I1.
Soil

N | |
,/('1"15 Loy vv oy y) "ZZ Aij ;) (”l’j:: (Ij,')

une forme quadratique & » indéterminées, i coefficients quelconques

(1) Comparer KonkiNg ¢t ZoLOTARERR, Sur les formes quadratiques (Mathemaiische
Annalen, v. V1). — Miskowsk1, Zur Theorie der positivenquadratischen Forinen (Journal
Jir die reine und angewandie Mathematik, vol. 101).
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et essentiellement positive. Nous dirons que cette forme est une ré-
duite d'Hermite si elle satisfait aux conditions suivantes.

Dans toutes les formes équivalentes a /; le coelficient de @7 a une
valeur au moins égale & celle qu’il a dans /. Dans toutes les formes
¢quivalentes i fet olt le coeflicient de &} est a,, le coeflicient de 2] a
une valeur au moins ¢gale & a,,, ot ainsi de suite. Afin d’obtenir une
réduite unique, M. Hermite, dans la lettre citée, pose encore d’autres
conditions, mais il n’est pas nécessaire de les faire intervenir pour les
propriétés que nous avons en vue.

Tmeorime 1. — Dans une réduite d Hermute le coefficient a; ne peul sur-
passer le coefficient a;; si i est moindre que J.

En effet, sil’on avait

Wi > g, (<< /,

on pourrait soumettre la forme & la substitution de déterminant un
qui consiste & remplacer a; para; el a; par — a; sans (oucher aux
autres indéterminées, et on obtiendrait une forme équivalente i la
primitive ot les coellicients de a3, a3, ..., 27 | auraient conservé les
mémes valeurs, mais ot le coelficient de 27 serait diminué, ce qui est
contre 'hypotheése.

n 0 LY v 1 » 1 -

Tugorime 1. — Si f(x,, 2y, ..., x,) est une réduite d’Hermile, les
Jormes obtenues en égalant & zéro dans [ un nombre quelconque des va-
riables x,, x.,, ..., x, sont encore des réduites d’ Hermile.

En effet, soientz,, z,, ..., x, celles des variables quin’ont pas ¢(é

annulées
D1 oo e s

etF(z,, z,, ..., z,)cequedevient f(z,, 2y, ..., x,). Dans Fle coel-
ficient de @, est «,,. Sl existait unce substitution S de détermi-
nant un transformant F en une forme F ou le coefficient de ) edt
une valeur «, , moindre que @, , on pourrait faire subir i la forme
Sy, @4y ..., x,) la substitution qui consiste : 19 4 ne pas changer les
variables autres que Ly Lyyy e vy Ly 2° 21 elfectuer sur le groupe des
variables z, , x,, ..., x,, la substitution S. Les cocflicients des carrés
des variables autres que x,, 2, ..., @

;- ne sont pas altérés, mais le
cocflicient de zj, devient ), . De deux choses I'une : oud),, n’est infé-
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ricur & aucun des cocllicients des carrés des variables dont les indices
sont inféricurs d ¢,; dans ce cas, / n’est pas une réduite d’Hermite,
parce que le coellicient de ) n’est pas le moindre possible pour les
formes équivalentesd fetotules ¢, — 1 premiors coefficients des carrés
sont les mémes que ceux de /. Ou bien a,/ s estinférieur & 'un des
q,— 1t premiers coefficients des carrés, & a,, par exemple; alors la
substitution consistant & changer «, ena,, «, en — z, donne une
forme ¢quivalente & /S ou le coeflicient de ‘”f» est diminué, sans que les
coellicients des carrés précédents soient altérés. Dans ce cas, / ne
serait pas non plus une réduite d'Hermite.

On raisonnerait d'une maniére analogue en se plagant dans 'hypo-
these suivant laquelle I aurait une équivalente F ot le coelficient
de nc";l serait le méme que dans I, mais ot le coeflicient de '1,/ aurait
une valeur @, inféricure i, . est clair que l'on arriveraitainsi de
proche en proche & prouver que / ne peut étre une réduite d'Hermite
sans que I en soit une. C. Q. ¥. D.

Supposons une réduite d’Hermite décomposée en carrés de fone-
tions lincaires et homogenes, la premicre contenant les n variables
€Ly Xyy ey &, lase u)n(l(- sculement les o — 1 dernivres x,, x,, ..
s oy lani™e la variable @, scule me nt

J=n 2

(0 J(xy gy oy y) 7"‘) <~> 011'1/>
/"l

1“1

.y

Aucun des coeflicients e par lesquels commencent respectivement
ces fonctions linéaires n’est nul et Pon a

oo (11e) v

D étant le déterminant de /.

Nousavons le droit, poursimplifier, desupposer que les quantités o;;
sont positives; caron peut, sans altérer f; changer arbitrairement les
signes des fonetions linéaires dont les carrés constituent cette forme.

Tugorine 1. — j étant un entier au moins égal a i + 1, on a lowjours

=y /i

=
o 1 y
( 3 ) 3 /Ij 2 a/z[/[ ’
(=

/ /
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en effet, faisons dans / la substitution suivante de déterminant un
X=X+ hp pour h=1, 2, ...,
xn= 2 pour h=i41, {+2, ..., 1.
Parmiles coelficients des carrés des variables, le cm-ﬂi cient a;; estseul
altéré. Dans la nouvelle forme, le coefficient de ,nz * st
(hyoryg == hgttya=b v o= hptys b oy )= (DyCan = Dy otgy == o oo Djllyi-t= 2y;)* - o
A (M P gimt = Ri Ot g b Gy ) A (Mot o) = 2y = 2y e 2
On peut disposer du nombre entier 7\, de telle sorte que Aoy -+ o
soit en valeur absolue au plus égal & .1 ;3 on peut ensuite disposer de
Pentier 24—, de facon qun Ny Limy iy =+ A%y o= oy sOiL en valeur
absolue au plus égal & -« ,_,, ct ainsi de suite. Finalement le coef-

ficient de 27 sera an plus ¢gal i

=i fz=j
L I ST
/'2 Gt 2‘ Dhjs
/| fovz 41
or, dans la forme primitive, le coefficient de a7 est
/4::1
c{/.'_/ -+ 2‘ a/l/
/lki Doz i1

Sicette dernitre quantité ¢était supérieure a la précédente, / aurait
une ¢quivalente ol le coefficient de &7 aurait une valeur moindre
que a,;, sans que les autres coellicients des carrés soient al(érés. /ne
serait done pas une réduite d’Hermite. L'inégalité (3) a done lieu
nécessairement.

Turorine 1V. — Dans une réduite d’ Hermiie décomposée comme on l'a
indiqud plus haut [identite (1)| en une somme de carrés, on a toujours

(4) 0 < 00yt (i=1,2,...,n -—1),

O; étant un coefficient numérique ne dépendant que de son indice <.
Cette propriété a lieu pour n = 2; s0it en effet
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on a, d’apres Ie théoréme 1,
et comme

et a fortiort

9
S A
LS 1 S 2
Gy /l‘ =25,
2
Gy e s Y.

Nous allons prouver maintenant que si Ie théoreme est vrai pour les
réduites d’ordre inféricur ou é¢gal & n — 1, il est vral pour les réduites
dordre rn.

Dapres le (héortme 11, la forme obtenue en faisant, dans
S(x,, 2y, o, x,), x,=o0 cst une réduite d’Hermite. Si done e
théoreme que nous avons en vue a ¢té démontré pour les réduites
d’ordre = 1, nous avons déja

(\) oy < 01“227 Ty <2, 0‘:“3:;1 ey [ZA On—‘;’.au—-lw—l;

il ne reste done plus qu’a prouver la dernicre inégalite
et =1 et B3
[ étant un entier moindre que 7z, envisageons la forme constituée par

la somme des carrés des 2 — £ dernieres fonctions linéaires

i==n J=n

C:O(.f?[|.1,.’lff1_|.2, RN n)—- 2 2 Kppx > .

TS I AN

Soit Y(a),,, @), -.., ,) une réduite d’'Hermite équivalente 4 ¢, et

Y () ygy Xlpgs w oo Ty) .~::Z Cij i
(G, j=1l~+1,l42,...,n).
Il existe une substitution S de déterminant un
Lo T2 Lot Ly o Pl Ty
g S Tfgg T Pl Loy - o o Prpon Lo,
e e e ,

7
Xy == ety Lppg oo fan Chs
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telle que U'on ait identiquement
(s Triar oo Ta) == W (20 5 @y ooy an,).

On a d’ailleurs

i=l yj=n o2
W
(3) ./I(‘rl"‘rﬂﬁ --~7~1"Il) '::2< ZO(,‘_,‘.’I‘_/) = f.‘ii(-l"/..“(l‘/‘:, ey Iy )
fm=l =i /

-

Faisons dans /' la substitution de déterminant un

" . o . . o
XiTE X Vi1 g (i==1,0,3, ...,1),
J=n
~ .
X 3 v 2 ((x=mla, (42,00, n),
et

Les coellicients v, olt d et/ varientde /1 inclusivementa 7 inelu-
sivement, sont les coellicients de la substitution S déja définie. Les
coelficients v, pour les valeurs de dde o inclusivement i Zinelusi-
vement sont des entiers dont nous nous réservons de disposer. Kn
tenant compte de (5), on voit que le coellicient de a?, dans Ta nou-
velle forme sera :

(O Yyt Gy Vo g b oot LY )?
= (aa Vo rgg b Cag Vi g e e ools Gy Vg ) b
= (Gt t Vimtetin == G Vi 1=t o Gy Vi)

= (Vi & Gt Vet =t e G Ve ) CLigag .

On peut disposer de 'entier v, ,,, de sorte que la derniére paven-
these soit moindre en valeur absolue que i} %y s on pourra ensuite dis-
poser de Ventier v, ., de maniére que 'avant-derniére parenthise
soit moindre en valeur absolue que %a,u,'/.,_,, et ainsi de suite, Alors
le coefficient de 2,2, sera moindre que

!

2 2 2 v
7 (2P =gy oot 2F) = Criqary -

Dans f(z,, z,, ..., ,) et dans sa transformée, les coeflicients des
carrés des /premieres variables sont les mémes : done, dans la nou-
velleforme, le coefficient de ), ne saurait avoir une valeur inférieure
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o]
“r

acelle de «; | dans /; on a donc

2 2 e 2 Y o 2
T i S T i I s A Ry 29 P 7]'(9‘1 |GGy af) S Cria,
et a fortiort

1,
3 2 <L P 2 .
(6) Glprtr = 7;(111_}— Gyt 07 ) + Cranga

Or, on déduit des inégalités (A)
Gpmggn < Oimi0isy g s <0y Opnoyy ooy o <Oy Oiy. o 0,0 04,
ct, par suite,

1, ., , . T 0p 403 0} , ... 07 0F,...000% |
7{'(“71‘*'“32"“---’1‘5‘7/)< frd Ll 4 fottfze .

Soit v, un nombre positil défini par I'égalité

2

',2::-‘ ) ').
O - 0 0F . O 0, 06

2

Il est clair que si 'on a
(7) Gy = O tg 1

il en résultera
4

1 /»1 T
7 R eh<”

E=t

et, par suite, d’aprés Uinégalité (6),
(8) g1 < 2CLp1t1e

Nous distinguons maintenant les deux cas suivants :

Premier cas. — On a
(9) Cir > MOttt pour (om0, oy 0— 23
on en déduit aisément
(10) oy > 1 o, Gy = Ny My %y, R G > MMy e M2 %p—yn—1
et, par suite,

n-=2

(11) ottt

2 by
Mgy Ap-2%yn Ly« - Apmyn—1e
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Or, M. Hermite a démontré que 'on peut toujours altribuer dans
une forme quadratique positive aux indéterminées des valeurs en-
1

7 :z(u—ll

Y ? o " Y : ’Il/~_~
tieres telles que la valeur de la forme ne surpasse pas (;:) vD.

On peut supposer ces valeurs entiéres des indéterminées premicres
entre elles : car, sielles avaient un facteur commun autre que 'unité,
on pourrait les diviser par ce facteur et la valeur que prendrait alors
la forme serait encore plus petite. On sait aussi, d’apres M. Hermite,
que si z nombres entiers n’ont pas de diviseur commun autre que
Punité, on peut former un déterminant ayant ses ¢léments entiers,
ayant pour valeur l'unité ¢t dont la premicre ligne est constituée par
ces nombres. On peul, par suite, trouver toujours une forme quadra-
tique équivalente & la forme considérée et ol le coellicient de la pre-
1

‘_/I jin=n
3

.y . , ., . "= . .
mic¢re indélerminée est moindre que ( VD. Le coeflicient «;,

dans /, qui égale e, ne peut done surpasser la valeur préecdente

)

1
o)

o (A2 noy
a’fi-(:{) VD;

en élevant les deux membres de cette inégalité i la puissance 2 et en
. o

remplacant D par sa valeur (2), il vient
/,‘[{um—-l)
ol ‘(1 oy O
11 5) 1y e s Apt -1 %ype
En remarquant que of, = of,*. o], et en utilisant 'inégalité (11),
il vient
{n{n« 1)

7
w112 00 -3 o 2 . <
U 1y B (Y n/1~2(‘/-11:_1(7})‘) Dnns

en faisant encore intervenir la dernivre des inégalités (10), on obtient
finalement
J%/H/l—-l;

()

Cppme =1 o2

o[ g2 DY A Auns
1 Ty "ee Mgy g
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Deuxiéme cas. — Les inégalités (9) n’ont pas toutes lieu. Soit/ la
plus haute valeur pour laquelle on ait
LA VRN
Nous aurons alors
Lieyrer < 2Crpnrits

d’apres (8), et comme ¢,y ,,, estle premier coefficient d’une réduite
d’Hermite & n — { variables,

-

s zla—i—=10
4 Ve
('/.1‘/fu<<g‘> " \/“1
oli D, désigne le déterminant de g (voir théoréme IV). On a évidemment
(12) D=z (@i @arin - Gan )
d’olt

(1 =d—1;

(13) Gl < 5"<7/"> “”\//T)—I’

[ETRNY

<

, o s . n—1 .
et en élevant les deux membres de (13) & la puissance == et en uti-
lisant (12)

. ,'m AL

el ’
n-l R i ~ 7
(l[l) Grigig << 2 (5) Gpsridyr sy ady2e s Apape

Or on a, d’apres hypothese,

Cpep tuf g i 5 Ot Ll el b i1y pour (=1, 0, oo, =l 2,
"’ \
d’ol
(15) Gpggadir 2 M1 Pz 2s Cpeirefry =2 M1 14 2 Kol 3. 043y -y

Apgeged g1 = My Mg o o« Ny Zpin—13
en multipliant ces inégalités membre & membre, on en déduit
(16) aly ,/‘/‘fl =0y, ,/ 20}, .J/ e G s Pl - Rt 1o

¢t par la combinaison des incgalités (14) et (16),

Nl _?-mﬁ it — - 1,
e oA

. [P R . PRI .
I (Y T R PP R R ) <”5) Anans

en combinant encore cette inégalité avee la derniére des inégalités (15)
Ann. Fe. Norm., (3), XIX. — MaRs rgoo. 13
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on aenfin

,,__[ , (n-—-/)m-—l—l
9 '
< _ 5 74
A py—t-n—1 ) 2 “Yun-
R AR N

Il résulte de cette discussion que, dans les différents cas possibles,
le rapport al—;‘—";‘ reste respectivementinféricur h des quantités déter-
minées. Dcw)lnons par 0,—, la plus grande de ces quantités; on aura
dans tous les cas

all—l'll‘l< 0/1—1111m C.Q.F.D.
CororLaire. — Bn vertu de U'inégalité (3), on a @ fortcort
foz=i
R N
f/'i-j = 7! %Lins
h==1

ol jestun nombre supéricur i 5 d’apres le théoreme IV, chaque quan-
Lité o4y ot A est moindre que ¢ est inféricure & oy multipliée par un
nombre fixe. Donc a;; (il s’agit des valeurs absolues) est inférieure
4 o, multipliée par un nombre fixe. On sait, d"aprds le théoreme 1V,
que oy est inférieure oy, multipliéc par un nombre fixe. Nous en
concluons que, si Zest supérieur ou égal i 7, on a

(17) Forij | 28,
;s étant un nombre fixe qui ne dépend que de ¢ et de £
TukoriMe V. — Dans une réduite d’Hermite, on a towjours
Ay llyy oo << (21D,

w étant un cocfficient fixe qui ne dépend que de Uordre n de la réduite.
En cffet,

j=i J=ie—1
—N' N, 2,
(,ZL‘[—-—- O‘jl-— a‘/ﬂ_{'—alt"
J=1 Ju=1

mais, d’aprés Uinégalité (3),
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et, par suite, en utilisant les inégalités (4),

0203 ... 08, +...+ 0}, 00+ 02, .
4 + 1)

en représentant, dans le second membre, le multiplicateur de o, par ¢,
nous aurons

an<<

<< €; 07

e, est un coefficient numérique déterminé par son indice ¢; on en

déduit
Uy ay v v o Ay < 1€ v v Eg O Oy O}y,

Uy s o oo pp << E18y..-8, D), G.Q.F.D.

IMI.

Soient F(z,, z,, ..., ,) une forme quadratique indéfinie a coelfi-
cients entiers, et D la valeur absolue du déterminant de cette forme.
Nous supposons que D n’est pasnul. On dit que cette forme appartient
au type quadratique d’indice p quand elle peut se décomposer en
n — p carrés positifs et p carrés négatils

F(y, @y ooy @y) = U2 e U U2, — Vi Vi — V3,

U, Uy ooy Uy Viy oo, V, sont des fonctions linéaires des va-
riables, mais les coefticients de z,, ..., x, dans ces fonctions nesont
pas en général entiers, ni méme rationnels. D est égal au carré du dé-
terminant des coefficients de x,, ..., z, dans U,, ..., U,_,, V,, ..., V.
L’é¢tude des formes d’indice p se ramene évidemment & celle des
: ye e . . o n
formes d’indice 7 — p, de sorte qu’il est permis de supposer p< ~-

Considérons la forme quadratique définie

2

Sy, @ay ovy 2y) =02 U2k, U2, Vi VB -V,

dont le déterminant pris en valeur absolue a aussi pour valeur D. Svit
Je=n

wl.:zﬁ,-,x’j ({==1,2, ..., n),

Ja=1

une substitution S & coefficients entiers et de déterminant 1, qui
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transforme f(x,, x,, ..., z,) en une réduite d’Hermite équiva-
lente f, (2, &, ..., &,). Soient U\, U, ..., U, , Vi,V ...V,
F,(x,, 2, ..., 2,) ce que deviennent respectivement U,, U,, ..., U,_,,
Vi, Voo oo,V F(zy, @y, - ., ,) parla substitation S. F, aencore ses
coefficients entiers. On aura
Jix, &y oo @) =0 U - U, - V2 Ve - V2
Fi(zy, 2, ..., 2 )=U0r+ U} ..U}, — VP2V —. . =V},

et par conséquent

J ! 7 ’ —_—n 4 J i . Vix. . ) , o,
Silxy, 2y, o2y =R, 2, oo, 7)) e Ve Vi e Vi

il g’agit de démontrer que tous les coefficients de I, (&), 2, ..., /)
ont des limites qui ne dépendent que de D.

Dans les formes f,(«,, @, ..., &), F, (&, 2, ..., 2), ... sup-
primons, pour simplifier Uéceriture, les accents et les indices des
lettres fet F. La question revient alors & celle-ci. 1 s’agit de démon-
trer que, si

Flay, 2y ooy 2,) =040+, . U}, — Vil .=V}

est une forme a coefficients entiers et de déterminant D, ot si
S22y ooy 2y) =034+ U= .- U2 - V- - VE

est une réduite d’Hermite, tous les coefticients de I ont des limites qui
ne dépendent que de D.

Supposons la réduite d’Hermite f(z,, x,, ..., x,) mise sous la
forme (1) et posons

j=n
W .
1\[22&,‘/(17 (L::fl, 2, ...,Il).
Je=i
Parmi les quantités «;;, nous aurons particuli¢rement i considérer
celles ottle second indice est égal au premier; pour les désigner nous
ne conserverons souvent que le premier indice, atin d’abréger I'écri-
ture, de sorte que ¢; aura le méme sens que oy, Le déterminant des
ian
quantités A;, par rapport aux variables ;, estégal i | | 2, ¢’est-i-dire
=3

4 yD; il n’est pas nul, et 'on peut exprimer par suite z,, x,, ..., x, cn
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fonctions linéaires et homogeénes de A, A,, ..., A,. Soit

J=n

U,‘:Z 7@/‘ ~‘\j ({==1,2,...,n —Pr)

=1

J=n

V,-:EIJ.UAJ (d==1,2, ..., p).

J=1
On aura identiquement

Sy oy vy @) = A Al A
A

J=n 2 J=n \ 2
~
— Z )q/- > - (2 7.2/ A/') e
WS \ja=2
J=n 2 J=n N 2 = .
N O
~+ Z )‘n——/w‘A/> = 2 IV B PR 2‘1"*/1/' Aj )
=1 =1 =1 /
Il en résulte que les quantités
hij ({zz1,92, oo, n—p3/==1,2, ..., 1),
Hij (b==1, 9, .., p;/==1,2, ..., 1)

constituent ensemble les coefficients d’une substitution orthogonale.
Les seuls coclficients qui nous intéressent sont les coefficients ;. En
vertu des propriétés générales des substitutions orthogonales ils satis-
font aux relations suivantes:

Tutorime VI.

Jesn
(18) ZH,,M,,,::J,,, (i h=1,2, ...,p)

J=il

ot le symbole Sy, représente séro quand i et b sont différents, et 1 quand
is sont égauz.
i=n
Tutonime VII. — Dans le produit Ha,-, le prodwit de dewx facteurs
i=1

dquidistants des extrémes o;o,_;,, est towjours superieur @ une quaniué
posilive qui ne dépend que de i et de n.
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Nous avons en effet
(19) F(x),, 73y ..., @0) = AT+ A+ A
— oA+ Ao e A)?
—a(pa A A

— (P Ao P A2
Iin développant les calculs, on trouve que le coefficient de a7 est

2 LI 2 _ 2
e (r—oapl—apl, —... =20 ),

celui de z, x, est

2o (t—apl, —ap), —...—ap;)
—hag 2 (P Pan = PorPar o P ),
celui de ] est

= 0yg Oy (Ppy Pyn == e o oo P Ppz) - Oy (L=}, — L =20 ),

En géncral, le cocfficient de z;2, est une somme de (ermes de la
forme o2y, ol Uindice £ne surpasse pas /et ol Uindice £ ne surpasse
pas /&, multipliés par des fonctions du second degré des quantités p,,.
Les égalités (18) montrent qu’aucune des quantités p;; ne peal sur-
passer 'unité en valeur absolue. Il résulte aussi du théortme IV et de
son corollaire que, si j ne surpasse pas ¢, ¢t si A ne surpasse pas
n — i+ 1, le produit o;; e, est en valeur absolue inféricur & o;2,.;,
multiplié par une quantité numérique déterminée; par suite, le coefti-
cient de x; @, sera aussi inféricur en valeur absolue & o;2, ;. , multi-
pli¢ par une quantité déterminée. On pourra donc assigner une (uan-
tite M; telle que, si a2, ;,, devient inféricur & M;, les coefticients de
tous les produits @2, ol j ne surpasse pas ¢ ¢t oll 4 ne surpasse pas
n — i+ 1, soient forcément moindres que U'unité. Or, les coefficients
de F(x,, z,, ..., ,) doivent étre entiers et ceux qui sont inférieurs
a 'unité en valeur absolue sont nécessairement nuls. Voyons mainte-
nant quelles seraient les conséquences de cette hypothése.

Dans le déterminant D de ¥, les n — ¢ + 1 premiers éléments de cha-
cune des ¢ premiéres lignes scraient tous nuls. Par suite, chacun des
déterminants de la matrice constituée par les ¢ premicéres lignes de D
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seraitnul, car chacun de ces déterminants aurait au moins une colonne
de zéros. Or le déterminant D peut, d’apres un théoréme connu, s’ex-
primer par une somme dont chaque terme est le produit d'un des
déterminants de cette matrice par le déterminant complémentaire.
D serait done nul, ce qui est contre Uhypothese.

Done o a,_;,, nec peut devenir inférieur i M.

Si 22 est impair, le facteur «,,, est supéricur & une quantité positive

2
déterminée.
Tusorime VIII. — Le prodwit de deux facteurs équidistants des

exlrémes oio,_;,, ¢t loujours inféricur & unre quantié posiive qui ne
depend que de i, de n et de D.

En cffet, le produit des quantités «; étant égal & /D, si I'on groupe
ensemble les facteurs équidistants des extrémes, on voit que le pro-
duit ¢;0,;., est inféricur & /D divisé par le produit des limites infé-
ricures que donne le théortme VII pour chacun des autres systémes
de facteurs ¢quidistants des extrémes.

Twisorive IX. — 1 existe une quantité L, telle que, si «,,_, ., est superieur
al.,, on ait nécessairement :

1,
\ ..
(20) z Poni Py == Ny (6, )=1,2,...,p),
bl
iy =0 pour i#],
- — I » .
= 5 Poir L=/,
el
(21) py=o pour [==1,2, ..., JEp AL p A2y =

(ici p est, comme nous avons dit plus haut, U'indice du type quadra-
tique auquel F appartient).

Ln effet, d’aprés le théoréme VIII, le produit e,x,_,,, est inférieur
2 une limite déterminée; d’apres le théoreme IV, a,, oy, ..., %,
¢tant inféricurs & «, multiplié respectivement par des quantités déter-
~minées, on pourra toujours déterminer une quantité telle que, si .,
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est supérieur a cette quantité, «,,a,, ..., 2, soient tous moindres
qu’'une quantité que I'on pourra assigner a 'avance.

Or le coefficient de «7 dans F est

al(t—opd ——ap), —. . —2un),
T ouy, —2uy, —...—2p est au plus égal en valeur absolue

. . . YR N l“ 3 LN .
a2p—1;done, si o, devient inférieur & Vap =1 ¢ coefficient, qui

doit étre entier, est forcément nul; or «, n’est pas nul, sans quoi D
serait nul, donc on a

p . 1
(22) T T T .

Si I'on se reporte 4 la formule (19), on voit alors que A disparait
dans le développement du second membre, le terme en z, 2z, dans F
provient uniquement de A, A, dans le second membre de (19), etil a
pour coefficient

= B (g Pry 1= P fas e P Pepe) Oy s
. oy e N I ] a . .
si o, a, est inférieur Lo coefficient ne peut étre entier que si
1
I'on a

(23) Pert Py = Pt Paa b e oA s pa =0

les égalités (22) et (23) étant satisfaites, ce qui aura licu si o, ct o,
sont suffisamment petits, le terme en z,2, provient uniquement
de A, A, dans le second membre de (19), et il a pour coefticient

b (P Pas e Prps[hps) % &g,
- . i - N, [ . A M M )
et st o, o, est inférieur i il ne peut étre entier que si l'on a
]
Mg Pag b omb Py Pps =2 05 L

on voit donc que, si I'on suppose o,, o, . . ., z, suffisamment petits,
on aura

1=y

Z jt [ ji === i
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I
'ﬂn:;" Npp="T3=...="N1p=0.
Le terme en 2} dans I provient alors uniquement de A2 dans le
second membre de (rg), etil a pour coefficient

'y P o 112 2.
(t—2ply—2pi,—...—ap),)a];

si 'on suppose «, suffisamment petit, z, n’étant pas nul, on aura for-
cément
9 9 9 I

Py Py e o gy = 5’
et ainsi de suite. Le terme en 2, , provient alors uniquement
de A,A,, .. .. Il est évident que, de proche en proche, on arrivera &
prouver ainsi toutes les relations (20) lorsque «,, oy, a,, . . ., o, sont
suffisamment petits. Le coefficient e, est inféricur & une limite
déterminée; en effet, ., %,_, ¢tant le produit de deux facteurs équi-

est

distants des extrémes dans l l «; a une limite supérieure; or «,_,

’o \ n —1 . . . .
supéricur i o, <|)0ur p < -;~—\ multiplié par une quantité déter-

o

minée. Il en résulte que a
ricure délerminde.

Les relations (20) ayant licu, le coefficient de «, «,,, dans F pro-
vient alors uniquement de A, A, ; il est égal &

aer €ty par suite, oy, ont une limite supé-

= b (Peat Prepit = Pat Paepier = o ook Ppt Pepupger) S Sppgs
%pys ayant une limite supérieure, on peut toujours supposer e, asscz
petit pour que «, a,,, soit moindre que 417; alors le coefticient précé-
dent est forcément nul et on a
it Pas pept ~F Por Paper e oo pr Ppaper = 05

le coefficient z, 2, dans F provient alors uniquement de A, A, et

si o, est assez petit, on aura

[F12 210 pit e Lpe M-popt1 = O,

Ann. Ec, Norm., (3), X1X — Mans rqoz, 14
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et ainsi de proche en proche on démontre les relations

j=p
(22) Z(,LJ-,'H,.,,_M:O (i=1,2,...,p).
i=1
Or les relations (22) sont homogenes et lincaires par rapport aux
quantités u; ,.,, etle déterminant des quantités p;; (7, =1, 2, ..., p)
n’est pas nul, car le carré de ce déterminant est le déterminant des
h=p
quantités Yy pa; (57 =1, 2, ., p), et apreslesvelations (20) ce
h=1

’ . ’ PN I ;
déterminant se réduit a = Done on a

(23) Bjpi1 =0 (J=1,2, ..., ")

En se reportant & la formule (1) ¢t en tenant compte des rela-
tions (20) ct (23), on voit que le terme en 25 dans F e provient
2 1} " "W ’I ()¢ : 2 % ) ) » ‘l e
plus que de A7, et qu'il est égal d ey, . Gomme ,, ne peut étre nul
0 . A . . ’ . .
et que o, doit étre entier, o, est au moins égal & 1. Or le produit
Uyt %yp-paune limite supéricure, done a,—, estinféricur i celte limite;
et, d’apres Ie théoréme 1V, toutes les quantités «; ol £ ne surpasse
pas n — p ont des limites supérieures.
AInsi %,y %yisy + - vs %, o0t tous des limites supéricures et infe-
rieures positives quand on suppose «,, o,, ..., @, suffisamment petits.
Maintenant le coefficient de x, x,,, dans F provient uniquement, i
cause des relations (20) et (22), de A, A, ct il est égal i

Pt

- !l ([J‘H[Jﬂ.p»e e [t Pepps 1) Gy Apyons

et comme o,., a une limite supérieurc on pourra, en diminuant au
besoin z,, faire en sorte que ce coefficiont soit nécessairement nul. On
aura alors

Pas fpga -t oo pi p pia == O,

et ainsi de suite. On démontrera de proche en proche toutes les rela-
tions

2[}./“']J./,j:() (E==1,2, . yps ]P0, P42, ., n0 ).
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‘D’ou, en s’appuyant comme précédemment sur ce que le détermi-
nant des quantités . (¢, 7 = 1, 2, . ..,p)n’est pas nul, on tirera toutes
les ¢quations (21). Comme, pour que cela arrive, il suffit que «,,
Oy, Oy, .- -5 O, SOient suffisamment petits, et que 'on peut rendre ces
quantités aussi petlites que’on veut en supposant e, , suffisamment
grand, il existe une quantité L, telle que, ensupposante,._,,, supéricur
a L, les conditions (20) et (21) aient lieu.

Tutorine X. — Les quantiles o;, 0wt ne surpasse pas n — p, sont infe-
rieures « des limites qui ne deépendent que de D.

Il ya deux cas & distinguer. Si «,,,, est inférieur d L, d’apres le
théoréme IV les quantités «; sont inféricures & L, multiplié par des
quantités déterminées. Si «,._,,, est supérieur a L,, il résulte de la
démonstration duthéoreme IX que ces quantités sontaussi inférieures
4 des limites déterminées. La plus grande de celle des deux limites
que nous obtenons pour «; dans les deux cas répond & 'énoncé du
théoreme X.

Lucorive XI. — Soit g un nombre inférieur ou égal ap, p clant au plus
;'n' l‘"l- » 7] J J ;l)- 17 '/:'- (’—— ) e a9
égal & 5 supposons que des qUanties p; (L==1,2, .., P3 ] = 1,2, ..., 1)

satisfassent avx conditions suiwantes :

/r:.: n
- n .. .
(')‘-/l) 2 [Lin [Pjh==0i; (l’_/ TTU, %, .y f)),
Jo= 1
Op==, Oiy=0  pour (5],
I)
ol Q - R “ P
(23) Z Pern Py == My (E=1,2, cccyq; J=1,2, 0-—1),
=1
1 ..
0ii7= s Nyj=0 pour (),
on a
/l,::l/
R . g— 0
[ion~qij == @i lin, (/ S22 00, (/)7
fez=1

ow les quantités
o (fy =152 0005 )

sont les cocfficients d’une substitution orthogonale.
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Posons, en cffet,
/l:/)
W . .
(26) Z{J/L[[i/,.,l_q+j: iy (L ]=1,2,...,q).
h=1
Multiplions les deux membres de I'équation (24) par p, ol £ ne
surpasse pas ¢; laissant & / unc valeur fixe, donnons i ¢ les va-
leurs 1, 2, ..., p et ajoutons les équations ainsi obtenues, il vient

i=p h=n

Vi S b=
‘_‘{J-i/.- e Hinljn==[jk>
i=1 =1

ou encore

h=n iz=p

- |\
N D B = ke

b=t iz

ou, d’apres (25) et (26),

hz=n—q h=q
N -~
2 Mgt gt == [jon—qy hPRR==|2j15
h=1 Lt

et en tenant compte de la définition des quantités «;; :
hezg
1 Y
(27) Py Pjre = ZPA’/{.I‘L_/'JL— gty
b=y
comme, dansles quantités g;;, les indices 2 et / varient chacun de 1 4 ¢,
ces quantités forment les éléments d’un déterminant A d’ordre g¢.
A n’est pas nul, en effet, Ies quantités .z, ot j varie de 1 i p, et ol £
varie de 1 & ¢, forment les éléments d’une matrice M de déterminants,
et chacun de ces déterminants contient, d’apres les formules (27) etle
théoréme relatif & la multiplication des déterminants, A en facteur.
Si A était nul, tous les déterminants de M seraient donce nuls. Consi-
dérons le déterminant qui a pour ¢léments les quantités
I,::p
N ' ..
2-11"'/U'[J'//f (l’,/ 1,2, a0, (/);

fo=1

on déduit aisément des formules (25) que la valeur de ce détermi-
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nant est ——, d'autre part, il se décompose en une somme de produits

q

de deux déterminants d’ordre ¢ qui appartiennent & la matrice M.
Tous les déterminants de M ne peuvent done é&tre nuls et, par suite,
An’est pas nul. A n’¢tant pas nul, on pourra résoudre les formules (27)
par rapport aux quantités p.; . (j=1,2, ..., ps h=1,2,...,¢9),

et I'on aura
/z:://

(28) {J.[‘,,._,H_j:Zm/‘h{i[h (d=1, ..,ps/=1,2,...,9)
ho=1
Soit £ un entier au plus égal & ¢; multiplions les deux membres de
I'équation (28) par gy el ajoutons les ¢quations obtenues en donnant
adlesvaleurs, 2, ..., p; il vient, en tenantcompte des relations (25),
iz=p

-l _ 1
(29) Z{ii/c{J-i.n—q LT 0k
it

or les relations (24) peuvent s’¢erire

leszn—q h=q
2. \ . \ g
(30) ZIJ'M [y 0=t Z[’-i-/:~q fhldjon—gyh= Dij-
=] VR

Multiplions les deux membres de (30) par py, puis ajoutons en
donnant i ¢ les valeurs 1, 2, ..., p, il vient, en ulilisant les relations
(25) et (29) et apres avoir multiplié par 2,

/1.://
|l
Z"”/:/t{ij.n»q‘l‘h:: ik

/=3t

et, enremplacant les quantités p;,_,.4 par les valeurs (28),

b= l=q
- B
W Jole O ot it = *jle>
VN =1

et en attribuant toujours au symbole 3;; la méme signitication que plus

haut
lz==q h=zq

. N = N
(31) 2 |37 2 DOl 01 ) == O«

(=1 k=1
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Si dans les équations (31) on donne 4 les valeurs 1, 2, ..., p, on
obtient un systéme de p équations homogénes parrapportaux ¢ quan-

tités
h=q

) .
E WpkWnr = Ont (I=1,2,...,9);

h=1

or les déterminants de la matrice formée par les quantités pj, ne sont

pas tous nuls : on a donc
k=g

—~
(32) Z OY pufe W el = 84./?,': 0.

h=1

Les équations (32) expriment précisément que les quantités oz sont
les coefficients d’une substitution orthogonale.

Tugorine XII. — SC a,_,,, est infericur & la quantité 1., définie au
théoréme IX, il existe une quantité L, qui ne depend que de D, et qui
est telle que, SU a,_, . est supcricur & L., les relations (25) aient lice
pour g =p — 1.

De méme on pourra définiv une quantité L, ne dépendant que de D
et telle que, si ,_,., est inférieur & L, et a, ., , supérieure i Ly, les
relations (25) aient lieu pour ¢ = p — 2, ¢t ainsi de suite. De proche
en proche, on prouve qu’il existe une limite L, telle que, si ., est
moindre que L, et o, supéricur d L,, les relations (25) aient lieu
pour ¢ =1.

Supposons, en effet, «,_,,, moindre que L, ; le coefficient de a2
dans F(x,, 2,, ..., x,) est de la forme

(33) Z Crrctnijs

ou les quantités Cy sont des fonctions du second degré des quan-
tités 1y, & coefficients numériques et ont, par suite, des valeurs essen-
tiellement limitées; & ne surpasse pas 7, £ ne surpasse pas /5 par suite,
d’apres le théoréme IV et son corollaire, le coefficient de x;2; dans F
estinférieur & o;o; multiplié par une quantité déterminée.

Dans W2 le produit ¢, ,.,., étant le produit de deux facteurs
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équidistants des extrémes a une limite supéricure ; on pourra done,
ens’appuyant toujours sur le théoreme IV, choisir «,_,,, assez grand
pour gue non seulement a«,_,, mais toutes les quantités o;, ot 7 ne sur-
passepasp — 1,soientmoindres qu’une quantité qu’on pourra prendre
aussi petite que I'on voudra.

D’autre part, sij nesurpasse pas z — p —+ 1, cCOMMe «,_,., est infé-
riear & L,, toutes les quantités o; ont des limites supérieures.

On pourra done choisir «,_, ., assez grand pour que tous les pro-
duits o; 05, 007Zp — 1, j2n — p + 1 soient moindres qu'une quantité
qu’on pourra prendre aussi petite qu’on le voudra. On pourra donc
aussi choisir o,_, ., asscz grand pour que les coefficients de a2,
dans F pour ¢Zp—1, jin—p+71 soient aussi petits qu'on le
voudra. Mais les coefficients de F, dés qu’ils deviennent moindres
que t, sont forcément nuls puisqu’ils sont entiers.

En considérant successivement les coefficients de 23, z, @, ...,
2, Zyprys on obtient, d’une maniére analogue a celle dont on a
démontré le théoreme IX, les relations (25) pour ¢ =1 on considé-
rera ensuile les coelticients de @3, a, @, ..., 2, x,-,,,, c¢ qui per-
mettra d’établir les relations (25) pour i = 2 el ainsi de suite. Lexis-
tence de L, est done démontrée.

Lexistence de L, une fois ¢tablie, on prouve tout & fait de méme
celle de L, et ainsi de suite.

Turorime XII. — Zous les coefficients de ¥z, x,, ..., x,) ont des
limites supérieures, fonctions de D seulement.

Soit, en elfet, ¢ I'un des nombres 1, 2, ... p. Je suppose que «,_,
soit inféricur & L,_, et que o,_,,, soit supéricur a-L,_,.,.

Le cas ol a,_,,, est supéricur & L, présente d’ailleurs les mémes
circonstances que les autres, car nous savons que «,_, a dans tous les
cas unc limite supéricure, ct il peut se traiter en méme temps.

D’aprés les théorémes 1X et XII, dans l'un quelconque de ces cas
les relations (25) ont lieu pour la valeur de ¢ qui correspond 2 ce
cas.

Considérons F(x,, z,, ..., @,) sous la forme (19), et le coefficient
de z;z; dans F sous la forme (33). Pour des valeurs déterminées de 4
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et de £, la partic Curap2; de ce coefticient est la part contributive
qu'y apporte le produit des deux fonctions linéaires A, el A,

Or, d’apris le corollaire du théoréme IV, tous les cocelficients de A,
sont en valeur absolue moindre que o, multipli¢ par des quantités
fixes. 11 en résulte que, si 'on connaitune limite supérieure pour le
produit o0y, toutes les parts contributives du produit A, A, dans les
coefficients de F ont des limites supéricures.

Or, d’apres les théoremes VI et 1V, le produit e;2; a une limite
supérieure si ¢-+7 =n + 1; il aura aussi une limite supérieure si o,
et «; ontséparément des limites supéricures, ¢’est-i-dire si iZn — ¢,
Jin—gq.

Parmi les produits A, A, Jes seuls qui puissent apporter aux coelti-
cients de /des parts contributives illimitées se partagent par suite ¢n
deux catégories.

La premicre comprendra les produits A, A, pour lesquels 2 est au
moins égal 72 -~ g =1, el £ auw moins égal v g 1.

La scconde comprendra les produits A, A, pour lesquels 2 est aun
moins égal & 7 — ¢+ 1, et pour lesquels £ est inféricur ou égal i ¢,
mais de telle sorte que £+ % surpasse n -1, Pinégalité excluant
I"egalité.

Je dis d’abord que les produits A,A, de la premiere catégorie
disparaissent tous dans le développement du  second membre
de (19).

Considérons d’abord ceux pour lesquels indice £ (qui, comme
nous venons de le dire, est supérieur & ¢) est inféricur in — ¢ 1.
L'indice / étant au moins égal & n-— g -1 peut se représenter
parn —q -/, j étant positil. Le multiplicateur de A,_,, ;A dans
le second membre de (19) est

i=p

AN
- 4 Peile[lion—qjs

Q=1
or, d’apres la formule (28), on aura

i=p l=zg iz=p

L !
Peike[ht.n—qij = 2(“’// 2(11"‘/"[”"'"

iz= =21 (=1
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i=p
3 J W , N
D’apres les formules (25) les sommes 2 Wi SOnt égales a v, et
i=1

7 ¢st nul, parce que / étant ici un nombre au plus égal & ¢, et £ étant
supéricur & ¢, £ et £ ne peuvent étre égaux. Le multlplicateur de
A,_gej Ay est done nul.

Considérons maintenant les produits A, A, de la premiere catégorie -
pour lesquelsh=n —q +j, k=n — g + [, jet létant positifs. Sup-
posons d’abord j =/ Dans le sccond membre de la formule (19) le
multiplicateur de A}, ; est

i=p

N 2
f—2 [J'i,/z» l/+j;
i1

or, d’apres (28), on a

L=p i=p op=qg s=q
-l 9 ul Wl 'l
2 it == 2 2[ 3 Djr®jslir|tis
[E=3| izl p=1 s=1
i ““/7 e f/ £l —«I/ : 8§
\ {"‘1 neqrj = 2 2 mjrm)s 2 [ir[Pis = 2 > TNps®jrmjse
..... =3 rel sl

D’apres les valeurs des quantités n,;, ceci se réduit i

g

I I

- M ip== —)

zz Ty
re=1

puisque les o, sont les cocefficients d’une substitution orthogonale.
Supposons ¢ différent de £ Dans le second membre de (19) le mul-
tiplicateur de A,_,, ;A,_, .z cst
i==p
7 Y
—_ 42‘ i j [Fien—q4-15

=

or, d’apris (28),

=p rexg o s= racg s=( r=q
2‘["‘1 e~ et f ol g4l = 2 2[0),}1'0315 2 [Liris = 2 2 Nys0jrwis=— ’Z"’/’l"')/l"
i==1 re=1 s=1 TN, re=1 s=1 r=1

les ), étant les coefficients d'une substitution orthogonale
Ann, Le. Norm., (3), XIX, — MARS xgo2. 15
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r=q

ij,.w,,. ol et ¢ sont différents est nulle. Le multiplicateur de
r=1

A,,. A, est donc nul. Ainsi les multiplicateurs des produits de
la premiere catégorie sont Lous nuls.

Les produits de la seconde catégorie donnent lieu, au contraire, &
une discussion nouvelle. Chacun d’eux est de la forme AA, ., _;,; ol
¢ est au plus égal & ¢, et oli / estun nombre positif au plus ¢galhd — 1.
Leurs contributions aux coefficients deFontdes limites supéricures,
si le produit eo,,,—;,; a une limite supérieure. ‘

Envisageons le produit o,a,;je dis qu’on peut déterminer une
quantité N telle que, si a,o, est supéricur & N, les multiplicateurs des
produits A;A,, pour2Z2, sannulent tous dans le développement du
sccond membre de (19). Considérons, en effet, le produit

(34) Oy Gy Opony Oy = (O O ) Oy Oy )

Les deux produits entre parentheses dans le second membre de (34)
comprennent des facteurs de D équidistants des extrémes. Ils ont
done des limites supérieures. Le produit des quatre facteurs a done
une limite supérieure, et par suite, en supposant o, o, assez grand,
on pourrarendre, d’apres le théoréme IV, aussi petits qu’on le voudra
non seulement e, o, ,, mais tous les produils o, e, olt » ne surpasse
pas n— 1. Il en résulte que les coeflicients de x 2, pour r moindre
que n, dans F, pourront étre rendus moindres que 1. Alors ils de-
viennent nuls, puisqu’ils sont entiers. On en déduit, d’apres la mé-
thode employée au théoreme IX,

i=p

.j _ .
2 it [fion—qi-j =0 (/=1,2,...,q9—1)

I3

et d’apres les formules (28)

lo=zq =3
1

Wjin [Fit i == O
h=1 iwm

On en déduit (35) w;;=o0, poury=1,2,..., ¢ —1.
Or, en résolvant les formules (28) par rapport aux quantités w.;, il
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vient
i=q
(36) H:‘h‘——‘z O 1 Pion—g 47 (h=1,2,...,q);
. J=1

en particulier, en faisant 2 =1, et en tenant compte de (35),

(37) i1 == 0 g1 [hin (i=1,2, ..., p);
i=q
d'ailleurs o, est égala ==1, parce que ¥ w} =1, et que les autres
iy j=1
quantités o;, sont nulles.
Or, on a
i=p i=p i=p
Wl Wl Wl
2‘1«-11%-2:: 0, 2,;&“ iy =0, ooy Z[-’-[if-"iqz 0,
i==1 i1 F=1 .

et I'on en déduit

iczp i=p iz=p

Y e Y . W

: Pein lis ™= 0, [Lin [Liz == 0, [P : [Fin[hig=— 0.
FE=S eSS i=z1

Il en résulte que les multiplicateurs des produits A;A, pour 22
sont tous nuls.

Plus généralement, on peut déterminer une quantité N;, fonction
de D seulement, telle que si le produit e;e,,.,—; est supérieur & N;, les
multiplicateurs des produils A,A,pour 224, k2 n + 2 — ¢, s’annulent
tous dans le développement du second membre de (19). En effet, le
produit

O O gy mi Cpgrnmi == (Ol Oppgmi) (24 Oppyy =)
a une limite supéricure fonction de D, parce que chaque groupe mis
entre parenthese comprend deux facteurs équidistants des extrémes;
donc en supposant o;u,,,; assez grand, on pourra rendre o, o, —;
et aussi tous les produits a,a;, olt r est au plus égal & i —71, et oll
s est au plus égal A n -+ 1 — ¢, aussi pelits que I'on voudra; par suite,
on pourra rendre dans F moindres que 'unité les coefficients des
produits z,2;, pour rsi—r, sSn 4+1—1i. Ces coefficients étant
entiers deviendront alors nécessaivement nuls. On en conclura,
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d’aprés la méthode du théoreme IX,

l=p
(38) Z[J.“[.L[,"_q+j20 (t=1t,2,...,0—1; j=1,2, e g T—1).
=1

En remplacant dans (38) p,—.; par la valeur (28), on en déduit

h=gq l=p

N e .
2 0jn E Prellin =03

h=1 =
or
l=zp
_
2‘ Peelren=="Tin ;
. =1
on en déduit
0= 0 (be==1,2, o, =15 J=1,0, .., -+1—10).

Envisageons le tableau des quantités ;e

W1y Wy2,  eeey Wy g, Oy e ey Wiy,

[T ey seey Mgy, Oy, ey Dhay,

g1 -1.19 ey Dggremiiie=1y  evey Wi g =iy

D R I I I I I R P ) I R I Y

g1y ey veoy vy ceny ey gy
Dans ce Tableau, les ¢ — 1 premiers ¢léments de chacune des
g +1 — ¢ premiéres lignes sont tous nuls. Or on a

l=gq
W\ ~ N ) o ;
MW == Opg (ONT:O pour "#S; Ops==1 pour I':.‘)‘):

=1

on en déduit

7
— .
O ) 5772 O gy
lzz () o Qe

par suite, les quantités
g Pour (I==g—=2—d, ..., s =0, 9 o, (—1)

forment séparément les cocfficients d’une substitution orthogonale.
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On en déduit immédiatement

6= 0 (U=g+o2—i .. ,q;]=0ii+71,...,q9),
et les quantités

o pour (I==1, 9, ..., q4+1—i; j=0 (41, ...,q)

forment aussi séparément les coelficients d’une substitution orthogo-
nale. Il en résulte que, dans les formules (28), les expressions de

Mtniomiy  Plintvg=—is o vy [in ({=1,2, .. S P)

ne contiennent plus que les quantités

, . Pirs Pras wo ey [l (l: Ty 2y ouvy [))'
On en déduit
l=p lzp
< ) -~ ) PR
Zp.,,/,p.,.,, amiTT O, . zlu.mp,,,,::o (h=1i,i~1,...,q),
=1 {1

et ces égalités prouvent que les multiplicateurs de AA, 0y ...y
AA,, ... sonltous nuls.

On peut déterminer une quantité Ny, fonction de D seulement, telle
que si le produit o;e,,, ; est inférieur & Ny, et le produit oo, ,
supérieur & Ny, les multiplicateurs des AyA; pour h=d, kZn -+ 3 —1
soient tous nuls.

Supposons en effet oo, ., inféricura Ny 5 d’apres Ie théoréme VII,
le produit e;o,,,-; est supérieur & une quantité déterminée H. Par
ELpyo-i

N . N;
“Lest inféricur i 2.

(;ons(:q uent le rapport i
-y -d

Le produit
Cjpmt Qf Ko pgomi L 3 i

se décompose en deux groupes de facteurs de D équidistants des
extrémes, el est par conséquent limité supérieurement; on peut done
SUPPOSEr ¢, 4 assez grand pour que @, @, —; soil aussi pelit que
'on voudra, ¢t comme dans hypothése actuelle e, ,—; est inféricur
a o, multiplié par une quantité fixe, on pourra supposer oo,y
assez grand pour que o, o, ; et aussi o, o, 00 ASE— 2, kin +2 —1
soient aussi petits que 'on voudra, par suite, pour que les coefficients
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de z,2; dans F, pour AS7— 2, £Sn + 2 — i, soient tous nuls. On en
déduira, en raisonnant comme tout & I'heure,

0= 0 (b=1,2, ..., l—2;/=1,2, ..., ¢ -+2—1).

Par suite, les quantités »;;, pour
(I=q-+3—1i ..., q;j=1,2, ..., i—2),

déterminent séparément une substitution orthogonale. Les quan-
tités w,;, pour
(U=1,2, ., qg+2—10; j=i—1,0 ..., q),

déterminent aussi séparément une substitution orthogonale.
Les expressions de Uy ,.5-4 --+5 P D€ contiennent alors plus que
Ptrs Pozas -+ Mai—as PAT SUILE,
P
Ep.,,,p.,/,:o (h=i—1, ..., q; k=n-+3—1, ..., n),
1=
et ainsi de suite de proche en proche.

Aprés avoir défini la quantité N; ., un raisonnement analogue
prouve qu'il existe une quantité N;; telle que, si oo, est inférieur
# Nimy et oo, supérieur & Ny, les multiplicateurs de A,A,, dans le
sccond membre de (19) pour AZ7, sont tous nuls.

Il résulte de cette discussion que les produits A,Ag quels que
soient 4 et £, n’apportent dans aucune circonstance, aux cocflicients
de F, que des contributions limitées par le déterminant D.

En effet, ou bien a, est inférieur & L,, et alors tous les coefficients
de F ont des limites supérieures, oubien a, est supérieura L,, ctalors
on se trouve dans I'un des cas discutés au théoréme XII. Les pro-
duits A,A; de la premitre catégorie n’apportent aucune contribution
aux coefficients de F; un produit A;A, de la seconde catégorie (iZ¢)
n‘apportera aux coefficients de ¥ que des contributions limitées, si
a;0, est inférieur & Ny Dans le cas contraire, il existera un nombre /
tel que oo,y js01t supéricur & Ny;, mais que o;o,;,; soit inférieur
a Ny j—y, ct, dans ce cas, les produits A;A; qui pourraient donner licu
& des contributions pour lesquelles on n’aurait pas de limites supé-
ricures disparaissent du développement de F. C. Q. F. D.



