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SUR

LE NOMBRE DES CONDITIONS
KXPHIMANT

QUE CEKTAINE8 INTÉ(ilULE8 NIHILIÏ8 80^'T OE Slî t îOKBE ESPÈCE;

P A K M . E M I L E P I C A R D .

Dans moi! Mémoire sur les infertiles doubles de seconde espèce.
(Journal de Mal/t., i8()<S) et dans le ('-liitpiire Vil du Tome II de iiia
Thdone des foncllons ((.l^ébmfucs (le (kiw mnaf/lcfi, j'îli moniré d'}»l)on)
que ioules les inlegrales doubles de secondt* espèce re.lîit.ives ;> une
surface de de^t'e m

/(.'<',/,*")=••(•>.

que nous supposons n'avoir que des singulariies ordinaires, so raniiî-
ncnt, par une soua(,rîic(,ion convoniiltle, il uriR ititégrale de la fornie

(,) f-f'^y^^,
Pétant un polynôme s'annulant sur la courbe double; (le plus, le
de^ré/; du polynôme P est, liniilé. Il restait îilors a exprimer que l'in-
tégrale précédente est (le seconde espèce; c'est ce que j'ai fait (Théorie
des fonclions algébriques, p. ï88). Je montre que le nombre de ces
conditions est, en général,

'), ît •+• m — i,

TT désignant le genre (l'une section plane quelconque de la surface.
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•En fait, m — ï de ces conditions sont remplies d'eUes-mémes, do sorte
qu'il reste ̂  condit ions; c'est ce que je me propose de montrer ici,
en même temps que je présenterai sur ces condi t ions diverses re-
marques,

1. Les conditions à trouver so.nt relatives aux points a r i n f i n i de la
surface. Posons

_ ï _ Y _ Z
^~x ' / ywT ^"x

et soit alors F ( X , Y , Z ) = = o l'équation de la surface trar^fbnnée.
L'intégrale devient
c.) rf^^^?^^^)^^\ ^ ) j j ^-(m-4) "" ""p^ •-'•-—^A a y,

t f ( X , Y , Z ) étant un polynôme de degré/? s 'annulant sur la courbe
double. Si p est au plus égal à m — 4 l ' intégrale est de première
espèce. Soit donc

p > m — 4 ;

par la soustraction d'une intégrale convenable de la forme

//tÂ^^>]-CT[.[^^]i-'-/V,

où A et B sont des polynômes, on obtient um intégrale

ffwp1^
K(X, Y, Z) étant un polynôme s 'annuiant sur la courbe (ioujbh1.
Pour que cette intégrale soit de seconde espèce, nous avons montre
(loc. cit.) qu'il faut et il suffit que la fonction algébrique de Y,

(3) l̂ -l ^Y.Z)^

soit la dérivée d'une fonction rationnelle de Y et Z. Si le polynôme K
n'était pas soumis à certaines conditions, par suite de la manière
même dont il a été obtenu, il y aurait manifestement

2 TT -+• m — i

conditions exprimant que l'expression (3) est une fonction ration-
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nelle de Y et Z. Mais le polynôme K(X, Y, Z) se t rouve soumis à cer-
taines condi t ions . Pour approfondir davantage la quest ion, remar-
quons que^ F in tég ra le doub le (2) é tan t de seconde espèce, tout résidu
re la t i f à f a courbe X. ̂  o do i t être n u l . Parmi, ces résidus se t rouvent
les m r é s idus co r respondan t à u n p e t i t cercle autour de X == cet a u n
très grand cercle d a n s le p l an de la v a r i a b l e Y, ou p l u s exactement
dans un f e u i l l e t de la surface de Riemann F ( X , Y , Z ) = = o » Nous
allons montrer (fiie ces résidus sont nuls»

2. Chercbons à cet effe t le développement de
H ( X , Y , Z )

^ /,

pour Y très grand. L 'équa t ion F == o peut s'écrire

9 ( Y , X ) 4 - t X 9 t ( Y , Z ) 4 1 - . . . = : . o ,

cp, y ^ , ... é tant des polynômes en Y et % de degrés m, m — r , . . . . Si
l'on pose

v . r 7 , çy •^' ""-•• -s /- :::.:;. -"•i i
't\ ri

on aura.
< ï ? ( r ] , 0 4 " ] X Y ) < ï > t ( ^ . 0 4 ^ . . ^ o .

Les m racines ^, î^» " • • » ^m. de l 'équat ion
< l » ( o , Ç ) = = o

sont dist inctes . La racine ^ d,even.ant égale à ^/ pou r ï ) == o se déve-
loppe de la manière su ivan te

Ç ̂  ̂ i -{•-' a, rî 4~ ^â"^ "•}"" * - ^

et l'on reconnaî t f a c i l e m e n t q u e les a s o n i / d e s polynômes en X. de
degrés marqués p a r l e s i n d i c e S y de sorte que a/^ est un polynôme de
degré h en X, Nous avons donc pour l a ,b ranche considérée

Y
Z — ^ 4- r̂+- ̂  •4-. . .

et, par suite,
'7 ^ V i ^ i aa i i an' i/ :::= Q,i Y + ai -h Y 4"... 4- Y^^ 4-.

Ànn. Éc. Aww., (3), XIX< ^ 1 ï ï
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Soit maintenant
H ( X, Y, Z ) =: îï, ( Y, Z) + X 11-̂  ( Y, Z ) +.. . ;

son développement su ivan t les puissances de Y sera de la forme

(3o Y/- + ̂  Y^ +... ̂  p, + ̂  + ̂  4"...,

les [:! étant des polynômes en X de degrés marqués par les indices .
De même, le développement de F^ sera de la fo rme

7oY /^ l+7lY^-2+-...+7/.^^-h^ 4......

les y étant encore des polynômes en X. de degrés marqués par les
i n d i c e s . On voit alors que, si l 'on développe

i . nx ,Y ,Z)
^"^Fz" ' 1 1

s u i v a n t les puissances de Y, on a
H^^^^^^^^ \

F% ""' V0 ' Y • Y2 • "^

les S étant des polynômes en X de degrés marqués par les indices . Le
coefficient de

ï
Y

dansée développement est cy^,,^.
En revenant à l'intégrale double

r r î H(X,Y,Z) ^ _j j ^,^^^^^^

une première intégration autour d'un très grand cercle dans les plan
de la variable Y nous donne

^^Ïp
et, en intégrant cette expression autour de X ̂  o, on obtient sém.

3. Si nousmous rappelons maintenant l ' identité

_L li? )̂ ̂  () W^^n . ^ rB(X/Y.Zn r K(X/Y,Z)
Xp»(,,^4) p^ ^ ^ — ^x[ ^--T^îrJ 'r" ̂  l̂ ^r^^-J + ̂ ——jç—,
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et si nous faisons dans les deux membres l ' intégration double précé-
demment indiquée , les. deux premiers termes du second membre
donneront zéro, et par suite l ' intégrale doubletf-^-^^
sera nulle pour le cont inuum indiqué . Or, sa valeur est précisément

. f :K (o ,Y ,Z )^Y ,-,,, .,, ,,„ ,
3 ^ , 1 „ ^ „ / - - , |^(0,Y,/)==OJ,

JF A x ( ° » ï ? z)

cette intégrale simple é tan t prise sur un très grand cercle F dans un
feu i l l e t de la surface de Biemann F(o, Y, Z) == o. Donc l 'expression'

K ( o , Y , % )
Fzïo7Y:zy

a tous ses résidus nuls pour Y =00 » Par sui te , quand, on écrira que
cette expression est la dérivée d'une fonc t ion ra t ionnel le de Y e tZ ,
ou, ce qui, revient au même, quand 'on écrira que l ' intégrale a b é l i e n n e

/l̂ ;̂ ' ["t».^)--!

est une fonct ion ra t ionne l le de Y et Z, on n 'aura pas besoin d'écrire
que les périodes polaires correspondant aux, points à l ' i n f i n i sont
nulles. II. suffira d'écrire que les 2-n: périodes cycliques sont nul les ,
ce qui d 'ail leurs n 'exigera, comme i l est bien connu , q u e des opéra-
tions algébriques.

. 4. Le résultat que nous venons d 'ob ten i r aura i t pu être démontré
encore plus simplement, ou du moins on aurait pu y arriver, en
restant dans le môme ordre d'idées, sans passer par les développe-
ments en séries dont nous avons f a i t usage. Reprenons l'intégrale
primit ive

r rP(^y,^d^dy
JJ—J^—)

et posons ! ,
x/ , _ i ,_yx ' ^ ^ - ^ j i y — y / ? s—.y,*

Aux valeurs X == o, Y == oo considérées tout à l'heure correspondent
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( * •x.r/ 1 TT/ -A>. \puisque X7 == y, T == - y )

X^o, Y^o.

L'intégrale primitive se transforme en
r r î îî. f x^ ^rf r/!\W ff^,,^ ' 1^ '"^xw,

en désignant par F(X /^ Y\ Z 7) === o la nouvelle é q u a t i o n de la sur-
face.

Cette seconde intégrale, prise le lon^ de deux pet i tes eirconfereuces
autour deX/== o, Y /== o, est n u l l e , p u i s q u e l ' i n t é g r a l e

^^^•^^^./x- [i^x^^z')--.):!

(Y7 é tan i c o n s l a n t et très p e t i t ) , pr ise le lon^ d ' u n e i H d J f e c i r confé -
rence autour de X/^ o, est m a n i f e s l e r n e n i n u l l e . Or, puisque

v,,,..^ Y IX-,,^/. \ -.^/,

aux deux cercles très pet i ts (7 et (^ a u t o u r de X'^ < • » , Y'-- o corres-
pondent dans le plan Y un 'cercle 1res ^rand, e(. d a n s le p lan X u n
cercle très pe t i t si les rayons de C, et (7 sorUeux-mème's dans un rap-
por t - t rès pe t i t ; nous re t rouvons donc le résultat oblenu dans u n des
paragraphes précédents.

5.' On peut encore ret rouver à un au l re p o i n t de vue les 2îï condi-
tions exprimant que F intégrale double ( î ) est de seconde espèce. Si
nous envisageons la courbe entre x et ,s

(5 ) f•^ y'^).::::, o,

les périodes de l ' intégrale abé l i enne

/^ , ; r v ( x , y ^ } d x
J • 1 ' - - ' - ' 1 1 ^ 1 1 1 - 1 1 - 1 ' 1 1 - - ' - - 1 - - "

seront nécessairement des fonc t ions de.y.
Parmi, ces périodes1 se trouvent les 'périodes logarithruiques cor-
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respondant aux divers po in t s a l ' i n f i n i de la courbe précédente. Exa-
minons d'abord la n a t u r e de ces périodes logari thmiques. Soit prise
l ' équa t ion de la. courbe sous la f o r m e

//// (-^ ^) +• y/,/,-i (.r, z ) -h. .. "4- y^/o ̂  o»

le s y étant des polynômes en x et s de degrés marqués par l ' indice .
Si nous posons

î Z
^—x1 5 ^x/

l 'équation d e v i e n d r a
( 7 ) F/, ( X, Z ) + j X F/, „„, ( X, Z ) +. .. + y- X/" Fo - o.

Diaprés nos hypothèses sur la d isposi t ion arbitraire de la surface
1') a r ra p p o r t a u x a x e s, F é q u a t i o n

F / , , ( o , X ) ~ o

aura ses m racines dist inctes que J 'appellerai Z ^ , Z^» - . . » Zm. La
courbe (7) passe, que l q u e soity, pm rn points fixes

(o,Zi), (o,Za), ..., (o,Z,/J.

Dans le vois inage du p o i n t (o, Z/), le développement de Z su ivant les
puissances de X, sera de la fo rme

Xr+" ̂  X-••h ... ̂ ^X^ ...,

les a é tant des polynômes par rapport à y, comme le montre immédia-
tement le ca lcul des dérivées successives de Z pour X. == o. Si l'on
cherche alors le rés idu de l ' intégrale (6) pour le po in t (o, Z^), on
trouve i m m é d i a t e m e n t que ce résidu est un polynôme en y. Il en ré-
su l t e que les périodes logariihmùfueîf correspondant aux points à V infini
sonly pour ri/île g raie (6), des polynômes en y .

6. Outre ces m résidus (se réduisant évidemment à m — ï), rinté-
grale (6) a en général. S ' K périodes cycliques qui sont des fonc t ions
dey, et l 'ensemhl(:î de ces périodes satisfait a une équation différen-
tielle l inéaire E'd 'ordre 1

2 7!: 4-- '/n — î ,

dont les coefficients1 sont rat ionnels en y. En raisonnant comme à la
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page 97 du Tome 1 de ma Théorie des/onctions algébriques, on voit. de
suite que le point,/ = x n'est pas un point critique de l'équation K';
toutes les intégrales de celte équation ont, ce point comme pôle ou
comme point ordinaire. Soit

^lî ^Sî " • • ï ^271:»

un système de périodes cycliques. Toutes ces fonct ions co dej d o i v e n t
avoir leur résidu n u l à l ' i n f in i , si l'intégrale (i) estde seconde espèce ;
dans le cas contraire, en efï'et, en prenant l ' intégrale

/ 0) d'Y

autour du pointy==co, on a u r a i t un résidu, de rintégrak* double , q u i
par sui te ne serait pas de seconde espèce.

En écr ivant donc q u e les 27: périodes co ont un résidu n u l \\ P i n i i n i ,
on doit nécessairement r e t rouve r les 2Tc coud î t ions dont i l a é(.é parlé
plus h a u t * On peut d 'a i l l eurs v é r i f i e r d i rec tement q u ' i l eu esl bien
ainsi. Si l'on part en cflet de la surface

^ ^ / (^y,5)=o,
et qu'on fasse

X, i %
•^^Y 5 J ^ y ? /——y?

Ç fr^^ y,.5)^,?//r
JJ ——J^-——^

r r ï I I (X -Y -Z )^Y^YJ j Y/^(^^} ——jr^-- ^x .a i .

l'intégrale

se transforme en

D'après ce que nous avons di t plus haut (il y a seulement permuta-
tion de X et Y), l ' in tégra le d o u b l e ' e s t do seconde espèce si toute
période de l'intégrale abélienne

r î I I (X ,Y,Z) _
j Y^^T* ——j-ç—'- ^Â,

relative à la courbe entre X. et Z

• (8 ) ! , F(X,Y,X)-=o,

a son résidu nul pour Y== o^Maiâ.ceci revient adiré que toute période


