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SUR LES

PERIODES DES INTEGRALES DOUBLES

DANS
LA THEORIE DES FONCTIONS ALGEBRIQUES

DE DEUX VARIABLES,

Par M. Emice PICARD.

. e

I. Je développe ici les résultats essentiels que j'ai donnés dans
deux Notes des Comptes rendus (18 novembre et 23 décembre 1gor)
sur les périodes des intégrales doubles, enme bornant aux intégrales
doubles de premiére espéce. Mon principal objet est d’appeler Patten-
tion sur certaines combinaisons analytiques remarquables, pouvant se
préter ultéricurement & une étude approfondie.

Nous partons d’une surface de degré m, placée arbitrairement par
rapport aux axes,

S(x, y,3) =0,

avec des singularités ordinaires, et nous considérons une intégrale
double de premitre espéce

ff()(ar- y,izflrd)f

relative a cette surface, ot Q désigne un polynome de degré m — 4
enx, vy, z s’annulant sur la courbe double de la surface.
Ann. Fe. Norm., (3), XIX. 9
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Si nous envisageons la courbe entre z et =, de genre p pour y arbi-
(raire,

(1) Iz, y,5) =0,

les 2p périodes de 'intégrale
x,y,5)dr
(2) f Qﬁfm}’l__

seront nécessairement des fonctions de y; cette intégrale est "ailleurs
une intégrale de premiére espice dela courbe (1). Nous sommes alors
dans un cas rentrant dans le type dont nous avons fait plus générale-
ment une étude approfondie (I7corie des fonctions algebriques de deuax:
variables, t. 1, p. 94). Les 2p périodes satisfont i une équation difléren-
tielle linéaire i coefficients rationnels en v, que nous appellerons 14,
et dont les points critiques correspondent aux points simples de fa
surface olt le plan tangent est paralléle au plan des 2. Le point )y == =
n’est pas un point eritique, et toutes les solutions de 1§ s’y annulent
ety ont un résidu nul.

Pour chaque point critique y = b, '¢quation fondamentale déter-
minante a une racine double; & cette racine double correspond (voir
loc. cit.) une intégrale holomorphe Q(y), et une intégrale non holo-
morphe Q'(y)contenant un terme logarithmique log(y — ), de telle
sorte que I'on ait

Q(y)=fly)+ -l:( Q) log(y —b),
J(y) etant, comme Q(y ), holomorphe autour de b. Les 2p — 2 autres
intégrales, formant avec Q et Q' un systeme fondamental, sont holo-
morphes autour de b.

Cect rappelé, notre point de départ dans 'étude des périodes des
intégrales doubles a été le suivant. Considérons un cycle T' de la
courbe (1), se déformant avee y, et revenant i sa position initiale
quand y, ayant déecrit un certain chemin fermé G, revient lui-méme
ason pointdedépart. Onobtient évidemmentde cette maniore un cyele
i deux dimensions, qui donnera naissance hune période de I'intégrale
double. Le cycle I" sera caractérisé par ce fait que la période corres-
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pondante
»())

de Tintégrale (2) revient & sa valeur initiale, quand y déerit la
courbe C. Etudions la forme analytique de I'intégrale
[’;)(}') d‘)'
0
prise le long du contour C.
2. Soient by, b,, ..., byles points critiques de Uéquation différen-
tielle B (N désigne ici la classe de la surface); joignons ces points i

Iig. 1.

//)N

un point @ du plan de la variable y, ¢l considérons les différents
lacets ab,, ab,, ..., aby formés, comme d’habitude, d’un cerele infi-
niment petit et d'un chemin allant de @ & ce cerele.

Tout chemin C, partant de @ ¢t y revenant, se raméne 2 une somme
de lacets parcourus dans un ordre quelconque. Désignons d'une
maniere générale par Q;(y) la période de Pintégrale (2), holomorphe
autour du point b,, dont ila été question ci-dessus, et qui correspond
i la racine double : elle est parfaitement définie de b; en a sur le lacet.
Quand y tourne autour du point b;, toute periode de l'integrale se repro-
duil @ un terme additef pres de la forme

m&2(y) (m; entier);

ceci résulte immdédiatement de Ia forme de la période appelée tout a

heure Q' (y),
Done, quand y décrivant un chemin fermé C revient au point de

départ, I'intégrale considérée de I'équation linéaire E s’augmente
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d'une expression de la forme

-l -
Doy,

la sommation s’étendant & un certain nombre de points &, Si Pinté-
grale w revient & sa valeur initiale, on devra avoir

zm,ﬁ.’.,()') =20,

Quant & la valeur de Pintégrale
(3) /'r.)(‘y)/(_y',
vG
elle est facile & caleuler; sur le lacet ab; il veste, aprés suppression
des termes se détruisant a Paller et au retour,
il

m,-/ .(y)dy

i,
el, par swite, la valeur de Uintégrale (3) est
Lt
Y
(4) Znu / Qi(y)dy.
“ b

Dans cette expression, ,(y) est définie sans aucune ambiguite le
long du chemin b;a. D’ailleurs expression (4) ne dépend pas de «,
comme il résulte immédiatement de 'identite

(9) Z"'lﬂi()’) = 0.

3. Les considérations précédentes appellent done notre attention
sur Pexpression de la forme (4), correspondant i une identité de la
forme (5). Une question se pose d’clle-méme : Une cxpression (4),
Uidenuite (5) dtant supposée satisfaile, peut-clle tire envisagée comme une
peériode de Uintégrale double

/ ' f Ql, y,5) dedy,
. /i ’

Par période de Uintégrale double précédente on doit entendre, de
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la maniere la plus générale, I'intégrale prise le long &’un cycle a deua:
dimensions, ¢’est-d-dire d’un continuum fermé a deux dimensions &

chaque point duquel ne correspond qu’une seule valeur de (z, y, =).
La réponse & la question posce est affirmative, comme nous allons

I’établir. Soient done 'identité
(6) my (y) ...+ meQ(y)=o (les m entiers)

et Pexpression

7

W
(7) my / Q(y)dy ...+ my [ Q(y)dy.
. “ ~ by
Considérons I'intégrale m, Q) (y) de '¢quation K, en désignant par
Q) Pintégrale relative au point &, déja envisagée au n° 1. Quand y
décrit Ie lacet b,, I'intégrale m,Q, s’augmente de

my&2(y).
I faut interpréter ce fait analytique au point de vue de la géométrie
de situation. Soient généralement, sur la surface de Riemann entre 2

et z,
./I(‘l"v Y ‘:") )

correspondant & y, I'; le contour correspondant & Q,(y), et I, le
contour correspondant & Q. Partons du contour m, I') pour y = «; la
variation de y se produisant, ce contour se déplace en se déformant,
et, quand on revient en @, on a le contour

my U - e, T

Il est clair que, pendant la déformation, on engendre ainsi une
surface ouverte, mais avec le seul bord
m ¢
et la valear de I'intégrale double correspondant a celte surface ou-
verte est
2 1L
”"1/ (y)dy.

b,

De la méme fagon, les différents autres termes de la somme (7)
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correspondront & des surfaces owupertes avee les bords

w iy
ne, Udy oo, mg 1Y

T'¢ ayant la signification analogue a I'f, quand b; remplace &,.
Nous avons donc s surfaces ouvertes avee les s bords indiqués.
D’autre part, pour y arbitraire, les s conlours

my Lyymy, Uyy oo, meg Uy

limitent, sur la surface de Riemann
Sy y,3) =0,

une certaine portion P de la surface, d'apres Videntité (6). Consido-
rons en particulier la portion P, sur la suvface qui corvespond dy —=
celte portion P, avec les s surfuces oucertes considérées ei-dessus, Jorme
ane surface fermce, qui est un evele @ dewze dimensions, ot la yvaleur de
Pintégrale double sur cette surface est précisément Fexpression (7).
comme nous voulions I'¢tabliv ().

4. Onvoit que les considérations initiales dout nous étions parti,
relatives & certains cyeles engendrés d’une maniere particulitre, ont
cu pour conséquence de nous conduire aux expressions gendérales (7);
ce serait une question & examiner, si ces périodes générales (7)
peuvent étre engendrées toujours par des combinaisons des périodes
plus spéciales que jai d’abord envisagées. Je suis tenté de eroire qu’il
en est bien ainsi; mais ¢’est un point sur lequel je n'insisterai pas,
d'autant que la question aen réalité peu d’intérdt. Le résultat essentiol,
se dégageant de ce qui précede, est Pexistence pour notre intégrale
double de périodes d’une forme analytique précise, i savoir les CXpres-
sions (7) sous la condition (6).

5. Les périodes trouvées se raménent immédiatement i un nombre
[P L) . L, ; ’, e M . N ) ’ .
limité d’entre elles. Tout d’abord, parmiles Q; (), il y en a nécessai-

(1) Nous n’avons pas & nous préoceuper de savoir si la portion P contient ou non des
poinits correspondant & z = =, puisque I'intégrale double dont nous sommes parti est do
premiere espeee. I en serail autrement pour une intégrale qui deviendrait infinie 4 Pin-
fini. I’6tude de ce cas sera faite dans le second fagcicule du Tome Il de notre Theéoric des
fonetions algébriques de dewx variables.



SUR LES PERIODES DES INTEGRALES DOUBLES, ETC. Al

rement2p quisontlinéairementindépendantes, sil’équation linéaire &
est irréductible, ce qui arriveraen général. Soient, pourfixer lesidées,

Q, Q, ..., £,

des Q correspondant respectivement aux points critiques b,,b,, ..., b,,
lin¢éairement indépendants.
Si > 2p, on a néeessairement une identité

mh & e m{_,",, @Ry +mp&dy =o0 (my 57 0).

Envisageons alors les expressions

Nz a N1

L (y)dy +. m“,/ o (y)dy + m,,/ 2,0 dy
[’:-p

Ap=m"

by by,

(=2p~+1,...,N).

Or, si P est une intégrale du type (7), ¢’est-a-dire
r -—-Zp / L,(y)dy (les . entiers),

avec 'identité X, Q;(y) = o, on pourra manifestement trouver une
relation entre les P et les A, par 'élimination des quan(ités

/ L,(y)dy (fo==2p 1, ..., N),
o,
ce qui conduit i
loz= N ez
- Wl
2D = Z YR Z o,f L,(y)dy=o,
B 2p -1 VESS |

7, lesh, et les o, Gtant des entiers, etk étant différent de zéro. Puisque P
ct les A ne dépendent pas de @, il en sera de méme de

V=2p
2 'JV/ Q,(y)dy,
v=1 b

ce qui entraine la relation
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Par suite, tous les & sont nuls, puisque £, ..., ., sont lincaire-
ment indépendants. Done, entre Petles Al y a une relation homo-
gbne et linéaire a coeflicients entiers, el il en resulte que e nombre
des périodes du type (77) est au plus égal @ N - 2p.

6. Une question intéressante se pose maintenant. I existe des rela-
tions homogtnes et lintaires & cocflicients entiers entre les A, dPoi
résulte une diminution du nombre des périodes. Puisque Tintegrale
double, dontnous sommes parti, est de premivre espiee, (outesles solu-
tions de I'équation E ont leurs résidus nuls pour le point i Finfini.
Soit alors » () une solution arbitraive de I'équation K en prenant

'intégrale
/m (v)ely

le Tong de Pensemble des lacets by, by, oo, by, on obtiendra le méme
résultat que pour an contour autonr du point i Finfini, ¢’est-a=dire
zéro. La relation ainsi obtenue est manifestement de Ta forme

it o

W 0l »
1y { L (y)dy + {J..l/ Q,(yyey .0, t»(z,\»/ Ly(vyedy o,

~ by by iy
et 'on a néeessairement
P () 4 () b b pa @ () o,

Cette relation constitue done une relation homogéne et linéaire i
coefficients enticrs entreles AL En prenant pour o (y) successivement
2p solutions indépendantes de E, on obtient au plus 2p relations de
celte nature.

Tel était le point ol je m’étais areété dans cette recherche de la
réduction des périodes. Dans une Note des Comptes rendus du ¢ de-
cembre 1go1, M. Poincaré s’est oceupé de son coté des eyeles i deux
dimensions des surfaces algéhriques; on y trouvera les éléments d'une
réduction plus complete, dansle nombre des périodes.

7. Dans ce qui précéde nous avons raisonné, comme nous le faisons
1 . 7 > . v v P « 1] .
d’habitude dans I'étude des faits généraux de la théorie des fonetions
algébriques de deux variables, sur la surface ramenée a n'avoir que
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des singularités ordinaires (courbe doubleavec points triples sur cette
courbe double). Des considérations analogues a celles que nous venons
de développer sont susceptibles de s’appliquer a beaucoup d'autres
cas. Ainsi, la surface pourrait encore avoir des points doubles isolés
ordinaires. Pareillement, pour une surface .dont I’équation est de la

forme
s*=f(z, y) (f étant un polynome),

la théorie précédente s’appliquera aisément, particulierement dans le
cas ou la courbe /= o aurait seulement des points doubles.

Ann. Ee, Norm., (3), XIX. 1o



