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SUR LES

PÉRIODES DES INTÉGRALES DOUBLES
BANS

LA. THÉORIE DES FONCTIONS ALCrÉBRÏQlJES

DE DEUX VARIABLES,

P A R M. E M I L E P I C A R D .

1. Je développe ici les résultats essentiels que j 'ai donnés dans
deux Noies des Comptes rendus (18 novembre et a3 décembre 1901:)
sur les périodes des intégrales doubles, en rne bo rnan t aux intégrales
doubles de première espèce. Mon principal objet est d'appeler l 'atten-
t ion sur certaines combinaisons analytiques remarquables, pouvan t se
prêter u l t é r i eu rement à une étude approfondie.

Nous partons d 'une surface de degré m, placée arbi t ra i rement par
rapport aux axes,

/(.r,y, ,^)==o,

avec des singulari tés ordinaires, et nous considérons une intégrale
double de première espèce

// (Kf^y^J dx dy
1 " ~ / î " 1 " '

relative à cette surface, où Q désigne un polynôme de degré m— 4
en x , y , z s 'annulant sur la courbe double de la surface.

Ann. Éc. Norm., (3), XIX. n
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Si noua envisageons la courbe entre x et ^, do genre p p o u r y a r h i " "
t ra i re ,

(i) /(.r,y,5)==:o,

les 2p périodes de l'intégrale

rQC'r,^)^(,) j __^——

seront nécessairement des (onct ions de y; celte in tégra le est d ' a i l l eurs
u n e intégrale de première espèce delà courbe ( ï ) - Nous sommes alors
dans un cas ren t ran t dans le type dont nous avons f a i t plus générale-
ment une étude approfondie (Théorie desfonctionîi algebrùluesdedeux
variables, t. f , p. 94)- Les 2p périodes sa t i s fon t à une équat ion di l îeren"
t ie l le l inéa i re à coefficients r a t i o n n e l s en y , que nous appel lerons E,
et dont les poin ts cr i t iques correspondent aux poin ts simples de la
surface ou le p lan tancent es tpara l lè le au plan des ^r. Le pointa ̂  -se
n'est pas un po in t c r i t i q u e , et toutes les so lu t ions de H s'y a n n u l e n t
et y ont un résidu nul .

Pour chaque point critique y = &, l 'équation fondaîmmtah déter-
minante a une racine double; à cette racinedouble correspond (voir
loc. ciL) une intégrale holomorphe û(y), et une intégrale non holo"
morphe Ù'(y) contenant un terme logarithmique log(y — b), de telle
sorte que l'on ai t

• ^(j) =/(y) 4" — — ^ ( r ) lo^(y - /.),
«•î 71. /. ' '

/(,y) fi1^"*" coinine û(y), liolomorphe autour de b. Los :•>.? — -i. auf.rcs
intégrales, formant avec û et û' un système fondamental, sont hob-
morphes autour de b.

Ceci rappelé, notre point de départ dans l'étude des périodes des
intégrales doubles a été le suivant. Considérons un cycle F de la
courbe (i), se déformant avec y, et revenant a sa posftion initiale
quand y, ayant décrit un certain chemin fermé C, revient lui-menie
à son poi n t de départ. On obtient évidemmcn t de cette manière un cycle
a deux dimensions/qui donnera naissance à une période de l'intégrale
double. Le cycle F sera caractérisé parce fait que la période corres-
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pondante
<r)

de l ' intégrale (2) r e v i e n t à sa valeur in i t i a le , quand y décrit, la
courbe G. Etudions la forme a n a l y t i q u e de l ' intégrale

Ç ^ ( y } d y
" c.

prise le long du contour G.

2. Soient 6,, &a, . . . , & , , les po in t s cr i t iques de l ' équat ion d i f fé ren-
t i e l l e E ( N désigne ici la classe de la surface); jo ignons ces p o i n t s à

Fî  i.

/ 1^

t /

un p o i n t a d u p l an de la va r i ab le y, et considérons les d i f f é r e n t s
lacets ah^ ah^, . . . , ab^ formés, comme d 'habi tude, d'un cercle infi-
ni ment pet i t et d'un chemin a l l an t de a à ce cercle.

Tout chemin G, par tant de a et y r evenan t , se raniene à u n e somme
de lacets parcourus dans un ordre quelconque. Désignons d'une
manière générale par û/(y) la période de l'intégrale (2), holomorphe
autour du p o i n t b^ don t i l a été quest ion ci-dessus, et qu i correspond
à la racine double : elle est parfa i tement déf inie de l^cn a sur le lacet.
Quand y tourne au tour du poin té / , toute période de l'intégrale se repro-
duii à un terme additif près de la forme

m^(y) ! ! (m,i entier);

ceci résulte immédiateînent de la (orme de la période appelée tout à
rheureû^y), . ! . ! \

"Donc, quand y décrivant un chemin fermé G /revient aupoin t de
départ , l ' intégrale considérée de l 'équation linéaire E s^augmaente
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d'une expression de la forme

]^A(y).

la sommation s'étendant à un certain nombre de po in t s /^ - . i^i r i n t é -
grale co revient à sa valeur ini t iale, on devra avoir

^m^(j)=o.

Quant à la valeur de rintésrale

(3) f<r)<-^''"c
elle est faci le à ca lcu le r ; sur le lacet al^ i l reste, après suppress ion
des termes se d é t r u i s a n t , à l 'a l ler et au retour,

m, I iHj)dy
•-4,

elf par suite, la valeur de V intégrale (3) (^l

,fft
W ! ! ^w^ | ̂ (y)t/y.

v ht

Dans cette expression, û<(y) est dé f in i e sans aucune ambiguï té h1

long du chemin ^a. D'ailleurs l'expression (4) ne dépend pas de u,
comme il résulte immédia tement de l ' identité

W • , ^m,^(.r)=o,

3. Les considérations précédentes appellent donc notre attention
sur l'expression de la forme (4), correspondant h une identité do la
(orme (5). Une1 question se pose d'elle-même ; Une expression (4),
F identité (5) étant supposée mlù/aùe, peut-elle être ewlsagée comme um
période de F intégrale double

! f r0(^y,5)^^y.1 1 1 , jj-»—^^^^^^^ ^

Par période de l'intégrale double précédente on1 doit entendre, de1



SUR LES PÉRIODES DES INTÉGRALES DOUBLES, ETC. ()()

la manière la plus générale, l 'intégrale prise le long d'un cycle à deux
dimensions, c'est-à-dire d'an cont inuum fermé à deux d imens ions a
chaque point duquel ne correspond qu 'une seule valeur de Çx, y, z ' ) .

La réponse à la question posée est affirmative^ comme nous a l lons
l'établir. So ien t donc l ' ident i té

(6) /n^i(y) •+-. . . -4-- m^^l^y) =-: o (les m entiers)

et rexpression

(7) ^i / ^iC/) <•//+...+" m, ( ^(y)dy.
J//, J//,

Considérons l ' intégrale m^iî\(y) de l 'équation E, en dés ignant par
û, l ' intégrale re la t ive au po in t b^ déjà envisagée au n0 1. Quand y
décrit le lacet b^ l ' intégrale m^î\ s 'augmente de

^ïûi(y). •

1.1 faut interpréter ce f a i t ana ly t ique au po in t de vue de la géométrie
de s i t ua t ion . Soient généralement, sur la surface de Riemann ontro .r
et z,

/(.r,y,.)=TO,

correspondant à y , ï\ le con tour correspondant a i'^(,y). et P, I t ^
contour correspondant à iï\. Parlons du contour rn^ T'^ poui\y == r/; l î »
var iat ion dey se produisant , ce contour se déplace en se dé fo rman t ,
et, q u a n d on r e v i e n t en a, on a le contour

m.^^m,T[.

1.1 est clair que, pendant la déformation, on engendre ainsi, une
surface ouverte, mais avec le seul bord

m^

et la valeur de rintôgrale double correspondant a cette surface ou-
verte est ^

^
w-i ^ i^(y)dy.

J fb

De la même façon, les d i f fé ren t s autres termes de ' la somme (7)
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correspondront à des surfaces cuve/tes avec les bords
m^r^ ..., ///, r^

r? ayant la signification analogue à f^ quand /^' remplace b^
Nous avons donc ^ surfaces ouvertes avec les s bords i n d i q u e s ,

D'autre part, poury arbi t ra i re , les fî con tours
m^ l\, ̂ FS» , , . , w,,r«

l i m i t e n t , sur la surface de R i e m a n n
/(.r,j, s) ==<»,

une certaine portion P de la surface, d'après l ' identité (6). Considé-
rons en particulier la portion P, sur la surface qui correspond à y := a ;
ccUe portion P, wec les îî surfaces <wmY<:̂  aon^Ulcreeff cl^dessï^, /hrmr
nw sur/ace fermée, (/ui est (in cycle à dei/x rlifnenKion^ et la valeui* de
rin(égrale double sur cède surface esl |)re("isenieut Pexpresskm ( w ) ,
comme nous voulions l 'étalïl ir ( ( ) .

4. On voit que les considérations i n i t i a l e s dont nous étions par t i ,
relatives à cer ta ins cycles engendrés d 'une ïnaoièro par t icu l iè re , ont
eu pour conséquence de wms conduire aux expressions générales ( 7 ) i
ce serait une quest ion à examiner , si ces périodes générales ( ^ }
peuvent être engendrées' toujours par des combinaisons des périodes
plus spéciales que j'ai d'abord, envisagées. Je suis tenté de croire qu ' i l
en est bien a ins i ; mais c'est un poin t sur lequel je n ' ins is tera i pas,
d ' au t an tque la qaeslion a en réalité peu d ' in térêt . Le résu l la t essentiel,
se dégageant 'de ce qui précède, est l 'existence pour notre in tégra le
double de périodes d'une (orme analyt ique précise, à savoir lesexpres-
sions (7) sous la condition (6).

5. Les périodes trouvées se ramènent immédia tement à un nombre
l imité d'entre elles. Tout d'abord, parmi les tÏ-i(y), il v en a nécensai-

( i ) Nous n'avons pas à nous préoccuper de savoir s! la portion P eomiont o« non <I(m
poinis correspondant à x == -^ puisque rintégraîe double demi noug mnmw parti m do
première espèce. Il1 en serait autrement pour une intégrale qu i . (iovmidrait inTimo à lin-
fini. L'étude de ce1 'cas sera faite dans le second fascicule (îu Tome II de notre Tht/one^c^
foncuons algébriques de deux variables»
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rement 2/^ qui sont linéairement indépendantes, si l'équation HnéaireE
est irréductible, ce qui arrivera en général. Soient, pourfixer les idées,.

^ ^, ..., ^

desû correspondant respectivement aux points crit iques b^ b^, ..., /^^
l i n é a i r e m e n t indépendants.

Si A^> 2^9, on a nécessairement une identité
ni'[ i2i -h . . . -h- /n^, ̂  4- /"A Û/, = o ( ////, ?^ o )*

Envisageons alors les expressions

A^m^f ^ (7 )< /y4- . - .+ /^^ ^{y)iîy^m.f,f ^ i ^ Y ) d y
* - / / « ^^s/, '•'/'-'A

(A=:2/^r, .../N).

Or, si P est une intégrale du type (7), c'est-à-dire
/*ft

P ==y^ / ^-(j) ̂  (1<^ P- enliers),
vf't

avec l ' identi té S;x/ÛS/(y) == o, on pourra mani fes tement trouver une 1

relat ion entre les P et les A, par l 'é l imination des q u a n t i t é s

f i l k ( y } d y (//r=:^.+-i, . . . ,^),
^A

ce q u i conduit à
h -s; N v --s 2 />

?-p + 2 /// A/( 4" .2ov / ^^0/ ) dy := ° ̂
!l :.2/M-1 V==I //"'

À, les A^ et l e sûy étant des entiers, etÀ étant différentdezéro* Puisque P
et les A ne dépendent pas de a, il en sera de même de

V^Ï}) ^

^ov f Qv(j)^
v.=l < /^

ce qu i entraîne la relation
V ^ 2 / > , , !, , ! , ,

^ô,a,Cy)=:::o. :
v=i
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Par suite, tous les ê sont, nuls , p u i s q u e 0,, * . , , U^, sont J i n é a i re-
ment indépendants . Donc, cu i r e P et les A i l y a u n e re la t ion homo-
gène et linéaire à coefi icients en t ie rs , et i l en r é s u l t e «in* ./r^ mw//w
des périodes du type ('7) ^/ au. plus é^al à N '— y. p.

6. Une question intéressante se pose m a i n t e n a n t . 11 existe des relî i-
t ions homogènes et l inéaires à coeff ic ients ent iers enl.re les A, ( l ' o i î
résulte une d iminu t ion du nombre des périodes. Pu i sque rh i î é^ r a l e
double , don tnous somrnespar t i , est de première espèce^ t o u f e s l e s solu-
t ions de l 'équation E ont leurs résidus n u l s pour h9 po iu f . h r i u d n L
Soit alors 0 (j) u n e solut ion arl :>i traîre de réquMiou K î eiî { H ^ u i a u f
l ' intégrale

fti C' ')^/

Je lon^ de rensernhie d(»s Jacc- ls h,, h^ . . ., h^ on ohl icndni le niéme
résul la t que p o u r u n c o n t o u r a u f o u r du p o i u f , h i i n f i u i , e'eHt.li-dire
zéro. La relat ion a i n s i o b t e n u e est m a î t i f e s l e m e n f . dp ht (onue

f*'1 r< t i , . *<
. ^ \ ^i (y) df ̂  ̂  ^ 0, (j- ) dr ^-, .. ..4- ̂  f U^ ( y ) dr - - ^ o,

"^ , 1*7^ . ' ^\ ' " '
et l'on a nécessairement !

! Mîî2^(y) .-i1- iAsÛ,(j) -.h.. .^ i^^ (^r) - ̂
1 Cette relation constitue donc u n e relat ion iKmiogèîw (*( J inéa i r r* ii

coefficients entiers entre les A. Eu p renan t pour co (( y ) Hucce^ivem<-«(
^p solutions indépendantes de E, on ohimiUui plus ^ relations de-
cette nature.

Tel était le 'point ou je m'étais arrélé daur cette recherche de h
réduction des périodes. Dans une Note des Complu mu/w du q dé-
cembre 1901, M. Poincaré s-ost occupé de BOU côté des CV^H II deux1

dimensions des surfaces algébriques ; on y trouvera les èlmwî^ ^une
réduction plus complète, dans le r iomhre des ()ériod(^.

7 Dans ce qui précède nous avons raisonné, comme nmiH le fahrn^
d hdutude dans Fétude des fa i ts Ménéraux de la théorie dc^ fonctionH
algébriques de deux variables, sur la surface ramenée à ravoir que
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des singularités ordinaires (courbe double avec points triples sur cette
courbe double). Des considérations analogues à celles que nous venons
de développer sont susceptibles de s'appliquer à beaucoup d'autres
cas. Ainsi, la surface pourrait encore avoir des points doubles isolés
ordinaires. Pareillement, pour une surface .dont l'équation est de la
forme

s^rr:/^, y ) (f étant un polynôme),

la théorie précédente s'appliquera aisément, particulièrement dans le
cas où la courbey= o aurait seulement des points doubles.

Aun. Éc, Norm., (3), XÎX. ïô


