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ANNALES -

SCIENTIFIQUES

DE

[’ECOLE NORMALE SUPERIEURE.

LES FONCTIONS PERIODIQUES,

Par M. P. COUSIN.

INTRODUCTION.

Dans une Note présentée a PAcadémie des Seiences par M. Appell,
le 18 mars rgor, j’ai ¢noncé un théortme relatif aux fonctions entitres
dont les zéros admettent, relativement d chacune des variables sépa-
rément, la période 20w,

Je me suis proposé, dans le présent Mémoire, de donner [a démon-
stration compléte de ce théoreme, ot d'en faire Uapplication aux fone-
tions méromorphes (n -+ 1) fois ou (n + 2) fois périodiques, 2 étant
le nombre des variables. Cette démonstration fait Uobjet de la pre-
miere Partie du Mémoire. Je me suis servi d’un des théoremes que jai
donnés dans ma these de doctorat : toutefois j"ai employé les dérivées
logarithmiques de préférence aux logarithmes; 'emploi des loga-
rithmes présente, en effet, lorsque les domaines des variables sont i
connexion multiple, une difficulté que je n’ai pas signalée dans ma
these. Comme je me propose de revenir ailleurs sur ce point, qui exige
des explications un peu longues quoique faciles, j’ai eu recours aux
dérivées logarithmiques. En fait, ¢’est par les logarithmes que j'avais
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10 P. COUSIN.

obtenu tout d’abord le résultat communiqué i I'Académic des Sciences.
Le théoreme qui fait Pobjet de cette premitre Partic n'est que Pex-
tension 4 n variables d’un théoreme donné par M. Appell 4|:n!s son
Mémoire du Journal de Liougille (4° série), t. VII. La démonstration de
M. Appell est différente de celle que j’ai donnée. ‘

La deuxidme Partie est consacrée aux fonctions méromorphes 'dn

n variables (n -+ 1) fois ou (n -+ 2) fois périodiques. Je montre brie-
vement comment on peut former une fonction méromorphe :ulm(:t-'
tant (7 -+ 1) systemes de périodes complitement arbitraires. Fn ee qui
concerne les fonctions méromorphes de n variables (n -+ 2) fois
périodiques, je montre, el ¢’est 1a le primzipal objet du Mémoire, que
les (n + 2) systémes de périodes ne peavent pas étre guelconques. 1l
sont liés par une relation que Pon obtient de la facon suivante :
Soit (T) le tableau de (7 -1- 2) lignes et n colonnes formé par le sys-
teme des (7 -+ 2) systemes de périodes conjuguées. On peut former,
avec (T), (-t frrr),)(‘//»‘[f' ) déterminants dordre n en supprimant. deox
lignes successivement de toutes les fagons possibles. 11 existe une
relation linéaire, homogtne, i coefficients entiers non tous nuls entre

les (—n—J—'l‘l;mj déterminants ainsi formés. On s’assure qu'une telle

relation n’est pas une identité, et qu’elle implique par suite, malgre
I'indétermination que laisse aux entiers I'énoncé ci-dessus, une con-
dition entre les périodes. Le cas le plus simple de ce théoreme est
celui ol n == 2, et n 42 = 4; ¢’est celui des fonctions abéliennes de
deux variables, et I'on retrouve la relation ordinaire entre les périodes
prises sous leur forme la plus générale.

Pour les fonctions (n + ¢) fois périodiques (¢ = 2), je montre com-

q(qg—1)
2

ment on forme relations entre les déterminants d’ordre 2 du

tableau des (n + ¢) systémes de périodes; mais je me suis horné i
une indication trés sommaire pour ce cas, n’ayant pas encore discuté
les relations auxquelles on est ainsi conduit. Si g == 72, ¢’est le cas des

(-
9

‘ Jye . ¥ 7 I . .
fonctions abéliennes de n variables, et 'on a’ ! relations qui se

présentent sous une forme plus compliquée que celle que Uon donne
habituellement. Mais il est aisé de s’assurer que les relations habi-
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tuelles, écrites pour 2 systomes de périodes sous la forme générale,
seramenent a des relations linéaires, homogenes, a coefficients entiers
non tous nuls entre des déterminants d’ordre » du tableau des 27 sys-
temes de périodes.

Je termine en ajoutant que, en se reportant au Mémoire cité plus
haut de M. Appell, on pourra se rendre compte de ce que j'ai emprunté,
pour la deuxieme Partie, aux excellentes méthodes de auteur.

PREMIERE PARTILE.

1. Soit F(2,, z,, @, ..., x,) une fonction entiere des n variables
complexes @, @,, ..., x,. Nous écrirons pour abréger F(x) au lieu
de F(z,, »,, ..., @,). Nous supposons F(x) telle que ses zéros ad-
mettent par rapport i chacune des variables la période 2dm, en enten-
dant par Ia d’une fagon précise que le quotient de F(ar) par la fone-
tion obtenue en y changeant «w,(p =<1, 2, ..., n) ena, + 20w est fini
et différent de o pour chaque systeme de valeurs des variables ot se
réduit, par conséquent, d une fonction entiére qui ne s'annule pas.

Pour indiquer le changement de x, en a,~ 2sm,iw, m, étant un
entier positil’ ou négatif, nous écrirons F(a + m,c,) ct plus géné-
ralement pour le changement de x,, 2,, ..., @, en &, + 2m, (=,
Ly~ 2M, LT, ooy &)~ 2,07 NOUS CCrirons

F (-t~ myei-+mycy-+... = m,e,).
Le quotient
[igml" MGy My Cy b I, Cr)
F(x)

est, d'apres cela, une série entitre qui ne s’annule pas.
Nous poserons

s F(r
(1) Uy(x) = (M”logl (@),
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de telle sorte que la différence

(2) Up(Z = My €y -+ MygCyt . . .= MpCy) ~ ty(2)

est une fonction entiere de x,, Ty, ..., Xy
Effectuons le changement de variables

(3) z,=logé, (p==1,2, ..., ),

u, devient une fonction non uniforme des variables |
soit U,(E), qui est telle que pour un systeme de valeurs ,- %}
(p=1,2, ..., n) composé de valeurs finies et toutes différentes de o,
chacune des déterminations de U,(£) est uniforme dans le domaine
de (£°), etla différence de deux quelconques de ces déterminations est
réguliere au point (£°), ainsi que cela résulte de la considération de
la différence (2).

A chaque systeme de valeurs &), £2, .., £}, toutes finies et diffé-
rentes de o, nous ferons correspondre une détermination, choisie
arbitrairement, de U, que nous désignerons par U" et qui sera définie
dans un domaine & du point (£°); si (£') désigne un point situé dans
le domaine 3, la difference U%"— U% est évidemment réguliere au
point (§'). On peut des lors appliquer ici le théoreme que j’ai donné
dans ma these (théoreme XI, p. 56) en ayant égard 4 la remarque du
bas delapage 55 : actuellement les valeurs attribuables & la variable %,
comprennent toutle plan de cette variable a 'exclusion du point %, — o
et du point co et constituent un continuum qui peut étre regardé
comme la limite d’'une couronne concentrique a Uorigine et de
rayons R et r, lorsque R augmente indéfiniment et » décroit jusqu’i o.

Il existe donc une fonction uniforme des variables £, £,, .

=iy sy fmq

z J . / vt
V, (&) qui, en chaque point (£°) composé de valeurs finies et toutes
différentes de o, est équivalente 2 U‘,‘f’“’ ¢’est-a-dire que la différence,

V[’(i) - U'/;Eu’
est réguliere au point (£°).

Si Pon exprime maintenant V, (%) & aide des variables z,, y, ...,
Z,, on obtient une fonction ¢,(2,, z,, ..., a,) qui admet par rapport
a chacune des variables la période 2im, et telle que pour chaque
systeme de valeurs finies des variables x,, @, ..., . la diffé-
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rence ¢9,(x) — w,(x) est réguliere. Cette dillérence est done une fone-
tion entiere de z,, ,, ..., Z,.

Nous pouvons ainsi former n fonctions, ¢, (x), ¢,(x), ..., ¢,(2),
satisfaisant aux conditions précédentes. Les dilférences

de,  du,

dr, D,

et
Dvq __ Oty
da) dx,

sont toutes deux des fonctions entitres; mais comme

D, duy,
day dx,

on en conclut que la différence

Jvp dvy

JREEOY L A @
(4) day,  du, o ()
est aussi une fonction entiere; de plus, puisque le premier membre
de (4) admet la période 207 par rapport & chacune des variables, il
en est de méme de Y, (2) qui est, par suite, une série enticre procé-
dant suivant les puissances positives el négatives de e, e, .. %,
s0it

-
" “h N i ]
(”) LPINI("I“) = 2 Awu. My +ory m,‘,’f'm'x‘ By b I

les m prenant toutes les valeurs entitres, positives, négatives ou nulles
de — b + o,
. nin -=1) .
2. Les relations (4) sont au nombre de === = correspondant
toutes les combinaisons deux & deux des n variables . Considérons le
systeme d’équations aux dérivées particlles, & n fonctions inconnues w,,
Woy evvy Wy,
(6) oy _ 0wy
day dxy,

Ces équations sont certainement compatibles, par suite des équa-
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tions (4). Nous allons montrer qu’elles admettent un systeme d'inté-
grales de la forme suivante

w, = hy(z),
wy == hy(2)+ all zy,
wy, = hy(x)+ all 2,4+ al @,,

, ( ‘n- "
wy=l,(2)+ aP @+ aP ey )V, ,

ot h,, hy, .., hysont n fonctions entieres admettant la période 20w
par rapport & chacune des variables et les a des constantes.

Remarquons, pour cela, tout d’abord, que, d'une part, la dérivée
partielle du premicr ordre par rapport i a, d’une série de la forme (5)
est une série de méme forme dont tous les termes renferment effecti-
vement la variable z, et que, d'autre part, si une série de la forme (5)
est telle que tous ses termes renferment la variable «,, chacune de ses
dérivées particlles par rapport & chacune des variables aura la
méme propriété. Ces faits tiennent & ce que la dérivation n’a pour
effet que de multiplier chaque terme dela série par une constante (qui
peut étre d'ailleurs nulle). Enfin, siune série de la forme (5) renferme
effectivement la variable «, dans chacun de ses termes, elle est la
dérivée particlle par rapport a 2, d’une série de méme forme.

Cela posé, lethéoreme s’établit immédiatement pour le cas de deux
variables. 1l n'y a alors qu’une seule équation :

o dw,
) Vi T o, = Yre(@):

Partageons les termes de la série ¢, ,(#) en deux groupes, le pre-
mier O(z,, ,) renfermant tous les termes qui contiennent effective-
ment z, et rien que ceux-1a, le second — 7 () contenant les autres,
et ne dépendant que de z,. On aura

()W1 ()W"Q

PP 0y, 4) -~ 0 (2y);
O(a,,x,)estladérivée partielle d’une série de méme forme 4, (2, 2,);
en posant

wi==hy (24, @,),
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il reste
sy,
— =N (%)
()'Ti n( 1)7

soit £(x,) une fonction entitre ayant pour dérivée n(z,); la diffé-
rence k(z, + 2i=)— k(2,) a pour dérivée n(x,+ 2in) — 7, (x) = o,
et, par suite, est égale & une constante 2¢ma,; la différence

k(zy)— alax,

admet la période 27w et, par conséquent, est une série entiere £, ()
ene®,etl’ona
wy ==y (24, 23),

wyz= fig (&) + @l 2y,

comme il fallait le démontrer.

Supposant le théoreme vrai pour (n — 1) fonctions et (n — 1) va-
riables, nous le démontrerons pour n fonctions et n variables.

Les équations (6) étant compatibles, si w,, w,, ..., w, est un sys-
teme de solutions de ces équations, on en obtient un autre en ajoutant
respectivement & vy, w,, ..., w, les dérivées particlles du premier
ordre d'une fonction analytique quelconque de x,, «,, ..., x,.
s'ensuit que w, peut étre choisi arbitrairement dans les équations (6).
Nous déterminerons ce choix de lafagon suivante : Rangeons les termes
de la série Y,,(x) (p =1, 2, ..., n— 1) en deux groupes : d'une part
un groupe 0,(x,, @, ..., @,) contenant tous les termes qui ren-
ferment x. ct ceux-la seulement; d’autre part, un groupe

Np( Ly Xay oo vy Lpy)
contenant tous les autres termes. On aura ainsi

ow ow,
(8) —J‘-;EL' — 7)«7_—’5 =2 0,( @y Xay ooy Za) b1, (X1y Lay o ooy Xyey)e
“n n

En dérivant par rapport & z, (¢ £ p et =£ n) on a la relation

D,

0w, A0,  dn,
dxgdue,  Jdxydx, de, dzy,
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et, d'une facon analogue,

02wy Pwp 00,  Ony ,

0xpdx, Oz dx,  dx, dr,

en retranchant membre A membre et tenant compte de ce que

dw, iy
e T, a
oz, Jz, You (@),

il vient

g _ 90y __ 00y _ 004, 07y
dz, ~ dx, dx, D,  dr,

(9)

0 a6, 04 , . \ .
Wog, 9%, 9% gont des séries de la forme (5) qui, en vertu des re-
0x, " dx, 0z,
marques faites plus haut, ne contiennent que des termes renfermant
. . a1, dn,
effectivement z,; au contraire, - ¢t %0
dx, duy,
forme dont aucun terme ne renferme z,. L'identité (o) entraine done

la suivante :

sont des séries de méme

(o) ony 0y _,
dx,  Jay

Ces identités montrent que les (2 —1) fonctions entitres v, 1,, ...,
Na—y des (n — 1) variables @, @, ..., ,,, sont les dérivées particlles
1 d ’ m e y V{1 Ihpeo v ( oy sy v :
du premier ordre d’'une méme fonction entivre — g(x,, a4, ..., ,.,)
etl'ona
dg

Np=— -~ DIy Dy oy Mo 1),
p l);L',, (r » % ) It 1)

L’équation (8) devient alors la suivante :

() 9y _ 0 g 05
.,

Nous'poserons Wn= g (X4 Ly, ...y Ty ).
Considérons la différence

&(x - cp)-— g () (p=1,2, ooy n—1)

(conformément aux notations expliquées au début).
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3

La dérivée de cette différence par rapport d e, (g == 1,2, ..., n -~ 1)
est
7/1/("’ “"":,;)“"’ 'flr/("') A\

et, par suite,
Z(@ - ep))— g )= aimal (pcu,o, oo, n 1),
a? désignant une constante. La différence

. L SR VL R L
e e e e R A L

admet la période 277 par rapport i chacune des variables x, o, ..
@,,; nous la désignerons par A, (@) et nous aurons

(1) W gy, Pyy ooy, ) I (e ) ey ) e

w, ¢tant ainsi choisi, @y, @y, ..., o, devrontsatisfaire aux équations
suivantes :

\ iy ,
(13) = i'/) =, [ I T N N
“n
dov aE
/ » q \
1 - - Wl ).
(i) d.r, e, Yratt)

Dans celte dernivre équation p et g prennent, comme valeurs,
toutes les combinaisons des nombres v, 2, ..., - 1 deux i deux.
Nous savons, par ce qui précede, qu'il est possible de satisfaire aux
équations (13) el (14 par un choix convenable de w,w,, o 00, .

0p, étant une séric de la forme (5) dont tous les termes contien-
nent x,, estla dérivée par rapport i a, d'une série de méme forme 0,
On en conclut :

W O b G (2, gy o ) (P oy oo,

op ne dépendant que des (2 — 1) variables a,, »
En reportant dans (14), il vient

,
v veea Yoy

5) . Iep 9%y _, R :
(1) Jr, o, bpgliry -6, 6,

= P T A LI Ak P N 7

Comme on sait que les équations (15) peuvent étre vérifiées par un
dnn. Fe, Norm., (5), %1%, 3
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choix convenable des fonctions ¢ qui ne dépendent que de vy, oo
x,_,, on en conclut que le second membre ne (l(epcpn(d pas de ., et se
réduit, par conséquent, i une série de la forme (::) avee gn 1) va-
riables seulement x,, 2., . . ., @,_,. Les équations (15) m)nsul.luu.u alors
un systéme tout A fait analogue au systeme (6) avee une ’:H'lf)l)lf* el
une fonction inconnue en moins. On peut done poser, le théoreme
étant supposé vrai pour n —1,

wy== Ly (),
Dy Ko ()« ey,
vy Ly ()b,

. s . T Lo
R VI B I B AT R B SR TP

ok, kyy ook, sontdes lonetions entitres admettant la pértode 205
par rapporta chacune des vaviables o, ey, o0, elindependantes
de @,

vient alors, pour gy, ay, ...,

.
wy =0y ek,
Wy =0, -k, a,lr,
Wy =@y -y a4 adlPory,
e e .. .
Whet = Oy kpoy 4+ )y @B ey aar Py .

0, -+ £, est une fonction entitre admettant la période oim par rapport
4 chacune des variables x,, x,, ..., x,: soit O, 1+ k== h,. On a ainsi
finalement, & cause de (12), pour les 2 fonctions v, o,

coa bty les
expressions annoncécs

wy = fy (x),

wy = fy (&) -+ all ay,
(16) ‘

( wy == hg( @) - @ a2y -t

..........................

Wn==hy(2) + a2y @'t r, .. g, .

3. Nous écrirons ces dernieres formules sous la forme plus symé-
trique

(I7> Wy = /Iﬂ(x) -+ a}xﬂwl -+ “{j?'xz e “(,;“""n (p by 2% cuuy i),
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en remarquant que chaque constante @, pour laquelle 'indice supé-
rieur est égal a 'indice inférieur ou est plus grand que lui, est égale
& o.
Reprenons les ¢quations (4); en les comparant i (6) nous obtenons
Jd J
e (41, = ¥7,)) — e (92, — €Y, == O,
o, (Cp—=1vp) ().'(',,(‘ ! 2
Les différences (¢, — w,) sont les dérivées particlles, d’apris cela,
d’une méme fonction analytique. 11 en est de méme des expres-
sions (u,— ¢, + ¢,), dont chacune est une fonction entiere de x,,
&y, ..., Zy; on peul poser

N

ol
3 " 1 ——
(18) R S D
Zp

ou H est une fonction entitre de z,, 2., ..., ,.
Considérons la fonction entiere /() définie par

(19) S(z)=F(x)e-1n,
J(x) aura les mémes zéros que F(x) et le quotient

i)
S )

est une fonction entiere qui ne s’annule pas et de la forme e4®),

(20) - ) s (@),

Pour déterminer y,(x) prenons les dérivées particlles des deux
membres par rapport & 'une quelconque des variables «,, en tenant
compte de (1g). 1l vient

) J J . 0
llq(-’.(/' -+ Lp) e ‘(_)‘.lhq ‘I(.’L‘ - C,,) s [trl(.'L') = ()Tl_;'; ll(.’l.') s 2)?1—::/ '/',,(.’l’),
ou, en tenant compte de (18),
)
g (4= Cp) == Wy (& = Cp) — pg(2) - wy () = (—)’7—'/',, ().
Yy

Or

Vol z A=) ) = vy la),
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et, d’apres (17), o
. Wy -+ cp) — s () o z',mr/(,/".
Donc
0

o x) = — 2 imat” (¢ =21y, o0y 1),
aiy fr (%) J /

ce qui fournit pour y, () I'expression suivante
yp () == — 2w (P ey A= @ ey b ) I
b, étant une constante. Nous poserons

L (hy gt by g Uit byay

D ()= f(x)c *7 ,
@ () satisfera évidemment a 'équation suivante :
(21) DA cp) = D (a)elpto-by (7 = 1,2y ooy 1),

En tenant compte des valeurs @ qui sont nulles, voici le Tablean des
expressions de y,(x) —b,:

Ln () = by =0,

‘ . e . ; 4 .

Foper () == by v e el Ve,

. . — P I Y o . \

/,fL—-%('l') - bl&«&"““ ''''' ‘”ﬁ(”u Ly, ’/n/ 1‘ uen)s

...... P e e ettt aay

- oy P a7 (29 0 % . K o0
Yo (&) by e adm( @} @y E b ),

. - N R TT -
L () =0V m=meain(@) @y ) v e )y

On remarquera que 7, () ne renferme que les variables @ d'indice
plus grand que p. Il est facile de voir maintenant que 2/me«)” est un
nombre entier positif, négatif, ou nul. On doit supposer ¢ = p. Altri-
buons aux variables @ autres que x, et w, des valeurs constantes.
@ () se réduit & une fonction @y (x,, a,) de z, et x, et 'on a

Oy (), 20im, ) == Ay (1, ry)e” 2imafie,
Dy (@py iy~ 2im) = BB (2, 2,),
ot A et B sont des constantes. Dans la premiere, changeons a

. v “ " . . “ll
en w,+ 2im; O (2, + 20w, 2,) et Oy, 2,) sont multipliés par la

o P! .
constante B; done ¢=*™4"" ne doit pas changer et 'on a
e glmal = myl,

m étant un entier positif, négatif, ou nul.
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L’expression de 7,(x) — b, devient ainsi

( ( . PY an
1o (2) — bp=mP x4+ m} . A mP 2

avec la condition m!”’ = o, si ¢S p.

q
Nous avons ainsi démontré I'existence d’une fonction entiere ® ()
. F(x . . .
telle que le quotient ETET% est une fonction entiére qui ne s’annule pas

et telle que
22) ([)(;1' - (;p) =D (z) (;”"ELI')-'*-'IH‘”‘S;@x""u-—:"“-'-”*”’,(:’-'zr"}n—,,

C’est le théoreme énoncé dans la Note communiquée a ’Académie
des Sciences, le 18 mars 1gor.

4. On peut donner, de Uentier m”, une interprétation relative aux
zéros de F(zx) considérés indépendamment de la fonction elle-
méme.

Il suffit d’envisager, pour une valeur fixe de x,, 2, = «!, I'intégrale

4

r,/" 27T

/ Il’h)g‘bu(".;’n ""/)s

.. xly

prise en faisant varier @, de a; i 2, - 207 suivant un chemin déter-
miné, par exemple suivant la droite AB qui joint x) & xy+ 20w, Celte
intégrale est égale &

0 0 Y
o (l’“(.l,”, "‘:/ +2iT)

|
o ) s
®, (&), & ;}

Aeanin=logB -+ 2nim,

ol n, est un entier.

Si maintenant z) varie, la valeur de Iintég ale ne pouvant varier
que de multiples de 27 ne changera que quand log®, cessera d’étre
continu en quelque point du champ d’intégration, ¢’est-a-dire quand
Q,(x,, x,) admettra un zéro situé sur AB. On voit, sans difficulté,
que x, variant, l'intégrale augmente de 2¢m chaque fois qu’un zéro
de @y (x,, x,) traverse AB de droite & gauche ¢t diminue de 277 si le
zéro traverse dans 'autre sens. Supposons que la valeur attribuée a @,

A

varie de ), & &) 4 2¢7; on aurala différence entre le nombre des zéros
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de @ (2", 2,) qui ont traversé AB de droite & gauche et le nombre des
‘ ]) | H 1 ~'\ el il i
zéros qui ont traversé dans P'autre sens, en prenant la dilference des
deux intégrales
. A T ’

R
; o (0" "
- o 10{-’."1’0(-1“}), - T, Xy ) i / dlogd, (i prty)
2LT N T,
.T,l

que I'on calcule immédiatement en remarquant que

ERSALE

i (
e T = A (,'"2‘.1:";//' Lo A ey,
W, (’;:’ Ly )

Nous avons ainsi unc interprétation de 2", doicil vésulte que, la
fonction F(a) étant donnée, les entiers m qui figurent dans les for-
mules (22) sont completement déterminés, en supposant, mum.m'
nous l'avons fait, que s estnul si g p. Sans cette derniire vestrie-
tion, les entiers m ne seraient ¢videmment pas déterminés, comme on

!
fe voit immédiatement en multipliant () par e TGl est i
entier.

e 45

SECONDE PARTIE.

5. Nous nous proposerons maintenant d'étudier les fonetions en-
tieres dont les zéros admettent ( -+ 1) systemes de périodes distinets.
Nous supposerons que les zéros de ¥ () admettent, par rapport i cha-
cune des n variables @, @,, ..., x,, la période 2i% et admettent en
outre un systeme de périodes conjuguées,

%y Cay Uy “ Cons

'un au moins des o ayant sa partie réelle différente de o,

Nous montrerons tout d’abord qu’il existe, pour un systeme de
valeurs quelconques des «, de telles fonctions entieres. Formons pour
cela une fonction entiere 0(x) qui satisfasse aux (7 + 1) conditions
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sulvantes :
s O(x--c,)=0(x) (p==1,2,...,n0),

(23) ! O(x 4+ z) =0(x)e",

avece
L=a,2,4+ a,x,+...4+~a,r,~+ b,

ol a,, a,, ..., a, ¢t b sont des constantes. Dans les velations (23),
O(z + ¢,) ala signification indiquée dans la premiere Partie et 0(z + )
indique le changement dans 0(x) de x,, x,, ..., x, en x, + o,
Ty + Oy ooy X+ %,. On voit immédiatement que «,, a., ..., @, sont
des entiers, en changeant x, en «,-- 2¢% dans la dernitre des rela-
tions (23). Nous désignerons par o le plus grand commun diviseur
de a,, ay, ..., a,, ¢t par a, a,, ..., a, les quotients de a,, a,, ..., a,
par d. d est supposé pris positil; @), @,, ..., d, ont les signes respectifs
dea,a,,..., a,. ‘

Cela posé, «, d,. ..., a, étant premiers entre cux, nous pouvons
former un déterminant d’ordre n, dont tous les ¢léments soient entiers
(ou nuls), qui soit égal & 1, et dont la premivre ligne soit composée
des ¢léments &, o, ..., a,. Soit

' ' ’
oy oy,

(9
)

2]
ar') «, P

(n; 23] n)
LAY o, S o,

ce déterminant. Effectuons la substitution correspondant i ce détermi-
nant :

)\1 Ay e, ==, Ty,

(24) e e e e e ,
e 1), ( F

Xpz=aley+.o00 ... ot @y,

Par cette substitution 0(z) devient ©(X). Les équations (24) étant
résolues par rapport & 2,, a,, ..., 2, donneront pour ces variables des
expressions linéaires, a coefficients entiers, en X,, X,, ..., X, puisque
le déterminant est égal a x. Il en résulte que @ (X) satisfait aux n con-
ditions

(25) O(X +¢p)=0(X) (p==1,2,...,0)
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Au changement de x en @ + «, correspondra le changement de X
en X + o' et 'on aura

(26) O(X -+ z') e PN,
D’apres (25), O(X) est une série de la forme

\ , .
(')(X) — Z Am,,m;,.,..//l,, PRI YRRL T PRIRPR uzr“X“7

les entiers 7 prenant toutes les valeurs entivres, positives, négatives
ou nulles. Nous ordonnerons cette séric par rapport a e, ..., *, les
coefficients étant des fonctions de X, ; soit

(,4)( X)) oo R Y Ty, m,,)( X ),,/u‘\, [N /A
\ e 1 ’

et nous aurons, en identifiant les denx membres de (26),

(27) ][(m,, m,,...,m,,,‘( \” -1 ,/;) - (,l,.\', Voo Syt Iu":[',,l"/u',/u,, IRIRZ N \;‘ ]
et, en outre, on a
(78) ) § (™) ...,/n”)(xl f- ’AL"R) el § AT ettty ( X‘ IR

On reconnait dans les équations (27) et (28) celles qui définissent
les fonctions analogues aux fonctions de Jacobi. Il y aune condition de
possibilité : d étant positif, la partic réelle de o ne peut pas étre néga
tive. Nous formerons cette partic réelle, en mettant d’abord en évi-
dence les parties réelles et imaginaires de «,, o,, ..., «

‘n

Oy Ay b Pyl Oy by b g L
On a

Oy == Uy Oy A Ay Gyl Oy
la partie réelle de o est done
Wy by~ ydg oottt by

Si elle était nulle, il faudrait que la partie imaginaire de o, fit com-
mensurable avec 2¢m, et 'on voit que 'on aurait entre o, oy, ..., @,
et 27w une relation linéaire, homogene, & coefficients entiers non tous
nuls. Si nous excluons ce cas, nous aurons la condition nécessaire

s - .
O R R P P R (Y ]
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Sous cette condition, les équations (27) et (28) pourront étre satis-
faites par une fonction entiere convenablement choisie, que 'on
pourra multiplier par un facteur constant quelconque sans que les
équations cessent d’étre vérifiées. L'existence de (X)) et, parsuite, de
0(x) se déduit de la par un raisonnement tres simple. Comme con-
séquence immédiate, on voit que 'on peut former des fonctions méro-
morphes des n variables 2, admettant les (n + 1) systemes de périodes
qui figurent dans les équations (23). On peut, en effet, d’apres ce qui
précede, former deux fonctions entivres 0(x) et 0, (=), dont le quo-
tient ne soit pas une constante, et vérifiant les équations (23).

(n + 1) systemes de périodes conjuguées quelconques, pouvant élre
ramenés, comme on sait, & la forme que nous avons adoplée dans les
équations (23), on voit qu’il existe des fonctions méromorphes admel-
tant (n + 1) systemes de périodes conjuguées quelconques, donnés i
I'avance.

6. Nous allons étudier, actuellement, un cas particulier laiss¢ de
coté dans ce qui précede = ¢’est celui olt dans les équations (23), L est
une constante, ¢’est-h-dire ol tous les @ sont nuls. On a alors
(9 ) s (j(m o} (:I,) e f)(l),

2()

9 @ O0(x - a) == O(ax)et.

Plagons-nous d’abord dans Phypothese ot il n’existe aucune relation
linéaire, homogtne, & cocfficients entiers non tous nuls entre les o ¢t
21w, de la forme

(30) Proy -t Pollg~t ...t pydai= 20T,

g et les p étant des entiers non tous nuls.
On peut poser
0($) = 2 C,m,m;-...,m,. [ L G LR TR

ct par identification, dans la seconde des relations (2q),

8] I/ N
Pl 7 (i ( TU. TR I P PRRRE VN3
(Jmhm,,.,.,m,,—- 4 et " "‘lm‘

gy s Iy

relation qui entraine 'une des relations suivantes

(31) Cm‘,m,,.. o, =0
Ann. Fe. Norm., (3), X1X. 4
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ou
(32) IOy Myt b M Oy b A ST

r étant un enticr (ou nul).
La relation (32) ne peut avoir licu que pour un systeme de valeurs
d¢ m,, My, -.., m,;car sil’on avail pour un second systeme de valeurs

e e T S T T e N
on en conelurait
(02 == 00 oy~ (Mg 120y ) Gyt oo oot (D0 - el ey ar e i,
relation qui serait de la forme (30) si Fon navait pas

/ / /
m'y s my, N Ty P D

Un4wnn1uldu!h(pﬂsﬂﬁr)vsh«ﬂnhhw;uanidvnﬁquvnnwn(unhhw1du
la forme (et toea Codpant une constante, on bien enfin une
mnm“unuﬁibvmlnunqdvdvuft.qunmunsuunnhmnu(quﬁlvﬁsw
quelque relation de la forme (30) et, pour prendre tout de suite de eas
général, supposons qu’il existe entre les « et 2/%, s relations distinetes
de la forme (30) et pas davantage : et soient

(33)  pPen+pPos. o pPag=aghin (ko)

ces s relations.

Ces s relations élant distinctes, on en conclut que dans le Tublean
des coefficients des premiers membres il existe un déterminant
d’ordre s différent de o (car, sans cela, les relations seraient on incom-
patibles ou non distincles). Nous pouvons, sans restreindre la géné-
alité, supposer que c’est le déterminant relatif aux é¢léments o,
Uy - ooy & D’autre part, sest certainement inférieur i 2, car sans cela,
d’apres (33), les parties réelles des o seraient toutes nulles, Soit D lo
déterminant relatif i «,, «

Lyy « ooy %y D est un nombre entier (que Pon
peut supposer positif. Posons

N S PN A p ¢
')Xl‘w [)1‘)‘,1 whe /,21 .,3,, s _,;,I,ulr.,,’”
e (2 ’
DXyemp®eytoo oo, e piEir,,

..............................
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puis
S DRen= e /)’1': [)"1 il
» ])X,.,,..z:: ‘T"HZ’ 1 @ B
(33) ) ’ D=1 ... ...
............ , ; - -
( I)_\r” - ;1-1” /'l pg « . I)S

Par cette substitution linéaire 0(a) deviendra @(a). On voit tout de
suite que les 2 sont fonctions linéaires & eoefficients entiers des X.
Donc ©(X)admet lapériode 2w par rapport i chacune des variables X.
De plus par le changement de  en « + D, on voit, en tenant comple
de (33), que X,, X,, ..., X;augmentent de multiples de 27w, dont on
peut ne pas tenir compte puisque O(X) admet la période 20x par
rapport & chacune des variables X, et que X, ..., X, augmentent
de oy yy ovvy oy On a ainsi

§ O(X c,)=0(X),

36) !
(36) e (X ) == 0 (X)eP,

X + aindiquant le changement de Xy, Xgpo, ooy Xoen Xy a0, ny
X, + a,. Il nexiste entre o, ., ..., o, aucunc relation de la
forme (33), car une telle relation serait distinete des relations (33).
On peut poser

N :*1 " T
(..)( X ) fe] “m,.nu,...,m,l(f'“"\' b, Xt Hn,,\,,’

ct par identification, dans la seconde des relations (36),

- (‘,l)/:Am, L PR/ PRl PR TS T, B

Bm,,m_.,, PR Do 1S

et 'on en conclut 'une des relations

Bmt.mz. sty T Oy

Mgy Cgiqt Mgyt ot mpycy—Db==arin (r entier ou nul).
En raisonnantcomme plus haut on en conclut que O(X) est delaforme
C CM e X b Ty (-9! ( X )’

ol ©,(X) est fonction uniquement des s variables X, X,, ..., X,. Cest
une constante (qui peut étre nulle); les m, des entiers déterminés,
qui peuvent &tre tous nuls et qui le sont nécessairement si & est un
multiple de 2ix.
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En résumé, nous avons montré que si une fonction entitre ()
satisfait aux relations (29), ou bien elle est nulle identiquement, ou
bien elle ne s’annule jamais, ou bien, si elle sannule sans étre iden-
tiquement nulle, ¢’est qu'il existe quelque relation de fa forme (Bo), ef
dans cc cas les zéros de () se raminent par une substitution lincéaire
2 ceux d'une fonetion entiere ©,(X) de s variables seulement (s <7 ).
La seule hypothese restrictive faite relativement aux o, est ici que
toutes leurs parties réelles ne soient pas nulles.

Voici, enfin, une dernitre conséquence immeédiate de ce (qui précide,
et qu’on obtient en supposant dans les relations (20) que & estmultiple

de 2w, Sioune fonction entivre 0(a) admet Tes (2 1 1) systiomes de
périodes qui interviennent dans les relations (2g)  ou bien 0(a) est
une constante (qui peat étre nulle), ou bicn OCe) se ramene par une
substitution lindaire i une fonetion @, (X ) de s varinbles seulement
(s n) il estnéeessaive dans co dernier cas qu'il existe une relation
de Ta forme (575,

7. Nous avons développé, un peu longuement peut-étee, les consi
dérations trés simples qui précedent pour mieux éclaireir ce qui va
suivre : nous allons, en effet, retrouver toutes les circonstances de In
derniere discussion, dans un cas plus général; mais nous serons
obligés de suivre un procédé de démonstration tres différent. -

Soit /(@) une fonction entitre des 72 variables 2 dont les zoros
admettent, par rapport i chacune des variables, Ia période aim ("! ('l‘l
outre admettent un systeme de périodes conjuguées, a , o %
dont tous les éléments ne sont pas purement imu;,;innire:; l‘)'anﬂ I“':

théortme démontré dans la premiere partie, nous puuvrla;m s‘uly :mc‘x
que f(), aprés multiplication par une fonction entiere qui ne['! !
nule pas, satisfait anx conditions suivantes SRS

(37) M ep)=evif(z)  (p=1,a,... ")
avec

38 N e .

(38) Lp(a)s=mpairmlo o, 4. m,l" ey,
et

oy ;3 -
/n,[ e ) 81 ,/‘ /l,
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En ajoutant aux « les périodes « nous aurons
(39) S (@ o) =@ f(2),
ou A(x) est une fonction entiere des x. In changeant dans celte
relation o, en x, + 2im, il vient
Sz -+ a4 cp) = etra [z - ¢,).

Or
f(L A cl’) — (,'I'l"""""l’_/'(x . a) e (,,h l.r)-b»l.,,(.z'-i»-'/.J'/'( 1)

On en conclut

h(z) + Ly(x 4+ ) =h(x--cp) -+ L(x) —20a,irm,

ol @, est un entier ou zéro. On en tire

fo(z A= cp) — (@) = L,(z +a) — L(z) -+ 2a,ir,

h(z e,y —h(z)=miP o ~mPey. . .4 m o, 20,in.
Nous poserons, pour abréger,

(40) miPoy - mP oy - - M e,
b, sera une constante ct finalement nous aurons
(40 ha 4-cp) — h(x) == oin(b,-+ a,) (P, 000, 0).
On voit d'apres cela que la différence

II’»‘"

*‘
() = Dbyt

Pt
admet la période 247 par rapport & chacune des variables et se réduit
d une série entitre de la forme (5); soient done

(42) g(z)= 2 Ay pgs oy p @ TE 3Tt
et
pesn
\ ~
(43) hx)=g(x) 4—-2(/},,4— PIETT
pest

Telle est Pexpression de la fonction enticre 2 (x) qui figure dans la
formule (3g).
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. . nin--1) Mowne amfiore b oenvoie
Cette expression de /() contient - (—‘7 ~ nombres entiers, i savou

—1I 1 ! ; Tore ' T ) .x"'
2—(%—2 nombres entiers 2! (9> p) et zentiersa,. Si tous ces entiers
sont nuls, il résulte de (40) que b, est nul et, par conséquent,

() =g(x),
ot I'on a, relativement & /(x), les relations

(44) f(x-f—cl,):f:./‘(l')y ! (P, cvortt)s
(45) Sl +a)=ce® [(r) |

Nous allons démontrer que, dans ce cas, /() ne peat pas sannuler
sans étre nulle identiquement, §'il n’existe pas entee les o et 207 une
relation de la forme (33) et que, s'il existe s relations de eefte
forme (33), les zéros de [(x) se raménent par une substitution
linéaire & ceux d'une fonction entivre de s vaviables (s =7 7). CGlest T
genéralisation de la proposition du numéro préeddent. La démon-
stration sera V'objet des trois numéros suivan(s,

8. Nous envisagerons dans ce numéro une fonction entiere f(.r),
d I'égard de laquelle nous supposerons : 1° qu'elle s'annule pour
quelque systeme de valeurs des variables; 2 que ses zéros admettent
les (n+1) systemes de périodes envisagés plus haut; 30 quiil 'y
entre les a et 2¢n aucune relation de la forme (35 ). Pour simplifier
I'écriture, nous supposerons trois variables seulement (que nous desi
gnerons par &, y, 5 : la généralité du raisonnement sera évidente. Nous
désignerons [par /(x, y, z) la fonction considerée. En posant, comme
plus haut,

oy = Dy o Py Oy =2 Dy ot gl U™ Ty Pyl

nous pouvons supposer A, == o. Nous effectuerons alors le changement
de variables suivant

g
Todin !
46 s
( ) Y ").{77)\ Y,
g !Ii\ | t/"
G
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ou
2T
Xem - ua ,
‘1
(47) (Y=o gty
. 2y
A= A T
7 i |

Au Tableau des systemes de périodes relatives aux variables a, y, =,

20T O Oy
0 T o,
O o olT,
&y %y %y

correspond, pour les vaviables X, Y, Z, le Tableau suivant

. Ay .
— it YL R
’ T
0 20T 0,
O O w i,
. 2 o Dg oy == Doy . Sl Py D
90T ".77:!l LT et gl L
}'l /.1 /A|

Dans ce Tableau tous Tes ¢léments relatifs aux variables Y et Z sont
purement imaginaives; pour Ia variable X Pan des ¢léments ost réol,
I"autre ne est pas. Nous poserons

AT Yy .
T o .
S () 2 »-'..}—-« B am 7,-2 Yo T : ',
(48) ‘ " .
o aim —an e PPl T D
() vl ) 9, .' | e .} / - - P .
\y . 7y

Le Tableau des périodes des zéros de F(X, Y, Z), en désignant
ainsi ce que devient f(x, y, z), sera, en changeant Povdre des lignes,
o adim o,
s o o alr,

(49)

mo i iy,

o' B0y,

!
0 , ) . .
Brvs B v sontréelss le rapport . est imaginaire.
ol ) o
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Soit X,, Yy, Z, un systeme de valeurs de X, Y, Z pour lequel nous
supposerons que F s’annule. On pourra, d'apres le théorbme bien
connu de Weierstrass, mettre F sous la forme

F(X’ Y’ ") :P(X_ xn) s ‘l)(x - XU! Y \uv 7 7'«))7

o P(X — X,) est un polynome entier en X — X, dont Ies coeflicients
sont des fonctions régulieres de Y et Z pour Y Yy, Z 7, et ®
est une série entiére en X — X,, Y —Y,, Z — Z,, convergente dans
un certain domaine, et différente de o au point X,, Y, Z.

Il y a toutefois un cas d’exception i ce théoreme : ¢’est celui oit
pour Y =Y,, Z=1Z,, ¥ s’annulerait quel que soit X. Nous montrerons
d’abord que ce cas d’exception ne peut pas se présenter ici. Imaginons
F ordonnée suivant les puissances entieres et positives de X, soit

w

(X, Y,7) *‘“’Z WY, )X,

P
On aurait pour le cas d’exception indiqué ci-dessus
W, (Yo, 7)) ==0 (p oo, 1,9, 00.,m).
Les zéros de F(X, Y, Z) étant les mémes que ceux de la fonetion
F(X 4 mo +no, Y -mi + nif - orin, L4 miy - niy' -+ asin),
m, n, r, et s étant des entiers quelconques, on voit que
F(X 4+ mo+nw', Yo+ mif 4 nif' - arin, f,+- miy 4 n (' basim)
serait nulle quel que soit X, et par suite aussi la fonction
F(X, Y+ mif 4+ nip' 4 orin, £, m by~ niy' 4 asin);
ce qui donne les conditions

(50) W (Yo-+miB~+ nif +arim, L, -+ m Uyt iy 4 2sin) =0

(p=0,1,9,...,%).

Or, pour des valeurs convenablement choisies des entiers i, n,r
et s, les sommes m@+ nf'+ 2rx et my -+ ny -+ 257 différeront
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aussi peu que l'on voudra de deux quantités réelles données i
'avance £ et £, s’il n’existe pas simultanément deux relations de la
forme

D110 = PoyY == 23T

(51) Pif = pay =2

Bt pay'=2pym,

Pi> Pas Pa €t p, étant quatre entiers non tous nuls. On trouvera la dé-
monstration de cette proposition en note a la fin du Mémoire (pour le
cas d’un nombre quelconque de variables). Or, en remplacant
dans (51), £, v, B', v’ par leurs valeurs (48), il vient

Pahi-t Prhat paly= 0,

J. - -
PiPa=izPafla— {[12 (Prdat pady) = op,m.

La scconde s’écrit, en (enant complte de la premiere,

Pl it Pollg = AP, TS
d’ou )
Pa (bt Epy) = Py (Ry == ) - po(hy -t {py) = 2dp,m,
ou enfin
Ps %yt Pty Pty Al pyT

Cette relation est de la forme (30), et actucllement nous excluons
le cas ol il existe une telle relation. Done £ et £ étant deux quantités
réelles, mB -+ nf/ + 2re ¢t my 4+ ny' - 257 peuvent différer aussi
peu que Pon veut de & et 4. 1l en résulte, ’apres (50) et par suite de
la continuité de la fonclion entiere W,

W (Yot ibey Ly~ il ) =0 (p==o0,1,0, ...,%),

quels que soient les nombres réels £ ¢t £. On en conclut facilement
que W,(Y,-+ ik, Z) est nulle quel que soit Z et que W,(Y, Z) est
nulle identiquement. Par suite I serait nulle identiquement.

Nous voyons ainsi que le cas d’exception signalé plus haut au théo-
reme de Weierstrass ne peut pas se présenter ici.

Cela posé, F(X, Y, Z) étant supposée s’annuler pour un systiéme de
valeurs X,, Y,, Z,» ses zéros dans le voisinage de ce systeme de valeurs
sont donnés en égalant & o le polynome de Weierstrass P(X -~ X,)

Ann, Ec. Norm., (3), XIX. 5
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i i sgulit ) Z dans un
dont les coefficients sont des fonctions régulieres de Y et Z dans 1
domaine p du point Yy, Z, défini par

[ Y =Y, <p, |Z — 7| < p-

Pour chaque systeme de valeurs de Y etZde ce domaine, F(X, Y, Z)
s’annulera pour une valeur voisine de X,.
Il est maintenant facile de montrer que si 1'on pose

Yy Yoot £Ay
Toyoo g+ LK,

/et & étant deux nombres réels quelconques, F(X, Y, Z) s‘annulera

Posons, en effet,
mp-y nl vorn koo,

my by ionsmo Al 4':

m, n, rets étant des entiers convenablement choisis, on anra ]|~ ¢,
|| < e, & étant un nombre positil tris petit donné i Favance; cela
résulte de ce qui a été dit plus haut. Or, par suite de la périodicité des
zéros de F(X, Y, Z), pour chaque systeme de valeurs de Y et Z
dans le domaine p du point Yo=Y, m@i + nf'i + 2riz,
Ly="1Z,+myi+ny'ti+asiw, F(X, Y, Z) s"annulera pour une va-
leur de X voisine de X,== X, mw 4 nw'. Comme Y,= Y, + iy,
Ly=17,+iv, on voit que pour chaque systeme de valeurs de Y et Z
dans un domaine (p — &) du point (Y,, Z,), F(X, Y, Z) sannulera
pour une valeur de X voisine d'une valeur déterminée X, pour
laquelle F(X,, Y,, Z,) = o.

Appelons L le segment de droite qui joint, dans le plan de la va-
riable Y, le point Y, au point Y, + 2i%, et L’ celui qui joint, dans le
plan de Z, le point Z, au point Z,+ 20w Prenons un entier positif N
assez grand pour que }F < p = e et partageons L et L', respectivement,
en N partics égales, 4, £ (petg=1,2, ..., N) et soient Y,, Z, les
milieux de /, et [;. D'apres ce qui précede, Y, et Z, étant manifeste-
ment de la forme Yo~ 4, Zy -+ (&, ¥(X, Y,, Z,) s'annule pour une
valeur X =X, et, pour tout systeme de valeurs de Y et Z dans le
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domaine (p —¢) de (Y,, Z,), F(X, Y, Z) s’annule pour une valeur
voisine de X,,,. En particulier, tous les points situés sur (/,, /) appar-
tiennent au domaine (p — ¢) de (Y,, Z,), puisque KNE <p—ce.Ilest
donc évidemment possible de tracer dans le plan de la variable X un
cercle ayant Porigine pour centre et un rayon R,, assez grand pour que,
pour chaque point (Y, Z) situé sur (/,, &), F(X, Y, Z) s’annule pour
une valeur de X située i Uintérieur du cercle tracé.

Imaginons alors un cercle I', concentrique aux précédents et d’un
rayon R supérieur aux N* rayons R,, (pet ¢ =1, 2, ..., N). Pour
chaque point (Y, Z) de (L, L), F(X, Y, Z) aura un zéro intéricur i I'.
Enfin, les zéros de F ne changeant pas lorsqu’on ajoute 2w a Y ou
a Z, et d'autre part L et L’ ¢tant de longueur égale & 2w, on voil
que F(X, Y, + ik, Zy + ¢£") admet, pour chaque systeme de valeurs
réelles de £ et £, un zéro a U'intéricur de I'.

Nous pouvons imaginer dans le plan de X, un parallélogramme II
qui contienne I' & son intérieur ct dont les cotés soient équipollents &
Mo, Mo, M et M’ étant des entiers choisis assez grands, et imaginer,
en outre, que 'on a formé tout le réseau de parallélogrammes dont 11
serait le parallélogramme fondamental. I1 est alors tres facile de voir
que F(X, Y,, Z,) admettra au moins un zéro a Uintéricur de chacun
des parallélogrammes de ce réseau. Car les valeurs de X qui corres-
pondent & Uun des parall¢logrammes, bien déterminé, du réseau,
peuvent étre éerites sous la forme

X=mMeo -t-m'M o' 4- X',
m et m’ étant deux entiers déterminés et X intéricur i 1. Les zéros
de F(X,Y,, Z,) sont les mémes que ceux de

F(X —mMo —mM' o, Yo~ mMif—m'Nif', 7, mMiy-—m'Miy'),
que I'on peut écrire

F (X, Yo mMif —m'M'ifs, Ly~ mMiy — m'M'iy"),

ou encore
F (X', Yy ik, X+ iK').

Or cette derniere fonction entiere de X’ admet au moins un zéro i
Vintérieur de I' et par suite & Uintéricur de 1.
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En résumé, de Uhypothese F(X,, Yo, Z,) == 0, nous avons conelu
que Von peut construire un résean de pa allélogrammes tel que
F(X, Y,, Z,) ait un zéro au moins dans chaque parallélogramme.

Nous aurons & appliquer ce résultat dans le numéro suivant.

9. Soit f(«) une fonction entitre satisfaisant aux relations (44)
et (45) que nous éerirons ici pour le cas de trois variables

‘/('T -+ 2(:77:: ,}’, 3) : ./'('1"’ ,}’7 @ )1

. S, y-oim, sy [(ua, ¥, 3),
(H2) - !

./("("n Yo Sl oam) = ‘./<.'7'7 Y %),

./.(-"' A Gy Yo Py Sty ) ("'"{":"Y'“‘/‘(""¢ Jo s )y

olt g(a, y, s) est une fonction entiere admettant la période 27w par
apport i chacane des variables. Nous allons montrer que s'ih n’existe
aucune relation de la forme (3o) entre les o ot o/, S, v, ) ne
peul pas sTannuler, sans étre nulle tdentiquement.,
Nous eflectuerons le méme changement de variables que dans le pa-
agraphe préeédent. Mais, auparavant, considérons Pespression
g dg dg
p YR Iy Wi - TR Wi -
Yow, T Mgy T Mos”
Ay Ay, Ay désignant encore ici les parties réelles de «,, o, 2,. Soit

- . .
&z, Ve Z *:1:2‘ AI,,,,’,,(;/‘M pyy s

p» 4> r prenant toutes les valeurs entibres positives, négatives ou
nulles. On aura

da Jde o
(58) }\17)% +h .()i;; s })3- “‘:Z Apsae(Phy b byt rhy)ereraysre,

Nous pouvons déterminer une série entiere h(x, v, =) de méme
forme que g(x, y, z)

(54) b, 3y 3) 2 3 Bpererarire,

et telle que I'on ait U'identité

(55) h(x Aoy, ¥ - gy 5 4o 02y) h(a, v, 2)
»::“Z Apflr'([’)u |- ([.ﬁ.z e I"}.;) eoES Y S 1s
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L’identification donne, en effet, 'expression suivante pour B,

p7\1 -+ (])\g —'Twl'}.g

L N R e

(56) B,, ——A

Remarquons que 1 — e/+*+% n’est nul pour aucun systeme de
valeurs non toutes nulles de p, ¢, r, puisqu’il n’existe pas de relation
de la forme (30). Pour p =g =r=o0, on peut prendre B,,, arbitraire.

Montrons que les B,,. calculés par la formule (56) sont bien les
coefficients d’une série convergente pour toutes valeurs de «, y, =.
Il suffit évidemment de le démontrer pour les valeurs de p, ¢, r pour
lesquelles on a

(57) [ 1 - P2 o bre, | o~ g

~

e étant un nombre positif donné a 'avance.
Or
] [ e @D %GOy I,[ [ — ePhtah 1l l
SipA,+ gh, + riy est nul, B, Uest aussi d’apres (56). Nous pou-
vons done supposer pA, 4 ¢ A, ri, non nul et éerive 'inégalite

(58) ‘ Phicte gl -t 1y
' | e Py LI

I Phait gyt ry

[ e Pl by

D’apres (57), |phy+ gh,-+=rA,| est inféricur & un nombre positif
fixe K, choisi assez grand; Ie second membre de (58) est done infé-

. N > .. - . ¢ » .
rieur & un nombre fixe positif K’, puisque —; est une fonction con-
I e 23

,,,,, ¢
tinue de la variable réelle £ dans Uintervalle — K & -+ K. Les valeurs
de B,, correspondantes satisfont donc a inégalité

| Bogr| <[ Apgr| K.
La série (54) est donc convergente.

Effectuons maintenant le méme changement de variables que plus
haut :
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Soient F(X, Y, 2), G(X,Y,Z), H(X,Y,Z) ce que deviennent /(w, ), 2).
g(z,y, s), h(w,y, ). Nous aurons

oG 1 dg 17V 0y
(59) OX = 77| 0w Ty 0|

En conservant les notations du numéro précédent, F(X, Y, Z) su-
tisfera aux conditions :
F(X,Y,2)=F(X, Y~+2in,7)
(60) 5
[ F(X o, Y i 7 iy ) S5 N0 (X, Y, 7).
Nous avons également

(61)  G(X, Y+ 2im, 2)= G(X, Y, L4 2im)
= G(X o, Y B b gl GO, Y, 2,

et pour Il
(62)  M(X, Y-t-2im Z)=H(X, Y, 7 t ain)
= (X e, Y- B4, 7 4y WX, Y, 7).
En outre, on a, d’apres (53), (55) et (59),
(63) H(X o+ 0f, ¥ i, 2 i) = H(X, Y, %)= ni g

(

Nous poserons, en désignant par X, une valeur fixe quelconque,
» %
(64) K(X,Y,Z)::»J-—/ (X, Y, Z)dX;
20T Jy

le choix du chemin d’intégration n’intervient pas, puisque H est une
fonction entiere de X.

En changeant dans (64) You Z en Y -+ 2im ou Z - 247 ef tenant
compte de (62), il vient

(65) K(X, Y2im, L) =K(X, Y, L+ 2im)= K(X, Y, Z).

Si nous considérons la différence

K(X -0, Y-+if, L4 iy)— K(X, Y, 7,

sa dérivée par rapport 4 X est nulle d’aprés (62).
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Cette différence est donc fonction de Y et Z seuls; soit
(66) K(X 4+ 0, Y+ip, Z+iy)—K(X, Y, Z)=—®(Y, Z).

Comme K(X, Y, Z) admet la période 2¢m par rapport a chacune des
variables Y et Z, on aura

(67) (Y +2im, Z)=0(Y, Z -+ 2in)=D(Y, 7).

Considérons également la différence

K(X + o, Y+ if, Z+iy)—K(X, Y, Z);

oy .S ‘ ’ s > . dG
sa dérivée par rapport a X est égale, d’apres (63) et (64),4 &> et par

conséquent,
(68) K(z—+o,Y-+if,Z+iy)—K(X,Y,Z)=G(X, Y, Z)—W(Y,Z),

ott (Y, Z) est une fonction entiere de Y, Z, qui admet, par rapport a
chacune des variables Y et Z, la période 2iw, puisque les fonctions K
et G admettent ces périodes.

Posons
¥y (X, Y, Z)= e NS L0E (X, Y, 7).

La fonction F, admettra les mémes zéros que F.
Des relations (60), (65), (66) et (68) on conclut les suivantes:

Fo(X, Y, 2)== F (X, Y 4 2im, 2) == By (X, Y, L 2im),
(69) { Fy(X -, Y -if, Z-t-iy) = ePVOF (X, Y, Z),
Fy(X A=, Y - iB, Lot i) = VN 2R (X, Y, Z),

ot ®(Y, Z) et W (Y, Z) admettent la période 207 par rapport i cha-
cune des variables Y ct Z.

Nous allons voir comment des formules (69) on peut conclure une
limite supérieure de I'ordre de grandeur de ¥, (X, Y,,Z,), Y, ¢t Z,
étant deux valeurs quelconques fixes, pour les valeurs tres grandes
de X. Remarquons pour cela que ® et W admettant la période 2¢m par
rapport & chacune des variables, on pourra poser, si £ et & sont deux
nombres réels quelconques :

DO (Yo ik, Lo+ th" )= D (Yo 4 ihy, Lo+ iKY,

ket k&, étant deux nombres réels et positifs au plus égaux a 2m. La
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méme remarque s’applique & W (Y, 4 th, Zy -+ k). D'apres cela, il
existe un nombre positif fixe A, tel que
[ (Y-t ik, Ty- (K7) [ < A,

(70) (Yoot ity Tyt iR7Y ] < A,
pour toute valeur réelle de £ et 4.

De méme, on peut poser

.F1 (X, Yo -+ l'A', ZO - t'/.'l) o l;l (X, Y" - L'/{i, 7«. i 6./1; B

Sil’on suppose X & I'intérieur d’un parallélogramme P de eotés o et
ayant pour sommet Porigine, dans le plan de X, il existe un nombre
positif B tel que
(71) I"‘I(X7 Yu‘i [X} le 1 /./‘I)l' .b “’
pour X aetéricur a P, £ el £ ¢lant des valeurs réelles queleongues,

Yar application vépétée de la troisivme des formules (Gg) on con
clut, m ¢tant un entier positef/ quelconque,
(72) By (X mon, Y b mifo, oopomiy) e840 (XY, 7).
(73) S5(Y,2)=®(Y,Z) + D (Y + 1By 7+ i) A=

A OLY 4 (m— 1) iR, 7+ (m~—1)iy],

ot par conséquent, en changeant Y et Z en Y, — miB et 7, mivy,

Yt i T — , ., -
(74) By (X~ ma, Yo, Zo) == eSNo=mid Za—miti [ (XY, o g Loy = mivy).

Or, la partie réelle de S (Y, — mi, Z, — miy) est, dapris (7273 ot
(70), inférieure en valeur absolue i mA.
Par suite,

(75) [E (X =mo, Yo, Zo) | << e 11 (X, Yy mid o, Fog - miyy .
On tire de (92), en changeant X en X — mw,

Fi(X—mo, Y, Z) = e=ST 0 | F (X, Y 4 e, foevmiy),
et par suite
(76) [F (X =, Yo, 2y ) | < emA B (X, Yy -1 misy o + miyy.

Les deux inégalités (75) et (76) se résument dans la suivante, oif
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est un entier positif, ou négatif, ou nul, et M est la valeur ab-
solue de m :

(77) [Fy (X 4+ mw, Yo, Zo) | < M| F, (X, Yo — miP, Zy — miy)|.
De la méme facon

(78) [Fi (X + no', Yo, 2,)| < €M

F, (X, Y, — nip', 2, — niy)|,

n étant un entier et N sa valeur absolue.
Des inégalités (77) et (78), établies pour toute valeur de X, on
conclut sans difficulté la suivante :

[Fi(X+mo+no,Yo,2) | <eMNAF (X, Yo— miP-—nif, Ly~ miy- niy)l.
Si I'on suppose X intérieur & P, il viendra done, & cause de (71),
(79) [Fi(X+mo+ nw', Yo, Z) | <BeM+Na,

pour X intérieur a P.
Or X’ étant une valeur quelconque, on peut poser

X'=mwop-+ne +X

ol m et n sont deux entiers convenablement choisis et olt X est inté-
ricur 2 P.

Le module de X’ est évidemment de Pordre de grandeur de (M~+N),
M et N étant les valeurs absolues de m et n. En fait, on peut bien faci-
lement démontrer que § étant le module de X, on aure

B eA M+N) < Bl e E’

£ étant le module de X' =mo + no’ + X (X intérieur s P) ct By, A,,
deux constantes positives convenablement choisies. L'inégalité (79)
peut étre alors remplacée par la suivante

(80) [F (X, Yo, 7)) | < Byert,

X’ désignant une valeur quelconque et & son module, B, ¢t A, des
constantes qui dépendent du choix des valeurs fixes Y, et Z,.

Si maintenant F, (X,Y,Z) s’annulait pour un systeme de valeurs
X, Yq, Zy, d’apres le paragraphe précédent ¥, (X,Y,, Z,) admettrait
un zéro au moins a Uintérieur de chacun des parallélogrammes d’un

dAnn. Ee. Norm., (3), X1X. 6
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résean convenablement choisi. Or, cela est incompatible, dapres les
beaux théoremes de M. Hadamard sur la distribution des zéros et le
genre des fonctions entitres, avee l’im’sguli!(’: (8('5). .

1l est facile de préciser ce point @ imaginons 'lvs acines de
F,(X,Y,,Z,) rangées par ordre de modules nnn'd(-('rm&uuts. el appe-
lons g, le module de la p yacine. Fy (X, Y. Z,) ctant ardonnde
comme série entiere en X, soil

[
;. Al .
Fo (X, Yar ) ¥ e NP
o

De (80) on déduit une limite supérieure du module de e, eninagi-
nant un cercle de rayon égal i opodans le plan de Xoefayant poor
centre Porvigine; on a ainsi

: B, A
4’/'” ] .,J!l,
el
,' [ R
Wi VB
. 1 s . « 1 >
D'apres M. Hadamard, g, eroit avee g plus vite que o el par sty
\'lf‘-’l
3 ' . . . .
que 5 Or, 8'il y avaitune racine au moins dans chaque parallelo-
By et

gramme d'un réseau convenablement choisi, g, sevait au plus de Poedre
de grandeur de yp.

La contradiction apparait ainsi, et Pon voit qu'il est impossibie
que F, (X, Y, Z) sannule (& moins d’¢tre nolle identiquement, eas
qui échappe an théoreme de M. Hadamard ).

La fonction /' (2, y, z) ne s"annule done pas non plus, comme nous
nous proposions de I'établir.

Nous avons raisonné sur trois variables, mais Je raisonnement
sapplique évidemment sans aucune modification au cus de 7 variables.

10. Pour compléter fe résultat précident, nous examinerons le eas
ou il existe quelques relations de la forme (3 3) entree les 2 et 20%, bien
que cette ctude ne soit pas indispensable pour la suite.

Soit /() une fonction entivre de 2 variables satisfaisant aux rela-
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tions (44) et (45), a savoir :

Sz +4c,)=f(x) (p=1,9,...,n),
S (2 +a) = et f(2),

ot g (@) admet la période 2iw par rapport & chacune des variables.
Nous supposons s relations de la forme (33) entre les et 20w :
oy = pl ooy - pl oy =g i (h==1,0,...,n).
Nous effectuerons le changementde variables suivant, identique i eelui
des formules (34) et (35) du paragraphe 6, en nous placant dans les
mémes hypothéses,
I)gl = ])(11)'2/"1 -t /'i:“ Lyt /';l”"“ll’

DZy=p et i,

(81)

(82)

D est un enticr que on peut supposer positif.
Par cette substitution, /() devient @ (£), @ () satisfait aux condi-
tions (voir § 6)
P(Zdg-cp) () (p=aymy ooy n).

D’autre part, on a évidemment

J (e~ Da) el [,
ol
h(e) == g (@) =g (@ o) o gle - (D =1zl
Par suite, par le changement de 5, 5 L, oo, 5, en B ooy s on,
L (('omme au § 6), on aura, par une notation analogue i celle
du§1,
D(E oty yq 4 Ay tenn ok Gy ) = (;“'5'([)(}_:),

. r ) .
ot H(g) est ce que devient Z(z), en remarquant que I admet la
période 22w par rapport & chacuane des variables §. Les 2, oy «ons
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o, ne sont liés a 24w par aucune relation de la forme (33). Donnons

" . v . ., ., o o
n %, ..., & un systeme de valeurs arbitraives, mais lixes, e
d 19 =20 0 , . A Lo wxetis N ,
soit @, (%) la fonction a laquelle se réduit ®(5) pour ce systeme de
valeurs. On aura

O, (£ +c¢p) =P, (&) (pe=s -1, 802, o0y 7Yy

(83) Q) (F 4 oy CGspato oo 10a) B, (%),

Puisqu’il n’existe aucune relation de la forme ('5'5')‘4'1»11'0 :/-'
Ugrar +vny o, 66 20w, la fonction @ (%) des (2 —s) V’:ll’l:i])lt!ﬁ‘;s,,.
Eevar --er By qui satisfait 3 (83), ne peut sannuler sans étre nulle iden-
tiquement, d’apres le paragraphe précédent. Ceel nous montree que LM
zéros de @(E) ne dépendent que des valeurs atteibuées aux variables 3,
£,y ..., E et pas des valeurs des autres Z.

Appelons ¢ (%) la fonction i laquelle se réduit B (Z) Torsiu’on atiri-
hue a &, ,, £,,,, ..., 5, un systeme de valeurs constantess (.2) ne
dépend que de &, &,y o.0y 5 Or o(Z) et @ (%) sannulent ponr les
mémes valeurs, et P'on peut démontrer rigoureusement, par nn raison-

b ()

. . . . (] " ' ’e '
nement facile & imaginer, que O est une fonction entiere qui ne

s’annule pas.

Soit done
CI’(E) — qa(?;:)e"‘lﬁ).

Les zéros de /() sont ainsi ramenés par une substitution linéaire
a ceux d’une fonction ¢ (&) de s variables (s<<n). Remarquons que 3 (%)
admet la période 247 par rapport & chacune des variables dont elle
dépend.

L. Application aux fonctions méromorphes (n + 1) fois périodigues.
— Soit F(x) une fonction méromorphe qui admet la période 2/= par
rapport & chacune des n variables @ et, en outre, un systeme de
périodes conjuguées o, a,, ..., 2,, 'un au moins des ayant sa
partie réelle différente de o.

On sait que F(x) peul étre mise sous forme du quotient de deux
fonctions entivres, soit /%),

¢ (x)
tion est écrite sous forme irréductible, ¢ est-h-dire que ses deux termes

et que Fon peat supposer que cette frac-
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ne sont pas divisibles par une méme fonction entiere qui s’annule.
Dans ces conditions, on sait que les quotients '[(;(«}E)—(”’) (p==1,2,...,n)
et :'____9; ------ sont des fonctions entieres qui ne s’annulent pas. Il en est

A o(x +c¢C o (@ -+ o
de méme pour ?( r) ot 9(x + a)

o(# e
deux variables, le Mémoire cité de M. Appell et le Mémoire de M. Poin-
caré sur les fonctions abéliennes, Acta math., 1goo.)

Il vésulte de ce qui précede qu'on peut supposer que [(x), apres
multiplication par une fonction entiére qui ne s’annule pas, convena-
blement choisie, satisfait aux relations (37) et (39), a savoir

- (Voir a ce sujet, pour le cas de

./("I’ -+ (),,) e ”I'/’('n)/‘('(l") (pe=ty2, 000, 0),
Sl o) =MD f(a),

ot 'on a
L,(x)=m{ a4 mf r,-t. .. mx,,

avece
( T
mfl=o0 s qgop
et, d’autre part,
17 n
. 5
L) = g(x) 4 z (b 4= 0y) ey,
JI |

g () admettant la période 20% par rapport 4 chacune des variables;
les @ sont des entiers positifs, négatifs ou nals et b, est donné par

2imb, =Ly (a) = mP oy mf oy ml o,

. e ! ,o R
Le quollcnl/ﬂ—»-r»)- admettant les périodes ¢, et o, 2(x) satisfait aux

9(®)
mémes relations que /()

(-t ey) e Oe (),
Y (2 4= ) == M g (),
Telle est la forme sous laquelle on peut exprimer F ().
NG . . § P ,
Les —=——*entiers ml”, (g > p) el a, qui figurent dans cos for-

mules peuvent-ils étre tous nuls ?
Sicela a lieu, et il n’existe aucune relation de la forme (33) entre
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les o et 27w, des relations

o(x-c¢,) == e(r),
(@ 4 a) = et (1),

auxquelles se réduisent alors les precédentes, on concluratt que 2 (2)
ne s’annule pas. Donc F(a) serait une fonction entiere admettant les
périodes ¢, et a, et, d'apres ce qui a ¢Le dit @ la fin du paragraphe 6,
F(a) serait une conslante.
§'il existe s relations de la forme (33), par le ehangement de
variables du paragraphe précédent /) se vamine i fa forme
Sy evy [,
/i ne dépendant que de £, 5y, oo 5 el admettant Lo periode 2oz par
rapport & chacune des variables.
De méme )
’:J(,I') I SIaY (,J)’ﬂ“)’
puis

day ) e
1(2)

Les périodes relatives aux & étant ¢, et le systeme «,,,, ,,,, ..., 7,

on voit que e’ %% admet ces (n -+ 1) systemes de periodes,

bl
puisque .f!,.,(,f;?_
91(8)
des £. D’aprés ce quia été dit i la fin du parag aphe 6, 2, 0%, 002,
n’étant lies par aucune relation de Ta forme (3%), 5 %5 ne dipend

. et I ¥ . ‘ . »
que des variables £, 5., ..., 5. Done F () est ramende i une fones
tion méromorphe de s variables %, ot s fois periodique,

les admet et F(z) aussi, lorsqu’on Uexprime en fonetion

12. Nous examinerons maintenant le cas d'une fonetion méro-
morphe ¥(2) de n vaviables, (n - 2) [ois périodique. Les (n-1 2)
systemes de périodes seront @ 2im par vapport i chacune des a ya-
viables et deux autres systemes de périodes conjugnées o, 24, ..., %,
ete, o, ..., a7 Nous supposerons d'abord qu'il n'existe pas entre
les a et 24w de relation de la forme (37).

On peut, daprés co qui précede, supposer F(a)y éerite sous I
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forme
(84 (2 >--/('))

ol f(x) et () satisfont aux relations

Sl A= cp) = bt [,
(83) Sl ) = el [,
(/(’ o) et (),

ol P'on a

L) = ml ey A= o= )y, (pn,o, oo, n),

avee m" =0 siqp, el

I" n

\
Jo) e g () 4 l)‘ (Dytaty) iy,

I =t

(86) e
W) == g’ () -+ '5 (U= tty )y

\ [i,.,

avee

(87) aimh, L, (), aimll, o L, (7).

I)"lprim ce qui précede, si

F(a) n'est pas une constante, les

nin.
“Yentiers m, S (g e p) ety ne sont pus tous nals puisqu’il v’y a

".
pas entre les o et 20 de relation de la forme (7575%).
Caleulons, conformément auw procédé employé par M.
deux lacons differentes [ -~ 2 -+ ).
On a
A A A L A A
De méme
/'(,1; f- gt -p- 7_’) LA ARy [y,
On en conelut
far oty - b ey e W (e e oy 4 (g o4 o NI,

N étant un entier positif, négatif ou nul,

Ou encore
JeQir o aly e fi(w) s B (o e o) e B () - a N i

et g e f (e,

Appell, e
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D’apres (86) cette derniere s'éerit

pen
. |
gla+a)—g(@)+ X (bpt )%,

pesd
’) 3]
< -
=g (24 a)— ga) -+ Z (O, d)yo, b 2 NI
Pt

Or glz+ao')— g(x) et g'(x+oa) — g(x) sont évidemment des
séries entieres en ¢ et ¢ (/) =1, 2, ..., 1) sans lerme constant. 11
y a donc dans la derniere relation égalité entre les termes constants,

A savoir

posn oo
&l . ~ ’ ’ t .
Z(b/, L({,,)a;, .-‘}d(//,' et ) 2y aNIT.
Pt

En remplacant b, et &, par leurs valeurs (87) il vient
pasn 1 poon
3 AN RAMPL ‘
2‘“1'“;:“*‘ rolf) - Z‘lng‘p [ \ it ) FaNn,

20 alrn
Pt pe poet p;:!

En remplacant L,(a) et L,(a’) par leurs expressions

f] = n tl "
\
Lya)= Y miPay,  Ly(a)= Y mf'a,,
o =1 VAR

la relation précédente devient

pE=n f}:”

(88) Za,,oc',,—~2 @yt - 2‘ Zmi}"(az,‘,a;, ~otpe,) < aNiT.
Pt p=1 =1 =
La double somme s’étend 2 toutes les vuh'nrq P2y o 0

g =1, 2, ..., n; Mais comme ml' =0 si g7 p, on vml qu'il suffit

d’étendre Ta double somme aux .systmm:h de valeurs de p et ¢ pour

SO 9 s Trial o] nin .
lesquels ¢ > p. Il y a ainsi dans la double somme "¢ '9 Y termes qui

n(/z 1. . /
correspondent aux Y déterminants du second degré qu'on peut
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former dans les deux lignes

Cns Oty AR} Cla, &y,
’

’

1 !
Ly Cpys ey Chyy Oy,

cn adjoignant successivement i chacune des colonnes chacune de
celles qui la suivent.

La relation (88) n’est pas une identité relativement aux «’. Pour le
montrer, ordonnons-la par rapport aux o; elle prend ainsi la forme

ol Lo . oar .
J1 —— "I_ 4*_’ "-‘T:" “’1" .. *}“' (J”, Sem— o7 (A‘)7
2LTC LT 2
ou
po=n
AT N . Y 1
Co==2Nim tpOp
p=1

Pour calculer C,, remarquons que dans (88) le coefficient du terme

2, cest-a-dire égal & m[", sig>peth —m)

’

Oy O
en =221 est m'” — m
20TT 7 ’

st ¢ < p. On en déduit

q=p—1 o =n
. 5 N
C,=2vina,— Z ml e, - Z my e, (p==1,2, ..., n).
of =1 q=p-+1

GCyy Gy, ..., C, sont lincaires ¢t homogenes d coelficients enticrs
en o, s, .., %, ¢t 207, Lun au moins renferme un coefficient non
nul, puisque les @, el m}) (g > p) ne sont pas tous nuls. Comme on
a supposé qu’il n’existe pas entre les o et 2¢im de relation de la
forme (33), 'un au moins des Gy, C,, ..., C, est différent de o, et la
relation (88) n’est pas identique par rapport aux o'

On voit, d’apres cela, que les « et les &' ne peavent pas avoir des
valeurs quelconques, malgré Iindétermination laissée dans la for-
mule (88) aux coefficients entiers.

Remarquons maintenant que, le cas particulier laissé de coté, ol il
y aurait une relation de la forme (33) entre les o« et 2¢m, n’est pas une
exception au résultat que nous venons d’obtenir. Car une relation de
la forme (33) est un cas particulier de (88). Le seul cas d’exception
au résultat obtenu est done celui otr ¥ () est une constante.

Ann. Ee. Norm., (3), X1X. 7
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13. Nous allons donner une autre forme de la relation (88).
Imaginons pour cela que 'on derive le Tableau () des (r 1 2) sys-
temes de périodes:
a9l .0 O ... D

o 20T 0 ... O
15 0O 0 ... 2T
oy Uy 2
t ’ !
e o . oy,

Ce Tableau comprend (n - ) lignes et 2 colonnes. On peut former

(n b 1y(m 1o

dans ce Tableau D determinants dordre 2, en supprimant

deux lignes successivement de toutes les facons possibles, BEn suppri
mant les deux dernitres, on obtient (277 )" En supprimant Ly prer,
(pr) et la (o) e on obtient, an signe pres, 7, (o0)" 1 A une
facon analogue, on pourrait obteniv o) (o)™ ' enting en o snppri-
mant la pm et la g™ (p oot g n), on oblient, au signe pris,
(oo, — aget,) (20m)" % D'autre part, la relation (88) est linéaire of
homogene par rapport aux entiers a,, a,, m,;” (§ >p)et N qui sout ¢n

( n(n =1 1y (n 4+ 9 . .o
nombre mz»f-m&-agwmz == ,(,.m)g‘3 Sion la multiplie par

entiers de

la relation ainsi obtenue ont pour coefficients vespectivement chacun
= 1) (N 2

des wé-wiuﬁ»l déter

(2im)", on apergoit immédiatement que los ¢ ‘-')‘i S

minants du Tableau T, au signe pris. En appe-
lant D, le déterminant déduit de (T), en supprimant la Ao ot [
sieme Jigne, la relation (88) est de la forme

(89) EMr:Dn"?‘ 0,

ey 1. by (na) s .
la somme ) s’étendant aux ‘"1 L, combinaisons (r, s) des
(n =+ 2) premiers nombres entiers, Uordre des indices r et s n'in-

' ) (7 1Y (7 -4 2) .
.3 O . : J
tervenant pas; les “M*—*a ——— gntiers M,l, ne sont pas tous llll}h’.

puisqu’ils sont respectivement égaux, au signe pres, anx (4 0(n+3)
*
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7, N. La relation (89) n’est, d’aprés ce qui précede,
une identité par rapport aux « et aux «’, pour aucun systeme de valeurs
non toutes nulles des entiers M,,.
Cette nouvelle forme (89) de la relation entre les périodes va nous
permettre d’écrire larelation pour un systeme de (7 + 2) systemes de
périodes conjuguées pris sous la forme la plus générale. Soient

. ’ 52}
entiers a,, a,, m

) s, — _
o, o, ..., o (p=1,2, ..., n =1, n—2),

(n -+ 2) systemes de périodes conjuguées d’une fonction méromorphe
de n variables F(X). Nous appellerons (T") le Tableau de ces (n + 2)
systemes de périodes, et A, le déterminant obtenu en supprimant la
rieme ot Ja sitme Jigne. Nous supposcrons d’abord A,,,,,, non nul et
poserons :

(90) 2UTX, = w2+ o) 2y ez, (pe=1,2,...,n),

équations dont le déterminant est A, .. renversé autour de sa dia-
gonale principale.
Au changement de «, en a, + 2¢% correspond pour X,, X,, ..., X,
les systemes de périodes o', o/, ..., 0 (¢g=1,2,...,n).
Les équations (go) peuvent étre résolues par rapport aux 2; soit
Zy e d X A dP K+ A X, (p==1,2,...,10).

Nous poserons

(91) o, = dP o - diP oY e diP o) (p 1,2, ...,0),

! - g DYPRULY. tni, (nty, P
(92) ), d})i)mcllu-m -+ d;}z;mznlz)»[_. e d/f‘ “’/L,“ ¢ ([) el T T ”),

de telle sorte qu’au Tableau (1) des périodes relatives aux X corres-
pond le Tableau (T) écrit précédemment pour les périodes relatives
aux a.

Remarquons que I'on passe des n ¢léments d’une ligne du Tableau (1)
aux n éléments de la ligne correspondante de (T) par la substitution
linéaire (9o). Il en résulte que la relation obtenue entre les D,

-
z My D520
peut s’écrire

(93) DIMA, 0.
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Nous avons supposé 'un des A, / o3 le eas contraire ne serait évi-
demment pas un cas d’exception : il y aurait toujours une relation de
la forme (93), par Uhypothise elle-méme. La velation (%) n’est une
identité¢ pour aucun systeme de valeurs non toutes nulles des M,
puisquon la rambne a la relation (8y), qui n'est pas une iden-
tité.

Nous dirons un mot, pour terminer, des fonetions méro
morphes de n variables, (n - ¢) fois périodiques (g ). En suppo-
sant d’abord que les systemes de périodes sont s adm par rapport
chacune des variables ety autres systemes de périodes conjugnees, » |/,
a‘,”, ey a“’ (v S0, 2 eae, ), O sl amene i considorer les rt'l;muu»;

suivantes, tout a fait analogues i celtes que Ton o rencontreées plus
haut,

Sl “p) ,.',,‘n'/'(',‘) [ N A
SOr gty ey (e g,
ou
U ”
LI,(.‘I:)"}‘m,I" ', mlo sy op
o =t
et

ILW)(.’IJ) ] :(‘17( T ) o Z( I l) - (‘,}";: )',‘l’:

les notations ayant le méme sens que dans les relations (85 ) of sni
vantes. Si (v, v") est une combinaison de dous des entiers Ly %y ins ofs
on aura la relation suivante, qui se déduit de (88)

ps==n ) Sl (] ,/ " I/ n

V) - lv, "’ 'v i ,
Ea _,( E (,1! )%;,”5 ler/r ,.vu,ju, /u /’/ ) "-177\;;;‘-

p=1 Pt Pty
Iy aura 77" pelations de celte ng
a 5 ctations de celte nature, obtenues on prenant

les ’/(/ 1) bi
5 combinaisons possibles pour (v, v'). Ces relations ren-
(/1 )
)

forment en tout entiers s ng entiers a, of Al / “entiers N.

q » ) Ly
Iin supposant les systemes de périodes pris sous la hn'mf' la plus
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s . . , (q —1)
générale, les dernieres relations seront remplacées par Z—l;——— rela-

tions analogues a4 (93).

Je me borne pour ce cas & ces indications sommaires, n’ayant pas
encore discuté les relations ainsi obtenues; je me propose de pour-
suivre cette étude et d’aborder la question inverse des précédentes :
Peut-on former des fonctions méromorphes (2 + ¢) fois périodiques
avec un systeme de (n -+ ¢) systemes de périodes conjuguées données,
satisfaisant & des relations de la forme de celles que nous avons trou-
vées nécessaires. A cet égard, on peut affirmer qu'il y a, outre les
conditions d’égalité obtenues, des conditions d’inégalité entre les
entiers et les parties réelles ot imaginaires des périodes.

Si I'on suppose ¢ = n, on est dans le cas des fonetions abéliennes.
Les 7= "'("'?m"') relations indiquées plus haut se présentent

2

sousune forme plus compliquée que celle que ’on donne habituellement
pour les fonctions abéliennes. Mais on peut, par un caleul facile,
montrer que les relations ordinaires peuvent étre ramenées & des
relations linéaires, homogenes, & coefficients enticrs entre des déter-
minants d’ordre 2 formés dans le Tableau des 2n systemes de périodes.

NOTE.

I. Nous donnerons ici la démonstration de la proposition sur
laquelle nous nous sommes appuyé dans le n° 8.

Soienta,,a,,...,a,cth,(n-1)nombres réels dont le dernier best es-
senticllementsupposé différent dezéro. On peut déterminer un enticrm,
positif ou négatif, différent de zéro, et n enticrs g, (i==1,2,...,n),
positifs, négatifs ou nuls, tels que les »  quantités ma; -+ q.b
(1=1, 2, ...,n) soient toutes plus petites en valeur absolue qu’un
nombre positif ¢ donné & Pavance, quelques-unes de ces quantités
pouvant étre égales & zéro, si quelques-unes des fractions ’;}f sont com-
mensurables avec 'unité. C’est Ia un théoréme connu, employé par
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Hermite et par Kronecker dans ses recherches sur les périodes (Suzungs:
berichte, Berlin, novembre 1884).

Nous compléterons cet ¢noncé de la fagon suivante :

S'il n’existe entre les a; et b aucune relation lincaire, homogene,
coefficients entiers non tous nuls, on. peut déterminer les (noiv) enticrs
m et q; de telle sorte que les n quantités ma; - ;b différent aussi peu que
I’on veut de n quantités réelles &; (¢ == 1, 2, ..., n) choisics arbitratrement.

Ce théoreme s’établit sans difficulté pour 2 == 1. & étant un nombre
positif donné & I'avance, on peut poser, d"apres le théoreme rappele
plus haut,

!

m'a gy b=, avee Jayt- e,

m' et ¢, ¢tant des entiers convenablement choisis et m' » o, o) n'est
pas nul, car sans cela il yauraitentre a, et une velationm'a, v o4 b o
a coefficients non tous nuls, contrairement i 'hypothise,

¢, ¢lant un enticr arbitraire, et £, une quantite réelle arbitraire, on
aura ¢videmment
ou bhien My <Gy =iy b= (v ),

t w z
may = Ey=— gy b = (m 4 1)aly,

m étant un entier positif, négatif, ou nul convenablement choisi, ot
'on en déduit
fmday 4+ qb—5 | < |, |« e
ou, ¢n remplacant &, par sa valeur,
L’ ay -+ (mofy 4 )b

et la proposition est établic dans ce cas.

Supposant ensuite la proposition yraie pourn — 1, nous établirons
pour 7.

Nous pouvons poser

(1) == m' ;) b (1,2, ..., 0
avee

2 ’
( ) ]/I,«l =7 &,

m’ elq; élant (n + 1) entiers et m'=f o,
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Les o, sont tous différents de o, car larclation 7’a, -+ ¢;0 == o serait
contraire & Uhypothese faite dans I'énoncé. Soient &; (¢ == 1,2, ..., n),
n quantités réelles arbitraires. Nous pouvons poser, ¢, ¢tant un entier
quelconque,

£ 1/
(3) LT e om0,
m étant un entier convenablement choisi (ou zéro), ¢t 0 un nombre
réel positif tel que 0Z0 < 1. Dot
(4) ma g, b= -~ 0d,,
ou encore
(5) may - o b =2 &y -0y avee oy | == 0 |- €.
Posons, ¢,,¢,, ..., ¢, étant (n — 1) entiers quelconques,
(6) ma; 4 b ==+, ((==2,3,...,n).
Remplacons, dans (6), 7 par sa valeur tivée de (3); il vient

1 r ot . v ()
Al = A Cp ;- Oty .
' g 1 Gi e 1 / ) y
(7) (1= i@y == o —ay, (60,3, ..., n).

Il n’y a entre les &) (¢==1, 2, ..., n) aucune relation linéaire, homo-
gene, & coefficients entiers non tous nuls, car sans cela, dapriss (1)
(ot m'=£ o), 1l y aurait une relation de méme nature entre les a; et b,

Le théoreme étant supposé vrai pour 2 — 1, nous pouvons choisiv
les n enticrs q; (i =1, 2, ..., n) laissés jusqu’ici arbitraives, de facon
que l'on ait

‘o 'y
‘o Wil G

!
e . ,
(8) (/1“,1'“71“1:::: A 4« Ty AVEC lfil < | ;," (e (0,5, 00, ).

Les entiers ¢ étant ainsi choisis, on a, en comparant (7) et (8),

= Oty
LA

T = (l', n
LR
d’ou
hT
Ny et o Od,
@,

el, par suite,
[0 <7 & -+ Oe.
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En rapprochant les relations (5) ¢t (6) on ales » relations
(9) ma A4 qub = E; 4=y (61,2, 000, 0)
avec '
[0 << (1-+0)e<lne (6 1,9, ...,0).
En remplacant dans () les &’ par leurs valeurs (1), Ia proposition
est ¢tablie.

II. Nous examinerons maintenant le cas oit il existe entre les o
et b quelques velations lindaires, homogines, a coeflicients entiers
non tous nuls. Supposons qu'il y ait s velations de cette nature et s
seulement, et soit

7

(10) P 1-2 o (A aym, o ,8)
TR |

ces s velations,

Comme b/ o etque les relations sontdistinetes, il y o nn determi-
nant d'ordrees, différent de zevo dans e Tablemn des coettictents de
s0it
(11) D= pt| (ot @ cn,m.00,8)
ce déterminant. .

Nous dirons, dans tout ce qui suit, quun systeme de 7 valeurs
véelles & (=1, 2, ..., n) est acceptable si les n quantitis (mu, g0
peuvent en différer aussi pen que Pon veut pour un systime de valeurs
convenablement choisi des entiers me et ¢;5 il sera inaceeptable dans e
cas contraire.

Posons, les Z; ¢tant des valeurs données,

M (il = gy (Ect, 2y ooy n),

On en conclut

i i=n ton ton
o s L 4

m E Pl b Z plogs = Z P, -y 1o,
i1 (Rt ¢ i

ou, en tenant compte de (r0),

Lo \ 1oon tooH

!
i"::

1
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Le premier membre est la différence entre un multiple enticr de &
et une quantité complétement déterminée; il ne peut done étre plus
petit en valeur absolue qu'un nombre fixe, choisi assez petil, que s'il
est nul, c’est-a-dire que les valeurs &; ne peuvent étre acceptables que
sil’on a, pour un choix convenable de m et ¢;, les s relations

i=n i=n N\

. ey . N
(13) ZP(/"’C_[:b —m[)"‘)‘}—z /';'/H(/i> (h==1,2, ...,5).
i=1 =1 .
Nous écrirons ces conditions nécessaires sous la forme
iz==n
Z [)',«/‘”"cfi::: Py,
=1
,
(th) { avec
{==n
ul ,
P = — Mpth 3 pi# Q,,
i==1

M et Q; étant (n + 1) entiers convenablement choisis; P ¢lant par
suite aussi un entier.

Inversement, si les &; satisfont aux relations (14) pour un sysleme
de valeurs quelconques, positives, négatives ou nulles, des entiers M
et Qg ils constituent un systeme de valears acceptables.

En effet, il n’existe entre ag,,, @y 9, - .-, d, ¢t b avcune relation
linéaire, homogene, i coefficients non tous nuls, car une telle relation
serait distincte des relations (r0). Il en résulte que, quelles que soient
les valeurs de &y, &5p0,y - .., &, clles constituent un systeme de va-
leurs acceptables pour les (n — s) quantités

(me;+ g 0) (om0, S92y ovuy 1)

on peut donc poser

. & 1 .
/na;-f—f/,;():—ﬁ b (C==8-1,8t9, ..., n)
avec
| | <&,
ou encore
(15) Dma;+Dqb=% -+ ((z=8 =1, S4=2, ..., ).

Ann. Ee. Norm., (3), X1X. 3
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Nous poserons en outre
(16) Dma;+ q;b=%,-+ n; (Je=1,2, ..., 8),

les ¢;(j=1, 2, ..., s) étant s entiers indéterminés.
De (15) et (16) on conclut

J)mlg P a+ b‘liv)”‘)(/j—}— bD 2‘ plg. -‘“Z Pl Z P
J=1 TSR E

(A==1, 9, .., 8)

En tenant compte de (r0), il vient alors

! i ) Jo-8

, l)b — ,)1/)(/.-) -4 z [)1'/.‘)(/[ - [)2 [‘)"j/l‘t / sz /n Zl Jo z /, /«,
(’7) ’ [T RO BT i

J (A==, 0, 000, 8).

Supposons d’abord que dans les relations (14) tous les P% soient
nuls, ce qui aura lieu en particulier si tous les entiers M et Q, sont
nuls.

La relation (17) devient alors

i=n : JE=E ] Lon
(18) ])b(-—— mpe) i 2 1)'/"r/1> e I)E e Z pin.
71 [, |

\ IEEE B
Choisissons maintenant les entiers ¢; (/==1,2,...,5) de facon
que les premiers membres soient nuls, ce qui donne les s conditions

]—f

2[)’7(/ =D mp)— 2‘ P //,) (R, o, a, 8.

=1 figepd

Dans ees relations, le déterminant relatif aux ¢; étant D, il est clair
que ces équations donnent pour les ¢; des valeurs entieres. Par ce
choix, la relation (18) devient

{z=n

(19) )—'z Py (h==a, 0y 00y 8).

Le déterminant relatif & 7, n,, ..., 7, dans ces équations est D, et



r

)9
I'on voit d’apres cela que, 7,4, N5i20 - - -5 7, Glant infiniment petits,
Ny Nayr -+ -5 N 1€ sont aussi. La proposition est done établie dans ee
cas, en ayant ¢gard aux relations (15) et (16).

Supposons maintenant que dans (14) les entiers M et Q; aient des
valeurs quelconques. Bn tenant compte de la deuxieme des rela-
tions (14) et des relations (10), la premiere des relations (14) peut
étre ¢crite sous la forme suivante :

SUR LES FONCTIONS PERIODIQUES.

iz=n
2,;',") [E=Mea;— Qib] =20 (k==1,2, ...,5).
=1

Posons

-t

£ C)[ — M ;= “)1 b.

D’apres ce qui précide, les & seront un systeme de valeurs accep-

tables puisque
in
E pPEE o,
izl

On peut poser

mdg=v-qib o Epd-ny avee [0 «e (= T T

D’olr
(o= M)y~ (Qut=q) b vy avee  [ng] 6.
Ce qu’il fallait démontrer.

Les relations (14) donnent, d’apres cela, tous les systemes de valeurs
acceptables pourles . Les premibres des relations (14) pouvant étre
résolaes par rapport a £,, &,, . . ., &, on voit bien facilement que toutes
les valeurs acceptablés pourront étee comprises dans les formules

Eremz Ly (8) = by ({=1,2,...0),

ot les I; (¢) sont n formes linéaires, homogenes, a coefficients entiers
de (n—s) parametres ¢, ty, ..., ¢, ,, completement arbitraires, et
les p.; des fractions rationnelles convenablement chodsies (sans qu'il soit
nécessaire, pour la suite, de préciser davantage); les ., seront, en par-
ticulier, tous nuls, si les P® sont tous nuls.

Le cas de s = n ne fait pas exception, mais alors les L;(¢) sont rem-
placés par zéro.
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[lI. Considérons maintenant (27 -+ 1) quantités réelles a;, e b
(i=1,2,...,n),b étant, ici encore, = o, el <;nnsi«!(zruns ].‘!f 7 quin-
tités ma; + m' ¢;+ q: b, olvm, m', q; sont (n 4= 2) entiers positifs, néga-
tifs ou nuls, et recherchons si ces 2 quantités peuvent différer aussi
peu que 'on veut de » quantités réelles données i Mavance. |

Remarquons qu'au licu de ma; + m/ ¢; -+ ¢;b, nous pouvons consi
dérer les quantités ma; 4 rib +m'e;+ q;by ot les ry sont r entiers.

Or, les valeurs acceptables pour (ma; + r;b) sont toutes celles qui

sont de la forme
Li(¢) -+ b (F==1,, v.,n),

et Tes valeurs acceptables pour m'c; -+ ¢, b peuvent étre éerites sous
une forme analogue

Li(w) - by, (C=1yo, o),

le sens des notations étant évident par ce qui précede. Les p, el oy,
pouvant étre pris Lous nuls, on voit que toutes les valeurs de T forme

& Lg(ey -+ L ()
seront certainement acceptables pour les quantités
[mag =+ m'e;~- (g r) b,

Pour qu’il existe des valeurs non acceptables pour ces quantités, on
voit qu’il est nécessaire que les n formes linéaires |1, (4) - L, (1))
des parametres ¢ et des parametres « ne soient pas indépendantes.
Comme elles sonth coefficients entiers, elles seront lices par une rela-
tion linéaire, homogtne, i coclficients entiers non tous nuls, ce qui
donne les deux relations simultanées :

ALy (4) s ALy (8) s o Al (1) = 0,
AL () + ALy (@) o= AL (1) o,

ol A,, A,, ..., A, s0nt n entiers non tous nuls.

Mais les a; (i=1, 2, ..., n) étant évidemment des valeurs accep-
tables pour (ma;+r;:b), on doit avoir pour des valeurs conve.
nables () des (¢) et pi” des s,
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ap== L (60) 4= bl (Q==1,9y oy n),



SUR LES FONCTIONS PERIODIQUES. 61
et d’une fagon tout analogue

¢ L;( lt") - /)v}‘” )
et, par suile,

Ag(ay = bp )4 Ag(ay=— Dpd )t oot Ay (ot = b ) o,
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Ag(ey = Dv) 4 Ay(eg = Dv)7) ok Ay (e = Dv)) o
On peut éerire ces deux relations sous la forme

Ay Ayt ot Ky, = 1D,
Avep - Ageg oo b Aoy WD,

Ael & étant comme les g0 et les v* des fractions rationnelles. En mul-
tipliant ces deux relations par un méme nombre entier convenable-
ment choisi, on aura finalement

Ny Ny oot Ay B,
NyepAyey oo Aoy =B,

A AL, oo A Gtant noentiers non (ous nuls et B, B deux autres
entiers.

Done, s'il 0’y 4 pas deux relations simultanées de cette forme entee
(agy b) et (e, b)les quantites ma; - m' ;- q;b peuvent diflféver aussi
pew que on veul de 2 valeurs réelles quelcongques données i Pavanee.

(Cest Ta proposition dont nous avons fait usage au n® 8.



