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A N N A L E S
SCIENTIFIQUES

w

L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE.

SUR

LES
P A B M. P. C O U S I N .

I N T R O D U C T I O N .

Dans une Note présentée à l 'Académie de^ Sciences par M'. Appel l ,
le r8 mars 1901, j 'ai énoncé un llléorhme relat if a u x f o n c t i o n s ent ihres
dont les zéros admettent , re la t ivement à chacune des var iables sépa-
rément, la période ;2nt.

Je me suis proposé, dans le présent Mémoire, de donner la démon-
strat ion complète de ce théorème, et d'en faire l 'application aux (bnc-
tiens méromorphes (n + i) ibis ou (n+ 2) ibis périodiques, n é tant
le nombre de^ variables. Celte démonstrat ion f a i t l'objet de la pre-
mière Partie do. Mémoire. Je me suis servi d'un des théorèmes que j 'a i
donnés dans ma thèse de .doctorat : ton tefbis j'ai employé les dérivées
logaritlimiqiies de préférence aux logarithmes; l 'emploi des loga-
rithmes présente, en effet, lorsque les domaines des variables ^ont à
connexion multiple, une1 difificulté que je n'ai pas signalée dans ma
thèse. Comme je me propose de revenir ail leurs m.r ce point, qui exige
des explications un peu longues quoique faci les , j'ai eu recours aux
dérivées logarithmiques. En fait, c'est par len logarithmes'quej 'avais

À un. Eu. Nwm., ( 3 ) ^ X ÏX, 1 , . , ï
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obtenu tout d'abord le résultat communiqué à l 'Académie dos Sciences
Le théorème qui fait l 'objet de cette première Partie n'est que l 'ex-

tension à n variables d'un théorème donné par M, Appell dan^ son
Mémoire du Journal de Liowille (4e série), t. VII. La démonstration de
M. Appell est différente de celle que j'ai donnée.

La deuxième Partie est consacrée aux f o n c t i o n s ïïiéromorphes de
n variables Çn -f~ i) fois ou {n -h 2) fois périodiques. Je montre briè-
vement comment on peut former une fonct ion méromorphe admet-
tant (n -4- i) systèmes de périodes complètement arbitraires. En ce qu i
concerne les fonctions méromorpbes do n variables {n 4-2} fbi '4
pér iod iques , je montre , el c'est là le pr incipal objet d u Mémoire, que
les (n + 2) systèmes de périodes ne peuvent pas être quelconyw^. HB
sont liés par une re la t ion que l'on obtient de la façon s u i v a n t e :
Soit (T) le [ahleau de (n -4- 2) lignes efc n colonnes f o r m é par In sys-
tème des (^-h 2) systornos do périodes conjuguées* On peut former,
avec ('Ï),^---^^^^^^^^ d'ordre n eu supprinwif. deux
lignes successivement do toutes les façons po^sible^ II existe une
relation linéaire,1 homogène^ à coûffieierxts entiers non tow^nuh entre
les i-n—^^'-^^'dÀterrnina^ts^âin On cassure qifiiîia telle
relation n'est pas une identité, et qu'elle impiiqoe par suite, malgré
l ' indétermination que laisse :aux entiers l'énoncé cMe^sun^ u i î e con-
dition entre les périodes. .Le cas le plus simple de ce théorème e^t.
celui où n ̂  2, et n •+- 2 == 4 ; c^estcelul des fonct ions abéliemum de
deux variables, et l'on retrouve la relation ordinaire entre ICH périoden
prises sous leur forme la plus générale,1

Pour les fonctions (/i+ q) fois périodiques (y$^)? je montre com-
ment oo forme • '̂̂ ^ entre, les déterrmnarîtg d'ordre n du

3

tableau 'des (n + y) systèmes de périodes; mais je me sui^ borné à
une indication très sommaire pour ce cas, n 'ayant pag encore dheutA
les relations, auxquelles on est ainsi conduit . Si y ̂  n, c'egt ,1e cas ûm
fonctions abéliennes de n variables, et l'on a '^t^^^ relations qui. m
présentent sous une1 forme1 plus compliquée que celle que l 'on ,donne
habituellement. Mais1 il est aisé.de s'assurer que leîs relations lial'H-
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tuelles, écrites pour an systèmes de périodes sous la forme générale,
se ramènent à des relations linéaires, homogènes, à coefficients entiers
non tous nuls entre des déterminants d'ordre n du tableau (les 'in sys-
tèmes de périodes.

Je termine en ajoutant que, en se reportant au, Mémoire cité plus
haut de M'. Âppell, on. pourra se rendre compte de ce que j'ai emprunté,
pour la deuxième Partie, aux excellentes méthodes de l 'auteur.

PREMIÈBE PARTIE.

'L Soit F(^1? «x*3» ^3, < * . , ̂ ) une fonction entière des n variables
complexes OD^ x^, . * . , x^ Nousécrirons pour abréger F(^) au lieu,
de F(^, «Ta, ..., ̂ ). Nous 'supposons ' V ( x ) tel le que ses %éros ad-
mettent par rapport a, chacune des var iables la période 2m, w enlon"
dani par là d 'une façon précise que lo q u o t i e n t de V ( ^ ) par la fonc-
tion obtenue en y changeant /:^( p ^ i, 2, ..., n) eu ;̂  -h ^^IT est f i n i
et dil icrent de o pour chaque système de valeurs des var iables et se
réduit , par conséquent, a une fonct ion entière qu i ne s'annule paa<

Pour indiquer le changement de ^. en a^+ 2/7^,^ w. étant un
entier positif ou négatif, nous écrirons F(a? -h Wp€p) et plus géné-
ralement pour le changement de ûû^ ^, .,., ^ err s^ -+• ^rn^i^^
<^1"4"- ^m^ir:., ^ ., ^-h ^m^i^ nous écrirona

Le quot ient
^{x -4- /^î Ci 4- ïïhC^ 4". » - --h W^ ).

y(^ 4« ̂ ^ ̂  ̂  ̂ ^^ ̂  ^ ^ ^ .,̂ ., m^c^)
^—^^.^^^^^^^

est, d'après cela, une série entière qui ne s'annule pas.
Nous poserons

(0, ^ ^(^)^^logP(^).
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de telle sorte que la différence

(2) iip{x 4- WiCi-t- m.iCi-(-.. ,-t- m,i.Cn) — M/,(.Z')

est une fonction entière de as^ x,^, . . , , x^
Effectuons le changement de variables

(3) ^,==logÇp (p==i, 2, . . . » n),

iip devient une fonction non uniforme des variables î;,, Ça, .,., ç,,,
soit U/,($), qui est telle que pour un système de valeurs î,,,-- ̂
(/? == i, 2, ..., n) composé de valeurs unies et toutes di lie t'en tes do o,
chacune des déterminat ions de U/,(Ç) esl: uniforme dans h; domî l in f i
de (^°), et la différence de deux quelconques de ces détermination» est
régulière au point (^°), a ins i que cela résulte d<i la considération de
la différence (2).

A chaque système de valeurs S;', ^, ... Ç;,, toiitcs fitu'cs et din'é.
rentes de o, nous ferons correspondre une d('•(,<lr^n'»>;^fi(>(^. choisie
arbitrairement, de U/,quc nous désignerons par (î^;"' (•( qm sera (léuoic
dans un domaine S du point (Ç0)-, si <^) désigne un point ailuc darw
le domaine 8, la différence U^'—U'j'' est évidemment régulibro au
point (Ç1). On peut dbs lors appliquer ici le théorème que j'ai donné
dans ma thèse (théorème XI, p. 56) en ayant égard à la remarque (lu
bas de la page 55 : actuellement les valeurs attrihuahtes a la variable ̂
comprennent tout le plan de cette variable à l'exclusion du point ̂  -' ^
et du point oo et constituent un continuum qui peut ôlrc n^yt'dé
comme la limite d'une couronne concentrique à l'origiinî <'t d»;
rayons R et r, lorsque K augmente indéfiniment et /•décroît; jusqu'à o.
Il existe donc une fonction uniforme des variables ^,, ̂  ..., ? \

V$) qui, en chaque point (Ç°) composé de valeurs finifts^ît"to'i»|^
différentes de o, est équivalente à U "̂' c'est-à-dire que la différence,

v/.a)-~u^
est régulière au point (^)).

Si l'on exprime maintenant V/,(Q à l'aide des variables .r,, .̂ , ....
,̂ on obtient une fonction ̂ ., ̂ , .. „ ̂ ) qu, admet par rapport

a chacune des variables la période 2^, et telle que pour chaque
système de valeurs finies des variables x,, oc,, .... .̂  (a diffé-
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rence Vp{oc) — ^(<r) (^ régulière. Cette différence est donc une fonc-
tion entière de x^ oc^, ..., oo^

Nous pouvons ainsi tonner n fonctions, (^(o?), ç^(^?), . . . ^ 9^(x),
satisfaisant aux condit ions précédentes. Les différences

(h^p _ àff^
<ÀZ'y <)X^

et
à^^ ()(fq
àxp (Ï^p5u^.-p ( / IA"//

sont toutes deux des fonct ions entières; mais comme
Oup àif^
û^^ " " " " " ô^p'

on en conclut que la différence

/ / \ ^ ^ p ^p^ t / \<)^p ài^ _
Ô^q à^y

(4) , ; ^ ^ ^ ( ^

est aussi une fonction ent ière; de plus, puisque le premier irum'ilm1

de (4) admet la période WK par rapport à chacune des var iab les^ i l
en est de même de 4^y(^) ( :^ î i l[ < i s*'» P^ ^ u i t e ^ 'une série (nilihro procé-
dant suivant les puissances positives et négatives de e'6^ '̂s . . ., ^s
soit
( ^ \ (î j f ̂ A «—"• ^' A ^w:.,%î,••^-w,,;.t'>,.41•...4-•W,^'„v1"'/ T / ^ / V - " ' " / — / ' j •^Wi, m^ ..., Wn»^ * î •j " / * • / * ,

les w prenant toutes les valeurs entièresy positives, négatives 01.1 nulles
de — oo à 4" se*

2* Les relations (4) sont au nombre de / ' ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ correspOTîdant h
Ji ! '

toutes les combinaisons deux à deux des ri variables x. Considérons le
système d'équations aux dérivées partielles^ à, n ((mêlions Ïnemnw^ ̂  ^
w^ . . - , w^
/ r \ ^^p ^^(f » / .(6) ^^^^^(^^ ,

Ces équations sont certainement compatibles, par suite des équa-
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tiens (4). Nous allons montrer qu'elles admet tent un système d ' inlé
orales de la forme suivante

w^h^x),
^=:/^â(^)+a21\Tl,
Wg "== As (A1) + a^ ^i -h a!25 ^s»

(^== /^(.a?) + a î 4- ̂ x^ 4-... + ̂ "'n^

011/^,^2, . , . , /^sont ^ fonctions entières admettant la période 2/1:
par rapport à chacune des variables et les a des constantes.

Remarquons, pour cela, tout d'abord, que, d 'une part^ la dérivée
part iel le du premier ordre par rapport à Xp d 'une série de la forme (3)
est une série de .même forme dont tous les termes renferment efÏccii-
vement la var iab le Xp et que, d 'autre part, si ime série de la forme C^)
est telle que tous ses termes renferment la var iable <^,, chacune dese^
dérivées partielles par rapport à chacune des variables mira hi
même propriété. Ces f a i t s t i e n n e n t à ce que In dér iva t ion ifa pour
effet que de 'mul t ip l ie r chaque terme delà série par lina coristarif.e (qui
peutêtre d'ail leurs nulle).Enfin, siune série de la forme» (5) ronforme
effectivement la variable Xp dans chacun de ses termes, elle eN la
dérivée partielle par rapport à Xp d'une série de même forme,

Celaposé, le théorème s'établit immédiatement pour le cas do deux
variables. Il n'y a alors qu 'une^ seule équation ;

{n\ ^i ^ i / ^(7) ^^^=^(^).

Partageons les ' termes de la série 4\a(^) en deux groupes, le pre-
mier 9 (œ^^) renfermant tous les termes qui contieiineïit effective"
ment^ et rien que ceux-là, le second — y)(^) contenant le^autre^
et ne dépendant que de x^ On aura

àw^ àw^ .,
^-^=0(^,^)-^(^)^

0(^,<r,)est la dérivée partielle d 'unesérie dômême forme h,(gc^x^
en posant

, ^ ^ ! ^ 1 . 1 , ^i==Ai(^,^),
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àw^ , .
^=^);

soit k{x^ une fonction entière ayant pour dérivée Y](^); la diffé-
rence kÇx^ -+• 2 ïw)— kÇx^ ) a pour dérivée y](^'i -+" une) — r^^ ( x ) == o,
et, par sui te , est égale à une constante srîra^; la différence

/r(.'z'i) — ct\x^

admet la période 2111 et, par conséquent, est une série entière ^2(^1)
en e^, et l'on a

Wi=/?i0i, ^â)?

w^ s=: Aâ ( .ri ) 4" a ̂  ̂ i,

comme il fa l la i t le démontrer.
Supposant le théorème vrai pour (n — i:) fonc t ions et (n — î ) va-

riables^ nous le démontrerons'pour n fonctions et n variables.
Les équations (6) é tant compatibles, si ^, w^ • — » ^n. ̂ ' inl111 sys"'

terne de solutions de ces équations, on en obtient un au t re en a j o u t a n t
respectivement à (T-^, î^» • • • » ^n I^s dérivées par t ie l les du premier
ordre d 'une fonction ana ly t ique que lconque de x^ ^, , . . , x^. I l
s 'ensuit que Wii p^ut étî^.* choisi a rb i t r a i rement dans les éqi î îUions (6)<
Nous déterminerons ce cboix de la façon suivante: lîan^eons les ternies
de la série ^pn(^) (p = î , 2, » . . , / % — ï) en deux groupes : d 'une p îu r t
un groupe Qp(^^ x^^ . . » , ^) contenant tous les termes qu i ren-
ferment^ et ceux-là seulement; d^autre part, un groupe

' n / i ( ^"i ? '^a? * * ^ ? « ,̂.»..ï )

contenant tous les autres termes* On aura ainsi

(8) ( w p — ̂  ̂  Opi^i, ̂  ..., <^)4- "^(^i, ̂ ^ • • • > ^-i)-
t./^^ </<<--jr;

En dérivant par rapport à ̂  (y ̂  p et ̂  n) on a la relation

^w^ ^ ^.Êl^.. — êHjL .1. âr^'
àoCqÔX^ ÔXffÔXp " " " ÔXq Û^q
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et, d'une façon analogue,

J^^. _ J^L. — âof/ ^ (h^
àxpàx^ ôodqàxp^ ûxy rf.z-7/

en retranchant membre à membre et tenant compte de ce que

à^p àw^ .
^-^;=^(^

il vient

(9) à^ ̂  ÈliL ̂  É^ ^. ^i. ̂  à'^.
ÔX^ ÙXq àXq 0^ ^ à ^ p '

"^3^'^so^t des séries de la <û^^(5) qu i , en vertu d^ re-
marques faites plus haut, ne cont iennent que dos tcrmen renImiHîî î t
effectivement ^; au contraire , (hh et ̂  sont des séries de mmîm

v<v p (/ti'f^

forme dont aucun tcrroe no rcnferrric x,,. L'idcnt.it.é (9) (.iif.mmt donc
la suivante ;

(10) ^ _^/'..-„
àx-p à.Sq " " " - •

Ces identités montrent que les (ra—i) fonctions cnticrfisïi,, ̂ .....
T]^, des (/» - i) variables as,, x,, ...,x,^, sont les dérivées pîtfth'îtÏc's
du premier ordre d'une même fonction entim; — £(.r r y \
et l'on a ° ' ( '"' "••t/

''^"J^ (^=-=1,^ . . . , / / ,-»).

L'équation (8) devient alors la suivante î

Oi) ^-^-û ^
^•ïn ^A'/, -~ " ^ '

Nous poserons ̂ =^-(^,^, ...,^,).
Considérons la différence

é'(^ + c/,)~ ff(,v) (p ,=,, a, ,.., n - i)

(conforménient aux notations expliquées au début).
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La dérivée de cette différence par rapport a ̂  (r/ "^ ï , ' 2 , . . . » ^ » 1 1 1 - i )
est

ï^(,r --1.- c^)—. •/^(.r )':::••, o

et, par suite,
^ ( <^ -I1"11-1 ^} — ^ ( ̂  ) "•=- ^ ̂  a^ ( p ::::;:. i, '.î, . , ., // — i ',),

a'f^ désignant une constante* La d i f f é r e n c e

^(.r) — ̂ ^•i — n^1 .y:^--. . . — n;! l l î i . / < / / .^

admet la période 2^ par rapport à chaciîiK* de^ var iables . r ,» .t'y, . . . ,
.z'^^1; nous la désignerons par/^f .r) et nous aurons

(r-î) îr//:::-:-^(.r^ .r̂  . . . , 1 .,r//.. j :.:::: ^/,(.r )-i-1 ^^I^It^ll4•ll•* . . •14-1^^ 1 1 1 1 </•„„, ̂

celant ainsi choisi, w^ ̂ , ̂ ., {r^,,..^ devront ^alîsfaire aux équations
suivan tes :
03) ^-^ (/^^, . < . , / / -..i).f/,^,)

/ / à^\,, ()\\\.( 1 / 1 ) ^ ^ ^ r /^
Dans cette dern ierc ï équa t ion p et y ( î renncnt , comrmî valeurs ,

toutes les coinbinaisonH des nombres î , ^, ., ^ // "-. 1 deux ii d ^ u x ,
Nous savons^ par ce qui précède, qu ' i l eBi possible de sa t i s fa i r e aux

•équa t ions (j3) 01(14 p^* i.n'ï ehoix convenable de w^ ïp^» - . ^ ^-<*
Ô^, étant une série d e l à fomie (^ î ^don t , tous les tmm^ ^oni ie r ï -

mient^/H est la dérivée par rapport a ̂  d 'uno série de même forme (H)^*
On en conclut ;

^=;. ̂ 4- ̂ (.r,, .rg, . . ., .y//..-.-î) (//:-;." ^ a, . . ., H — î ) ,

ç^ ne dépendant que des (/^ - .?) variablen ^^ .r^, . ̂ , ;r^.L.,p
En reportant dans ( ï4) î il vient

"^ • £^ s'î:- '̂."^»-. ".
( / ) ::̂  ï ^ 9/, .,., n — f $ r/ •::::-:, î , '^ ,. ,„ fi — » ^ // ;,,.:'1'11 // ).

Comme on wi que les équations (î5) peuvent être vérifiées par un
Ann. Eu, Norm.^ ( 3 ) , X I X , 3



10 P. C O U S I N .

choix convenable des fonctions çqui ne dépendoiU que do ,r^,r,,
^,-.p on en conclut que le second, membre no dépend p^s de ^^ et. se
réduit, par conséquent, à, une série de la (orme ( /)) avec {// - i ) vîi"
riables seulement oc^x^ ...,^,,^. Les équalions(ï^}coîïs lh, t . ien(: «lor^
un système tout à fait analogue au système (6) avec une v a r i a b l e « î l
une fonction inconnue en moins. On peut donc poser, le îhéomue
étant supposé vrai pour n — i ,

9,=/,(..r),

y^"- /'^(.ï) 4- ^l/'.r,,

93:-^ ^';!(^•)-ll{~^;j^;.r,-^.l.^^l"i.r.,

?//.-i ̂ ' /"//....., f.r) .^.}1 1 1 ;̂/;, ,.r, .4 ^ . . . .-}.... n^^ 1,^ ^

0" /',̂ :.. ..., 4-^ sonf, des fonf - l io f is imiïw^ îlilmHiiml h (îénode '.rr
p'r,^l')porl h d^cmîp <f r ts V^H•i^h'- -. -- .. - ...,„ cl HHl.p.mhm,.;
UL ..-l.- .̂

1 1 vicnf, alors, (toiirw,, «,.,. . . . .((•„, i,

<»', ^0, .+.Â-,. ^
w» =8, 4.,^ +a,".ri,

<v, =-Q» -i-^ ..^ft3'i,r| .^-^l,r,.

^-i=0/.-,+^-,+^'^,.,-^",,^:,.,. ̂ /,;':,"̂ ,,.

^+ ̂  est une fonction entière admettant !a pRrio<l<, ̂  p,, ,,,(„„,,,
a chacune des variables ̂ .,, ,, ̂ ; ̂ ît 0, ,...t.^ ̂  ̂
inalement, à cause do („), po«, les , fo,etionH «'„ „ /i" ; i

expressions annoncées ".• '•.•."„. K'h

/ w,=A,(a;),

) "-'a:=:::A^(•^l)-t-a2".2•,,
(I6) j "'»=/^'(^•)-^-^".r,-^.„,r,,,,^

' ^=A,.(^)+^',r,+ff^'r,'.(.,..4.^-1.,/,,,.

^Jous écrirons ces dcrnicres fbr.uies ,.,,,; ,., forme plus ,ym,-

('7) -/-^(^-H^>.,4-^^,,...,^,,, ^ .,,,,..„
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en remarquant que chaque constante a, pour laquelle l ' indice supé-
rieur est é^al à r indice inférieur ou est plus grand que l u i , est égale
à o.

Reprenons les équations (4); en les comparant à (6) nous obtenons

——(r^~(r/.) - —-(^-n.y)=:o.
f / . - t^ t / < < p

Les différences (^— q^,) sont les dérivées partielles, d'après cela,
d 'une même fonct ion analyt ique. 11 en est de même des expres-
sions (/^—- Vp -4-- ^),i dont chacune est une fonction entière de x^,
.y^, . . * , oo^ ; on peut poser
, ., - ()H(ib) Up— (^4- n'/,—: -.—.-?

(./^' p

où fÏ est 'une fonction entière de x^ x^, ..., œ^
Considérons la fonction entière f(cc) définie par

(19) /(.r)=F(^)^"^

f ( x ' ) aura les mêmes zéros que F(^) et le quotient

/(.T4~^).,.,,..,,.,̂ ..̂ ^̂ .̂,,.

est une fonction entière qui ne s 'annule pas et de la forme e^y(.„, ,̂ .̂,-,„..,.
Pour déterminer )(^(^) prenons les dérivées partielles des .deux

membres par rapport à Pune quelconque des variables ^, en tenant
compte de (19). Il v ient

Uy ( ̂  + c^ ) - —— H ( x 4- ̂  ) - ̂  ( x ) + à II ( .y ) := à Z/, ( ̂  ),
V'A y </»Z'y <AZ,y

ou, en tenant compte de (18),

V y { x ̂  Cp) — Wy(x 4- c,,) — (^(^) «t. Wy(^) :=: «.—^(.r),
V^'ff

Or
Py(.»-i-^):---(y(,r),
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et, d'après (17),
.p. ' "''/(^ -1- <-•/') — ** 'y ( . / - ' ) --- • ' . i r - n ' r ' .JJonc '

^ •/,„(,z')--=-. 3 (7t a,;" (y-- i , .<, . . . , / , ) ,

ce qui fournit pour ̂ (,z.) l'expression suivante

'/.p ( ̂  ) --= - 2 <7T ( a'f" ,f, -i- «,"• ,<•, - -!- . . . .4- a^ ,̂  ) .,, //^

bp étant une constante. Nous poserons

<!' ( ,v )===/( .̂  ) a" ̂  '/'' '• ' /'1•• • • • ' • • • • • />" .'•-.'

î>(a--) satisfera évidemment a l'équation suivanic :
( 2 1 ) <I'(./-+.,,}=.I>(,r)^,',-) /,, (y. : . . . : , , , , . . . ,„) .

^̂ S:̂ :̂ :̂ ^1- a ̂  s<)nt rlul!t- voi- ^ '«•^'<1- .'<-

%/, (^•) — h,, :i::,;o,
^/^ ».. i ( ,:r ) — h^ ::::.:: ̂  -ï i^ ̂  i. ̂ .^ ^

X/^ ( ̂  ) - ̂ ^, =: - 2^ ( a^11"111^ .,:,„ ,.,4.. ,4^ ^ - ...̂  ^^ ^ ) ̂

%â, (^ î -^a i=:•—2l1v(a(,î}.c,,^rrîi T ^ i 1 7 1 1 1 -. ! ' ^ "^ • ^ " f t • • • • { • .< '^^. î41 - ... 14:"!• ft. ", , / ,^ î .
xl ^-^ =-•-—(^•-^^..„.,-,,-.^^;

On remarquera que ^(.̂ ) ne renferme que les variables r d'in/}^
Plus grand que ^. II est facile de voir maintenant . X " 1 -
nombre ent.er positif, négatif, ou nul. On <loi( s1 H ... • '/ Ï , "
huons aux variables ^ autres que ,r .( r h H ' "> v' tn"
^ se réduit à une fonction ̂ ^ ̂ F^'

<I*. ( x,, 4- a (TT, ,̂ ) :::= A <!»„ ( ,/./„ ,,-, ),,- ̂ /"':,,

^o(^^/-l-a<7r) "•::l{<l>,,(,r/,.,^;,

où A et B sont des constantes. Dans h im>mi;».,, (
en ..-. ..; c^ ̂  . ̂ r^ ̂  ' ;„; S;: îî
constante B; donc.——,-- ne doit pas ch:n,;et l'on a p p

-•- ïircM',f'1—: rn',1/ ,

r̂ étant un entier positif, négatif, ou nuî.
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L'expression de y^(.^) — bp devient ainsi

%p(^) — b^^m^Xn-^ m;^.^-i+. ..4- m^i

avec la condition m^^o, si y$^.
Nous avons ainsi démontré l'existence d'une fonction entière <Ï>(^)

telle que le quotient ^^2 est une fonction entière qui ne s 'annule pas
et telle que

22) <!>(.%• 4- Cp) =: e^.r)^^^^^^!^-^^-^^^

(Test le théorème énoncé dans la Note communiquée à l 'Académie
des Sciences, le 18 mars 1901.

4. On peut donner, de l 'entier m^\ une interprétation relat ive aux
zéros de F(.r) considérés indépendamment de la fonction elle-
même.

Il suffit d'envisager, pour une valeur fixe de x^ x^= x\, l ' intégrale

/ . ;^ -1 .2 /7 t

< ^Ïo^,(,r;,,,r,/),
,r;y

prise en faisant varier ;z^ de x^ à <x^4- 2^ s u i v a n t un chemin déter-
miné, par exemple suivant la droite AB qui jo in te 0 à ;•ro+ 2^. Cette
intégrale est égale à

iog --.2^^^^^ 4.,.. ^ n, i n =: h^'H ̂  a n^rc,
^'^{^pf ^'(f)

où /z^ est mi entier.
Si maintenant ̂  varie, la valeur de l ' intégrale ne pouvant varier

que de multiples de ^TC ne changera que quand. log<I^ cessera d'être
continu en quelque point du champ d'intégration, c'est-à-dire quand
<E»o(^,^) admettra un %éro situé sur AÏL On voi ty sans difficulté,
que ̂  variant, l'intégrale augmente de 2ro chaque fois qu'un zéro
de ^oC^ ^y) traverse AB de. droite à gauche et d iminue de ^UTC si le
zéro traverse dans l'autre sens. Supposons que la valeur attribuée à ̂
varie de x^ à x^ + 21^ ; on aura la différence entre le nombre des zéros
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de <&(^°,^) qui ont traversé AB de droi te is gauche d le nombre dos
zéros qui ont traversé dans l ' au t re sens, en prenant hi dilîlm'îH^ des
deux intégrales

i ^•-(-'i^ ! ^ ^rç.i.^ïî
^ J ./ Iogto(^;+ ̂  .r,) - ̂ -_ ; r/Jog«I»,(.r;L ̂ ) „ w^-

'- .4 1 1 < ' k " ̂

que l'on calcule immédia tement en rernarquani que

^^ï'"'^"-^-^'''-
Nous avons ainsi une iiitcrprct.alion (le in\f\ (l'on il n'-suUc que, l;i

fonction F(a") élant (lonnée, les cnliors m qui figurent: (l;ins les for-
mules (22) sont coiïipicteniciil (]('!(<ini)i!)(''s, en sdpposîDit, conif«c
nous l'avons fait, que m^ cstinil si y'/;. S;ins coi te <!criiii>n. rc.st.cic.
tion, les cnliors m ne seraient, évidemment p;is <l('(fcuiii»(';s, (•oniiim on

le voit. immédiaUtiiKint en itmlli|ili;ui(. ((»(,•»•) yw ( - " A V ' ' ' ' " , où M est (in
entier.

SECONDE PAKT1E.

5. Nous nous proposerons niainleimit, d'étudier les fonetioli, <•«.
hères dont les ,éros admettent (« + ,) sy^n^ de périodes di,s(iu,(s
Nous supposerons que les zéros de F(a.-) adnu-ttcnt. par r«ppor(, i, d,»l
cane des ̂  variables ̂ ,,^..., ,../, la période ̂  <,(, J,;,,,,,,,,, ,„
outre un système de périodes uonj nouées,

^l» «» «3, . . . . «„,

l'un au moins des a ayant sa partie rédie diïîén.tif.e de <»
Nous montrerons tout dM)ord qu'il exislo. pour un Hyster«<, <le

va eurs quelconques des a, de telles fonctions entibro.. Formons pour
cela une fonction entière 0(^ qui satisfasse aux (. , ,) condi ions
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suivantes :

(23)

avec

6>(.r -4- c^) = 0(.r) (/;» =.: 1 , 2 , . . ., /^),

0(,'r -+- a) -.=0(j-)e1',

L == a^v. -h <^^ + ... -h ^rt.r^-h ô,

où a,, ^2, . . . , ^ et 6 sont des constantes . Dans les relat ions (a3),
6 (.r -r- c^) a Ifi s ignif icat ion ind iquée dans la première Partie et 0(;r "+- a)
i n d i q u e le chanpenient dans O(^) de ,ï,i, .r^, . . * , ,̂ en .'z'i-i-ai,
^ -+- a^, ..., ̂ + a/^. On voit i m m é d i a t e m e n t que a^ a^, . . . , a^ sont
des entiers, en changeant «r^ en ^+ ^i^ dans la dernière des rela-
tions (aS). Nous désignerons par d le plus grand commun d i v i s e u r
de <2i , a^, ..., a^, et par o/p a^, . . . , <f4 ^es quotients de a^ ^y, . . . , a^
parrf . r/est supposé pris positif; a^a^, ...,a^ ont les signes respectifs
de a^ , c^, . . . , a^.

Cela posé, ci^.d^ ..., a^ étant premiers entre eux, nous pouvons
former un dé te rminant d'ordre n^ dont tous les éléments soient entiers
(ou nuls) , q u i soit; égal à T , et dont la première l igne soit composée
des é léments d,, a.^ . . . , a',. Soit

.m ^ ( ^ i

ce déterminant. Effectuons la subs t i tu t ion correspondant ace détermi-
n a n t :

i 'X i = a\ x i 4" a ̂  -4- . . . 4- < -y,,,
( ^4 ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Y «.„ / y ( W ) y (.A. M —— U < <Z-1 -1- » .

Par cette substitution 0(.r) devient 0(X). Les équations (a,4) étant
résolues par rapport à x^ x^ ..., x.^ donneront pour ces variables des
expressions linéaires, à,coefficients entiers, en X ^ X s , ^ . ,X^ puisque
le déterminant est égal à ï . Il en résulte que ©(X) satisfait aux ^con-
ditions

(^5) e(X,4-^)=0(X) (/>==:T^, .^/o.
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Au changement de oc en ^ 4- a, correspondra le ehaii^mwît (h X

e n X + a' et l'on aura
(a6) ©(X-}"^) ^^-^(X)*

D'après (a5), ©(X) est une série de la forme
A / y \ __ V A .»///tX, } / / / , .X^S , . > i ///,,X«
U ^ .A.; " -—^^ A/^^//^^,^,^^(,' l ' » - " %

les entiers m prenant toutes les valeurs entières» positives, négative?»
ou nulles* Nous ordonnerons cette série par rapport à ^S . -» ^S 1<^
coefficients é tant des fonc t ions de X^ ; soit

@ ( X.) == Y Ip/̂  ̂ ..., ///«) ( x i ) f.^^. ' • • i - • ̂ A,

et nous aurons, en identifiant les deux numjlwK de f2(;h
(27) H^^.W,, . . . , / / / , , ; 1 ^ ^^.^ ̂  ,̂  ^/X. ^ / ' - l l l / / / ^ r . ^ , , ^ , . . „ . - „ / , . ^ . ( j / ^ ^ ^ . . , , ^ ^ ^ ^ l ^

et, en outre, on a
W 1 1 ! ! H (^ /^»•^ l w" )(X.r4"12^)=l^{^.^.-. .^)(

; On1 reconnaît dans les équationa (27) et (2B).ceHm qui défini^^î î
lesibnctions analogues aux fonctions de JacobL II y a une condilbn d(*
possibilité : d étant positif, la partie réelle de a^ ne peut pag éire uégâ-

,tive:. Nous formerons cette1 partie réelle, en mettant d'abord en évi-
'dence les parties réelles et imaginaires de a.^, r/^ . , , , a^

a, := Ai + ̂ i ̂  . .^"^Â/r-hp.^.
On a

^ = .ai <?î, 4- a^ a^ 4- . 1 . . 4" n1, y.n t

h partie réelle de a\ est donc

^^i+^^+.^-h^Â,.

Si elle était nulle, il faudrait que la partie imaginaire dn a, fit mn-
niensurable avec 2^, et l'on voit que Von aurait entre a^ '^ ^^ ^
et 2^ une'relation linéaire, homogène, à coefÏîcierïts mtw^îmiîmm
nuls. Si nous 'excluons ce cas, nous aurons la condition1 nectaire

a^i 4 ~ ^ 3 A g . - - h , . . 4 » < À ^ > o . .
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Sous cette condi t ion , les équat ions (27) et (28) pour ron t être salis-
faites par une fonction entière convenablement chois ie , que l'on
pourra mult ipl ier par un facteur constant quelconque sans que les
équations cessent d'être vérifiées. L'existence de @(X) et, par suite, de
ô(^) se dédui t de là par un ra isonnement très simple. Comme con-
séquence immédiate, on voit que l'on peut former des fonctions méro-
morphesdes n variables.x, admet tan t les (n -+- r) systèmes de périodes
qui figurent dans les équations (a3). On peut , en edet^ d'après ce q u i
précède, former deux fonct ions entières 0(o?) et O^(^ ) , dont le quo-
t ien t ne soit pas une constante, et vé r i f i an t les é q u a t i o n s (23).

(n 4- i) systèmes de périodes conjuguées quelconqws, pouvant é f r e
ramenés, comme on sait , à la forme que nous avons adoptée dans les
équations (23), on voit qu^'il existe des fonctions méromorphcs admet-
tant (n •+- ï) systèmes de périodes conjuguées que/conque, donnés h
Pavanée.

6. Nous al lons 'étudier, actuellement, un cas par t icu l ie r laissé de
côté dans ce qui précède ; c'est celui où dans les équa t ions (23), I. est
une constante, c'est-à-dire où tous les a sont nu l s . On a alors

(^9)
Û(^4-^)=:^),

0(^4- a) -zO^)^.

Plaçons-nous d'abord dans ? hypothèse où i l n 'existe aucune r cl a l ion
linéaire, homogène, à coefficients entiers non tous nu l s entre les a oi
2 m;, de la forme
(3o) />iai4-/^a%+.. .4- pu (%/»= ̂ qir^

g et les/^ étant des entiers non tous nuls ,
On peut poser

1 0(^)=^C^,^,,,^em<^4-lw^+^

et par identification, dans la Beconde des relations (^9),
P, — />/>—'w i ôtr-'-wA ' • • -^m/iôin r'"^Ws,.../^—<-'• 1 " . * " • " ^^m^m^^^mnf

relation qui, entraînel^ime des relations suivantes

(^ I ) Cw,,w»,.. .m^Q
Aim. Éc\ Nûnn.f (à), XîX. 4
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où

( 82 ) . ! . w i cq + w-2 ̂  +... "4- m,,, ff.a -"" ^ ":1:1 ^ ̂ ' ̂ »

r é t a n t un entier (ou nu l ) .
La relation (3a) ne peut avoir lieu que pour un Hjsl.eme do valeurs

(le //?!, m.^ . . . , m^; car si l'on avai t pour un second Hysteme de valeurs

nt\ ai + m^ v..i -h,.. "•ll- m^ y.n. — b ;=- 2 /'/ IT^

on en conclurait

(m^ -- m\]y^~[- (m^— i/^)^^.. .-i- ( / / / / / — /< )^-^ ï»( / ( - - /^/T:,

î^ - la t ion qui serai t de la forme (3o) si l'on rf avait , pas

/^ .••.:.::: //<',, ///^ :1;:',., / / / ^ . . . / / /^ ;,,:,; ///^,

On co iHî lu i de |;t ( juc Of,'r) esl, ou Im'n n u l l e i den ( . i ( }uon ien f , 011 hkm de
la. foriTH* c^^^'r'11^-''-!1...1 '//^,1»^ ^ ^ j ; j r ) ( jn^» r o n s t a n t e , ou bien entir i i t î K *
eonstante si h est muUiple de :UT:. Supposons îmiHHeînuij. q î i ^ i t e^ i^ je
<}uelque relation de la forme (3o} et, pour prendre (.mit: de suite îe e^
général,siippo§on§ qu'il existe-entre les % et âiîty ^ rciîatbria ciistifieleN
'de la 'tbrffîê.po^^'pai^raMa^1; etsoieîit'1 1 1 '

( 3 3 ) 1 , 1 1 , pY1:^14-/^111oc,+.. .l+l^l^,=lây^1^ 1 (k ̂ i, ̂  .,/,,)
.ccs^ relatiôîiB* 1 1 1 , 1 . ^

-Ces^relationsétant dislincteg, on en conclut que dans k^èliwt
àw coefficients de^ premiers1 mombrea il cxhte un deferolirt-inr
d-ordre1. différent de o (car, gans cela, le, relation Beraient<Hî him^
p^bles ou mn. distinctes), Noug pouvons, sans r^ireindre ja ifene-

^ nlité, .supposer xlue c-est le déterminant relatif aux 1 élérrmih ^

î ' '^ ̂ lrwilre part? ' esfc certainem1^^ infôrHîur a ̂  air |̂M (^(^
•d après (33), les parties réelles des a seraient toutes nulles. Soit 1) le
déterminant relatif à a, a, _, a, 1) est un nombre entier que 1^
peut supposer positif. Posons 1 1 ' " i i i l 1 1 '

^:DX-l^^ll^.^^n^rl-11---.4-^
(34) 1 J l )x^/ /^^r4--.^...^.,.4.-7^ f^,

fDX,» : / / , ^^4 , , . . ^^^^^^^
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p u i s

/ f> ^ \(3o)

DX.s.+i=-=^.s-4-l^

I.) A ̂  4.2 ̂  '̂ .v -i- 2 ? i A
jj .—-

. DX,^ •==Xn,

///) /^rl . . . /^n

../.S") ^ /A") ,..{A"i
/^ /^ - • • /'.S-

Par cette subst i tut ion linéaire 0(^*) deviendra @(*r). On voit lout de
suite que les oc sont fonctions l inéaires à coefficients entiers des X.
Donc ©(X) admet la période 2 i^. par rapport à chacune des variables 'X.
Déplus par le changement de x en oc 4- ï)oc, on voit , en tenant compte
de (33), que X,i, X^, - . . , X^ augmenten t de multiples de ^rrc, dont ' on
peut ne pas tenir compte pu i sque ©(X), admet la période 2m: par
rapport a chacune des variables X, et que X.y^i , . . . , X^ augmentent
de a^, . . . , a,/. On a ainsi.

(36)
, e (X4"^ )=e(X) ,
( ' e (X-+"<%) :=0(X)^,

X "h a i n d i q u a n t le changement de X^i, X^a, ..., X/; en X^ 4- a^, i , .,.,
X^+.a,^. Il n 'existe entre a^,, a^..^, . . . , a,^ a u c u n e re la t ion de la
forme (33), car une te l le relat ion serait d i s t i n c t e d( k s re la t ions (33).
On peut poser

^(X):=^î^^,,..,^^

et par iden t i f i ca t ion , dans la seconde des relations (36),

.:,/// )X^•^w.^X, i l -^ • • . , ,>4"///,,Xrt

B ; ^h-m, y.^^^—m,^^^..'^m^n ̂
'Wi , / ^ / ^* . . . , ' n ,{9

et l 'on en conclut l 'une des re la t ions
" ̂  m i ,in g.. » ,w^ •""1""~ •^ 9

m^ i oî^ .̂  + //^.4,-2 ^ ,̂,.}.,.,2 4- » . . 4- /n^ y'n — l̂  ^ ::::= ^ ^^îï' (r e ti l ier ou nu l )»

En raisonnant comm/e plus hau t on. en conclut que ©(X) esl de la forme
, , I ICew^• l•^ I I IH•+•• l•w/^eï(X.),

où ©i (X) est fonct ion un iquemen t des s variables X < , X a , . . .^X^ (,,;est
une constante (qui peut être nulle); les m, des entiers, déterminés^
qui peuvent être tous nuls et q u i le sont 'nécessairement si b es t . un
mul t ip le de anr-
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En résumé, nous avons montré que si une (ou-cliou (mtiere O^r;

satisfait aux relations (29), ou bien die est n u l l e id imt iquemim^ 011
bien elle ne s'annule jamais^ ou bien, m elle ^annu la gmiH :é!.w iden-
t iquement nulle, c'est qu^i l existe quelque rdiition du h forme pa), H
dans ce cas les zéros de O(^) se mrnfctieîit par iine sîibHl-ilî i t . i t)!] ihmiw
à ceux d 'une fonc t ion entière © ^ ( X ) d<* ^ vari«l)l(^ saule m.mil ( $ < //),
La seule hypothèse restrictive f a i t e relative me rit aux a, rM id q u i »
toutes leurs parties réelles ne soient pag nu lbg*

Voici , enf in , u n e dernière conséquence immédia te de ce qu i précèdi1*.
et qu'on oh l ion t en supposan t daus les rda t iongfap) qwfn^i r ï t î i t t i p d *
do 2/77, Si înw f o n c t i o n c-nticre 0(.r) admet les ' (//'-h r ) ^^(hur^ "<b
périodes q u i i n l e r v i e n u c n t dmis les r e l a t ions (20) : ou [mm O^r) ^t
^ n e ^ o n s i f n ^ ^ f q u i p ^ ^ : ^ ; . ^ . ^^)^^ ^ (,^,^, O'^;.^^ nH»;.«^ j ^ r ' î i « c
sul^iùuion lin^un- i* 1 1 1 1 ^ (miclion H ^ f X j de ^ varid)!^ ^tti^î^ît
(' ,1:) n ) : H ̂ îltw^^ ̂  ̂  derui.r ^is qîil) ^J^,^ ur«- rdatiu»
de la (orme ("n^

7. NoimîTOM (îévelopiié, 1 1 1 1 peiî lmigMpt«<*iît Rimt-étîT, 1^ ^3^,.M .«rv,
te ^ ,1;̂ ,̂' • 1 1 1 - ( -

^oit/^),^ ^g ^ îarlabieg ̂  cîcwt 1^ ,nw

quo/(^), après mnitipiicati^^^:,^"^"'0"88"^
nule pas, satisfait aux conditions sui^ej tl(tre qu' "B 8ttth(â7) y ^+^)=^(,^ (^=..,,.,,,.^,
avec

(38) L/'(lr)———^-^^"./,.-,.,..,,,./,
et

wy'==o si y^.
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En a jou tan t aux x les périodes a nous aurons

(89) /(^4-a)=^W/(;r;),

où À(^) est une fonction entière des x\ En changeant dans celte
relation Xp en ^4- 2nr, il vient

/(.y -h a 4- <^) = c^+^f{^ + c^).
Or

y(^ 4_ a 4- c^) == ̂ •^/{x 4- a) = ̂ ^-^-^^"^'/(.-r).

On en conclut
h{x) -+- Lp{x •+" a) = //(.r + c^,) -4- ,L(.z") •1- p.apf'r^

où ̂  est un ent ier ou %éro. On en t i re
// ( x 4- Cp ) — I I ( x ) = L/, ( *r 4" ce ) — L ( <:r ) 4- a ^// i TT ?
//(^ + ̂ ) — t i {x ) "= w^^i 4- w^a. . .4- /»y^4- 2^,/7T.

Nous poserons, pour abréger,
( 4o) m^a^ 4" /^^) a^ 4- . . . 4- w^ a,/, r=;-: a /TT ^^,

^ sera une constante et f i n a l e m e n t m) u s a lirons
(41) h ( ̂  -{" c,/ ) — A ( œ ) ̂  a ^7T ( ̂  4- ^^ ) ( /^ — ï , ^ , . , . , / / ) .

On voit d'après cela que la dilierence
p^n

H^)—^{^p+a^.r^
p^i

admet la période ^ir: par rapport à chacune des. var iables et HO rédu i t
à une série entière de la forme (5); soient donc

(42) , À^^Î^^A^^,^...,.^^'^4--^^4'- --^]r"
et

p ^ n 1

(43) A(^)^^(^) 4-^(^4-^)^.
p^i

Telle est l'expression de la fonction entière A(^) qui figure dans la
formule (39). " ' , 1 1
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1 Cette expression de A(^) contient ̂ :.-° nombre entiers, à savoir

'l/^nxl nombres entiers m^(y>/Q et /mitiers^ Si tous ces entu-n.

sont nuls, il résulte de (4o) qne ,̂ est nul et, par conséquent,

A(,^)-^(^),

et l'on a, relativement à/(.^), les relations

(44) /^+c^/(.r), ; (.-.(,...,,.).
(45) /(^+a)=^w/(^) ) /

Nous allons démontrer que, dans <*e cas,/"(.r) ne peut pas s'aunuhr
sans être nulle identiquement, s'il n'existe pas mtre h^ ^ et ^UT: lliw
refaHon de la forme ('33) et que, s^il px i s î f * ^ rc fa l îons d<* cetd*
fbrmc (33), les zéros de f(^) se rauwnont par unr* sul^tittlliolî
linéaire a ceux d'une (ountiou cuj i f ' rn de ^ variafdf^ ( ̂ ^ ^), (^^1 f î t
^énéralisatiou de la proposition du uuinéro pm'édruL l<a déuilou»
Btration sera l\)l)jct des troi^ numéros ^uivan!^*

8. Nous ewhageroïîs daîns ce ïiiiméro une foneticm eîî t i^ro / ( ^ ) ,
à'l'égatd de laquelle:'nous supposerons î 1 i0 qn^el i f t ^wniïie pnur
quelque système11 de valeurs des variables? ̂  que ^es ^êym ad r îH^ t t^u l
les(n4-1) l&yBtèm les de périodes envisagés p lua l i a u t î 3^ <jii'}l n\ a

; entre les ' ae t 2&TC 1 aucune relat ion de la forme (33). l^nir ^ implHÎN'
l'écriture, nous supposerons trois variables seul cm f u t que nm^ <Jé»i1111

1 gnerons par x, y, s : la généralité du ni îsouuement^era évidenlis Nous
désigneronsJpar/Ç.r,^ s) la (onct ion considérée» Ku pogant, caïî îfr i t*
plus haut,

Çtl := ?4 •+- ^î ,̂ «2 ::::= ?.3 4- ^2^ ^ -^: À;, -l11- P^ /,

nous pouvons supposer Ai ̂  o. Nous effectuerons alors le ( îhaîîg^irNîrî l
de variables s u i v a n t

,.=A.,x,îu r . -

(46) ^--à^" Y'
..:-A.x,x,

^ / T C 1 '
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o il

(4.7)
ly ;U7Tx=^..

^Y.—^.,+,y,

^.-^-.

Au Tableau des systèmes de périodes relatives aux va r i ab le s .r,j, ^,
'.UTT 0 0,

o 9. in o,

0 0 1U77,

ai ^ <%;{,

correspond, pou r les variables X, Y, Z, le Tableau s u i v a n t :
-W
~^

0

0

'AI. T. — 9.n l l -

' ^ . ^-î
— a ^ 7T ,.-1" — ^ ^ TT .- »1

AI /.(

^ /7T o,

< > ^./'Tr,

/ }:,.l....̂ .:::../l.̂  ^ ' l ^ ' î 1 - - 1 1 - 1 1 1 / ^ ^ !
AI """"1"'1" ' - • • 1 1 ' 1 1 1 1 1 1 ' 1 " , 1 ' - - 1 1 1 ' 1 1 1 '

DÎUIS ee T a b l e a u tous les é léments r e l a l i l s a u x var iab les Y et Z sonl.
p u r e r o e n t i m a g i n a i r e s ; p o u r la var iab le X l 'un des élémeuls est réeL
l ' au t r e ne Pest pas* Nous poserons

(48)
y - . — a î r ^ 1 ,^-—L

^ = ̂  ̂  - '. 7T S1 ^ "= IL̂ ^ y/ - ̂ l̂ l;::̂ ,̂  ,
ÀI ^3 ' 7i

Le Tableau des périodes des zéros de F(X, Y, Z), eu dés ignan t
ainsi ee que devient/^, y, z ) , sera, en cbar^ean t . - l 'ordre des l ignes,

» ' 0 'U7T 0,0 'U 7T 0,

•O 0 'UT: y

^ l^ t y ,
(49) , ° :; ' î i 7 î v

\ ^ i ^ ' . If,

^ T. p', 1 sont, réels; le rappor t î ) - est imaginai re .
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So i tXo, Yo, Zo un système de valeurs de X, Y, % pour lequel nous

supposerons que F s'annule. On pourra, d'après le tlworeme bien
connu de Weierstrass, mettre F sous la forme

F(X, Y, Z) = P (X ~ X«) x 0>(X " Xy, Y - Y,, Z 1- Z/),

où P(X — X,o) est un polynôme entier en X — Xy dont les coeftioicïî^
sont des fonctions régulières de Y et Z pour 'Y -•- Y(», % ̂  %<p et ^
est une série entière en X — X(p Y — Y^, % — 7.^ convergente dans
un certain domaine, et différente de o au point X^ Y^ Z<,.

II y a toutefois un cas d'exception à ce théorème s e'eat celui ou
pour Y === Y(p Z == Zo, F s 'annulerai t quel que soit X, Noua morîtreran^
d'abord que ce cas d^except ion ne peut pas se présenter i c i » Imîigixîon^
F ordonnée suivant les puissances entières et positives de X y soit

F(X,Y,Z)=^^(Ï,Z)X^
/>::•:: (-»

On aurait pour1 le cas déception ind ique ci-de^iis
V^(Yo,Zo)=o {? .—o, ï , % , . < . , » ) , . 1

Les zéros.de F(X, Y, X) étant les mimes que ceux d«» la fbîictbrî
F(X -{" m^ 4- W^ Y -h ^u(3 4- ni^14" îî/'^, Z 41- miy 4- ^/y ' 4- '^^),

m, n, r, et,? étant des entiers quelconques» on voit que

F(X 4" wa) 4- W, Yo4- w^P 4- /up^}" a/^TT^ Z„41:l•- //Hy4- n i y 1 ̂  ̂ ^/n)

serait nulle quel que soit X, et par Bui fe aussi la foncliorî

F(X,.Y(,4" ^u"? -h /ulS^ 'u '̂Tr, Z^-h wr/ 4- /uy4- 2.1 ̂ ');

ce qui donne les conditions

( 5o ) Wp ( Yo 4- m i^ 4- /î ^(S' 4" a r/7r, Z<, 4- m iy 4- ^ ̂ /1 -t- a ̂  /?? ) := r»
(p—o, y, ̂  .. .,%.},

Or, pour des valeurs convenablement ehobieg des entierg m, n, r
et ^, les sommes wf^ -h./??^ anr et mY4»"^4-2^TC difBreroîit
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aussi peu que l'on voudra de deux quantités réelles données à
l'avance k et /c1, s'il n'existe pas simultanément deux rela t ions de la
forme

p^j 4-/?sy =- 2/?37T,

p^J1 + p^/-=. 2/^TÎ-,
(5i)

j p i » /^ Ps et /^< étant quatre entiers non tous nuls. On trouvera la dé-
monstration de cette proposition en note à la fin du Mémoire (pour le
cas d ' un nombre quelconque de variables) . Or , en r e m p l a ç a n t
dans (5ï), p, y, f^, Y par leurs valeurs (48), i l vient

jp^i + pi\ -+"• p^^ o,

Pl P-2 -S- Pî IJ-A — L:l (Pi ^2 4" Pî ,̂î ) ̂  ̂ /^. ̂ '

La seconde s'écrit, en tenant compte de la première,

p^ p.i 4- Ri \^ 4" pï p.3 "^ 'î/>4 Tî: ;

d'où
/>3(Ài4- ^^i) 4-/^(^4- ^^2) +^â(Â;.i-h ̂ ^) = ̂ /^TT,

ou enfin
773 a i 4- p i a ̂  1•4- /? 2 a;, =::: 2 i p., r..

Cette relation est de la forme (3o), et aciuollemont nous oxcl lions
le cas où il existe une telle relation. Donc k et k' étant deux quantités
réelles, mp 4-n^-t-2rTC et mj-^nY-h ^sr. peuvent différer aussi
peu que l'on veut de k et k'. Il en résulte, d'après (îo) et par suite de
la continuité de la fonction entière W^

Wf, (Yo 4- i k , Zo 4- il^ ) == o ( p =: o, i, a, ..., oc),

quels que soient les nombres réels k et k\ On en conc lu t fac i lement
que ^(Yo-l- ï k , X) est n u l l e quel que soit Z et que ¥^(Y, Z) est
rmlle ident iquement . Par suite F serait n u l l e i d e n t i q u e m e n t .

Nous voyons ainsi q^ue le cas d'exception signalé p lus hau t au théo-
rème de Weierstrass ne peut pas se présenter ici-

Cela posé. PCX, Y, Z) étant supposée s 'annuler pour un système de
valeurs X(,, Yo, Zo, ses zéros dans le voisinage de ce système de valeurs1

sont donnés en égalant à o le polynôme de Weierstrass P(X " X^)
Ann. Éc. Norm., (3 ) , XIX. ; 5
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dont les coefficients sont des fonctions régulières de Y et % daM nu
domaine p du point Yo, ï^ défini par

|Y-Yo|<p, [ Z - X o l < P -

Pour chaque système de valeurs deY c t Z d e ce domaine F(X, Y, Z)
s'annulera pour une valeur voisine de X^

II est maintenant facile de montrer que si l'on pose
Y,=:Yo4-'^
Z,^Zo4-^

k et /c étant deux nombres réels q u e l c o n q u e s y F (X» Y, Z) H î i rmubn»
pour Y = = Y , , Z - ^ Z , » X ^ X , , X, é tant mm* n al) h* «mit dwbi^
Posons, en effet,

/n^ 4111- /tp^l- ^rTr... /»' 4 1 1 1 1 ' ïh
w y 4- // y^ - i1" ^ «VTÎ -.1:.1"" / » ^ 1 1 1 Y/ ;

m^ n^ r et s étant des entiers cmivcmd^ummt choisis, mi aurî i | ^ [ < t*
1^1 <&, s étant un 'nombre pôal t i f tH^ p^tll xlcn'îrïé à î 'avii i î î 'c»; cdît

1 1 résnite de ce qui à été1 dit pÎOT liaut. Or» par de la pérl(Nlieité (Ibn
zéros de F(X, y» ZJ»1 pur clé Y «ï î Z
dans le 'domaine p1 'du point Y$ "" Y^"+- m|i +^|'i 4- STilt ,
Zâ===Z^+WYr4- ,nYi+a^ i i ï^ F(X, Y^ Z) s^irîîîiîlera pour une va-
leur de 'X voisine de1 Xa== X^4- ̂ ^ "̂  ntô'. Coinm(* Yg K:Ï Y^ 4..... ̂ ,
Zâ==== Z^ 4- l'YiS on voit que pour chaque système d(* valeurs di1* Y (ît. %

1 1 dans un domaine ( p — ' s ) du point (Yo Z<)» V(X,/Y» Z) ^iiîîîîii!erfi
pour une valeur de X voisine d 'une valeur déteriîlimée X^ poitr
laquelle F(X^ Y,, Z , )=o.

Appelons L le segment de droite qu i j o in t» dana1 (e plan de la Vii»
riable Y, le point Yo au point Y<) 4- aïn;, et I/ œltîi q i H J c N î î t » dans le
plan deZ, le point Zy au po in t Zy 4- 21^ Prenoîii^ un enlier poBitif N

•» î* Trassez grand pourque -,- < p — e et partageons L et I/, respeclîîeîîîerîtr
en N parties égales, tp , ^ {p et y ̂  :ï, 2, . , . , N) et âolent 'Yp, Z^ Je^
milieux de lp et Ç D'après ce q u i précède, Y^ et Z^ étaiiitffîaîtiftïite-

/menthe la forme Yo4- ik, Z^-h iA^ F(X, Y^, Z^) s'anÉiixIe pôlîr^ne
valeur X==X^ et, pour tout systèffîfô de valeurs de Y et Z (e
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domaine (p — £) de (Y^, Zy), F(X, Y, Z) s'annule pour une valeur
voisine de X^y. En particulier, tous les points situés sur (^5 Q appar-
t iennent au domaine (p — e) de (Y^, Z,/), puisque ̂  <p — £.11 est
donc évidemment possible de tracer dans le plan de la variable X un
cercle ayant l'origine pour centre et un rayon B^y assez grand pour que,
pour chaque point (Y, Z) situé sur (/^ Ç), F(X, Y, Z) s'annule pour
une valeur de X située à l ' i n té r i eur du cercle tracé,

Imaginons alors un cercle F, concentrique aux précédents et d'un
rayon R supérieur aux N2 rayons R^y ( p et q -^ ï , 2, , * . , N). Pour
chaque point (Y, Z) de (L, V), F(X, Y, Z) aura un zéro intérieur à F.
Enf in , les zéros de F ne changeant pas lorsqu'on a j o u t e a ^ T î à Y o u
à Z, et d'autre part L et I/ étant de longueur égale à 2îc, on volt
que F(X, Yo -h i/c, Zo "+"• î7^) admet, pour chaque système de valeurs
réelles de k et k\ un sséro à r in tér ieur de F»

Nous pouvons imaginer dans le plan deX, ,ui i parallélogramme 11
qui contienne F à son intérieur et dont les côtés soient équipollents h
Mco/Arû/,M et M/ étant ,des entiers choisis assez grands, e(, imaginer,
en outre, que l'on a formé tout le réseau, de paral lélogrammes dont 11
serait le parallélogramme f o n d a m e n t a l . I l est alors trfcs f a c i l e de» voir
que F(X, Y(), Zo) admettra au, moins un zéro a r in t é ru î i i r de c/icu;un
dos parallélogrammes de ce réseau. Car les valeurs d c X qui corres-
pondent à l 'un des parallélogrammes, bien déterminé, du réseau,
peuvent être écrites sous la forme

X = m M w 4" w'MW-h X^
m et m' étant deux entiers déterminés et X/ intérieur à II* Les sséros
de F(X, Y^, Zç) sont les mômes que ceux de

F(X — /nMw — /nW^\ Yo — wM7p — r n 'M ' l ^ , Zuiii- rnM^ly — m'M^/),

que l'on peut écrire
F(X /, Y o — w M ^ f â — m ^ M ^ P ^ Z . - m M ^ " m ' W i y ' ) ,

ou encore
, F(X /,Yo/4-^Z,-h^). ! 1 1 . •

Or cette dernière fonction entière de X' admet au moins un wro h
l'intérieur de F et par suite à l ' intérieur de IL
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En résumé, de l'hypothèse F(X,,, Y,, Z,) : -o, nous avons condu

que l'on peut construire un réseau de parallélogranuncs (.ci que
F(X, YQ, Z,) ail un zéro au moins dans chaque pandiélo^rainim1,.

Nous aurons à appliquer ce résultat dans le numéro suivan!..

9. Soit/(.a?) une fonction entière satisfaisant, aux re la t ions (4 / ^)
et (45) que nous écrirons ici pour le cas de trois variables

/(a'-l-:U7T,7,s): -f{,v,y,z),
(Sa) /(•<••>,/-+-a ̂ ,^):-/(.z.,y^),

/(d",j,.--|-:u'îr}--/(,y,j-, .-),
,/'(.•{.; +a.t,y-\- y.,^ 3-}-oc, };-/-<,•'•'•,,)•,;•••;_/•( ̂ .^ ^ ;^

où ff(,v,y,^) est, une fonction cnticro ;tdn)(>(.(.;ui(, 1;< nt'.t-icdc './- (nr
'•apporf à <.h,-<cnm> des v';iri;»l)|(,s. Nn.i.s i.llons ,»«„(,.<>,. <|«<. s'il r i '<.Ktsh>

< '")( '11^"1 ^•L•1"0" (^! '.•' f"n"f <.'«>} < • » ( » • < - l<,s% (,(, ^•~:, /y,, y ..,,„,
(fet i t p;i.s s'iirninlcr. s.'ins ef.rc n i ) ( |<> idci)(i(pi(.,,,(.t,(.

Nous cncctin.t.ons ic ,«<.»,<• (•h;u,^,,,,,,,,(. dp v,,ri;.hh,s uu*. d,,,s i<. „ ,
ragraplK, précédent. Mai», ;»u(»m,(v.>nf, <;ou,sjd..r<nis r,.xpr<..w,Hi '

: Ï ^ i 1 dA'• .. (îs. : A•^+^^+^^. :

"̂  ,̂ ̂  désignant encore ici le» parties réelles do a., a,, a,. .Sob

g{a', y, a)-=^ A/,^,,eww-",

^LZ^toutcs los valeurs <întifcres p0^— "< .̂v.. <.
(53) ^•5f4-Â^4-Â^-=^A/,,,,,.(/,X, l-y^.,/-^)^-,.^.,...

Nous pouvons déterminer une série critiere h(v v ^ i •
forme que g{x, y, z) ( ' •y< 5 ) <i(> '"«•«"t'
(54) ^(^ ̂  ̂  - ...̂  fî/,y,,ff/"-/r^.^
et telle que l'on ait l'identité

(55) h^-{•^y^«.^+^..k{.»,y^)
^ 2^ y'/'i^P^t4'1" y^ l-lltl-" ^'l^ ) c^4 w^ f"&^
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L'identification donne, en effet, l'expression suivante pour B ,̂.

(^\ R - ' A 7>>4+774+^3
Y '•)0 ) ^f^r -- "~ A 7^ Y^^^^-^-^

Remarquons que i — e ^ ^ ' ^ 7 ' ^ n'est nu l pour aucun système de
valeurs non toutes nulles dep, y, r, puisqu'il n'existe pas de relat ion
de la forme (3o). Pour p -=• g == r= o, on peut prendre B^o arbitraire.

Montrons que les B^, calculés par la formule (56) sont bien les
coefficients d'une série convergente pour toutes valeurs de *r,j% z.
Il suff i t év idemment de le démontrer pour les valeurs de/^, y, rpour
lesquelles on a
(87) 1 1 — e^^^''^ \<E,

£ étant un nombre positif donné à t'avance,
Or

[ i ̂  ^a^+<yoî^h/taâ | ;!( ï ~ eP^^-^i (.

SipÀi •+ ({\ 4" r\ est nul , J î p r / r l^îst aussi d'après (56). Nous pou-
vons donc supposer/A, +- <7^iî-4- r'X.^ non nul et écrire l ' i n é g a l i t é

(58)
/^.i ̂ - (jl-^ -j- rÀ:( ,, p\ -\--q\ -h r^;,

i „— ^//a,,-4-yay4-/'a;, ^ ^, __ ^p^.^\ 'P^-^^

D'après (57), \p\^J^q\+r\ est i n f é r i eu r a un nombre posi t i f
fixe K, choisi assez grand; le second membre de (58) est donc infé-
rieur à un nombre fixe positif K^ puisque—^—p est une fonction con-
tinue de la variable réelle 2; dans l ' intervalle — K à -+• K. Les valeurs
de B ,̂. correspondantes satisfont donc à l 'inégalité

1B^|<|A^.|K\

La série (54) ^st donc convergente.
Effectuons maintenant le même changement de variables que plus

haut :
y..»,, ^î -Y<x» ,̂.,.,.., »-".;-— A

217C

v — Ĵ L Y ï Yj^^A ^ ï,

^AX+X.
2<7T
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SoientF(X,Y,Z),G(X,Y,Z),H(X,Y,Z)cequedevienneiit/^j%s},

^(a?,y, s), A(^J, -s). Nous aurons
à(v î ^ ̂  ^ 7 ̂  » } '̂(59) • ^X^^ ^+^4-À3^

En'conservant les notations du numéro précédent, F(X/Y,%) sa-
tisfera aux conditions :

( F (X ,Y ,Z)=rF(X , Y + â / 7 r , X )
(60) ! ==F(X, Y , Z + ^ 7 î ) = F ( X 4 - o ) , Y4^M -l^yh

i F(X + ^/, Y + z(3^ % + / y ^ ) ::::- e^ Y. ^F( X, Y, %).

Nous avons également
( 61 ) G ( X, Y + 2 ITT, Z ) = G ( X, Y, Z .4 - ^ ̂  )

= (.(X 41- ^, Y 4- pr , Z -h y / ) •„.::; (1; ( X, Y, X).
et pour H
(62) IÏ(X, Y+ a^, % ) — Ï I ( X , Y, X 4- ÎU?T)

=;. liCX 4^ri)» Y -.h (H % -f- y i ) - H ( X, Y, X).

En outre, on à» diaprés (53),'(55) et (59)»1 1 1 1

(53) 1 TH (X 4" &/, Y •+" i^, X -h ^/) - H(X, Y, Z)^ ̂ ^<m.

1 1 Nous'poserons, endésignant par X^ uîîe valeur fixe quelwnqw,

(64) , K(X,Y,%)=^^Ï ï ( .X , 'y ,Z) r fX;
.2^7T^^

le1 choix du chemin d'intégration n'intervient pas, puisque il egt uw
fonction entière de X.

En changeant dans (64) Y ou Z en Y + 2^ ou 14- ans et teiiaiit
compte de (62), il vient

(65) ' K(X, Y+ 2l^ Z ) = K ( X , Y, Z+ ̂ )^ K.(X, Y, X).

Si nous1 considérons la différence '
K(X + û), Y 4- ̂  X 4- iy) - K (X, Y, 1),

sa dérivée par rapport à X est nulle d'âjprèa ((h). 1 ^
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Cette différence est donc fonction de Y et Z seuls; soit
(66) K(X4- ( . ) ,Y+^(3 ,Z4-^ ) -K(X,Y,Z)=-$ (Y,Z) .

Comme K(X, Y, Z) admet la période 217: par rapport à chacune des
variables Y et Z, on aura
(67) <Ï»(Y-4"2^, Z)^<ï ï (Y,Z+2^)=:< t»(Y, Z).

Considérons également la différence
K(X •+• û)', Y 4- i^, Z 4- if) — K(X, Y, Z);

sa dérivée par rapport à X est égale, d'après (63) et (64)» à "̂  et par
conséquent,
(68) K(x + (^ Y 4- i ^ ' , Z + ̂ /)- K,(X, Y, Z)=: G(X, Y, Z)- T(Y, Z),

où T(Y, Z) est une fonction entière de Y, Z, qui admet, par rapport à
chacune des variables Y et Z, la période anc, puisque les fonctions K
et G admettent ces périodes.

Posons
Fi(X, Y, Z^^^^^X, Y, Z).

La fonction F^ admettra les mêmes zéros que F.
Des relations (60), (65), (66) et (68) on conclut les suivantes:

Fi (X, Y, Z)=:. Fi (X, Y 4- 2 W, Z) r.: Fi (X, Y, Z 4- ÎU7T),

(69) ] F,(X4^>, Y+^ Z4-^y) ^ e^ ̂ (X, Y, Z),
F ï (X+ G/, Y 4- ̂ /, Z-h /yO'^ ^^^F^X, Y, Z),

où ^(Y, Z) et W(J, Z) admettent la période 2^ par rapport à cha-
cune des variables Y et Z.

Nous allons voir comment des ' formules (69) on peut conclure une
limite supérieure de Fordre de grandeur de^(X, Y<,,Z^ Yo et Z<>
étant1 deux valeurs quelconques iixes, pour les valeurs très grandes
de X, Remarquons pourcela que 4> et W admettant la période ara par
rapport à chacune des variables, on pourra poser, si k et k' sont deux
nombres réels quelconques ;

<ï>(Yo4-^Zo+^ /)=:<D(y,+^,Zo+^),

^ et^ étant deux nombres réels et positifs au plus égaux à 2w, La
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même remarque s'applique à W(V^-i/c, Xo"+-^). D'après cela» i l
existe un nombre posi t i f fixe A, tel que

l<l>(Yo4^7f, Zo+^)|<A,
(70) |¥(Yo+^ Zo-h^^KA,

pour toute valeur réelle de k et k\
De même, on peut poser

Fi (X, Yo --h ̂  Zo 4- ik') ̂  Fi ( X/Y, 4 ̂  Z,, 4^ ̂  )*

Si l'on suppose X à r i n l é r i e u r d ' u n parai lélo^nnmM* I^l^ côtés <y N^ ' ,
ayant pour sommet l 'or igine, dans le phin de X, 11 exbU* î l î ï f ïO î î i lH^ '
positif lî tel que
( 7 ^ ) | F , ( X / V , - r ^ Z o 4 1 - - / X • / ) ( < I ^

pour X interwur à l\ k el k ' éiïmî di^ v^ lmrs n'*f*l|ps q îK^no i iq f t^h ,
Par l ' app l i c^ l i on répétée de la (Toisi^me d < i s f o r n i î î l e s «H)) oît coti-

dut , / / zé tao l un enticîr/^^^^y^luelcoîKjîK.s

(7%) , 1 11 F, (X 4- m^, Y 4- /wjS, Z 4- mi^) — ^s^ ̂ \ j.^ ( X, î, Z) ,
( 78 ) ''S (Y/Z ) = t (Y, Z) 4" <& ( Y 4- ip, Z 4" iy ) 4- , . .

-4- * [Y^- (m — ï) ^(5, Z;4- (m —1 0 /y],

et par conséquent, eri'changeaîii'Y et Z en Yç — /^ip et %<, ] 1 1 . 1 1 1 1 - wr^
1(714,), Fi'(X + mG),Yo, Zo) ̂ e^^——?^.-^^^ F (X, Y, - Wy,Z« - wy),

Or,la partie réelle de S (Yç -w^,Z, - //^y) CHI , d 'aprèN (7'ij rt
(70), i n f é r i eu r e^ en valeur absolue a wA.

Par suite, ' .

( 7^) I-F^X. 4- /^ Yo, Zo) | < e1^ j F, (X, Y, - w/p, Z,- m/y) j .

On tire de (72), en changeant X cri X - mw,

V, (X-/n(.)/Y,Z)=^^y^|F,(X, Y4»w^,Z4-^/y) , ;
et par suite
(76) [ Fi (X - m ̂ , Y,, Z, ) I < ̂  ( (̂  ̂  y^ ̂  ̂ ^^ ̂  ^ ̂ ^ ^ ^

Les deux inégalités (75) et (76) ae résument dans îa wÏmnie, Qum
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est un entier positif, ou négatif, ou nu l , et M est la valeur ab-
solue de 772 :
(77) 1 Fi (X 4- /72 co, Yo, Zo) 1 < ̂ IA I V, (X, Yo - m/^'Zo - m/y) [.

De la même façon
(78) F, (X 4- W, Yo, %o ) [ < ̂ A | Fi (X, Yo - ni^, Zo - m y ) |,

n étant un entier et N sa valeur absolue.
Des inégalités (77)01 (78), établies pour toute va leu r de X, on

conclut sans difficulté la suivante :
| p,(X 4-mco +W/Yo,Xo) \<e^^\ F^(X,Yo- m^- /z^Zo- TOy-./Ky)].

Si l'on suppose X in té r ieur à P, il viendra donc, à cause de (71),
(79) 1 Fi (X 4- mo) 4" W, Yo, Zo) J < Bef^^, .

pour X intérieur à P.
Or X/ étant une valeur quelconque, on peut poser

X' == m (f) 4- n (ù' 4" X.

où met n sont deux entiers convenablement choisis et où X est in té -
r ieur à P.

Le module de X/ est év idemment de l'ordre de grandeur de (M+N) ,
M e t N étant les valeurs absolues de m et n. lin fait, on peut bien faci-
lement démontrer que ^ étant le module de X', on aura

l^Am+N)^fi^A^

^ étant le module de X'= wco 4- nw' 4- X (X intér ieur a P) et B^ A, ,
deux constantes positives convenablement choisies. L'inégalité (79)
peut être alors remplacée par la suivante
(80) |F,(XVYo,Zo)|<B^

X' désignant une valeur quelconque et Ç son module, ,1̂  et A, des
constantes qui. dépendent du choix des valeurs fixes Yo et Z^

Si, maintenant F<(X,Y ,Z) s'annulait pour u n 1 système de valeurs1

Xo, Y^ Zo, d'après le paragraphe précédent V, (X,Yo,Zo) admettrait
un zéro au moins à l ' intériear de chacun,des parallélogrammes1 d 'un

Ann. É€. Norm., ($), XÏX. , 1 6
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réseau convenablement choisi. Or, eela est i n c o i n p a t i h h * , d'après )<*s
' beaux théorèmes de M. IIada'rnard sur la d i s i r i l u i t i on des zéros et h*
genre des fonctions entières, avec Fhé^'alUé (Ho)*

II est fac i le de préciser ce p o i n t : i m a g i n o n s !e.^ racines 4(*
F^ (X,Y(), Zo) rangées par ordre de m o d u l e s non dccro issanfs , H ^pp1 '"
Ions p^ le m o d u l e de la p^"1" rac ine . F< ( X , Y^Zo, ) é l a n l . u rdonmT
comme série ent ière en X, soit

i/^
I^(X,Y.,,ZJ•.:.r^.^,XlA.

p. (f

De (80) 011 d é d u i t i i t i c t i n l i f c s l l j > ( ' • l • i ( . i l t r < > du m o d u l e de// , , , en i i « ; t H i «
ri;)n(: l in (•ci'ch' de r;»yor) <''s';i! ;i [A d i l i i . s le pl;ui de X e( ; i y ; ) i i ( J K X H '
een i rc l 'oric'inc; <in ;i ; i ins i

' ff,;' : ».
' V ^ s ' . ! vHt '-* '

D'après M. Hadamar'd, p,, croît avec JA plu» vite ()«<• , ':- r{ i»i)r .soilr
u . ,. ' vl''"•y'

que ̂ ^^ Or, s'il y iivnil uneracmc n» rncims <lari» chsiquc p;ic;(il<'t(*-

graiTtme d'un réseau corivciîalilenierit ciloisi, p,, s(>r;ii(. iin plo^ de îordrc
de grandeur de v'pi.

La^contrildictiort appîmut, îunsi, et, l'on voil qu'i! (.st. ini(H»s.>*ii,j(.
que F,(X.,Y,Z) s'annule (;•» moins d'elfe imllc id<.nti(iucit>(.(»( <-is
(lui(3chappea(ithéopeni(îd(iM.H;td;i(n!H'd;.

La fonction f{x,y, z) ne s'aïuitile donc pîis (KHI pius, <-(HU(»,(. nous
nous proposions de l'étilhlif.

^ Nous avons nisomié sur trois v.fial,!c,s, r,,;.is h. rdson,,..»,,,,(
s applique évidemment sans aucuiie modi(ic;<(,ion ;.n ,.;is d,. /, v;iri«hl<!.s.

^ \0. Pour compléter le résulta!, (m.céd.nt. „„„, ,-,amin..nH,H !<• <•«.
ou il existe quelques relations de h formeœ; <,,(.rc les ». ,0 a^. im.n
que cette étude ne soit p;,s indi.spcn.s.ibte pour (;» siii(<..

Soit/(.^j une fonction entière de //. v.u-iahJes salisfiiwuit, mn refît.
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t iens (44) ^t (45)» à savoir :
/(.-y-h <^)--=:/(.r) (/>.=!, ^, . . .,/Q,

/(^4~a) =^'W/(.r),

on g{^) admet la période 2^ par rapport à chacune des var iables ,
Nous supposons y re la t ions de la forme (33) ent re les a et 2m :

^ p^ a, 4- p ^ ' ag 4-. . . 4- p ' ^ a,, = 9.q^ en (/•=: i ̂ , . . . , / / ) .

Nous et ïecluerons le changement de variables su ivan t , i d e n t i q u e a c e l u i
des formules (34) et (35) du paragraphe (îy en nous p l a ç a n t dans les
m é m es h y p o l h è s e s,

,1.) ̂  •= p^ a1,4- R^ ̂  4- . . 41.•l•/^n^,

1)^ ==^fj21 .rî 4-. . . . . . . . . . .4-"/^.r^

(82)

Ç I) ̂  == /7^ ,r^ 4- ^^) ̂  + . . . 4-,/^.^î

/ 1 1 ï ,,.„„.-„,. ,̂

I 111^'-!-! •••-11-- '^^•'l-l?

:Ï)^4.^=-r^...i.a,

1) est un ent ier que l'on peut supposer/.w//;yi
Par cette s u b s t i t u t i o n , f{x) dev ien t < I > ( ^ ) , < I>(^ ) s a l i s l a i t a u x condi-

t ions (voir § ())
^(c4-^)^•(l)(^ (p-^h'^ .-,/^.

D'aut re part, ou a év idemment
/(.r^l)a)r..^^^/(^),

où
h ( .::r ) :rr g ( .T ) -h g ( .f 4-- ^ ) -h - . . 4-" ̂  [ .:r - h ( 1) — î ) y. ].

Par sui te , par le changement de ^,.,, 1,,.,, _, ^ en ^,,, 4-a.,.,,, ...,
S,,+a^ (comme au §6), on aura , par n n o no t a t i on ana logue à celle
d u § l ,

^(è 4- îî,.,-î 4- a,,,g 4-. . . 4- ff.n} ̂  ̂ lïaH^)(^)l,

où H(^) est ce que dev ien t h(x), en remarquant que 11 admet la
période 2^ par rapport à chacune des variables I^Les a^,, a^^ ...,
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v.n ne sont liés à SÎTC par aucune relation de la forme (33). Donnons
à Ç, , E^, ..., ^ un système de valeurs arbitraires, mais f i x e s , cl
soit $o(S) la fonction à laquelle se rédui t (['(S) pour ce systeinHî de
valeurs. On aura

(83) *o(S +• Cp) •== <I> )̂ {p ==,? - i - 1 , .< i • > , . . . , / , ),
^»{î, -f- ",+, + a,.n+ . . . +a,,) - : : c""'t'<l>,,( S).

Puisqu'il n'existe aucune r e l a t i on de la i'omxi ("î'i ) pHd'c a , , , .
0:^-2, ..., a/, et îl-K, la fonction <I»(,(S) des (n--A') v;iriabl<'s ?,,,,.
ç,t+2> • • • » '^a, qui satisfait à (83), ne pcul. s'annule)' sans <'•(('(• nuitc iden-
tiquement, d'après le paragraphe précèdent, (k'ci nous rntinit'c que h's
zéros de <I.»(^) ne dépendent que des valeurs attribuées aux variables 5,,
^->» • • • > ^ et pas des valeurs des autres ?.

Appelons y(^) la fonction ;( ^qnclic ,s(> réduit <!»(?) |orsij<rt»n ;iliri-
nue a ç,,,, ^,^, ..., ^ un sysfènie de valeurs (•otistiti ites ; î-f.r) HC
dépend (lue de $„ $„ ,.,, ^. Or ^f^) ,(. ,(>(-?;) s'annuicnt pour les
mêmes videurs, et l'on peut démontrer rigoureusement. p;tr nu r;»i.w«-

nement facile à imaginer, que ̂  est unfi (bnctioH cntii.re (jui «p
s'annule pas.

Soit donc
<S>(^~.^^)eW.

^ Les zéros de /^) sont ainsi ramenés par une substitution Jim.aw
aceurd une fonction ç(0 de.varialdes (.<«). Remarquons nue1^)
adn l̂a période 2^ par rapport à chacune des vanahie» do»tdl<.

H.^^^^/^^^^^^
- feoit ]̂ r une fonction rnéromorplie qui admet la période .>/-«.•„>
jport a chacune des . variables . et. en ont,,1,,,, .sys,,:,;,1
penodes conjuguées a., .„ .., .„, )•„„ ,„ ,„,;,; ̂  ; ^ <

partie réelle différente de o. "
On sait que F(..) peut êirc mise sous forme d« q.,<,th.nt d. <j<,,,x

fonctlons entioros'soit ̂ ' ̂  que Ion peut .«??<„,, ,„„ ,,,„, (,,,,
tœn est écrite sous formo ̂ ^ ,̂ c'e.t.a.dire que ̂  dmix t.rm.,
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ne sont pas divisibles par une môme fonction, ent ière qu i s ' annule .
Dans ces condi t ions , on sait que les quotients -.-.̂ ^ (p-^ 1,2^. . ,^)

et Zt^-±^ sont des fonctions entières qui ne s 'annulent pas. Il en est/(^)
de même pour .̂•^—^ et îAï^^ ( Voir à ce sujet, pour le cas de

deux variables, le Mémoire cité de M. Appel l et le Mémoi re de M.Poin-
caré sur les fonct ions abéliennes, Aciarnalh., '1900.)

11 résulte de ce qui précède qu'on peut supposer que/^i?)» après
mult ipl icat ion par une fonction entière qu i ne s'annule pas, convena-
blement choisie, sa t i s fa i t aux relat ions (37) et (3c)), a. savoir

/(^ 4- cp) = <?W(^) (p ̂ : » » ^ - • ^ ^)»
•/(^•+a) ::r^W/(^),

où l'on a
L,, ( .r ) '= W^ ̂ i + w^1 -^a -h . . . + m;r ̂ «,

avec 1 ^
m^=o1 si1 ^ ^ / ^

et, d^autre part,
p n

h ( .r ) =: ^- ( ,r ) -+" ̂  ( ̂  -i" «^ ) -î'/,,
/?„:.:.. i

^(,r) admet tan t la période 2^ par rapport à chacune des varhihies;
les a sont des entiers posi t i fs , négatifs ou nuls et ̂  est donné par

2 In b{, -= L/, ( a ) r.̂  /n^ a^ 4" /^^î (%2 -h < . . -•t1-" /^f' «// *

Le quo t i en t ̂ ^^ les périodes e^ et a, o(^) satisfait a u x
mêmes relations que/(<T)

Q{,:€ ̂  c/f) • - " 1 1 1 1 - ^'^•^(.'y),
9(.'r 4"^) ^^^^^(^5.*

Telle est la, forme sous laquelle on peut expr imer F(^).
l^eg ^l^Jli^ /n^ (y^/0 e1^ ^ ^l111 fis111181^' ^^î"^ ^(t§ for"

m u ! e s p e u vont- i l s et re to u s n u l s ? ! ! ! ^ ! . ,
Si cela a l ieu, et s'il n'existe aucune relation de la forme. (33) entre
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les a et 2^, des relat ions

1 1 • ©(.r+e^) :.;::: 9 (</'),
cp(.r 4-<%) ̂ ^^(.r),

auxquelles se réduisent alors les précédantes, on c o n c l u r a i t qm» ^ ( ^ )
ne s 'annule pas. Donc F(^) serait une fonction en t i è re aduicHai j t i !î
périodes Cp et a, et, d'après ce q u i a été d i t . a la f i n du paragraphe < i »
F(.t') serait une constante.

S^il existe s re la t ions de la forme (TS)» p^ir le cluni^ciiNml d f *
variables du paragraphe précédentyT-r ') se ranii^K* îi la fo ru i^

/(.r):::.^^;^^;-^

/', ne dépendant que de ^, ^» . . ., 1, el a^dînelt îui l t î i jHU'iiHii» ^^ î : piir
rapj'tori a cliacurte d^^s variables.

DCÏ ewiMo
^(./•) r. ̂ •^9,(;1),

puis
, 1 1 J^a'):-1-^1^^^!!-'^-1!..

• 1 , . , ^ , 1 1 , 1 T î t O ^

1 Les^pénodes relatîveg'auxÇ étant ̂  et le ^yâtfcmo «,,», ̂ , ̂  - < » ^^
(ïn voit que a^"1"^1 admet COB (^ 4" /i 1 ^Umw de ^N^riuà^

,puisque ̂ -^ les admet et F(a?) aussi, lorsqî^oîi l 'i.xpriffie < < « . { m w i N N î

des tD'après ce'qui a été dit à la fin du paragnipin1 (î, %,,,^ ^,,^\»., %,
'n'étant liés par aucune relation, de la îimwi'(33), fN-t^ îi^^cjK^ïil
que des varial)les ̂  ̂  ..., ^,. Dono F(.r;<^{'nii»(îîiee ii iiîîi* (ïHii>
tion méromorplie de ^ varialî les ^ el, ^ fuiH jîériodiqtie,

12. Nous examinerons rnainl.enani le eau1 d/uuc («ficlioli iriéî^-
morphe F(^) de ^ variables, (/^4" 2) ùm périodique, L(m (^ .1,..-. a1)
systèmes de périodes seront ; 2^ par rapport, à cbianH:* ém n vs»1'"
nables et deux autres systèmes de périodea conjii^îié^s %,, %„ .,,, se,,
c ta^ a^ . .., a^ Nous supposerons d^bord qiill «'existe pîï^.^i-itri*
'les a et 2^ dt,5 relation de la (orme (33), 1 .

On peut, diaprés ce .qu i précède, m^ww V^y) é(*ri(e mm b
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forinc

W) F(.r)=: /^•)
^•r

où /(<r) et, 9(.2?) satisfont aux relations

(^)

ou l'on a

r/(,^4--c/,)^A^>/(^),
/(. T 4- C< ):•.„::- (^/{X),

{ J\.L 4- y ' } :-::•.:: ̂ ^^/(,/;),

I . / , ( , r ) "^m^'^i 4-.. .-•h//^r^/, (/^.•;.-:î, ^ . . . , / / ) ,

avccw^'^^ o si y'':/^ et

A (.r)=^ (.T) 4- iV(^,4B^//).r/„

(80)

avec

(^)

h9 ( a- ) - ̂  (^ ) 4- y ( b\, -h ^// ) ̂ /n0 vi ' ^ ' r / / /

'u 7: ( ) , , "•:"- 1 ̂  f v. ), 'urjf., ' ;•;• 1 ,̂  f ^/ ).

D'iipt'cs ( • ( k ( jui pn'înfîde, si F^-r^ n 'c^S j^is UIK» consl î in ic, l^ 's
// f //, -i - 1 ) . ,,, .
• - - " ' - - ^ - • • - - • • î î i s l i c r s m^ • (y >" /^) d- r^, /^< son l pus IOUK ifWK ( ï i i t s ( j ( ( 1 i l u 'v î t

pas coiro les a ol 2/T: de rc la l iors < ! < » la forme ("53).
Calculons, contoniwiïKmt, ao procfd^ (.inïjïloy^ [ Î ÎH' M. AI')[:M*II, d(»

d(îux l'açons difl'éî'cîrilcs /'(.f 4- a -h a'L
Oi-î a

/ { x "h ^ -h 7!} •:= e/'•i'^••^\/'(.r 4- a^ -•11',:: ^^•4«') l ls l l//'^ /'(.r^

De ïïiome
/ (^-1- %4- ^Q--::r<^'^<'+ l l^ l^^•^'/(.^).

On en ( îonc lu l

h(x ̂  a') -h /^ /(.^) :,11:::,: h'(.y ..-,.. 5<; .4... li f.r) 4. 'î ^ /^

N é tan t u n ent icr positif, négat i f ou miL
Ou cncor'e

/t(.r + a') — /ï(^) = //'(^ .4..,. a) - /•'(.r) ...411- '̂  ̂ ,
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D'après (86) cette dernière s'écrit
p ̂  n

g{x -h a ' ) - g ( x ) + ̂  ( ̂  •+• <^) ̂
p^î

p^it

= ̂ (.^ •+. a) - ̂ r(^) + ̂  (^4- 4) ̂  1 1^1 1 : M ^ ̂ /^
/^î

Or ^(.y+a') — ^(^) et /(x + a) — /(x) sont é^lâiwnwui û^
séries entières en ̂  et "̂"̂  (j) = r, 2, . . ., n) wiâ terme comlwt. Ij
v a donc dans Ja dernière relation égalité entre les teniN^ c'oî îs t^r î t^ ,
à savoir

p.^n ^ „

j^ ( ̂ /' 'i"'11 ̂  ) a^ :11""••11: ̂  ( ///. i^ ̂  ) 5^ "111^-1 '< N ̂ .

/' 1 /. î

Kn remplaçant ̂  et ̂  par leurs valelîrs (N7) il vient

ï-^î^' -ï'•„.„..ï"'•^i"'). •'^-
p-t pal .̂,;1 ^, '**"•

Eii remplaçant Lp(a) et Lp{aif} par leur» expreasion»
: 't'".n •i ' "

L/,(a)-=^wWoc,, 4(«')=Y<1^.
^ 1 .̂i

la relation précédente devient

(88) 1^^-2^^+^i; i<i(«^;-.-^<)..^N/..
/'=l p^ p ^ l ^t

L& double somme s'étend à toiitos hg valeurs // - , n ^ .

d'̂ ndr. h ̂ i l1"8'8 comlne <1 s' 0 si y<^ or! v("t 'Ï"11 s"^d etindie J. double somme aux systèmes <(e vdcuM do // cf. y poHc

lesquels^/,. H y a ainsi dan. la double somme n(n,^ terme, qui

correspondent aux ̂ ^ - '2 déterminants <lu Hecond d^ré qu'on p.ut
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former dans les deux lignes
û://» Oî/;.,.-.i, ' • • » ^2î ^l»

a^ °4~i5 • • • » a^ a/!»

en ad jo ignant successivement à chacune des colonnes chacune de
celles qui la suivent.

La relation (88) n'est pas une iden t i t é re la t ivement aux a'. Pour le
montrer, ordonnons-la par rapport aux, a/; elle prend ainsi, la forme

r a^ .^r ^-..i. ' ..r af -r
^aÏTi ' ^ÏTC " " t^^ '<)>

ou
p^-n

Co := 2 N ITC -h ^. ̂  oc^.
p ^ \

Pour calculer C^ remarquons que dans (88) le coefficient du terme
en a7^ est w^ - m^\ c'est-à-dire égal à rrif, si y > p et à - /^
si </ <^/?. On en dédu i t

<y = /? " l // ^ //

G/, ==2 Ina^— ^ w^a^4- ^ my5^^ ( ̂  =;, î , % , , . . . , / / , ) .
<y^l /7=^4"1

Ci, €2, .. ., C^ sont l inéa i res et homogènes à coefficients ent iers
en a^ a^, . . ., a/^ e t , 2i'r^ 17un au moins renferme un coefficient non
nul, puisque les ci? et m1^ (r/> p ) ne sont pas tous nuls . Comme on
a supposé qu'il n ' ex is te pas (mire les a et ^ I K de relat ion de la
forme (33), l 'un au m o i n s des C ^ , C^, . . ., C^ est d i f férent de Oy et la
relat ion (88) n'est pas iden l ique par rapport, aux y/.

On voit, d'après cela, q u e les a et les c/J ne peuvent pas avoir des
valeurs quelconques, malgré l ' indéterminat ion laissée dans la for-
m u l e (88) aux coefficients entiers.

Remarquons m a i n t e n a n t que , le cas par t icul ier laissé de côté, oh î l
y aurai t une relation de la forme (33) entre les a et ani, n'est pas une
exception au résul ta t ,que nous venons d'obtenir* Car une relation de
la forme (33) est un cas part icul ier de (88), Le seul cas d'exceplîoiï
au résultat obtenu est donc celui ou'F(.r) est une constante.

Ann. Éc. Norm., (3), XIX. 7
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13. Nous allons donner une autre forme de la rdatiori (BH),
Imaginons pour cela que Fon écrive leTablemî (T) ûi^(n -l- < >) ws-

ternes de périodes ;
% ^TT , o <> ,. * o
0 2 In 0 ... ^

o <> o , . » sure
(%', (%2 . ... <3̂ ,

^ ^ . .^ ;̂,

Ce Tahleao comprend ( n •41- 2) lignes et n coloîîîic^. (hi j 'N^ït itN^îler
dî'ios ce Tah len i i —...—-^-•^• / /-.'^".' ( l é i r î r n î i n ^ n f - s d'ordre //* ( ' îî N f J ( ^ j ) r i î î î î i r î (
dcu îX li^iH11^ sii^cf^sivr'nHînl de foulas l f*s (^cons jHîSsi ldcH» (5îî ^ t î j ï jMï -
îu;:u.î(, l^s <l<*ux dernirros, fn'i n l ï i ï ^ . î ï t . (^l'n'f. Hn siîpprHruirît tn p^^^
( p ' , ' , n ' ) < î t . la ( / f l l• l l lî l-• l l l î/^"^, < ) î î ohtHm^ »HÎ hi^rif JH"<^, ^( l r*/^^" ' t ; i l ' î î jN*
fhçon îmalos11^' uî31 p«»rnut nbl^nir ^ ( ^ r ^ f ^ ï ^ntïn, < * î î ^ppn-
mant lîi ^^tïl<l <»t hî y1^"^ (^ <»( y ^ n ) , m nhii^îîl, ail Nîgj j i * pîT%,
(^a^-~l^a^)l(2^%)ffl;l"•13« D'autre part, la reJatiorî CN| iliiàim» r»(

rapport aux eritiw8a^»;^t ̂ )(9>f)et N qiîi ^îiîl, t»ïî
noœbre Sî^îi îa îtitiltiiilic- pm*

^(âiit^S on aperçoit îmiBédiâtemeiiÈt que Ici i^l-'̂  (*rjticîrî4 iJ«*
laTelatîôn'ainsi'^htêîlue'ôttt w^wû^immi CÏÎMWI
das-^^^^±»ïl déterminaiïts du Tableau T, aix gigne prfe». gyi g^^p^.

• tantale1 déterminant déduit de (T), en supprimant !a ^w ri ^
^^Jigne.la, relation (88) est de la 'forme

W 1 ; 1 . 1 1 1 1 ^ 2MI^I]D^rz:::^

la Bomme ̂  s-étendant aux iî^^^^^^^^^^^ cwûmmwm (r. .)cle8

(n 4-2)'premiers nombres entier^ l'ordre de» indice» r et .f lîliî-
tervenant pas; le. 1^^^^^^^^^^^^^ eiiticm M, n. gôiit pa. ton, iiiit^

puisqu'ils sont1 respectivement égaux, mi sîgne mm i^.±Jli^^^^
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entiers d p , a'^ m'^ N. La relation (89) n'est, d'après ce qui précède,
une identité par rapport aux a et aux y/, pour aucun système de valeurs
non toutes nulles des entiers M/..y.

Cette nouvelle forme (8q) de la relation entre les périodes va nous
permettre d'écrire la relation pour un système de (/// -+- a) systèmes de
périodes conjuguées pris sous la forme la plus générale. Soient

G)^, of), . . ., coW (^==1 , a, ..., n + i, n + ̂ ),

Çn + 2) systèmes de périodes conjuguées d 'une fonction méromorphe
de n variables F(X). Nous appellerons (T) le Tableau de ces (n "h 2)
systèmes de périodes, et A,,.y le déterminant obtenu en supprimant la
r1111110 et la s[imc ligne. Nous supposerons d'abord A^^/,^ non nul et
poserons :
(90) 2^7T'X^= a)^^ + ̂ )^2-4-. • • +• co^r/t (p = i, 2, . - ., n),

équations dont le dé terminant est A^,^ renversé autour de sa dia-
gonale principale.

Au changement de x^ en ^"4- anr correspond, pour* X , , X^, ..., X^
les systèmes de périodes oj^\ œ^ ' , . . . , (û^ (q == i, a, . . . , , n).

Les équa t ions (90) peuvent être résolues par rapport aux ^; soit
x, „: ,/^X, + ̂ ?•) Xa + ... -h ̂ X, (/^ == i, ̂  ...,/.).

Nous poserons

(91) a,::^ d^^^ + ̂ ^^+l/+. . .+ ̂ <^ (p ..:.. r, 2, . . ., //,),
(92) ^ : ̂ <-^ + ̂ ^)^-'"^+. . . + ̂ r^-^ (/. ̂  ̂ 2 , . ..,/.),

de telle sorte qu'au Tableau (T) des périodes relatives aux X corres-
pond le Tableau (T) écrit précédemment pour les périodes relatives
aux x.

Remarquons que l'on passe des n éléments d 'une ligne du Tableau (T)
aux n éléments de la, l igne correspondante de (T) par la substitution
l inéaire (90). Il en résulte que la relation obtenue entre les D,̂

J;M,/D,,^o
peut s'écrire
(93) , ,^M,,A,,^o.
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Nous avons supposé l 'un des à^-./: o; h» (^ wulra i re ne serait évi-
demment pas un cas d'exception ; i l y aurai t . toujours mu* re la t imî de
la forme (c)3), par rhypothese el le-meine. Ln rehilimi ("r)3) lu^i u^»
identité pour aucun système do valeurs non toutes milles des M , , ,
puisqu'on la ramené à la relat ion (B()), qu i n'est ()aH uu^ niirn-
tité.

14. Nous dirons un mol, pour tmrî i î îw, ûw fmwî io»s rîiéro-
morphes de ^ variables, (n^ y) fbig périodiqîles (y,;^). lîn ^ i i j t ) î<^ .
sant d'abord que les ^ystm-nes de périodes sorrt : a^ (mr nijHHîîl, ii
chacune des variables et, y au 1res systèmes de péri<HJ(*s ermjtî^îî^i^, ̂ \
a^, .. ̂  a^ (v :̂:: ï , 2, ..., y), on os(. î i jn^né à ronsidm*r l(*s r e } , t ( î < î r i s
suivantes, lout à fiut analogues a r^ f îes qne i'on a reî leiNîî i -ees î,)(^
haul, t '

^^y ' f 1 ' 1 " ^ ) ' 1 1 ' rr/'?lri/(<>/:t) C / ^ 1 1 1 1 1 1 ! ' » , ^, . . . . ^ 1 ,
* / '(•''• i : l :%"^ ^^"'-/f.r) f , . ^,, ^^ ,

OU ' 1 1 ' - - . « /.'.

< î ^ . ii
l^^lï)'::::^w^ltlr/l'* ^^' lu ^ ^.^'

et ^ 1 1 1 . 1 , 1 '^i

. 1 ' . . ' ^(^î-^^t^),^
/^i

le. notations aynnt le morne s..r,H <p,<, dnns l,.s n.lati.ns rHV, ., s,,,
vantes. S, ̂  -/; est une comhi,n.isun <!,. .1,.,^ .l,.s ,„(,,,„ ,;
on aura la relation suivanle, ̂ \ w d<-.,Juil (1,. (-88) ' > "' "" /<

^w^w. ̂ 2;'^rr^^-- ̂  . ,«̂ ,,,

Ilĵ au^ ^^:t) .eîations .io coHe nat,,n, <,{,(,<„„<,. ,„ ?,,„,„

les -..̂ — cornbin.isons po,ssihl<,. pou. ̂  ,̂ . ,̂, .̂ ^^^ ^^

(erment en tout ̂ :̂  enUers ̂  ̂  en tiers ., <, ̂  :•) <„,„, N

^ supposant I.s systèmes <le périodo. prb sou. lafonne la pi,.
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générale, les dernières relations seront remplacées par CLq-^—î-rela-
tions analogues à (93).

Je me borne pour ce cas à ces indicat ions sommaires, n 'ayant pas
encore discuté les relations ainsi obtenues; je me propose de pour-
suivre cette étude et d'aborder la question inverse des précédentes :
Peut-on former des fonctions méromorphes (n + q} fois périodiques
avec un système de (n -4- y) systèmes de périodes conjuguées données,
satisfaisant à des re la t ions de la forme de celles que nous avons trou-
vées nécessaires. A cet égard, on peut af f i rmer qu ' i l y a, out re les
condi t ions d/égalité obtenues, des condi t ions d ' inéga l i t é entre les
entiers et les parties réelles et imaginaires des périodes.

Si l'on suppose y == n, on est dans le cas des fonc t ions ahéHennes .
q ( q _. y ) ^ ( ̂  .„.„. ï ) , . . ,. , , ^j^es ———— == ————"relations indiquées plus haut se présentent

'2 Si l

sousune forme plus compliquée que celte que ron donne habi tue l le rneni
pour les fonctions abéliennes. Mais on peut, par un ca lcul faci le,
montrer que les relations ordinaires peuvent être rarnenées à des
relations l inéaires, homogènes, à coefficients ent iers cuire des déter-
minan t s d^ordre n formés dans le Tableau des ^n systèmes de périodes.

N 0 T E .

I. Nous donnerons ici la démonstrat ion de la proposition sur
laquelle nous nous sommes appuyé dans le n0 8.

Soienta, ,^^ ...,a^(îib,(n-\-i) nombres réels doni le dm'iinr^ est es-
sentiellement supposé d i f férent de zéro. On peut dé t e rmine r on enf ' ierw,
positif ou négatif, difÏerent de zéro, et n entiers c / ^ ( i ^ ï , 2, ^ . ^ / z ) ,
positifs, négatifs ou nuls^ tels que les n q u a n t i t é s m^/+y^
(ï == i, a, ..., /z) soient toutes plus petites en va leur absolue q u / u n
nombre positif s donné à l'avance, quelques-unes de ces quan t i t és
pouvant être égales à zéro, si quelques-unes des fraclions (l- sont corn"
mensurables avec l 'unité. C'est là un théorème connu, employé par
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Hermitc et par Kronecker dans ses recherches sur les pérmdes^/:^^^-
berichie, Berlin, novembre 1884)*

Nous compléterons cet énoncé de la façon s u i v a n t e :
S'il n^ existe entre les a/ et b 'aucune relation li/wwr, ÀWW^TW% à

coefficients entiers non tow nuls, on peut déterminer l(^ (/i -r- i) f-ntit'ry
m et q^ de telle sorte que les n quantités ma^- y^A d{ffWtn( au^l peu yw
l'on veut de n quantités réelles ̂  (/== x y 2 , . . . , /<) ^/mu^ ar/nimtmw^i^

Ce théorènne s 'établî t sans d i f f i cu l t é po'nr^ 1::1:- ï , € étâitt lîti «iMiilH*^
positif donné à l'avance, on peut poser, (raprt*s le tiiémwiîC rap}N:*!é
plus baut ,

m^i "-h (/\ b r:i: a\ avec [ (t\ \ < i,

m' et q\ élant des en(.iers conyenîihlement etioisis e(, /n •/• o. r/ m^î
pas nul, car sans cela i.I y aurait wim n, et b une rdatimî ///^, 4- y^,.. «
à coefficients non tous nuls, contrairement si nrvpoihhe.

y,, é tant un en t ie r arbi traire, et ^ une < { m î n l i t . e ' r é e i l e m-bitraw, Oï l
aura évidemment

, . , - , 1 ^^<l^—f•|^b<{ïH ^\)t.ï\,ou bien 1 1 ' '
. , ^ , ! wa ,>^—y^6>(^ . i « î ^^

m'étant un1 entier positif, négatif, ou nul wmwmMwmîi i^mi pt
Ion en. déduit :
' 1 .' , • ! ! ! l^+^rfr-^KI^Jc^;11

ou, en remplaçant ̂  par sa valeur,
! ! , l^ar4"(wy, 4 - ^ ) & - - ^ j < ^

eth proposition'est établie dans1 ce ca^
^^posant.ensuîte la proposition vraie poy^ ̂  ,, n^ l-étayinn,.

Nous pouvons poser
(I) «,---m^+^& ((=.(,3....^,,
avec

m' et ̂  étant (^ 4-1) entiers et w'^ o.
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Les a\ sont tous différents de o, car la relation m'a,-}- y,b r=: o serait
contraire à l'hypothèse faite dans l'énoncé. Soient ^ (ï = i , 2, ..., n),
n quantités réelles arbitraires. Nous pouvons poser^ y, étant un entier
quelconque,
(3) l^..^^

m étant un entier convenablement choisi (ou zéro), et 0 un nornhre
réel positif tel que o ^ O << i... D'où
(4) ï'nc(\ 4- r/^ b ̂  ̂  -1-- 0 a!^ y

ou encore
(5) ina\ 4- f/i b — Ci 4- ̂ i avec ) yii | — j 0€t\ | < £-

Posons, y^, y ^ , . . . , c/^ étant (n — i) entiers quelconques,
(6) ma'i^ qib^ ^4-yï^ (i^ a, 3^ . .., / < ? ) ,

Remplaçons, dans (6), m par sa valeur tirée de (3); il v ient

, . , , a ^ i - — a . £ / , ^ / 4 - - " ^ ^ / . ,.
(7) ^^;- qia\ :r::: -—.̂ ,.,..,.,.-..1̂ -.. - a, > 1 1 1 • - • 1 1 1 1 - 1 - 1 • • 1 1 • 1 1 1 1 ^ 1 • - 1 1 1 - : 1 1 - 1 • • 1 1 / 1 1 • (^1^ ^. 3, . . ., // ),

II n'y a entre les a ^ ( ^ = = ï » 2 , * . * , ^ ) aucune re la l ion l inéa i re , homo-
gène, à coefficients entiers non tous nuls , car sans cela, d'après ( i ' )
(où m' ̂  o), il, y aurait une relation de même nature ont-rc hs a^ ot b.

Le théorème étant supposé vrai pour n — » , nous pouvons chois i r
les n entiers qi Ci == x » û y , , . , n) laissés juHqifici . a rh i i ra i re^^ de f a ç o n
que ron ait
(8) ^^^y^^^il.^^^ avec IT/K^ ^=(^^.,,,^).

Les entiers q étant ainsi choisis, on a, en comparant (7) et (B),

, _ ^"^/4- 6^^ ,

d/où

et, par suite,

brf ^, ,
Y3^=— —— -.- Ouf,

u. i

| ̂  1 < Ê -h Oc.
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En rapprochant les relat ions (5) et (6) on a les n relations
( 9) ! f^ •+- qi b =. Ï,i •41" y], ( ^ .•;^ ï , a, . . . , / ^ )

avec
( Y), | < ( r 4" 0) s < 2e (/ • . ï , 2, . ,., n ),

En remplaçant dans (9) les a' par leurs valeurs ( ï ) , h proprwiiorî
est é t ab l i e .

II» Nous examinerons maintenant Je cas ou i) .existe ^1(1^ h»s ^
et & quelques relalions linéaires, homn^knw, h eDefl ieienîs <:m(.H*!^
non tous nuls. Sopposons qui! y ait ^ reiations (Je celle î i . î t t t î n - <-! ^
seule ,ment , et, soit

/1""" /(
^ l^h ^,^a, n U - I, . , , . . , , ,v)

(;<i,s ,v rc f;i (l'oit.s.

Gotnnu. /. / o (.t q,,,, les ,.(>I;i(.i(,ns ,s<mt <i i .sf i t i r( . , -s. i) v ;i iin (j,.i(.rrni-
nan(, <l'of<lr,.,v. dinrrcnf ()c /,•.,.» (i,,,.s |<. T;,(,i<,.uï (1,.,, <,,H-(,,.H.n(., ,1.. „ .
soit ' '
(n) D=|p^j (^t<:..,.a,,..^)
ce déterminant.

Nous dirons, dans tout co qui auit. qu-un sv.(,»n« <1<. „ v;,H-«r.

r::̂ " c""isi ""s ••""- "- ••1 - " -•» "-'.'«M. ;,;;,:;:
Posons, les S, étant (les valeurs (Ion née»,

^+^=£,.,.^ ( < ^ ï , a , . . . . / , ) .
On en conclut

^^^/-^i^11./^^.^,^///.^. ' 1 - 1 - : - i ;.,)
ou, en tenant compte de (ro;,

('a) "(Ï"1"'/--/-"1-")-^'/-^,-.^"/-;^,.
vsïl , / i..i ^ 1
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Le premier membre est la différence entre un mult iple entier de h
et une quan t i t é complètement déterminée; il ne peut donc être plus
petit en valeur absolue qu'un nombre fixe, choisi, assez pe t i t , que s'il
est nul , c'est-à-dire que les valeurs ^" ne peuvent être acceptables que
si l'on a, pour un choix convenable de m et q^ les 5- r e la t ions

i-s-.n / i == n \

( i3) ^p^^-=b(-mpW-i-y^p'^yi} (/.:=«,•.'., ...,.<).
i ^ssssa i

/•=! \ /.=! /

Nous écrirons ces condi t ions nécessaires sous la forme

^pf'^^P^^
] -1

( I L ' ) ^ avec
/' S--. Il

pw=-M/^'-l-^/^''Q,,
/ ;:;;.: 1

M et Q^ étant ( / ?+ i ) entiers convenal ) lcment c i lo is is ; P^ é l a n i par
s u i t e aussi un entier .

Inversement , si, les ^ s a t i s f o n t aux re la t ions 04) pour un système
de valeurs que l conques , posit ives, négatives ou nul les , des entiers M
el Q/, i ls c o n s t i t u e n t un système de va leurs acceptables.

En effet , i l n'existe entre ^..n, û^.^, . . - , a^ et h a u c u n e re l a t ion
linéaire, homogène, à coefficients non tous n u l s , car une tel le relat ion
serait d is t incte des relations (10). Il, en résulte que, quelles que soient
les valeurs d e , ̂ , ^,2, , . . , E^, elles const i tuent un système de va-
leurs acceptables pour les (n — s) quant i tés

(ma, -h qib} {i —: s 4- h ^ + '..>., . . . , / < ) ;

on peut donc poser
mai -h q^b == ̂  -+- ^ {i = s ̂  i , s 4- ^, . . . , / / ;

avec
r s t \ < e,

ou encore
( j5) Dma^Dyib^^+rn ( /=:^-1-(, <?+" ' - î , .. - , /Q . .

Ann. Éc. Nornt., (3 ) , XIX. 8
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Nous poserons en outre
( J 6 ) . Dw^+^==^4-y)./ G/ : := ï , ^ . . . , . ç ) ,

^es ^C/= r , 2, . . . , ^) étant ,? entiers indéterminés.
De (i5) et (16) on conclut

B^^^+^^^+^i) ̂  ̂ ^=fp^êr4^^^
'=1 /=1 t ^ S ' i - i i - t i,-,.i

(^=(, ^ ...,,v).

En tenant compte de (10), il v i e n t alora

) ^b(-n^+ ̂  ̂ ,,\ -^^7/-=l;^^r>-2;/,^.
j v ' ^ • ' i 1 / /.-i ; « ,..-:)

' (/.•--«, 3, . . . , ,S-).

Supposons d'abord que dans les re la t ions ( \ ^ ) (ous les P " ' 1 soient
nuls, ce qui aura l ieu en part icul ier si tous les (intiers M et. 0, sont
nuls.

La relation (17) devient alors

(.8) m(-mp"^^ P^\+^p^^^p^.
\ 1 1 i^s+l / ,:-j( ^,,,,(

Choisissons maintenant les entiers y, (/^ 1 , 2 , . ^ ^ ) de fW-mi
que les premiers membres soient nuls , ce qui donne Im ^eo r îd i t io î î a

1 ^^ , / i...n

. ^^^^D ^^- ̂  /^y, ) ( k ^ . ^ ,, ..^ ,^

^1 , ' \ 1 .̂.M /

Dans ces relations, le déterminant relatif aux q, é tant D, i l ^( dair
que ces équations donnent pour les ^ des valeurB enlièn^. Par CP
choix, la relation (r8) devient

i^fi

( '9) '^S^-^ (/ . -=«, •.',,...,,<).
^1

Le déterminant relatif à •/),, ̂  ..., •̂  dans ces équations est D, et



SUR LES FONCTIONS PÉîUOÏ')ï<>l.îES. 5()

1/on voit d'après cela que, ^+.^ T).?^» • • * » "̂ , é tant i n f i n i m e n t petits,
Y], , Y]2, • • . » ^,y le sont aussi. La proposit ion est donc établie dans ce
cas, en ayant égard aux relations ( ï 5 ) e t ( ï ( > ) .

Supposons ma in tenan t que dans 04) l08 ent iers M et Q ^ - a i e n t des
valeurs quelconques. En tenant compte de la deuxième des rela-
tions ( ï4) et des relations ( ; îo)y la première des relat ions ( ï4) p^l
être écrite sous la forme suivante :

i^n

^ ̂^^[Ç~M^-Q^]-::o ( Â — Î , ^ .^,^

Posons
^=^-,M^,-Q1^.

D'après ce qui précède^ les ^ seront un système de valeurs accep-
tctbieïf puisque

t :2; fl

^

Ï^^^0-

Où peut poser
mai -h ( j i h :•:.:•::::- ̂  4- 'Hi avec [ Y^ [ < g ( /-.:: î ̂ , , , , , / / j.

D'où
( rn --h M: ) (li ̂  ( ()i -h qi ) ^ .-"^ ̂  ••i-\- 't\i avc^c J ̂ , | <'1::: e,

(^e qu^ i l f a l l a i t démontrer»
Les relations (:î.4) donnent , d'après cela, tous les systèmes de valeurs

acceptables pour les ^ Lea premières des relations ( î 4 ) pouvan t être
résolues par rapport à $^ S y , . . ., Ç^ on voit bien facilement que toutes
les valeurs acceptables pourront, être comprises dans les formules

^ =::: Li ( t ) -h b p.i (l ^: x ̂ ,., . n ) ̂

où les 'Li ( l ) sont 7î formes linéaires, homogènes^ à eoefÏIcients entiers
de ( n — s ) paramètres l^ ta, .. ^tn.^ complètement ârbîtrairesy et
les p^des ft'aclions rat ionnelles wwen^lemeni choisies (sans qi^il soît
nécessairey pour la suite, de préciser davainttiîge); les (^ seront en par"
tic'u.lier, tous nuls^ si len P^ sont tous nuls.

Le cas de s == n m f a i t pas exceptiorly mais alors les L^)1 sont rem-
placés par zéro*
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[II. Considérons ma in tenan t ( s n 4- Q q u a n t i t é s réelles ( î ^ ^ ^ h
( z = = = i , 2, . . . . , n)y & étant , ici encore, ^ o» (ï(. considérons les //. quan-

; tités ma^' m' c^ ( f i ) ) , ôûw,m^^ sont(^ 4- ^) ('ntbrs pos i t i f s , néga"
tifs ou nuls, et recherchons si ces n quant i tés pmwuil cl i f l^rcr îi t issi
peu que l'on veut de n quanti tés réelles données a nmui(,^

Remarquons qu'au lieu do mai 4- m' ^ -h y^, nous pouvons consi-
dérer les quant i tés ma^r^b 4-m^ 4- y^» où lo^ ^ i40îit ^ rHi l ie rH.

Or, les valeurs acceptables pour (mc^^r.h) wni toutCH (îdl?^ i j u i
sont de la forme

Li((.) ̂ by.i (^=ï ,^ , ^ .,//),

fît les valeurs acceptables pourm'^-hy^ peuvent êtrf» écriti^ ^011*4
une forme analogue

LK^) 4- ^r/ (̂ r:,; i, t̂ , . . , , / / ) ,

le sens des m'Hâtions étant évidrmt par ce qu! {îr^;^}!^ (.es a, «»(. v,
pouvant être pris tous unis, on voit que îou l f î s hw valeurs de {fi ^mn^

^ ^tKQ-hL^//)

seront certaineniiînt nceepuMês pour les quantités 1

, , , • [ma^+m /c^4"(^^+•/</)^].

Pour qu'il existe des valeurs non acwptctbl^ pour f;eg quantité on
voit'qu'il est nécessaire que les n fbrrneB linéair^H [L'(/H" I^1^)11)
des paramètres / et des paramètres u m soient pa^iruléiHuiàint1^!
tomme elles sontà coefficients entiers, elles seront lié^ par uw rpla.
Uon linéaire, homogène, à coefficients entiers non toïîH.mil^ ̂  ,nû
donne les deux relations simultanées ; ! '

A , L i ( ^ ) +A,L, (Q 4-,. .-+"A^^(^-o,
, 1 . . 1 1 A l ^ (^0+A2g:4(^)4- . . .4 -AJ : ^(^) :„^^^^

ou A,, Aa, ..., An sont /z entiers non tous nuls.

tal^8108 ̂ ^^ ̂ r^ étant évidemmeî1t ^^ ^lelîra m^:̂(p .̂%:̂ .:;,do"aïo"• "0"^ ""s -•"" «J-
ff/==L,(<<)+^<» (/:.=,, 2, ...,„),
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et d'une façon tout analogue

c^LM-l-^,
et, pîir suite,

A,(fli- V,"')-!- A^- b^}-\ ..,+ A»(^- h^1):.. o,
A, (c, - hv^) + A,{c, - ̂ ") +.. .4- A/,(^ -.•- ̂ ^) r: o.

On peut écrin1 ces deux rdiitions sons la fbrmn

A) ff.i 4- A s ^ a - 1 - . . . . 1 - A,,///, •-:- ), //,

A i Ci 4- A a Cg +. , . - } - AnC,,;- Vh,

A et À' étant comme le!-; p.0 (ît ies v" des fractions rotioniKîlIcs. En inu!-
tipliantces deux relations par tin même nombre (ititier coiivena!)le-
ment choisi, on aura finalement

A) r t i - i -A2 f f8+ . . .4 "A ' , , r t f f : H//,
h\ (;, + A, (-2 +.,.+ A'ni',1 ;•= \Vh,

Ap A^ . . . ,A^ étant n entiers non tous nuls et B, B' deux autres
(in tiers.

Donc, s'il n'y a pas deux relations simultanées de celle forme entre
(a,, b) et (('n h) les Quantités wrt,-i" //^••|- y//-» peuvent ditl'ét'ei1 aussi
peu que l'oit veut de n valeurs réelles quelconques données a l'avance.

C'est la proposition dont nous avons fait usa^e au n" 8.


