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SUR LES EXPRESSIONS APPROCHÉES

D'UNE RACINE CABRÉE DE LA VARIABLE
A U M O Y E N DES F R A C T I O N S S I M P L E S ( !),

PAK M. P.-L. TCHÉBYCH.EF.

Traduit du rnsse par M. A. VASSILIEF, à Kasan.

Dans le calcul des quadratures il est souvent indispensable de rem-
placer les fonctions qui présentent les difficultés d'intégrations par
leurs valeurs approchées. Si cette difficulté provient d'un radical du
second degré, on a grand avantage à employer l'expression approchée
du radical i /- au moyen d'une fonction de la formey x v - •

A BI B, B,,A i ___•.___ i ___l,,,̂ ,.,,. _i _ i "1\. —T TT————— "T" 77"———— "̂"̂  • • • ~T~ 7-,,'J:». ^^ -._. ._——— - j— _ ^ . . . • [ ! i,^————————;

LI + x { 2 + x L^ + ̂

qui s'obtient au moyen du premier théorème démontré dans notre
Mémoire : Sur les questions de minima qui se rattachent à la représen-
tation approximative des/onctions (2).

Quand on a en vue de diminuer autant que possible la l imite de
l'erreur relative pour toutes les valeurs de x, de x === i à x == h ̂ > i ^
la meilleure représentation du radical i/-1- par la fonction

A ^ B^ .- B2 -^ - Brt^ .4. ——— 4- ——— 4-... -i- ,———
Ci 4- x La + x Lri + x

( 1 ) Mémoires cte l'Académie de Scdnt-Pêtersbourg, t. LXI (Appendice I); 1889.
( â ) Mémoires de l'académie impériale des Sciences de Saint-Pétersbourg, 6e série.

{Sciences mathématiques et physiques, t. VII; i858.)
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sera celle pour laquelle les rapports

A+-J8_+-^-+. .+^—
Ci -h «a? Ça -h X Cfi -h ̂

A ' -^—-.J^^ . B^jfÏ. 1 ' F " — — — — 1 .-̂  . « • ( /-^

Cî4-^ Ca-l-^ C^-h^
——————————————————————————————————————^::——————————————————————————————————y

V-ï
s'écartent le moins de i entre x=ï. et x = À. Cette représentation

du radical i / - peut s'obtenir au moyen du théorème en question,
si nous l 'appliquons à la détermination des quantités

A, BI, Bg, . . . , DU, Liy Gs» . . . » L/î,?

pour lesquelles le logarithme du rapport

^
A ; B^ i ^ .. i . .+_J^_'

Ci 4- ^ Cg + ̂  ' C/î -+- a?
ou du rapport

A , BI , BS , , B,^A. 4- ———— -f~ -——— -}-. . . -4- ~————
LÏ -h ̂  La -h se CY, 4- ̂

v/I
s'écarte le moins de zéro lorsque x varie de x = i à x = h. En sup-
posant que dans l'intervalle ^==1, x-==.h les valeurs limites de ces
rapports sont

l, ^>l,

nous voyons, en vertu du théorème en question, qu'il est possible de
rapprocher ces limites de l'unité par un changement convenable
de in +• ï quantités

A, BI, Ba, * . * ? Km C-i, €2, . . . ? Cn
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qui entrent clans la fonction

Bi B-, ! B/,
A -4- -———— 4- -—^— +... 4- -^————

^ _ LI 4- x ^2-j---^_______^CL^

/-/, B.i B. B/, \
-==. ^X A. -+- -^——-—— -h T.——^—— + • • • -t- p————— »' \ Ci -4- ̂  La -4- a- L/î +• ^1 /

dans le cas où cette fonct ion de ^= i à x == h a t t e i n t m o i n s de
2/?, -+- 2 fois les valeurs l imi t e s /, —

II s 'ensuit que l ' approx imat ion maxima des l imi tes /, . à l ' u n i t é
peut avoir l i e u seulement pour les quan t i t é s A, B.,, B^, . . . , B^, C , ,
Ça, . . . , C/^, telles que la fonct ion

/-f\ Bi B/, 1
y =r i/.y; A + ^——l— -4- ...-+- T-—^—7 v L Ci+A- ^-i-^'J

a t t e in t dans l ' interval le^ == i , .r =h au moins 2/^ 4- 2 fois les va leurs

/, ^ sans les dépasser,
Nous al lons montrer , main tenant , comment on peut , d'après cela,

trouver et la q u a n t i t é / et la fonct ion y qui donnen t la so lu t ion de
notre problème.

2. Comme la fonc t ion j, qu i se ramène à / ou à j pour une va leur

quelconque de x qui ne rend pas nulle ̂  et qu i n'est ni x = i , n i

x = h, dépassera entre oc = î , x ==À les l imi tes /, ^ il do i t y avoi r ,
depuis x = î jusqu'à x==h, d'après ce qui précède, au moins
^n 4- 2 valeurs différentes de x qui vérifient l 'équat ion

(^-^KI-W^O.

en même temps que l 'équation

(S)21-^-^0'
Awi. de l ' È c . Normale. 3" Série. Tome X V . — DÉCEMBRE 1898 ^9
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équa t ions don t les premiers membres , d'après ( i ) , seront des fractions
ra t ionnel les de même d é n o m i n a t e u r

(C^^(a+ ̂ ... (C,+^,

les n u m é r a t e u r s é tant du degré f^n 4- 2. D'après la composi t ion de ces
équat ions on voi t que leurs racines communes , d i s t inc tes d e ^ = i ,
x == h doivent être mul t ip les ; par su i te , ces é q u a t i o n s ne peuven t avo i r
l ieu s i m u l t a n é m e n t pour '2.n -+- 2 valeurs d i s t inc tes de .rsi elles n 'ont
pas 4 ^ + 2 racines communes , égales ou inégales, ce q u i suppose
leur iden t i t é pu isqu 'e l l es se ramènent à des équa t ions du degré
4^ -h2 . Ces équat ions ne p e u v e n t être ident iques que lorsqu 'on a
l 'égalité

(^y^) (i - ̂ ) = C(^Y^(, -^ ,;z.) (h - œ\

où C est une quant i t é cons tante ; on a a ins i l ' équat ion d i f f é r en t i e l l e

( 2 ) ^/c —-^y-—.— = __^_^,.
\/( ^ - y2 ) ( i - ̂ j5 ) v^ ( i -"ïy(-/, ̂  ,̂  j

De toutes les fonctionsy qui sa t is font à cette équa t ion pour des va-
leurs quelconques /, G, il n'est pas dif f ic i le de d i s t i n g u e r celle q u i
donne la so lu t ion de notre problème. Nous remarquerons pou r cela
que, d'après ( i ) , l 'égalité ̂  = o se ramène à une équat ion du degré

2/2 et, par sui te , depuis x == o jusqu 'à x == +^, la dérivée ^y ne peu t
s'annuler p lus de in fois. Comme, d'après ce qui précède, elle s'an-
nule au moins 27^ fois dans l ' in te rva l le x == i , x == h, elle ne doi t pas
s 'annuler dans les intervalles

^=:o, x < i ,
x > h, ^=:-(-oo;

quant à l ' intervalle ̂  == Ï , ^ = = Â , elle doit s'y annuler 2^ fois.
Par sui te , réquation (2) donne la re la t ion suivante , entre les
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intégrales définies C ,___^L.....__ , Ç l—====^^
J. ^ x ^ - x } { j i - x ) ,/. y^(^- i)

1 7 /->^
^ /^

^lai^a u^niitc^ i _ ^ — — — — — — — — — — — ^ , 1 ^ _ _ — — — — — — — — — — — ,,/, ^,(1-^) (/,-,,.) / ^(^_i)(r-ïr
•̂r _ -—^^__, /^ _ ^__ _ ,j ^^^^^^^_, 1 ^^_^ ,__dv______ r _____^G^^ ^^^^^^^ ^ ^^ .̂.̂ ._^ .̂

r1______dr___ f1____dx_____
J,, v^7r^Fy(ï-^5:^ j ^O^-^H^-^-')/ . . » . •- o v v ,/ / v - ^ ,/ ,./ o

(° ) "—————————— = ( °- îî -\- ï ) —^

r̂^ ^ / -̂ ==^==,
/ ——

r

-J/ ^(^-^^(^-^p)
/ -—=====^_:=^̂  / J,r(^—i)(A—.r)
/, ^ (y2 - /2 )^-^) -2 ) ' 1 v ' "

3. Cette égalité permet de calculer a isément / d 'après le rapport des
intégrales

r'_____dJ____ r11 dx
j ^ ^^.^^^ j ^ ^^^.^^^'

Des diverses formules qu'on peut employer pour cela, nous pren-
drons la s u i v a n t e

i -=: — os
<-, |
y ^2(2^-1-1} 1(21+1)1

( r -4- /•ïl'/il-i-S i_ /-r l2/;4-6_i. \ 8

^ ^'-.6^- t^,^^::} =x-,6^- ̂

011

r' .̂- _^
.,/„ ^.f { i —,v ) ( h — v

--———],—————_——————

f , (iv • • • . .
./, >/.r ( .r — i ) ( li — ji-q^e

Cette formule montre avec quelle rapidi té se rapprochent de l 'uni té
les quanti tés /, -.•> quand le nombre n croît, et, par suite, avec quelle
rapidité d i m i n u e l 'erreur relative de la formule

A+ B - - .^+ . . . . - I ^- ,
Li 4~ x La •+- x L,t -t~ oc

q u i donne la valeur approchée du radical i/-1" dans l ' intervalle de
v iiC

x = ï à x •==• h.
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lin désignant p a r u u n e q u a n t i t é comprise entre o et i , nous trou-
vons pour la représentat ion de toutes les grandeurs comprises, e n t r e /
et -^ la f o r m u l e y20"'; par su i te , d'après ce q u i a été démontré rela t i -t
vement à la fonc t ion

/ " - / , Bi B. IL \r -==- y 'r'( A 4- 7-;—— 4- -^—— 4-... 4- ^—-— ^T \ Ci 4- X €3 -I- ̂  C/, -r- ^ /

on obtient l 'équation suivante pour la dé te rmina t ion de la va leur du

radical i/ ' :

(o) . / Ï ^ W A + ^ + ^ + . - . ^ ^ Vx / V x \ Ci 4- ^ a 4- .2- L/, 4- ^7

4. Les q u a n t i t é s A, B,, B.^, . . . , B/^, C,, C^, . . . , C^ qui . e n t r e n t
dans la formule (5), se d é d u i s e n t aisément de l'expression de l ' i n t é -
grale de l 'équation. (2) qu'on ob t i en t lorsque l 'égal i té (3) a l i e u .

.En, mettant cette intégrale sous la forme

/-/, B, B-, B, \V\.r A 4- ^——— 4- -^—=— 4- . . . 4- 7.—— ?• \ Li 4- .̂  L24- x L^ + lr/

nous trouvons qu'alors les quant i tés A, B, , Ba, . . . , B,^, C,,, C^, . . . , C,,/
s ' o b t i e n n e n t à l 'aide de la fonc t ion e l l i p t i q u e de m o d u l e

„ -„ _ 1JT

(6) ^=:i / î-1 et K=.= F''-.==^^^
V h j, v / I - ~ - Â • 2 s i a 2 9

au moyen des formules suivantes :
. _ _______________i _ ____________

"'" . , - , { , a'K ,, "'~4K " ., '.în'K \ 5
l \J / i [ i 4- 2 du ———— 4- a dn —-—— 4-. .. 4- 2 dn ————\ 2/14-1 2 n -{- ï a n 4~ i. /

/y a m K2 V^ dn ————
B -- ____________a^-^-»___________tn~~ , , 2^K. / , aK . 9.nK \'i 5^2 ———— j -̂ . 2 ^n ——— 4--. .. 4- a dn ————

2 /î 4- î \ 2/14-1 2 /l 4- I /
. 9. m Kp yi B _____L'XJ ———

r — 2 /-z 4-- ï .
^-"""îmK""*ç;»ia _______OU '———————2n 4" .i.
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En remarquant que la fonct ion dn-^2-7-2-— se rédu i t à i pour -m ==. o
et ne change pas quand 7??. change de signe, nous pouvons mettre la
s o m m e

aK. - 4-K- i ^^K-i -+- 2 dn ———— -4- 2 dn ———— -+-...-+- 3 dn ————•>2 n -i- i a /z -t- i 2 ̂  -t- i

sous la forme
^ 2 m K.> dn ———— 5
^«iri ' 2 / ^ - 4 - 1

où. le signe ^V s'étend aux quanti tés

m -==. — n, — (n — ï ), . . ., — i, o, i, . . -,, /i — î ? fi.

Par suite, nous aurons
/— a m K".2 v'/z dn ————

, ^ ______r______ ^ p ^ _ _ _ _ _ 3 ^ 4 - 1
"' ' / /-7 "C^ , 3 m ̂  '' ftl t ^ 2 /7Z ̂  'V •l '2 //?- ̂/ V/z ^ dn ———— /sn 2 ———— > du ————v ^auà 2 /À -i- 1 -2 /î -h- 1 -<«^ 2 /Z -^- 1

et
/- 3 /7Z K.,,. 2 \,f/ï dn ————B^ _ _____v____3n -h r____ ______ï______

(î.,, 4- JS , - 3/?zK ^ , 2772K ,, %/?Î..RIsn2 ——— Y du ———— en2 ————
2 /; -f- I ^sad 2 72. -4- 1 2 /Z -+- J ,

———————„— //, -4" .,-?•% m Ksa2 ————2 fl -r- î
,. a m Iv2 d n ———— i-r_ 2 /^ -{- ï _________y/<_________

' - ^ - 2 /7i K -, 9. m K, , „ 2 /n K/ y ^î^ ———— ,y su.2 ———— -+- A en- ————
A-â 2 /Z -j- Ï 2 /Z -+- I 2 /l -i- I

Comme l'expression

2 /•n K. _
^aTr^T _________^A_________

, ̂ ^ , 2 m K , 2 7?î K , . , 2 m K^ > dn ———— c'y sn'2 ———— -l- h en- ————
Juad 2 /?. -1- 1 3 H -+- 1 '2 ̂  -4- 1

se ramené, pour 772 = o, à

, /- ̂  , ~ 2 ~ m ~ K ~l v/z y dn ———— ?v jHHà 2n +i

y1
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c'est-à-dire à A et ne change pas quand m change de signe, celle ex-
pression, sommée relativement à 722 pour les valeurs de m,

jn •==.—n, — ( n . — i ), .... — ï, o, ï, . . ., n — i, /i

donne l'expression de la somme

, Bi B. B,,
À -h ,-,——— 4- p——— 4-... 4- 7———— •

Ci 4- x La 4- x L// 4- ̂

Donc, l'égalité (5) donne la formule su ivan te pour la d é t e r m i n a t i o n
de la valeur du radical

lorsque x ne dépasse pas les limites x •==. \, oc == h

/.- a w K
\j h ( In —

^ a n -t™ i
"̂•ai - 2 m K , , 2 /? 2 K

^ sn2 ———— 4- A en2 ———-
ï a /?. -+- ï 9. n -{- î\/^̂ ,.,ri ̂  ï ^/^'.K./^'J '̂ , ,rjn ______po y dn ^

^d " 22 n 4- ï

5. Il n'est pas difficile de déduire de l'égalité ob tenue une formule
qui donne les valeurs limites de l'intégrale

[ î v -
J ^

du.

au moyen des intégrales qui con t i ennen t la fonction V hors du signe
du radical. Il est nécessaire pour cela que les fonctions U et V restent
positives pour toutes les valeurs de la variable u, auxquelles s'étend
l'intégration.

En désignant par
M, M o < M

les limites que la fonction V ne dépasse pas, nous remarquons que
l'expression ^- restera dans les limites i ^ et, par conséquent, dans

les limites i, h, si h désigne rr--0 Mo



SUR LES EXPRESSIONS APPROCHEES D UNE RACINE CARRÉE DE LA VARIABLE. ^7 [

On vo i t (lès lors que pour "les valeurs de U auxquelles s'étend r in-

U ,
(enraie

F U ,y ^ '
l 'égalité (7) sera appl icable à x == , ^ ^ si nous prenons• / / >J 1-' 1 (« Ci U p l 1 \J Cl U1 1 \-t C.l tA,' ——— ———.-, ^

M()

M
^AÏo-

En substi tuant ces valeurs de x et de h dans l'égalité (7), nous
obtenons

/_1 ,.11111 ••., - 9,/7lK

2/Z 4- 1

Comme on a supposé que pour les valeurs de u, auxquelles s'étend
l'intégrale

* U durvdu
J V/V

la fonction U reste positive, on obtient de cette égalité, où 0 reste une
q u a n t i t é indé te rminée comprise entre o et i ,

f ^/Mdn ^nK Udu
V\ 1 2 7 Z - + - Ï

.̂  - amK -- ^ 2/nKV sn2 ———— + M en2 -
U du « / 2 n -h i 2 n -i- ifU_du

J \/v(8) , , û ^ - ^ - 2 m K/a9 ^ ^^———„
2 /1 -1 -1
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Cette formule a été obtenue dans l'hypothèse
, M
^M?

on aura, par conséquent, d'après (6),
Mo-= M(i--Â-2 . ) .

Cela nous donne une relation entre les valeurs M, Mo que ne do i t
dépasser la fonction V dans les limites de l ' intégration et le module /'
qui figure dans la formule (8) et l 'équation (4).

En désignant, pour abréger,
2 m K

^Ï^-TI ^r smî

nous obtenons
2//zK /———5- - 2mK /———-,—en ———— == \j i — s^ ; d n ———— = i/ j. — /^ ̂  ,

2 / À - f - l • 2 / ^ - 4 - î • /"

^dn ̂ ^ = i + ̂ i—f^s^ 2v/T~^7:ÏÏj+. ., ̂  9Vr=~ ]̂,

d'où, en posant

(10) S ^ i + a v / 1 — ^ 2 ^ - ^ av/r— ^l-h. . .+3\/'I—^^

et
/,^ -F.,^^v/M/^:::^i r u^(, i) . i (,s) _ ———^———j y ^ + M C i - ^ -

nous aurons, d'après l 'égalité (8),

(12 ) f1-^ ̂  ̂  [F(0) + 2 F(^) + 2 F(,9,) + . . . + 2 F(.9,J].

La quanti té ô étant comprise entre o et x , cette égalité nous donne
pour 6 :-= o, Q = i les deux valeurs limites suivantes de Fintéffra le
rv y D
/ —du :

J \/v
C^-bï [ F ( o ) 4 - 2 F ( ^ ) + 2 F ( ^ ) - h . . . + 2 F ( ^ ) ] ,

f v^ ̂  [F(o) + ^ F(^) + 2 F(.9,) ̂  ...+ 2 F(.^)],



SUR LES EXPRESSIONS APPROCHÉES D 'UNE RÂCÎNE CARRÉE DE LA VARLVBLE. ^JÏ

ou l est une quantité définie par l 'équation (4) qui montre par sa
composition que / s'approche rapidement de i quand le nombre n
croît.

6. Passant aux applications des formules trouvées, nous commen-
çons par le cas où U === T , V= i — Ps in 2 ^, \ étant moindre que i.
En prenant o pour l imi te inférieure de l'intégrale

' u du /" dur u du __ r
J W~ J \\! î — À2 s in2^

nous trouvons que le maximum de la fonction

V -=. i — P sWu

dans les limites de l'intégration est î ; donc, conformément à notre
notation, on peut prendre M = î. Pour cette valeur de M l'équation (9)
donne

Mo=:ï-/c2 ,

où Mo est, pour la quantité
V •=. î — },2 sin2^

la l imite inférieure, à laquelle est applicable la formule (12). Comme
la fonction V ne doit pas dépasser la l imite M pour toutes les valeurs
de u auxquelles s'étend l'intégrale

dur</oJ \/i — A'2 sin2 u

on doit avoir, pour toutes ces valeurs de u,

î _ p sin2 u ï î — A-2

et, par conséquent,
<- A

sinu ^ .-•

Si \^k, cette condition, évidemment, sera remplie pour toute valeur
réelle de ^; par conséquent, dans le cas "^A, on pourra appliquer à

Ann. de l ' É c . Normale. 3" Série. Tome XV. — DÉCEMBRE 1898. ^0
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l'intégrale
du./J v / I — ^ â s i n 2 ^ ^

la formule (12) que lque grand que soit u. Mais, dans le cas À>/ î - ,
cette condition ne sera satisfaite que pour les valeurs de u qui ne sur-
passent pas arc sin j; par conséquent, dans ce cas, nos formules ne
seront applicables à l ' intégrale

du

^0

que moyennant la condi t ion
< ' ^u 2 arc sin y

En substi tuant dans la formule ( s i ) ,

U = i, V m — À2 si n2 u, M --= i ,

et en prenant zéro pour l imi te infér ieure d ' in tégrat ion, nous trouvons
que dans le cas considéré

? _ \/i-/r2^ F 1 1 _ _ d u _ _ _ _ _
' / ~ S ^ ( i—Psm^^+i -—^

i/l__ /^ç2 ________
== ' ^ ——^—• î i rn tnng( \ / i —- A2^2 lang^).

S y i — À2.?2

A l'aide de cette fonction et des quant i tés

•^I? ^îi ' • ' f '^nf ^i

qui (n0 5) sont déterminées par la fonction e l l ip t ique de module k,
nous obtenons, d'après (12), l 'équation qui donne les valeurs l imi tes
de l'intégrale .ni —Psin^/ '5

qui se rapprochent rapidement l'une de l'autre quand le nombre n
croît.
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7. Dans le cas particulier
/.=i/i,y 2

nous obtenons q == e'^, et, par conséquent, l ' équat ion (4)^ qui déter-
mine la quantité l pour les différentes valeurs de n, se ramène à
l 'équation

/ r -1- ^-(^4-2)71: , ^-(r2/<.4-fi}-ÏT_t \ 8
/^— T_,6.,-(^-Hiïr flZL6_______Z—________" " 1 .
f , — — 1 ÏUC - 1 _^_ ^_(2rt-rl)7r_^_ ^-(G^ 4-3)71 _^ _ ^ y

Cette équation, pour /?- == i, 2, . . . , donne

^=: 0,9993349»
/^ 0,9999988,

On voit, dès lors, avec quelle rapidité se rapprochent l ' u n e de
l'autre, lorsque le nombre n croît, les valeurs l imites de l 'intégrale

/'»y(i

du

' i —À2 s in 2 ^

données par la formule (12).
En posant dans cette formule n = r , nous obtenons

f"-^—=^
Jy V I ~ À sm u

Comme pour k ==- \ / ' " > n = ï l 'équation qui détermine S revient à
l'égalité

^ =1+^/1- ̂

et sn2^1 ==^^ est égal à 0,9002226, nous obtenons

Sr= 2,5424652,
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et, par conséquent, d'après (n), pour k == i/-, il vient

i/ i — - ̂  arctang^i — À2^2 tang«)
F(^ == y———2———————===—————.

2,5434652\/ I—À ^ .<?2

En faisant alors
^==0, .Ç ==: ^i==: 0,9002220,

nous obtenons
F(o) =0,3933195^

T-,/ ^ _ o^3o334oa arc tangC^i—o,8104007 X2 tang^)
t ^ .?! ^ ——— ———————————————————————.———— • —————-———•T11"1- , ,,,,————————————————————— y

\ji—o, 8104007 À2

ce qui donne, après la substitution dans l'égalité (12), la formule

suivante pour la détermination de Fintéffrale f _^___ :
b J, ^-VsWu

~1- fo, 3q33 îo5 u -h 0^606680/i• arcl̂ Cv/J^^I|Î ^^ tang^.)"] ^
/20 L ? l ' v/ï':::::^7o4oo7I2 J'

En posant ^ ==^2, nous trouvons que, dans le cas considéré, l'éga-
l i té (12) se ramène à la suivante

j v^T^iÏÏ^^^^ ^arctang(Rlta"g^+llarctang(R,tang^)j,

où
A= 0,2360679, Bi=:o,4i88o6o, Bâ=o,345i238,

i=:R/i— 0,4262987 P, R2^\/7^^793T373oI2.

Les formules semblables relatives à l ' intégrale

/'/ ̂ -4- p sin2 u __ ^/
^ ^ ^ 4̂ 78110̂  ^Y-^T^^

se déduisent de l'égalité (12) en faisant

TT-^. ï + ^ s i n 2 ^ . . ,
""^Tysm^5 V=:i~A^m^..
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8. En mettant dans l'égalité (12), à la place de U et V, différentes
fonctions, nous obtenons les formules qui donnent les valeurs limites
des intégrales de la forme

fl]du

J 7T
dont le calcul présente souvent de grandes difficultés.

Ainsi, en posant

V = = i — P sin2^, U = = < ï > ( t a n g ^ z ) ,

où <& (tangîz) est une fonction qui reste positive dans les l imites de
l ' in tégrat ion, nous obtenons

r ^I t^g4-^=^^F(o)+2F(^)+2F
J \ / i-—Psin2^ ^j

ou
__ ^i—/^^ r" €>(tan^^)^

l . ( ^ ) _ _ ^ j i—^^sin^/

Ces formules, d'après la remarque du n° 6, auront lieu pour toute
valeur de u, si À^/'.

En supposant que cette condition est remplie et en prenant ^ pour
limite supérieure d'intégration, nous déduisons de ces formules

r̂ iiiî ^
^/ \/i — P s i n 2 ^ l^

__________ 7C

y/1 — y<:2^2 ^^(lang^)^
( tç)"~ S ^ i — P ^ s i n 2 ^ /

En posant dans la dernière intégrale t a n g ^ = = ^ , nous trouvons

qu'elle se transforme en l'intégrale ( T^TT^êï^ P81* conséquent,
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l 'égalité (ii), qui détermine la fonction F(^) dans le cas considéré, se
ramené a

F^-^-=-^ r ^(2)dz
1^-- S / i4-(i-}^2)^'S ,/, i+(i-.}^;

On voit dès lors que la formule, obtenue pour la déterminat ion de
l'intégrale

71;

/'2 €»( tang^)^
^ ^r^^T^nT2^

ne contiendra que les intégrales de la forme

r00 ^(z)ds
j ^.(^^s2)^

intégrales dont l'expression est connue pour quelques valeurs particu-
lières de la fonction ^(/s). Ainsi , dans le cas

^{z)=:zP-\ o<p<i,

nous obtenons

r" ^{z)dz ^ r00 zp^dz ^___^____
^ ^(.-^)..-^ ^^^^"-^in^^^^

et, par conséquent, en déterminant l'intégrale

/'i ^(tQtngu)du __ /lï iwy^udu
/i. — À 2 sin2^ '""" J^ \/i — À2^'!2^?

d'après (12) on aura

,^=_^^_,
2sinp T C( I—^.î2) ÏS
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par conséquent, elle donne

" / i- ^T" / i—^7"
r^ iwy^udu __7i t "^V (i-- ̂ ^'^'''""^V (1—P.y jQ^.

^ ^1-^^^""^ ^sin^
2 .

d'où, en substituant la valeur de S d'après (10), nous obtenons

^ ! / i — ^ 2 ^ ' /""i — A-7^""
/-^jlang^1^^ ̂  _ 2 7T I+ 2 V (i^- ̂ ^1^^

^ \/ ̂ ^r^^ ^ si n ̂  i + 2 ̂ "̂ ^^ "̂̂  -4-. .. + 2 y71 — A-'^i
2

Dans le cas particulier où le module îc est pris égal à i / ^ et n égal
à i, cette égalité, après la substitution de la valeur

2K ,,?i = sn — = 0,9002226,

donne comme détermination de l'intégrale
71:

y*3 tang^-1 u du
J ^i — X2 s'in2^^ o •

pour T^i / - la formule suivante' - y '2

i7r F s „ . o,6o668o5 1——————^\ 0,3933l95 + —————————————————^ h

Z20 sin ̂  ̂  (•( _ o,8io4o4oo7 }.2 ) î ]

OÙ
z2 ==0,99935/19.

En posant n = 2 pour la même valeur du module k, nous obtenons
comme détermination de l'intégrale

•rc
/^^'tang^-1^^

^ ^.^-^^^^^
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dans le cas À5 i / - 1 ^ la formule suivante"V 2

OU

i
-7T2 F o/-* /. 0,4188060 o,345i258

———— 0,23606704- ———————————— 4- ———————————
^ . p^\ P P

1 ^y L ( T - O , 426^987 5;2)1 (i-~o,93i3i3oP)^

^^ 0,9999988.

FIN DU TOM:E XV DE LÀ TROISIÈME SÉRIE.


