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DEMONSTRATION DE L’EQUATION

Par M. H. vox MANGOLDT.

(Sitsungsberichte der Berliner Akademie, 22 juli 1897.)
Communication présentée par M. H.-A. Scawigz.

Traduit par M. L. LAUGEL.

Conformément a la notation introduite par M. F. Mertens ('), dans
ce qui suit, (%) désigne une fonction de I'argument %, nombre
entier positif, qui est :

=1, pour k=1;

=0, lorsque £ est divisible par un nombre carré différent de 1;

= — 1, lorsque % est composé d’'un nombre impair de facteurs pre-
miers différents;

= 1, lorsque £ est composé d’un nombre pair de facteurs pre-
miers différents.

Cela étant, les premiers termes de la série du titre, apres suppres-
sion des termes évanouissants, sont

(1) Ueber eintge asymptotische Gesetze der Zahlentheorie (Journal f. d.r. u. a. Mathe -
matik, Bd. 77, S. 289; 1874).
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Cette suite renferme toutes les valeurs que prend 'expression #—)
pour des valeurs numériques entieres positives de £, et cela dans I’ ordre
ow elles se présentent lorsque l'on remplace k successivement par tous les
nombres de la série naturelle des entiers.

Nous démontrerons que la série du titre est conyergente et a pour somme
z€ro.

Cette affirmation a été déja énoncée par Euler ('). Mais les raisons
qu'en donne Euler ne sont pas suffisantes, car il ne savait pas encore
que, dans certaines hypotheses, pour pouvoir décider si une série
donnée est convergente ou non, et pour trouver sa somme, on doit
connaitre non seulement les valeurs des termes de la série, mais
encore l'ordre de ces termes.

Autant que je sais, on n’a pas encore réussi & donner une démon-
stration rigoureuse de l'affirmation d’Euler. Mais, depuis les résultats
pleins de valeur dont MM. Hadamard (*) et de La Vallée Poussin (*)
ont enrichi la théorie de la fonction {(s) de Riemann, les plus grandes
difficultés sont levées, et il parait possible, je crois, d’arriver & une
démonstration a 'abri d’objections : ¢’est le but de ce qui suit.

1. Lorsque m désigne un nombre entier positif, si 'on remplace d
successivement par tous les diviseurs de m, on a toujours

E ®(d)=o,

4 'unique exception du cas m =1 ol I'on a

ZIJ.((Z) N

(1) Introductio in analysin infinitorum, t. 1, cap. XV, Nr. 277, exemplum I; Lau-
sannae, 1748.

(2) Ltude sur les propriéiés des fonctions entiéres et, en particulicr, d'une fonction
considérée par Riemann (Journal de Mathématiques pures et appliqudées, 4° série, t.IX,
p. 171-215; 1893).

Sur les zéros de la fonction L(s) de Riemann (Comptes rendus, t. CXXII, p. 1470-
14735 1896).

Sur la distribution des zéros de la fonction {(s) et ses conséquences arithmétiques
(Bulletin de la Société mathématique de France, t. XXIV; 1896).

(3) Recherches analytiques sur la théorie des nombres premiers, premiére Partic (An-
nales de la Sociéte scientifique de Bruxelles, t. XX, 2¢ Partie; 1896).
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Cette propriété fondamentale de la fonction w s’établit par des consi-
dérations tout & fait simples et élémentaires (') et a déja été démon-
trée par Mobius (*). De cette propriété résulte immédiatement pour
chaque (*) valeur réelle de n quin’est pas inférieure & 1 et pour chaque
valeur de I’exposant r, I’équation suivante

n

(1) E{J‘/flt)‘)/:]'

k=1 =1

in cffet, en réunissant chaque fois, apres avoir effectué convena-
blement les multiplications prescrites, tous les termes ol le produit 4A
a la méme valeur, le premier membre prend Ia forme

n

Z:TEP'(([‘/)

v=1

olt 'on doit remplacer chaque fois @, par tous les diviseurs successifs
de v; mais, par suite de la propriété précitée de la fonction ., tous les
termes de la somme étendue & v sont égaux i zéro, a 'exception du
premier qui a pour valeur 1.

Maintenant, si I'on désigne par [z] le plus grand entier contenu
en z, on tire de (1), pour « =o, I'équation donnée par M. R. Lip-
schitz (")

(2) Z[J(/. [;]:

k=1

(V) Comparer P. BscuMaANN, Die aralytische Zahlentheorie, S. 308-310; Leipzig, 1894.
(2) Ueber eine besondere Art won Umkehrung der Reilen (Journal f. d. r. u. a. Math.,
Bd. g, S. 108-1171; 1832, et Gesammelte Werke, Bd. 4, S. 595-597: Leipzig, 1887).
(*) Pour des raisons qui se justifieront par la suite, ¢’est & dessein que le nombre »
k=1
n’est pas soumis a la restriction d’étre un nombre cntier. Par Zf(/c), on devra chaque

n
fois entendre la somme de toutes les valeurs f(k), obtenues, lorsque 'on remplace suc-
cessivement 4 par tous les nombres entiers qui ne sont pas situés en dehors de I'in-
tervalle (1...n).
(*) Comptes rendus, vol. LXXXIX, p. 949; 1879.

Ann. de I’fc. Normale. 3¢ Séric. Tome X V. — Novenere 1898. 55
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ou, si 'on pose pour abréger
_l_l_- ny
A I B
n
Dplh) T =1+ X p(k) s

k=1 k=1

I'équation

Maintenant, puisque
p()ry=ri=n—|[n],

et, puisque lavaleur absolue de lasomme de tous les autres termes ren-

n

fermés en E (&) r, ne surpasse pas [n ] — 1, on obtient

k=1
n
2,““2:]

k=1

A

L.

En divisant par z, on est conduit, par suite, & la proposition sui-
vante :

Liyve 1. — La valeur absolue de la somme

n

EIJ-(/:/")

k=1

nest jamais supérieure a 1, quelle que sout la valeur de la limite de som-
mation supérieure n (').

Maintenant, en sccond lieu, si, dans I’équation (1), 'on poser=1,
on obtient

n /'Tl
STECH Y

k=1 h=1

(1) Ce théoreme a été déja démontré de la méme fagon par M. J.-P. Gram dans un
Mémoire couronné : Undersdgesler angaaende Macngden af Primial under an given
Graense, Kopenhagen, 1884 (Mémoires de I'Académic royale de Coperhague, 6° série,
classe des Sciences, vol. II, p. 197-198).
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olt C=0,5772156649... désigne la constante dite d’Euler, et ol
oL T 1.

Si I'on désigne maintenant par 3,, S,, 9, des nombres dont il suftit
de savoir qu’ils sont Z o, mais <Cr, on obtient d’abord, en appliquant
le théoreme de Taylor sous sa forme la plus simple,

n| noN__,n .
I‘ZJ = </: ! I”> - l/{ n ’

Mais, puisqu’on a toujours

. I n
re<< > —/:-
et, par conséquent,
n ST I n
PN ¢

et que, en outre, r,<C 1, on peut donner a I’équation précédente la
forme

n k
/Lr]: In— U — 25, %

v (2

On peut, en outre, transformer encore

}

n

*
I § -k
2 =in—lk+C+(5—2%)
r=1 '

=3
-~

W

<

en

M
.

M

2

—!

NP

On obtient ainsi

7

et, sil'on porte cette derniere valeur en (3), il vient

n y n ) Lk n p n i
ZILZ[JL(/:)——EH( /.') :1~C2ﬂ/{—)+22(232——:3)p(/{).
k=1

k=1 k=1 k=1
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En ayant alors égard au lemme I, on déduit de ce qui précede la
proposition suivante :

Lenye 1. — La valeur absolue de la dufférence

(k) N )
lnz T ——}_‘ 7

=1 k=1
ne peut jamais étre superieure a la valeur
3+ G,

quelle que soit d’ailleurs la valeur de la limite supérieure n des sommes.

2. Dans les pages suivantes, je ferai en partie usage des mémes
notions que dans mon travail, publi¢ dans le tome 114 du Journal
de Crelle, sous le titre : Zu Riemann’s Abhandlung « Ucber dic Anzahl
der Primzsahlen unter einer gegebenen Grosse » ('), En particulier, le
symbole A(z, r) a la signification indiquée page 279.

Afin d’éviter les longueurs dans Pexposition qui pourraicnt pro-
venir de ce fait que I'expression A(x, r), regardée comme fonction
de @, prend & chaque saut brusque la valeur moyenne entre celles
immédiatement voisines, le nombre réel n, satisfaisant & la condition
nZ 1, sera, pour 'instant, soumis & la restriction de ne pas étre un
entier. Alors, de la définition de la fonction A(a,r), résulte que pour
chaque valeur admissible de » et pour chaque valeur de r, on a I’équa-
tion

7

= (fe) Uk Qplhy  (n
zl—————————/t, :———Z{/l—l-“A 7:9/).

ko=t k=1

Pour la démontrer, il est seulement nécessaire de transformer en
une somme chaque terme du premier membre ou £ est un nombre

(1) Un extrait de ce travail, publié dans les Berliner Berichte, p. 883-896; 1894, a
paru en francais dans les dnrnales de I’ Ecole Normale supcrieure, 3° série, t. XIII; 1896.
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composé en décomposant le facteur /& en la somme des logarithmes
des facteurs premiers de #.

Sil’on réunit alors toutes ces parties du premiermembre de1'équa-
tion (4) qui ont comme facteur le logarithme d’'un méme nombre
premier, alors le logarithme /p d’'un nombre premier quelconque infé-
rieur & z se présente chaque fois multiplié par le facteur

I.

n
: P
F 2B

Mais maintenant on a
p(hp)y =— (k)

lorsque £ n’est pas divisible par p ct
p(hp)=o
lorsque £ est au contraire divisible par p
. k . . , .
Si I'on pose alors 5= A, on peut donner a la derniere équation la

forme
plhp) =—p(k) +p(2p)

d’ou résulte

n n

1 (J(Ap) p(A) I ;.L(/p)
p"}d k" 2 kr p"z a

k=1 k=1 k=1

En transformant de la méme maniere la deuxieme somme du second
membre au cas ol elle ne disparait pas d’elle-méme, et en procédant
encore ainsi tant que cela est nécessaire, on arrive, apres un nombre
fini de telles opérations, a I’équation

n n n n
n

P p?
L elhp) el 1 el el
P e T p"z k" pﬂ"zl kr [)3"2 kr

k=1 k=1 k=1 k=1

Mais le second membre de cette équation est exactement identique
avec le facteur qu’acquiert {p dans le second membre de I'équation (4)
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. n . .
lorsque, pour les expressions A <7, r>, on y introduit les sommes cor-

respondantes. L’équation (4) est ainsi démontrée.
En la multipliant par »’, il vient

SN N (N ()
R == e () A
k=1 k=1
et, en différentiant par rapport & , on obtient

(3) nr z,zﬁ——“jj,?”‘éi“—(%ﬁlk)? z—él"(")%[@)r’\(%"ﬂ'
k=1 T

k=1 k=1

C’est au moyen de cette équation que l’on obtient la formule sur
laquelle repose la démonstration que nous avons en vue. Pour y par-
venir, dans chaque terme des sommes du second membre, on rempla-
cera la fonction arithmétique A par son expression analytique, telle
qu’elle est donnée par I’équation (55) de la page 292 de mon travail
déja cité; on fera alors tendre r vers 1 et puis » vers I’infini, apres
quoi il ne restera plus qu’a cffectuer quelques simplifications faciles.

L’opération effective de ces transformations nécessite quelques cal-
culs.

D’abord, il est avantageux de donner & I’équation (55) précitée une
autre forme, ce qui nécessite 'emploi de quelques formules que I’on
trouvera aux pages 279 et 284 du Mémoire déja cilé.

A cet effet, nous imposerons au nombre 7 la restriction de n’étre ni
égal a 1, ni égal & aucun des zéros de la fonction {(s). De la derniere
équation de la page 279 (loc. cit.), on tire alors, en faisant s = o,

@
1

aig(ry _ 1 ; N 1 S 2(r—1)
dr _r—l_”"’ln“Z(ﬂ'lnﬁ-l+1'+2n>— (r—Ireal’
V=1

n=1

Ensuite, si nous donnons & I’équation

- . 1 T 1
“:llm(l—?‘-——1—:——!—-...-}————~-————[‘)>,
V= 2 3 v —1
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o)

qui définit la constante C, la forme

0= 2 (i + 1)

n=1

et si l’on combine cette équation avec la formule précédente ‘qui

{£(s)

d , on obtient

donne —

(UC I) 1 1 2 ,_;)
Tdr r—I—-"'TlTE_ C+2'Jn(l —+2an) 2(/—%2—1—053.

n=1

De cette équation et de ’équation (55) (loc. cit., p. 292), on tire

o T diL(r) 2(r—1) T
Az, r)= — — = Z(, ? -—2\\.,(1.,1)

r dr 1)—+—c<- e 1 421
V=1 n=1 V=1
Mais maintenant, comme cela s’obtient immédiatement au moyen
des deux dernieres équations de la page 284 du Mémoire déja cité,
on a

.1
W, (2, ry= 2" —=3) _1,.—'~+r§~<

X r—al
; .+ .
(r—=%1)2—+oa; r—4—a,l r—3Y—+ay

Si I'on introduit cette derniere valeur dans la formule qui la pré-
cede, on obtient, apres avoir multiplié par 27,

x a’lC(l )
6 2" Az, r)y= —
(6) (2, 7) 1—r dr
L .
R {;Z z% N a1
T ey { ayl  r—Lt 4ol
v=1 v=1

C’est la la transformation de I’équation (55) (loc. ciz.) que nous dé-
sirions obtenir.
De l’équation (6), en différentiant par rapport & 7, on tire
amg(ry o arig(r)

(7) [1 ‘Az, ’)]" 15———x"lx dr e
" “w

L o L 2% oy
“2‘ N 2_‘7’"2 1 v v Y
(r~+2v) (r—3—ot) (r—y-+oi)®

v=1 Vo=
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Ce qui rend cette équation remarquable, ¢’est que les séries infinies
du second membre sont toutes deux uniformeément convergentes pour
toutes les valeurs de «# qui sont comprises dans un intervalle quel-
conque fini dont la limite inférieure est 1, et pour toutes les valears
de r qui appartiennent & une région quelconque finie ne renfermant
ni & son intérieur ni sur son contour aucun zéro de la fonction {(s).
C'est précisément pour cette raison que ’on ne peut élever aucune
objection justifiable contre la différentiation des séries qui se pré-
sentent dans I’équation (6) pratiquée par la différentiation des termes
individuels.

Des équations (6) et (7) on conclut maintenant

, | k) itk Iy (L)
(8) n [anH(/{) ZP‘( )( J

k=1 k=1

n
SR

dr?
(i)

/-=I

—)’

. 7\ @t n —ttyl
2\* xa (T) (—/.—>
A ~z T oy
</.‘> 24 (r—3—ay)y?  (r—>1-+a,0)>
V=1

(1+'>v

Supposons que, dans cette équation, I’on ait fait
r=I1+p,

et que l'on ait alors développé les deux membres suivant les puis-
sances ascendantes de p.
Puisque I'on a, comme 'on sait ('),

:(]’*—P):é+‘:+CIP+C2P2+...,

ol C désigne encore la constante d’Euler, et C,, C,, ... des coefficients

(v) Comparer : A. Piurz, Ueber das Gesetz, nach welchem u. s. w., Diss., S. 6-7,
Berling 1881, ou P. Bacnmanw, Die analytische Zahlentheorie, S. 468-470, Leipzig,
1894. v
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indépendants de g, dont il n’est pas nécessaire de connaitre la valeur
numérique dans ce qui suit, 'on aura

Bu+o)=—1lo+{(1+Cp+Cp*+...)
=—lo+Cop+ (C—C)p2+. ..
[ ~ ~ "
— e - - O+ (2, — Do+ L,
dp ‘

.
ElRUxe) o L0,
dp* . P-

et de (8), en y égalant dans les deux membres les parties indépen-
dantes de g, on tire alors

SNl Uy

k=1 k=1

1 n\* . n,n a1
5\(1—,;) "‘(J(l": (2C, C)/E

I N\ - : . | < p(k) LJ_(A‘/._)‘l/l
M_zl,,(ﬁ)gz[(zlz) 2ln U+ (U)*] + Cn 1,;2_—/: e
k=1 k=1 =1
VO — (2 B (k) »
~+ (2 (,)112 T 2(I+ e Z(J(/.)/"
k=1 v=1

Loy

+% T'—:U l)zzn‘ (/“><%>§+“. G —+—Jt) 2[(/' <_>

ou, apres division par n et suppression des termes égaux de part et

Ann. de 'Fe. Normale. 3° Série. Tome XV. — DEGENBRE 1898. 56
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&)

44
dautre,

Loy S B N (k) (1)
(9) s (ny Y T 22—» -

k=1 k=1
A, et~ ph)
=0 B [Ny
lnE f z /.
k=1 k=1
e B S
e p (2v—+1)* p(R)A
=1 V=1 k=1

Loy,

13 = Zeo(d) T e 2o (h)

Mais, dans cette équation, les valeurs absolues des trois premiers
termes du second mmnbro ne peuvent jamais surpasser certaines li-
mites finies.

La valeur absolue du premier terme ne peut jamais surpasser la
limite C(3 + C), en vertu du lemme IT.

Celle dusecond ne peut jamais surpasser
vertu du lemme 1.

oyl

— C*[, en

@

\ RN . . - 1
Celle du troisitme ne peut jamais surpasser la limite 2 Gy

V==l

puisque I'on a (oujours

ZIJ(/.)/.” 2‘/"’</1 n¥ = p*+t,

/.__I k=1

Enfin, quant au quatrieme terme do second membre de I'équa-
tion (9), on peut démontrer la proposition suivante :

Si l'on attribue a une constante arbitraire posi{iw’ e une valeur aussi
pelite que l'on veut, il sera toujours possible d’assigner au nombre n une
limite N, telle que la valeur absolue du quatriéme terme en question so:t
inférieure & eln pour toutes les valeurs de n vérifiant la condition n > N.

En effet, puisque les parties réelles des zéros L+ o, de la fone-
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tion {(s) ne surpassent jamais la valeur 1, on a d’abord

é;p<k>(%)

pourvu que Uon ait n > e.
Ensuite, de la démonstration donnée par M. Hadamard ('), que la

=g

11—

\;z <’Z(X+/ >_.n(l—l—l/z)<2n.ln,

série E Vi/ converge absolument, il s’ensuit qu’il est toujours possible
v=1

de déterminer un nombre entier positif G tel que chacune des deux

sommes

-] @
[l 1 T
2, T el Z T
!2_a‘/l 5+
v=G+1 v =G-+1

soit inféricure & 5e.
Cela ayant licu, on a pour chaque valeur de n supérieure i <.

w [ 1+1,: . n Tl,"lv" \

' N\ [ n\?

% LQ_J P2 } (k) < ) +———(;+av[~)-2%p(/.)<-/:> |

¢ T n .1,+:‘vf }—1“'

N\ 1 . n\* n\? .
<\ L————(_;__a L)IZ“(")(/S) + T Zp(/. ( ) +len.

v=1 k=

En effet, dans les sommes da premier membre, la valeur absolue de
la somme de tous ces termes ol v >G est, d’apres ce qui précede,

inféricure a
w0
2 an.ln N an.ln
T=ail " [T+ai)

V=641

et par conséquent, a fortior:, inférieure a yen.ln.
En disposant convenablement de » on peut maintenant aussi abaisser
la premiere partie du second membre de I'inégalité (10) au-dessous de

(1) Comparer le Mémoire de M. Hadamard déja cilé : Ltude sur les propriétés, ete.,
P- 210 & 213,

in.
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la valeur fen.ln. En effet, puisque la fonction {(s), comme lont
démontré MM. Hadamard et de la Vallée Poussin ('), ne possede pas
de zéros dont la partie réelle est égale a 1, la plus grande valeur que
puisse prendre la partie réelle de I'expression '

1 7
5 -+ oy,

sous la condition v G est plus petite que 1. Si l'on désigne celte valeur
maxima par v, on a, dans chaque terme de la somme qui se trouve
au commencement du second membre de U'inégalité (10),

LEpy

: n\" _ . n\ "dr n
e — < - n —_—— T ey
!ZH(/)<A‘> :Z(/;) <# ['; Pl I—n
k=1 k

/ >
=1

et, par suite, la valeur absolue de cette somme méme, si 'on pose pour

abréger .

Wl 1 1
2‘ <m + [ ';"5::;?].1) =M

L=}

est plus petite que

rZa
M,
L — 7
et, par suite, plus petite que
ten.in,
pourvu que 'on ait
M
— < leln,
11— -
¢’est-a-dive
2M

n>es=,

Aprés avoir établi cela, on reconnait aisément que le quatrieme
terme du second membre de I'équation () possede elfectivement la
propriété précédemment énoneée. Eu égard & ce fait et & ce que ona
dit relativement aux trois premiers membres, il résulte de () apres

(1) Foir les Mémoires déja cités.
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division par }/n

. AN pCA) 1 N pr(K) (LAR)?
t U e D e
k=1 k=1

Puisque la fonction de n, sous le signe lim dans le premier membre
de cette équh[ion, varie d’une maniere continue, lorsque 2 croissant
ou décroissant d’'une maniere continue passe par une valeur numé-
rique entiere, I'on peut des & présent laisser de coté la restriction que
n ne doit pas prendre des valeurs numériques enticres.

En employant un artifice connu indigqué par Dirichlet, 'on obtient

n 3 k—1

1 ﬁ[.L(/.)(l/. LN e N u(?) p./)
//:,2! I [,LZ(M) Z 2‘
k=1 k=2 _h=1 h=1
n k n
e LN ey STED) [ O] p(A)
—“/nZ)(‘U') LeCk "‘)]9\2 7 in ;«2 ke
k=1 A=1 k=1

Maintenant puisque

[l(’z+l)] (l ) 01__(___.__11—*-:_5_). -:_-:lll-!——:-z— l—(,—l“+j) (0<3<1)
Tn n—+3 n n+3

et que la seconde partie du second membre s’évanouit pour » crois-
sant sans limites, on peut donner, a 'équation (11) la forme

n

k
. I QO : N _p.__ .
(12) MD—ZEJUM+Q]—1A 2:7 =o.

n=sw | L
k=1

Mais maintenant, d’apres le théoreme de Taylor, on a

ol 1—Ll(k+5)

[1(A+1)]2~(1A)_ = EEE (0T <)

Ensuite comme la valeur absolue de la somme

N Lk 5) N )
;/_d (/u -f-.:) ‘/‘/T—‘x A
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ainsi que cela se reconnait en se reportant au lemme I, reste toujours
inférieure au nombre fini
@«
2 1+ (k+9)
(k+3)

k=1

on pourra toujours, au lieu de (12), écrire plus simplement

. ) e/ aareyy B
(li)) ’}lznl 27; TE—“" = 0.

(est 1a la formule dont nous avons précédemment parlé comme
étant la base de la démonstration que nous cherchons & établir.

3. Sotent = la limite inférieure d’indétermination et U la limite
supérieure d'indétermination de la somme

v
z p(1)
-~ )’ ’
h=1

pour £ augmentant sans limites.
On conclut alors de (13) :

I. La limite inférieure d’indélermination u ne peut pas étre positive.

in effet, admettons que I’on ait > o3 on pourrait alors toujours
déterminer un nombre entier positif £, supérieur i 2, tel que pour
chaque valeur de & satisfaisant & la condition

kZky

ait lieu I'inégalité
k

2
2 #(‘ ) 3
r=1 ’

=

5 tu.
Si I'on posait alors pour abréger
o U N p()
2 =\ E——(I—l =A(n),
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D o 1 2 “' 2 A « M A
on aurait pour n > &, U'inégalité

n

K
oy — ' . 1 u Uk
l/zA(n)—lle(/lo 1+ lna—l 2 I_A(/W—I)—*_ZZ,ZZ_IT'

k=k,

Comme £,2 3, il s’ensuivrait que I'on aurait

T 1 . I “le , 1 ) u N, U
EA(N)>FLA(A°——I)+Q_-£ ;dxwE:‘\(/xo—l)—m(ll.o)-—i—zln,

» . . . I . -
¢’est-a-dire que I'expression — A(n), pour n augmentant sans limites,
in ©

deviendrait infiniment grande, ce qui serait en contradiction avec
Iéquation (13).
D'une fa¢on toute pareille, on trouve que :

1. La limite superieure d’indétermination U ne peut pas élre négatise.

A l'aide de considérations un peu plus compliquées, on trouve aussi
que

1. La limite supéricure d’indetermination U ne peuwt pas étre positive.

Car ’hypothese U >> o ne serait pas non plus compatible avec 1'équa-
( )

tion (13), puisqu’il s’ensuivrait que le quotient > pour des varia-

tions de n dans lintervalle (G...-+ ), pourralt toujours encore
éprouver des oscillations qui surpasseraient une certaine constante
positive, quelque loin que lon fit reculer la limite inférieure G de
'intervalle assigné.

On reconnait cela, si I’on dispose dés Je commencement de quelques
nombres que 'on peut prendre arbitrairement entre certaines limites
de maniére & obtenir des formules simples, par les considérations sui-
vantes :

Si U était > o, on pourrait, comme cela résulte directement de la
signification de U et de I’équation (13), apres avoir choisi arbitraire-
ment un nombre quelconque G, supéricur a e, aussi grand que lon
voudra, toujours trouver un nombre entier positif r, qui vérifierait les
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inégalités suivantes :

ny>G,
1 U
(14) <1
) n,y H )) .
(13) Y5>
=1
(16) AE,:ZUO) <5 U0

Mais comme, d’apres ce qui précede, uSo, il faudrait qu’il y eat des
valeurs de n qui seraient > », et telles que 'on et

H())
e

Si 'on désignait alors par n, + 1 la plus petite de ces valeurs, on
aurait

ng+1 )
(17) E—()\—) 1U;
=1 '
tandis que, pour
neZ kS ny
on aurait
k
(18) PO Ry
D=1

De (15) et (17) on tirerait par soustraction

ny+1

S 0

).=n0+1

A fortiori I'on devrait avoir

ny+1

> SE<—iy,
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ou
n,+1
I
— 107
2 5>t
h=ny+1
Mais on a
ny 1
l 1 Tl e =1
S g,
2 o &x 7y
h=ny+1 "o
par conséquent, I'on aurait
ny 4+
S L
g
ou
lu
(r9) ng-+—1>nyet .

Maintenant, de I’équation

7y 3
Alny) A(ny) 1 RN
n, ~— “ln, ~ In, 2 TZ

hk=ny+1 =1

p(2) R
p (lno lrn, A

" \

s’ensuivrait, en ayant égard a (18),

ny

A(ny) A(ny) N I 1/ n,— ln, A(n,)
i, ~ In, >3U n, 2 a (rn, ln,
h=ny=-1
gl S kA
>3U in, 2 k in, !’
f==ny=-1

et, en ayant égard a (16),

A(ny) _f&(no) -1y I l/f___LU2

in, In, 57 n, k 54
k=n,+1

- g1 [T
>1U f —dx — -} U?
x
n

in, vt

l(n,—|-1)+l(no—|—1)lnt—+—l o
in, Tty I s

> 10U

Pl 4 e

1
>°Ul/zo+1

Ann. de I’Ec. Normale. 3° Série. Tome X V. — DiceMnre 1898.
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puis, en ayant égard a (19)

tu
A(ny)  An) %U[ﬁ‘fi——-—r', U:
In, in, o+ 1 o
>p0fiu— (i) |- v
n,
. T 9
> 75Ut —g - U —5 U

ct, enfin, en ayant égard & (14)

Alny))  A(ny)
n, ~ n,
A(n)

Done le quotient =, =, lorsque ~ croit de n, 4 n,, augmenterait de

plus de 3 U%. Mais, puisque cela est incompatible avec I'équation (13),
I’hypothese U > o doit étre rejetée.
On démontre d'une facon tout analogue que :

1 1J2 1 12 L U2z—.L 2
>WU_‘105U‘—ﬁU—3eU‘

IV. La limite inférieure d’indetermination u ne peut pas étre négaltice.
Les théoremes I-IV excluent donc toute possibilité autre que

celle-cti :

3
(20) lim 2 &(;—) =o0

k= o
r=1

Or, c’est la précisément I’énoncé du titre.

4. Du résultat que nous venons d’obtenir, on obtient comme simple
conséquence la proposition suivante :

TntoriME. — Pour n croissant indefiniment, la somme
n
(k)
k=1

devient infiniment petite par rapport @ n, c¢’est-a-dire que l'on a

n=ow

. 1
(21) lim ;ZZ‘“(/‘) =o.
k=1
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Démonstration. — Si I’on pose pour abréger

*

ZH()):M(/;) (k=1,2,3,...),

=1

en ajoutant que M(o) doit étre = o, on a pour chaque valeur positive
de n

p(h)

ZZ[M(/L")——M(/:—.)]%,

k=1 k=1

d’ott Pon conclut facilement que

< (k) ~a M(A) M(n)
(22) 2 k _2-[/.'(/.‘4—1) + w1
k=1 k=1 ’

Soit maintenant ¢ lalimite inférieure d indétermination et Vla limite
supéricure d’indétermination du quotient

pour n croissant sans limites. On obtient alors d’abord ce résultat :
¢ ne peut pas étre positif.

En effet, sile contraire avaitlieu, on pourrait déterminer un nombre
entier positif £, tel que, pour £>£,, on aurait continuellement

M(k) _ |
R
mais alors, par suite de (22), 'on aurait pour » > &, I'inégalité

n

[J(/\ M%) 1 ’
Z EA(A+1) o X i

k=1 k=1 k=ly+1

n
’ 3 . X /.' . . . .
¢’est-d-dire que la somme &—(I——) pour n croissant sans limites devien-
(s
k=1
drait infiniment grande, ce qui est impossible.



II. YON MANGOLDT.

45

&

On trouve en second lieu que :
Y non plus ne peut pas étre positif.

En effet, si le contraire avait lieu, on pourrait d’abord, apres avoir
choisi arbitrairement un nombre positif G, aussi grand que I’on vou-
drait, déterminer un nombre entier v tel que I'on et

v>G
et que I'on eat
puis un nombre entier n, tel que I'on eut simultanément les inéga-
lités
n>v et %1}%%>—f\’
Sil'on désignait alors par n, le plus grand nombre enticr inférieur
a n,, qui satisfasse & la condition

M(n,)
— oty
NoA4-1 %7
on aul'ﬂi[ a]Ol'S
G<oelng,

et, pour toutes les valeurs de £ qui vérifieraient la condition

ny<< kin,

on aurait

~

M(E) >
1 2

V.

—

v

~!

Mais, en ayant égard & ces inégalités, on tirerait de (22) les rela-
tions suivantes

Z p (k) ”“2 B s MU M(n) M)
k kT Ik =+1)  ny-+1 g1
k=1 k=1 h==ny+1

n,
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), pour n croissant sans limites, éprouverait ainsi

La somme 2‘
k=1

des oscillations d'amplitude supérieure a 3V, ce qui serait en contra-
diction avec I’équation (20). Par conséquent, I'hypothese V> o est
inadmissible.

D’une maniere toute pareille, on peut exclure les valeurs négatives
des nombres V et ¢.

Il ne reste donce plus que la possibilité

et, par conséquent, aussi

comme on avait alfirmé.
D’une maniere toute pareille, on obtient le théoreme plus général
suivant qui renferme le précédent comme cas particulier.

Si l'on désigne par a. un exposant quelconque réel qui n'est pas infe-
rieur « — 1 lon a loujours

. I
lim ;,mzp.(/l-)/fa =o.

23 -
( d) e k=1

En effet, si I'on pose pour abrécer,
o)

.
Ey().)lﬂ—_—N(/r) (k=1,2,3,...)

L=1
on a
o ;L(A _ . 1 N(n)
Z -—ZI Jar P () k= EV(A [/““ (/"—i—l)""l] - (72 - 1)%1
ko= k=1 k=1

N(4) N(n)
(j+')}-i (A 500272 7 (4 r)z+t’

ol chacun des nombres S; est compris entre o et 1, et de cette équa-
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tion I'on peut tirer des conclusions tout analogues a celles qui ont
été déduites précédemment.

De la méme manitre, on peut encore obtenir une infinité d’équa-
tions du méme type que (23), parmi lesquelles nous mettrons en évi-
dence seulement la suivante

n

. I
(24) lim mE(J.(/")l/f =o.

Nz

k=1

Il n’y a non plus aucune difficulté & étendre les résultats acquis &
la fonction arithmétique habituellement désignée par A(£) et qui se
distingue seulement de la fonction w(£), en ce que, lorsque £ est divi-
sible par un carré différent de 1, elle n’a pas la valeur o, mais la
valeur +1 ou — 1, selon que £ est composé d’un nombre pair ou im-
pair de facteurs premiers. On a, en particulier,

N RN
lim 1—327‘(/.) =0,

na | 1A
c'est-d-dive que : Pour de grandes valeurs de n, il existe dans 'inter-
valle (1...n), approximativement autant de nombres entiers qui sont
composés d’un nombre pair de facteurs premiers, que de nombres qui
sont composes d’un nombre tmpair de lels facteurs.



