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ETUDE DIRECTE

DES

INTEGRALES ABELIENNES DU GENRE UN,

Par M. J. DOLBNIA.

1. La présente étude portera sur les intégrales

/ dx
J Yz —a)y(z—b)(z—c)*
dx

V/Ww—an—bWw~cW

/‘ dx .
Viz—a) (z — b)Y (z —c)

On sait que ce sont les seules intégrales abéliennes du type
) dx
/ "\L/(x —a)(x—0b)PB.. (2 —c)

dont le genre est égal & 'unité et qui pour cela appartient & la caté-
gorie des intégrales elliptiques. La réduction de ces intégrales aux
elliptiques présente aussi peu d’intérét que de difficulté. Nous nous
sommes posé un tout autre probleme. Considérant chacune des inté-
grales comme argument, nous allons étudier la variable  comme
fonction de I'argument donné; trouver les périodes de cet argument;
élucider enfin les principes généraux de U'inversion de toutes les in-
tégrales abéliennes du genre un par les fonctions elliptiques de
Weierstrass. Considérons d’abord I’intégrale

u—_— ) dw °
V(z —a) (x —b)(z—c)?

“a
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394 J. DOLBNIA.

Il est facile de voir qu’au voisinage du point

x—a=o
nous aurons
xz—a=u*F(u),

ou F, (u) est une fonction holomorphe satisfaisant a la condition

Fi(o)s£o.
Nous avons ensuite

/‘b dx ./'I dz
U= 3 -+ 3 .
I V(z—a)(z— b)) (x—c)? , V(z—a)(x—b)*(xz—c)?

Posant

b dx .
[ V(z—ay(z—by(x—cy

il vient

¥ dx
e f Uz —a)y (z —b)i (@ —c)

b
Par conséquent,
z—b=(u—w;)*F,(u);

F,(u) est une fonction holomorphe, satisfaisant 4 la condition

Fg(ﬁ)l) # 0.
Posons maintenant

Jy :{/(x—a)2(a;_b)z(x__c)2— 23

nous avons
z—c=(u—wy)*F;(u),

F,(u) est une fonction holomorphe, satisfaisant & la condition

Fa () #Zo.
Posant enfin

/m dx .
Jy V(w-—a)”(x—— b)Y (x—c)? -
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nous avons
x=(u—o)*F(u),

lim(u —cg)=o,

F,(0)=0;

F.(«) est une fonction holomorphe.

L’étude que nous venons de faire démontre que « est une fonction
monodrome de I’argument « sur toute la surface de Riemann. Cette
fonction comporte trois zéros et, comme il est facile de le démontrer,
elle a trois infinis en trois points différents de la surface de Riemann.
En effet, posant

Viz—ap(z—0bp(z—cyr=y,
nous voyons que x ety sont liés par une équation de la forme
yi—ax'+ Az’+...+~B =o.

Cette équation exprime une courbe dont 'élément a I'infini est
donné par I’équation
y*—ax*=o,

ou
(y —2?)(y —a*2x?) (y — az?)=o.

La forme de cette équation montre que x a trois infinis de premier
ordre dans chacun des trois feuillets de la surface de Riemann. Con-
formément & la nature réelle des fonctions elliptiques de Weierstrass
U'inversion de l'intégrale

u— * dx
"Zan—an—bWx—oﬂ

s’obtiendra le plus simplement dans le cas ol tous les trois infinis
de z seront réunis en un seul point de la surface de Riemann et pour
cela il faut transporter a I'infini le point initial de ramification a par
la transformation

X —a = -
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L’intégrale u prend alors la forme

[ d .
® ) [V(E—a’)’(i—b’)”

Nous avons ici trois points de ramification

a, b, cc.

En développant, nous avons

£E=33F(3),

lims = o,
F(z) est une fonction holomorphe satisfaisant a la condition
F (o) #o.

La fonction la plus simple de Weierstrass pour laquelle I'infini de
troisieme ordre est au point

4]
il
Q

est p’s.
De I’équation (1) nous tirons
dEN? ,
(2) (%) =e—are—om-

Posons
E—=ap's+pB.
De I’équation différentielle (2), nous avons sans difficulté

27 a' + b

‘ .
£E= S PlE

@ —b\?
&2 == 0, &3 = — )

7

27

o - a — b2
J’~~—\/4P~+( =) O

1 n’est pas sans intérét de rechercher si la fonction trouvée pour £

(1) Bulletin des Sciences mathématiques, mai 1893.
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satisfait aux conditions précitées. Les fonctions

- I}
[emo=Zyan st

(3) ‘ i
- b/__27 = a—b

e O =P s

w
O
~

doivent avoir les zéros triples; en d’autres termes nous devons avoir

un développement de la forme
f—d=a3(s —0)l+a(s—w)+...,
E—=b0=by(s—w)}+b,(s—m)+...,

ot

L’équation (3) nous donne

27 a' — b’
2 -
ou
a' — b'\? a' — b'\?
3 pny )
l‘pw+< 27 >_< 27 >
ou bien
pw=o.

En conséquence,
1
pPro=06p*n — ;8:=0

pPro=12pwp'w=o,

Pro=r12(pwp’e+pe)=12p?w o

Prenant en considération que

27 a' — b
2 2

\

)+(3—m)22—7p”m

(z—m)227 "
S Pt T3

nous concluons

u
Cu:fa‘ dé P m:/‘b, d&
L VE—ad )y (E=b)  VE—=a(E-V

. )3
(s—o) ﬂp”w+...

€. Q. F. L.
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Nous démontrerons de la méme facon I’égalité

Em b = by (5 —w)® + by (5 — @)t . ..

2. Analysons maintenant 'intégrale

u :./r dz . .
p V(@—ay(z—0b)y(z—c)

Etudiant, suivant les regles usuelles, les formes du développementx
en fonction de u au voisinage du point

x—a=o,
nous aurons comme résultat
x—a=u*F,(u),
F,(u) est une fonction holomorphe satisfaisant 4 la condition

F; (o) #o.
Posant

14 da:'
T2,
. V(@—a) (a—0b) (z—c)
nous aurons

/‘x dx
U— o= - - : -
, V(xz—a) (z—b) (z—c)®

d’olt il suit que
z—b=(u— o) Fu),

F,(u) est une fonction holomorphe satisfaisant a la condition

Fy(w) =o.
Posant encore

> dz o
l’Wx—amx—bWx—wf“

nous voyons que
z—c=(u—w)F;(u),

F, (u) est une fonction holomorphe, et
Fy(w)#o.
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Enfin posant

= dz Y
[ Vie—ay(z—b)y(z—c)

nous trouverons facilement que
z=(u—a) ' Fi(u),
F.(u) est une fonction holomorphe satisfaisant & la condition
F.(c) #o.

Ainsi « est une fonction monodrome de u sur toute la surface de
Riemann. La fonction @ — b a quatre zéros, tandis que x — a en a
apparemment deux. On s’assurera facilement que  —a a deux zéros
doubles. En effet, posant

W.:r: —a)*(x — b)*(x —c)* =y,

nous voyons que 1’élément de la courbe au voisinage du point de ra-
mification x — a = o est exprimé par ’équation

yt—(x—a)=o,
ou
(y*+x—a)(y*—x+a)=o,

d’ou il appert que
x—a=—o

est la réunion de deux points de ramification; par conséquent x — a
a deux zéros doubles, soit quatre zéros en tout.

De méme nous n’aurons pas de difficulté a nous assurer que « com-
porte quatre infinis simples. En vue de faciliter I'inversion au moyen
des fonctions elliptiques de Weierstrass il faut prendre soin que les
quatre infinis de & se trouvent en un méme point de ramification. On
y arrivera en transportant & Uinfini le point de ramification 4 au

moyen de la transformation

X —C= —-

ar
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L’intégrale donnée sc ramenera a la forme

. _f dy .
Viy—a 2 (y—0b')F

Abordant maintenant ’étude de cette derniere intégrale, nous lui
donnerons la forme concrete

o * dz
T | Vet (z —a)

Au voisinage de I'infini le développement de z a la forme

2 =34 F(z),
ol F(z) est une fonction holomorphe satisfaisant & la condition
F(0) £ o.

La fonction la plus simple de Weierstrass, ayant un infini de qua-
trieme ordre au point

5=o0,
est p* z. C’est pourquoi, posant
x=aps + B,

nous ticherons de choisir « et B de fagon a satisfaire identiquement
I"équation différentielle

ou, pour facilité de calcul, I’équation

¢ 8
(%) = —'—3~ x(x — a)’.

Il est facile de s’assurer que
z=6p?s +a,

&2 == 3a, 53==0;
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en conséquence
I — & 3 - 2 - 1
‘p~_..\/4p s—zaps (H.

\/@x (x—a)?

nous démontrerons que x —a comporte un développement de la

Posant
= w,

forme
zr—a=(5—w)os,

o (=) est une fonction holomorphe et
¢(w)Z£o.

Nous avons
x=6p?s + «a,
xr—a=6pz,

done
(])C‘): 0.

Des équations
2

nous tirons
p'w=o,
p'wZo.
Et comme
z— )2
ps=po—+(s—w)p o+ (———?—) pPro—+...,
par conséquent
5—w)?
p::(——z—)p”m—i—...,
done
3 .
£ —a= ;(z—o))*(p”w +....
C. Q. F. D
51

(1) Bull. des Sciences mathém., novembre 1893
Ann. de UFie. Normale. 3 Série. Tome XV. — NoveMbre 1898
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’ dx —
fw Vi (z —a)y

nous démontrerons que « comporte deux zéros doubles. Nous avons

e
]
12

Posant

x=6p?s + a,

conséquemment
6p*s +a=o,

plo=—

Sl R

Prenant en considération que

@ —12pmp’e
Tz _.::m-— Pwp o,

nous trouverons p'w. Nous avons
2 J— 2 92 P
prm=3 po(6pio+a)=o,
d>x
<?l?‘—>:=m =2pw +npwp’e.
Comme
a
3

dz o
ds? ) ey )
Par conséquent

z2=Alz—o)+B(—w)P+....

Pre=6p*® + :——%a;éo,

done

Prenant en considération que 1'équation
6p*zs +~a=o0
est satisfaitc non seulement par

=,
mais aussi par
s=iw (i=V=1),
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nous avons encore un développement
x=A(z—iw)+B(s—iwm)+....

Ainsi x a deux zéros doubles. C. Q. F. D.
Les périodes de I'intégrale

) \/" dx
«/128 s
3 ‘ /—3—.1: (r—a)
! dz
—_— b -
5 x;b_‘_, ‘ ) [ /lgsx(x—~a)‘

3. L’intégrale

seront

20 =2

w= / d
T Ve @@

sera ramenée a la forme

x
» dx
(-')) 5:/ /'——3—_—_—;.
; , V& (x—a)
Démontrons que I'inversion de I'argument = peut étre directement
opérée sans avoir recours a la substitution préalable

T
X == —,

Y

ayant pour but de ramener tous les infinis de 2 en un seul point de la
surface de Riemann. Nous avons pour «, qui est une fonction mono-
drome de z, le développement de la forme

x =z*F{(3).
F, (=) est une fonction holomorphe, et

F (o) #o.

‘. dx
/ Vo(z—ay '

Posant



’
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nous avons
r—a=(5—w)" Fy(3),

F,(z) est une fonction holomorphe satisfaisant & la condition

Fa(w) = o.

Développant en série I'intégrale au voisinage de I'infini et inversant
cette série, nous assurons que

F(=) est une fonction holomorphe, et
F(®)#Zo.

On voit immédiatement que « a deux infinis doubles. Le nombre
des zéros est égal au nombre des infinis. Ainsi donc nous devons
choisir pour « une fonction de Weierstrass comportant quatre zéros
confondus et deux infinis doubles. La plus simple fonction de ce
genre est

- Pps—e; . "
q—‘——j;{;_i’ L==1, 2, J9.

En vue de déterminer plus commodément des invariants, nous
prendrons en considération ce qui suit. L’argument (5), par la trans-
formation

1
XTI —
Y
prend la forme
Yy

by .
. V=2

(16)

L’un des invariants de cette intégrale est
&3 ==0.
Par suite de la transformation

X = —)

Y

'argument se trouve multiplié par une certaine constante et, en vertu
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du théoreme de I'homogénéité, les invariants recoivent aussi des
multiplicateurs constants. C’¢st pourquoi, si I'invariant g; de (6) est
égal & zéro, I'invariant correspondant de I'argument (5) est égal a
zéro. Mais, si
L3 =0,
P'une des quantités
e, €y, e

est ¢gale 4 zéro. Posant

ey =e€e;, =0,
nous avons
- Ps
pts
Si
limz = o,
nous avons
[
ps = +9(3)
2
ps=— = + Y(z);
2(z), b(=) sont holomorphes; donc
E=3"/(5),

/(=) est une fonction holomorphe, et
S(0)#Fo.

Do 'on voit que les quatre zéros de &, de méme que les quatre
zéros de o se confondent au point = = o. Etudions maintenant les
infinis de & Nous avons

Si
ps—ey=o,

alors
p's=o,

| ~

g2 7 0-

[/P— 2
p's=6e; —

N
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C’est pourquoi la fonction

pPs—e,
se développe en la série
ps—e,=(3—L)F,(5),

ol F,(s) est une fonction holomorphe, satisfaisant & la condition
F(Q) 3 o;

Q est une demi-période de I'argument elliptique =. Par conséquent,

au voisinage du point
5=,

¢ se développe en série

2

S= ®(s),

(= —9)
® () est une fonction holomorphe, et
D (Q)# o.

Ainsi € a un infini de second ordre pour

& =

Nous démontrerons de méme que £ a un infini de second ordre
pour
5=28,
ou Q, est une autre demi-période de I'argument elliptique =.
Nous pouvons prévoir que x differe de & par un facteur constant.

Posons
O'(pg

a?'.__
/2—
"’)

et choisissons a de maniere a satisfaivre I'équation différentielle

13
<Z—?> =z (x — a)’.

Nous avons

. o

O e
hpPs — s

de Qapzp's

T ds T (hpPs—ga)?
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conséquemment
46a3P65 a3(a+ag'2—4ap2:)3

(4p2s — g,)° (4p*s — g2)° ’

d’ou nous tirons les deux conditions

donc

<a>3 al

a=—1 <], Q9= 5

4 8 2

Enfin,
a? ps a? 1

r=— 45 —— = — —
4 o P i 43 Lo P
4pP°s— = ps Apis —
J 4.13 J I

4. Etudions maintenant l'intégrale

[73 :/1 dx -
. V(z—a)(z— by (x—c)

Au voisinage du point de ramification ¢ nous avons le développe-
ment

x—c=u"F (u);
F,(u) est une fonction holomorphe satisfaisant & la condition”

Fi(o) #Zo.
Posant

(73 d‘x _m
/p. Viz—a)y (z—0b) (z —c)® -
il vient

z—a=(t—»)*F (u),
F,(u) est une fonction holomorphe satisfaisant & la condition
Iy (w) 0.

Répétant les raisonnements appliqués deux fois dans les paragra-
phes précédents, nous nous assurons facilement qu’au point

U=
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la fonction @ — a a trois zéros doubles, attendu que, au point
xr —a = o0,

sont confondus trois points de ramification. Posant

b dx .
‘/c\ Ei/(a:—a):‘(x—«b)“(:r.— c)® o

z—b=(u—w)lF,;(u),

nous avons

F,(u) est une fonction holomorphe de « satisfaisant & la condition

F;(w) #o.

Comme au point
rx—b=o

sont confondus trois points de ramification, la fonction  — b com-

porte, au point
uUu—uo,

deux zéros triples.
Posons, enfin,

=Q;

/.w dx '
¢ V(w—'a):’(:r—b)"(a-__c)s ’

nous aurons
= (u—)"'F,(u),

lim (¢ —Q)=o0;
F,(u) est une fonction holomorphe de u satisfaisant 4 la condition
F.(Q)o.

On comprendra facilement que, dans chacun des six feuillets de la
surface de Riemann, « a un infini de premier ordre. Les développe-
ments trouvés nous démontrent que x est une fonction monodrome de
"argument w« ayant six zéros confondus au point de ramification ¢ et
six infinis distincts. A l'effet de donner la plus grande simplicité i
Iexpression de x en fonctions elliptiques de Weierstrass, il con-
vient de transformer I'intégrale de facon que les six infinis 2 se con-
fondent en un point de la surface de Riemann. Il suffit pour cela de
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transporter a I'infini le point de ramification ¢. Posant
I
Xr—Cc= ->
Y
nous ramenons l'intégrale donnée 4 la forme
= 7 dy
-~ 6 - —
Jo VP y—pr

Si nous considérons y comme fonction de =, nous verrons que ) a
un infini de sixieme ordre ; y + « a trois zéros doubles; ¥ + 3 a deux
zéros triples. Cette fonction doit étre du troisieme degré par rapport
a pz; voild pourquoi elle doit étre de la forme

y=kpis+Ip*s+mps + n.
Comme
Yy +a
a trois zéros doubles, cette fonction doit étre divisible par

G(ps—e)(ps—e)(ps—e) =4p°s— g2p5 — Sss3

par conséquent,

Comme

a deux zéros triples, la fonction

y+ﬁ=P<4ps~'—-gap~'~—ga—a_ﬁ>

doit étre divisible par p®z; ¢’est pourquoi

89 == 0, 83+

Ainsi

Il nous reste & déterminer p que nous tirerons de l'équation diffé-

dAnn.de I’ Ee. Normale. 3¢ Série. Tome XV. — Noveusre 1898. 52
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rentielle

d G
(£) =0o+aro+er

et nous aurons
p=2*.3%,

B
— ok 36 3. .
y=24"3 ([hp N T

5. Tl n’est pas difficile de s’assurer que l'intégrale

o dx
“—[;Wx—SMw—ar

peut étre invertie au moyen des fonctions elliptiques de Weierstrass
sans transformation préalable de la forme
I
X — 9= —-
g Y
Nous ferons cette recherche suivant 'ordre précédemment établi.
Au voisinage du point
€X —— o =0
nous avons le développement
z—a=(s—w)F (z);
F,(=) est une fonction holomorphe,

Iy (o) 7o,

w:f“ dz .
p V@e—By(@—a)

Il est clair que la fonction 2 — o comporte deux zéros de troisieme
ordre, car au point

ZX— 0o =0

sont confondus deux points de ramification, chacun de ceux-ci réunis-
sant trois feuillets de la surface de Riemann. Posant

/"” dx
w = 3 - ’
Js V(z—p)(x—oa)
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nous avons
z=(5— o) *F.(z),

F,(z) est une fonction holomorphe,
F:(w) #Zo.

Il est clair que « a trois infinis du second ordre, car il possede &
U'infini trois points de ramification réunissant chacun deux feuillets
de la surface de Riemann. Enfin

z — B =2"F(s),
F;(=) est une fonction holomorphe,
Fy(0) #o.

Enfin, il faut trouver une fonction de Weierstrass satisfaisant aux
conditions trouvées, et en premier lieu nous avons au point

3—0
un zéro de sixieme ordre. Une telle fonction doit avoir la forme

A
T ap's+bpis +cps+d

z—B

Cette fonction doit avoir trois infinis de second ordre, et pour cela

il faut avoir
A

ps—e)(ps—e) (pz—es)7

attendu que chaque multiplicateur

(ps—e1), (ps—es), (pz—e)

a un zéro de second ordre. Par conséquent,
A
Xz — = ————)
g Lp*s — &3
g. = o conformément 4 la remarque ci-dessus. Nous avons ensuite

_GB—o)pts+A—gi(B—a)

z—a hp*zs— g,
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Pour que cette fonction ait deux zéros de troisieme ordre, il faut

ue
! A—gi(f—a)=o,

A

g«’izﬁ_a

Il reste & tirer A de I'équation différentielle

Nous aurons

par conséquent,

g - (B—a)
BT T 30
r =0+ (B_““()é_a)n .
6. Il nous reste & étudier, au moyen de la méme méthode, Vinté-
grale
e dx
] V(’L’-—o{)’(l__ﬁ),

Posant

%
/ dx
() = el |
Jy Va—ay(=—8y

nous avons pour z — « le développement
r—a=(5—0)F(s);
F,(z) est une fonction holomorphe,

F () #o.

Il est clair qu’au point
X = L0

sont confondus trois zéros de second ordre, car en ce point se trouvent
trois points de ramification, chacun de ceux-ci réunissant deux feuil-
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lets de la surface de Riemann. Nous avons, de méme,
T —pPp= 38 2(:)7
F,( =) est une fonction holomorphe,

Fy(0) #o.
Posant maintenant

/’m dx —
Jg Ve—=ayP@—p¢
il vient
x=(s—w)*F;(s);
F;(z) est une fonction holomorphe, et
Fy(w) 5 o.

Ainsi donc, 2 est une fonction monodrome de 'argument z satisfai-
sant aux conditions suivantes : 1°  — @ comporte trois zéros de se-
cond ordre; 2° « — b comporte un zéro de sixieme ordre; 3° x com-
porte deux infinis de troisieme ordre. La fonction elliptique de
Weierstrass ayant un zéro de sixieme ordre pour z = o doit étre de la

forme

A
l——-—f): 5 b
4p*s +ap?s+bps+c
o — A—a(b4p’s—+apiz+bps+c)

GpPs+ap’s+bps—+c

Comme x — a a trois zéros de second ordre, le numérateur de la
derniere formule doit étre de la forme

A—oa(bp’z+apiz+6ps+c)=k(ps—e)(ps—e)(ps—ey)-

Il suit de la que
a=o, A—ac=uag;.

Conformément aux conditions émises plus haut, nous avons

done
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par conséquent,

4BPPs+A
ip's
2 “*_a‘p’ﬁs
==

A

TP
de __ 3,03
ds — 7 4 Pt

Il nous reste a tirer A de ’équation différentielle

(%) =(e—ay(a—py,

ds
J——k
A=
x___ﬁﬁpzﬁ & 3(
- qus,

7. Nous avons étudié suffisamment en détail le type d’intégrales
considérées. Il nous reste encore & montrer que les intégrales

dx

\/(w—a) (@ — by (@ —c)
dz

Viz—ay (Js——b)J(a—c)‘

/\/(Jc—d) — b)) (x—c)’



ETUDE DIRECTE DES INTEGRALES ABELIENNES DU GENRE UN. _/;15

peuvent étre soumises a I'inversion indépendamment d’une transfor-
mation de la forme

I
xr—a—= --

Considérons I'intégrale

-—/J? a'x .
J, V(@ —ay(z =056 (z—c)

En vue de I'inversion de cette intégrale il nous faut trouver une
fonction de Weierstrass qui satisfasse aux conditions suivantes :
1° I'équation x — a=o0 a un zéro de troisieme ordre pour = =o;
2° I’équation & — b = o a un zéro de troisieme ordre pour

b dx
I 0T = o ,
/a Viz —a)(z—b):(x —c)

3° I'équation  — ¢ = o a un zéro de troisieme ordre pour

o _f° dz 3
L V(z—a)y (@ —0b)(z—c)’

4° « a trois infinis distincts de premier ordre dans les trois feuillets
de la surface de Riemann. La fonction de Weierstrass ayant un zéro
de troisieme ordre pour z = o ala forme

l—a:p,za__*_ﬁ
Par conséquent
p'5+ﬁ+a b
x—b=(a—0>b) P s
‘PI:+6+a c
r—c=(a—c) e

Ces deux fonctions doivent avoir deux zéros de troisieme ordre : la
premiere pour

3=,

la seconde pour
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c¢’est pourquoi nous avons simultanément les deux systemes d’équa-

tions
14 « pu—
plo+p+ —7 =o,
(I ,})”0):63)20)—— 282:0,
plo=12pwp w=o,
, o
po-+p+ =0 =0,
(II) { J)”U:6J3255"‘ ;g2:_—0,
ple=12pwp'wm=o,

desquelles il ressort que : ou bien
po=pw=o,

ou bien

La premiere hypothese est inadmissible, car nous aurions alors

b=c,

- ce qui ne peut étre; donc
pw=pw=o,

et alors

On ne peut supposer que

B+a-—l):ﬁ+a——c’

car alors
b=c;
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1

conséquemment
aloa—b—c) o
(a—b)(a—c)

[
29 -

Nous avons ensuite

. __l;z(a——b)(a—c)‘p":.
(T‘—(I»)(-Z'—b)(.z'-—*(‘)-—— (JJ/;_I__IS):;

[’équation différentielle

3
(Ei—{> =(x —a)*(x—0)*(x—c)?
ds
nous donne

o= ;): (a — b)Y (a—c)?,

(2a-—-b—c)la—b)(a—c),

P 27 >
;_— (a —b)*(a—c)?
r—a = - -7 ;
p’s—;: (a—0)(a—c)(2a—b—c)
Za= o0, 5'3:—1((5——0)(a—c)(b——c).

27

8. D’un non moindre intérét est 'inversion de I'intégrale

— ~ dx
prend , ('/(*1'—(‘)2(.%‘-—-/))3(.1“—(:)7‘

Nous avons vu que (z — &) a quatre zéros pour
s==o0,

(x — ¢) a quatre zéros pour

s=u),
x — a a deux zéros de second ordre pour
S—=w,

enfin,  a quatre infinis de premier ordre dans les quatre feuillets de

Ann. de I’Lic. Normale., 3¢ Série. Tome XV. — NoveMsre 1898. 53
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la surface de Riemann. Posant donc

o
xr-—0=- —

R
nous voyons que la premiere condition est remplic. Nous avons

(b—c)p?zs+a+(b—c)p
X —C = . - .
J)'S—I—l.)

Afin de satisfaire & la seconde condition il faut avoir simultanément

24
2 2} —
Pprm -+ 2 - ———b ————C =0,

pop'w=o,
P = pop’n=o,
3p'@mp’m 4 r1apiaop’e=—o,
PR A Spmpo - 4pop”m 7 o.

Il s’ensuit que

pm==o0, po=o, Plo == 6proy —

Par conséquent

X 24
B g o0
(7) B b e ’
837 0.

Nous avons ensuite

(b—a)p*s +a -+ (b—a)p
X — == 5 R .
s =0

Afin de remplir la troisieme condition il faut avoir simultanément
0y e G e o F

:p w -1 l‘)—* ,)_ ﬂ
popw=o,

" -+ pwp'm o,

"")
On ne peut supposer que

p®m==o0,
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car nous aurions alors d’un coté '
a=c,
ce qui ne peut étre; d’autre part
PPw o,

ce qui est impossible eu égard a I'égalité

g3 =0;
¢’est pourquoi
p'®=o, pw=o, p'w=o.
Alors
o4 I
8 b = L,
(8) (- ;8

De deux équations (6) et (7) on ne saurait tirer les inconnues

~ A .
Iy, Py S

Il faut pour cela prendre I'équation différentielle

([—lf ) = (2 —a)(z— by (z—c)
\dz )

qui nous donne

(O—c)2(b—a)?

o=

28
. (b—a)(b—rc)

- 28 ’
(a—b)(a—c)(b—c) |
4‘5"2: 28 b -5’3:(),

v = (b—c)(b—a)
.L—-[)—-— . B ([)-—(()2(1)—“(;)‘.
a° J;-:; _— ““’—‘"T;w —¢)

[l est clair que @ a quatre infinis distincts pour les valeurs de I'ar-
gument qui satisfont i I'équation

oo (b—a)(b—c)
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9. Nous montrerons enfin la méthode d’inversion de I'intégrale

dx

N:,/(_ Q/(x—aﬁ(x— bY (x — c)"‘.

Il s’agit de rechercher une fonction « de Weierstrass qui satisfasse
aux conditions suivantes : 1° la fonction (x — @) comporte trois zéros
de second ordre pour la valeur

«
dx .
::m:/(;// - W x by - 5
Jo V(e —a)y(x— Ye(x —c)
2° la fonction @ — b comporte deux zéros de troisieme ordre pour la

valeur
dx

b
S=0m :(/ Vi =a)y(r—0)(r—c)p

3° la fonction @ — ¢ comporte un zéro de sixitme ordre pour la valeur
z==0; 4° xasix infinis distincts. Posant

X — € ey
3~ 5
AP“’ Fi‘)

nous voyons que x — ¢ comporte un zéro de sixieme ordre pour

S == 0.

Nous avons

~

P+ Bt

c— b

x—Db=_(c—0b)
==t e
Pour que x — b ait deux zéros de troisieme ordre pour z = w, il
faut que nous ayons simultanément

3 Z
Pro 4+ P e
¢-~0b

=o0,
Proyp’ e =o,
apw pPo - piop'e=o,

2P0 4+ 6pop'op’o -+ plop’e£o;
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d’ott il suit que
pw=o, pw=o0;
et alors

54+ 2 _—o
~ =
c—b ’

(c—b)p*s.

r— b=
3 - T
Prs A2

p*=a effectivement deux zéros de troisieme ordre. Nous avons

24

pre B

c—a

r—a=(c—a) 5 . .
Prs+9

Afin que  — a ait trois zéros de second ordre, nous devons avoir

i o4
. — [ -
g2=0, —&=p

c—a
De I’équation
() = (e —ayp(z— ) (s o),

A5
nous tirons
_(c—a)*(c— D),
= 25, 38 ’
voila pourquot
s (c—a)P(c—=10)
“— ob, 36 ’
 (b—a)(c—a)(b—c) ,
s or. 36 ’ &2=0,
—_ 3( 0 — 4
€2 - C = (c—a)(c b)

2830 pis —(c —a)(c— b))

Cette forme montre que « comporte six infinis distincts dans les six
feuillets de la surface de Riemann.

10. Apres avoir traité avec tous les détails convenables la question
de l'inversion des intégrales abéliennes du premier genre, nous ne
pouvons passer sous silence les intégrales elliptiques ordinaires. Les
principes d’inversion précités s’appliquent, avec la plus grande faci-
lité, aux intégrales elliptiques et fournissent une nouvelle forme d’in-
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version de celles-ci, laquelle a été déja brievement indiquée par Hal-
phen ().

Prenons l'intégrale

Y dy

va ;/w(;’—“)(J’*b)(y—c)(;1v'—d)'

(9) =

Posant
Yy —a=.x,
nous avons
- dx )
‘/0 \/l:(mc—l—(;—- OYy(x +a—c)(x+a— dS

~ ==

Désignant maintenant

b—a=ux,, € — @ == 2, d— a=a,,
nous écrirons
e " dx
(10) 5= S ——
Jo Ve(x — ) (x —ay) (@ — @)

La fonction a, au voisinage des points de ramification, a la forme

@ =3I (3),
x— 2y = (35— m)*Fy(3),
Z -2y =(3 — ;)2 Iy (3),
x— a2y = (35— )" Iy (3),
ou

S— — gy

f" dax
6) = —
o V(o —z) (2 — 25) (x — 2y)

f"'“" dx

0G)y == - T

' o V(o —a)) (@ — @) (2 — ay)
dx

u/ \/L(Z - 'l‘l)(l — &y ) (& — @y );

0)y ==

F,(5), F.(s), F3(5), F,(s) sont holomorphes, et

IF (0)#4 0, I () 524 0, Fy(m)s4o, Fy(my) Ao

(1) Traité des fonctions elliptiques et de leurs applications, L. 1, p. 1313 1886.
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En outre, x comporte deux infinis distinets de premier ordre en deux
feuillets de la surface de Riemann. Il s’ensuit évidemment que la fone-
tion de Weierstrass, douée de méme propriété que , doit avoir une
forme tres simple,

a
.

Tops+5

)

Au point = = o, lafonction x a un zéro de second ordre. Nous avons
ensuite

Pour que cette fonction ait un zéro de second ordre, il faut que

o “ r
pmw-+=2—— =0, Po=o0,

~ plo =6pio —
e

IS

g7t 0,
et, pour cela, il faut satisfaire & la condition

74
(rr) ‘B_E;:_e"

Etant donné que les trois différences
X — Xy, X — Xy X — Xy

sont douées de propriétés identiques, nous avons encore

_ % .,
(12) SF ’

et de méme
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conséquemment

X=a(x—a)(x—x)(x—2;)=—

Nous déterminerons le multiplicateur constant « au moyen
I’équation différentielle
dr\® .
—— ) —x(x—2)(rx—2,)(x —axy)== X,
dsz
qui nous donne

. XXy
(13) ‘ m_.~——]—-

Additionnant (1t) et (12) et remarquant que

C‘L—’r' (3£+ €3 == 0,
nous avons

3B 1~1 Tah "7'1,‘7’-'1“" Loy 0,
4
I
(l[l) l(i = — ‘I’;(mizﬂ‘*"-1'13?;;—}-.’192.'1";,).
Des équations (r1) et (12), nous tirons
—_— a:}
—— jend 2 2 » -
Xy Ly Ly =(—f—a) (=0 —a)(=§—e),

ou
A= h(—f— ) (— f— ) (— § — ea).

Supposant que

— B =ps
nous avons
o ==p'5,;
par conséquent,
P’ 3
€xr = ———
P= —J')Zo
(15) y:::a+-—~i)—,—L,
Ps-—pPsy

P3e= —J%[(a——b)(a——c)—i—(a—— bY(a—d)+(a—c)(a—d)],

1

(16) Py = ((L—Fl))(rzma')(rt——(l).

NG
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En outre,
e, = —Il‘)-[(a —b)(a—c)+(a—D)Y(a—d)—2(a—c)(a—d)],
02:1-{)[((&-b)(a-——c)—!—(a—c)(a——d)—2(a—b)(a———a’)].

es == [(a— b)(a--d)+(a—c) (a—d)—2(a —b)(a—c)].

De ces équations on peut tirer les invariants g,, g, en fonction des
racines
a, b, c¢, d.

Mais on peut déterminer les invariants en fonction des coefficients,
n® 11, du polynome

Hy)y=(y—a)y—0)(y—c)(y—d)=y*+ba,y’ +6a,y* +hasy + a,.

Nous avons, évidemment,

=X\ _ Iy
p“°_4<dv>y=“_ T(a),

o

o fd*) I
PRo= ;Z(Z)'—g)y:“- ?," J ((1).

Par conséquent,

(17) [7r@] =4[5r@] —al Fr@]-a

@ étant une racine quelconque du polynome J(y), toutes les racines
de I’équation
J(y)=o

satisfont & I'équation (r7). C’est pourquoi le polynome

, 1 13 o, 3 |
(18) a=[ro]| =4 5 D] + & 5770+ e
est divisible parle polynome J(y). De cette condition, nous tirerons g,
Ann. de U’Ec. Normale. 3* Série. Tome XV, — NoveMBRE 1808. 54
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426
et g,, comme le montre le calcul suivant. Nous avons

2aA ="+ 6a,y’+(6a} + gay)y'+(2b4a,as+ has; — 8ai) y*
+(15al+12a,a;— 120 ay+ g2) Y  +(12a,a; — 6a,al +2a,8,) y

+(2a} —al 4+ ayg:-+283).

Divisant 2 A par
yrbha P+ 6ayy? + hayy + a,,

nous aurons le quotient
Y2 +o2a,y +3a,—2al,

et le reste
(gs—a,—3ai +4a,a,)y* 4+ (2a] — al + as g+ 29y — 3aya, +2ata,)

Egalant ce reste & zéro, nous aurons
2=, +3(1:‘_: — b, as,

&3 = ad —al+ aya, +2a, aya, — ala,
ce qui est conforme aux résultats connus.
Exemple numérique. — On donne I'intégrale

L dx
P — — 2
Vet + 62 122 + 37
J=a"+ 62 + 122 + 37,

I
J =24 32 -+ 3,

4
_I_']”;-:_—_ 1'7;2 + .‘..
24 9 2
Nous avons
1) ~+ &y,

[
A:(.x3+3m+3)‘3~—E(x“+3x"+3;1;2+1)—i-— —; Za(Z? 1)

dA=a" +oxt+122°+ (15 g,) 2+ 362 + (17 -+ g3+ 243).
Divisant 2A par
a2t 4 6x+ 122 + 37,

nous trouvons le quotient ,
%+ 3
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et le reste
(§2—4ho)x* + (283 + g2 —94) = o.
De 12
& — 4o =o, g2= 4o,
283+ g2 — 94 =0, gy=127.
Par conséquent,
/ dx . ds
J Yzt +62? 122+ 37 Vb4s® —fbos — 27

12. 1l est fort intéressant d’établir un lien entre les formules trou-
vées et la forme bien connue d’inversion des intégrales elliptiques (').
Pour ce faire, introduisons dans la formule (g),

a+b+c+d=o,

ce qui ne présente pas de difficultés. Nous donnerons, par conséquent,
au polynome du quatrieme degré la forme

(r—a)y(y —0)(y—c)(y—d)=y*+6ay* + fogy + o;

alors, comme on sait,
1 plu—p'e
2 p i — :}) (4

,}/:

Yy 6oy +boyy+o, =p(u—+¢) —pu,

(19) — pv=cy, P =as.

Comparant ces formules avec les suivantes

! ~
PS5
Ps—pso

Y —=a-+
pz -‘———I—J”(a)zi(ﬁ—i—ao)
0 —'24 2 2)s
(20) P E = % J(a) =a®+ 3asa + 23
qui ont été établies au n° 10; ici

J(y)=p*+ 6,y +hozy + oy

(1) Haveuen, Traité des fonctions elliptiques, t. I, p. 119; 1836.
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la valeur des invariants est la méme dans les deux cas,
g2 = o+ 3al, &y =l + a0, — o},
Il est facile de démontrer maintenant que
¢ == 2 5.

En effet, si cette égalité est exacte, nous devons avoir

R # LA
pr=—2p3+z (52" )>
1 [3(((2—{——0&3)2—@4—3(23]‘*'

oy = a4 oy — - -
* 4 2(ad+ 3oty + o)

ou
3ab +6oa,a — o,

T=oa= - .
5)1((1" -+ 3a2a -+ o)

Si dans le membre gauche nous donnons & 2« le signe +, nous
aurons
a*—+b6a,a’ -+ foga + o, =0

et cette égalité est identiquement exacte; par conséquent, le lieu
cherché entre les deux formes d’inversion est trouvé.

13. La forme d’inversion précédemment trouvée nous donne la
possibilité d’étudier facilement une transformation intéressante que

nous avons indiquée dans notre Mémoire Sur les intégrales pseudo-ellip-
tiques d’Abel (). Posons

(a1) \/y""—|— 6o,y -+ hoyy + o, = \/.] (y) = (y*+3a,) — c;

En chassant ici le radical et le dénominateur nous aurons I'équation
doublement ruadratique

(hoy 4o, —9af) &2+ 4 (y*+ 3 — 4 =0
ou
Gey?+holly + (—9of)E +1200E — 4= 0.

(1Y Journal de Jordan, 4° séric, t. VI; 18go.
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De ces équations, suivant un théoreme connu ('), nous tirons, sans
difficulté, I’équation différentielle

dy _ . ds

VI(y) Vol -+ (9o — o) £ — 120,82 + 4 &

5= dy == L @z
VI . \/E_'*—i—gag‘,—a“ poRan, b
o2 ol ol

Etendant & I'intégrale

dy dz
o33 == oy \/J_(__): = -
Y -4 a;—a-'.' 120(24,, -
R e
3 3 3

les formules d’inversion trouvées au n° 10, nous avons

ANy

Ay

_ p(w) .
(73 — p(as)

=

Afin de trouver p’(u«,) il faut calculer Ie quart de la dérivée du po-
Iynome placé sous le radical et remplacer £ par zéro (racine du poly-
nome), NOUS aurons

I
pu) = —;
aj’
de méme
%2
p(uy) = =5~
0 a§

En outre, les invariants nouveaux g,, g; seront donnés au moyen

des formules

2
o 30(2 -+ o, _ 2
- - 2
& z o
3 2
oy —o) —oai T
gy=———z —— = 35 8

3

Ayant recours aux formules connues d’homogénéité, nous aurons

i 1 I
p(oc;,z, — 8 -55’3) == p(5 &2 &)
ol o ol

(1) HaLPHEN, Traité des fonctions elliptiques, t. 1L, p. 333; 1888.
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par conséquent,

E= —
})u_ 22
ou
) o
aE=n= ,_—3——;
pu —-0(2
¢’est-a-dire
p'(zzo)

En définitive, nous avons le théoreme :

TutoriMe. — On donne Iintegrale

- f dy
\/)’L‘*‘G“z}’z*‘ bagy + o
laquelle fourni
p'(5))

U FE TenY

St nous employons la substitution

20

(22) Vit 6anyt+ oy y + o =y 4+ 3oy — —,

il se trouve que

orr — o
/\/ﬂ”+9————~2a PP 12050 + Gayn
. 3

— PI(ZZO) .
Ps—p(2s)’

qut donne

les invariants g,, g, ne subissent pas de changement.

De cette facon, la substitution (22) fournit la duplication de I’ar-
gument z, sans altération des invariants.



