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ESSAI
SUR l'NE

THÉORIE GÉNÉRALE DE L'INTÉGRATION
ET SUR LA

CLA.SSIF1CATION DES TH ANSCENDANÏES,

PAK M. JULES DRACI1,
A N C 1 E N V. L E V iï D R L' 1Ï C; 0 L lî N 0 ît M .\ t. H S l! I» IÏ I{ l E U fl t-: .

I N T R O D U C T I O N .

I. Lacroix, dans son grand TraUé de Calcul différentiel et Intégral,
après avoir constaté l 'extraordinaire divers i té des éléments qui vér i -
tient des relat ions différentielles et le petit nombre de cas où ces rela-
t ions peuvent être résolues à l'aide des transcendantes élémentaires,
a jou te : « Ces considérations me portent à croire que ce qui peut le
plus contribuer aux progrès du Calcul intégral, c'est la classif ication
exac te des divers genres de transcendantes absolument irréductibles,
et par là essentiel lement distincts, et la recherche des propriétés
parliculiéres a chacun de ces genres. »

Nous avons (en té ici de fixer les t ra i ts essentiels de cet te classifica-
t ion en nous bornani .aux transcendantes les plus simples : celles qui
vérif ient des équations diflerentielles algébriques et/plus particulière-
ment des équations du premier ordre.

Peu de recbercbes ont été faites dans cet ordre d'idées, mais presque
(ouïes ont conduit jusqu'à présent a des résultats importants. Galois
a réalisé, pour les nombres et les fonctions algébriques, la classifica-
t ion réclamée par Lacroix et, plus tard, 'les travaux de Puiseux et de
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Riemann ont mon t ré qu'elle condu i sa i t na ture l lement aux propriétés
essentielles de ces éléments.

Liôuvi l le , s 'attaquant aux transcendantes du Calcul intégral, a défi-
n i t i v e m e n t établi le caractère transcendant de certaines fonctions
simples. La classification qu'il a ébauchée n'a malheureusement pas
conservé son importance devant les découvertes modernes de l 'Ana-
lyse.

Une classe part icul ière de transcendantes, les intégrales de différen-
t ie l les algébriques et les fonct ions qui s'y ra t tachent , a accaparé en-
suite pendan t longtemps l ' a t t en t i on des géomètres. C'est s eu lemen t
de nos jours que l 'étude des équat ions d i f férent ie l les l i n é a i r e s à coeffi-
cients rationnels ou algébriques, abordée dans des voies diverses par
un grand nombre de mathématiciens, parmi lesquels il faut citer, en
Allemagne avec Riemann, MM. Fuchs et Klein, en France MM. Jordan,
Poincaré et Picard, a permis d'entrevoir pour les t r anscendan tes q u i
vér i f ient ces équat ions une classification ra t ionne l le .

Jamais d 'ai l leurs le problème général de Lacroix n'a été posé d ' u n e
manière précise et c'est par là que nous avons dû commencer.

2. Les recherches célèbres de Galois nous ont appris que les nombres
algébriques ne sont jamais déterminés d'une manière unique par les rela-
tions algébriques entières à coefficients rationnels quils vérifient.

Si l'on considère, parmi ces relat ions, celles qui renferment un seul
nombre algébrique, elles sont également vérifiées par tous les nombres
conjugués.

Si l'on considère celles qui renferment à la fois un nombre et ses
conjugués, leur ensemble ou toute por t ion de cet ensemble qui suffit
à le déterminer reste inaltéré par certaines permutat ions des nombres
conjugués entre eux.

Le système de ces permutat ions ou, mieux encore, le système des
substitutions qui permettent de passer de l'une d'elles à toutes les
autres, fixe la nature des nombres algébriques que l'on étudie, en
montrant , de la manière la plus claire, tous les moyens qui permet ten t
de rattacher ces éléments aux nombres ra t ionnels .

Un fait analogue s'est présenté dans l 'é tude des fonctions algé-
briques d 'une variable, où son importance a été mise en évidence par
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Puiseux, d'une façon vé r i t ab lement ina t t endue : On sa i t qu 'une fonc-
t ion algébrique permet d ' é tab l i r entre les nombres algébriques une
certaine correspondance, telle qu'à une déterminat ion de la variable
corresponde une dé t e rmina t ion de la fonct ion , les dé te rmina t ions qui
correspondent aux diverses fonct ions conjuguées é t an t en général diffé-
rentes. Il exis te cependant des dé terminat ions singulières de la variable
pour lesquelles les dé te rmina t ions des fonctions conjuguées ne sont
pas toutes d i s t i n c t e s . P lus ieurs des correspondances déf inies pa rées
fonct ions conjuguées se raccordent, pour a i n s i parler , en ces détermi-
n a t i o n s s ingu l i è r e s et cette circonstance a c o n d u i t Puiseux à les regar-
der comme données par diverses brandies d 'une même f o n c t i o n , à dé-
te rmina t ion m u l t i p l e par conséquent , q u i est la fonct ion a lgébr ique de-
là théorie moderne des fonctions. Pour f ixer deux éléments de la nou-
vel le correspondance i l a été nécessaire, pour la première fois, de f a i r e
i n t e r v e n i r , avec les éléments i n i t i a u x , la succession des d é t e r m i n a t i o n s
données à la va r i ab l e jusqu 'à la d é t e r m i n a t i o n f inale et de choisir cette
succession de façon à être ce r ta in de considérer tou jours la niêiiie
branche de la fonc t ion a lgébrique. On constate alors qu'en r evenan t à
la d é t e r m i n a t i o n i n i t i a l e de la va r iab le on ne retrouve pas nécessaire-
men t les d é t e r m i n a t i o n s i n i t i a l e s des diverses fonct ions conjuguées;
une cer ta ine pe rmuta t ion s'est effectuée sur ces dé te rmina t ions et cette
permutation est l'une de celles que donne la théone de Galois.

La cons idéra t ion des re la t ions ra t ionnel les vérifiées par u n e fonc-
t i o n et ses conjuguées joue , par suite, un rôle essentiel dans toute
recherche sur les fonct ions algébriques.

3. I /é tude des transcendantes les p lus simples, celle de la fonc t ion
logar i thmique, par exemple, amène aux mêmes conclusions. La rela-
tion

x y ' =: i

vérifiée par le logari thme àex et les re la t ions
, r y " 4- y' '==-• o,

.ry^+V^O,

qui en sont des conséquences nécessaires, ne nous permet tent pas, en
effet, de distinguer entre les élémentsy etj-4-c, c désignant une con-
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stante a rb i t ra i re . L'étude des correspondances numériques définies
p a r l a f o n c t i o n y a montré depuis longtemps qii^à une d é t e r m i n a t i o n de
^correspondent une i n f i n i t é de dé te rmina t ions de y qui s 'ob t iennent
en a j o u t a n t à l 'une d'elles la cons tan te 2/m'îc.

4. Il é t a i t réservé à M. Picard d 'é tab l i r en que lques pages, déjà clas-
siques, que les t ranscendantes qu i vér i f ient des équa t ions différen-
tielles l inéa i res et homogènes à coefficients r a t ionne l s en x sont aussi
incomplè tement déterminées par les r e l a t i o n s r a t i o n n e l l e s , qui les
l i e n t à leurs dérivées et à la va r i ab le ; l ' i n d é t e r m i n a t i o n est d é f i n i e
cette fois par un système de t r a n s f o r m a t i o n s l i néa i r e s et bornogè-nes
por tant sur les éléments d ' un système f o n d a m e n t a l de s o l u t i o n s (1).
M. Vessiot, par lant de là et u t i l i s a n t les b e a u x résultats obtenus par
M. Lie dans l 'étude de la s t r u c t u r e des groupes l inéaires , a pu énoncer
les cond i t ions nécessaires et suffisantes pour qu 'une équa t ion l inéa i re
soit intégrable par quadra tures .

Une class i f icat ion n a t u r e l l e des t r anscendan tes qu i v é r i f i e n t des
é q u a t i o n s d i f f é r e n t i e l l e s l i néa i r e s à coeff ic ients a lgébr iques , c l a s s i f i -
cation basée sur les propriétés des groupes l i n é a i r e s , r é s u l t a i t immé-
d ia tement de ces recherches (2) .

Mais depuis longtemps déjà R i e r n a n n et, après l u i , MM. Focbs et
Kle in ava ien t remarqué qu'à u n e d é t e r m i n a t i o n de la va r iab le corres-
p o n d e n t , pour les é léments d ' un système f o n d a m e n t a l , une i n f i n i t é
de d é t e r m i n a t i o n s , dé r ivan t de l ' une d 'entre el les par des t ransforma-
t ions l inéa i res et homogènes à coeff ic ients constants , et é t u d i é l ' in-
f luence des dé t e rmina t ions s i ngu l i è r e s de la va r i ab le . M. Poincaré
ava i t même, en prof i t an t de ces remarques, c o n s t r u i t de toutes pièces,
à l 'aide de déve loppemen t s en série, des t ranscendantes uniformes à
l 'a ide desquelles il est possible d ' expr imer , dans des cas assez é t endus ,
les intégrales des é q u a t i o n s l inéa i res à coefficients algébriques de la
même manière qu'on ava i t exprimé, avec les fonctions abélienoes, les
intégrales de d i f férent ie l les algébriques. Il ouvra i t a ins i une voie dont
nous pourrons seulement p l u s lo in prévoir toute l ' importance pour
notre bu t .

( 1 ) Annales de la Faculté de Toulouse, 18 85.
( 2 ) VESSIOT; Annales de V École Normale mpérîcurc, 1899..
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5. Toutes ces recherches ava ien t mis en évidence le rô le j oué par
l 'ensemble des relat ions r a t i o n n e l l e s vérif iées par les é léments que
l'on é t u d i e et leurs dérivées d 'ordre que lconque , ou p lu tô t par les
t r a n s f o r m a t i o n s q u ' i l est possible de fa i re sub i r aux é l émen t s sans al-
térer cet e n s e m b l e . Ces t r ans fo rmat ions fo rmaien t d 'a i l leurs t o u j o u r s
un groupe, p u i s q u e la succession de deux d 'en t re elles l a i s sa i t év i -
d e m m e n t l 'ensemble ina l té ré . Il é t a i t , dès lors, tout na tu re l de cher-
cher à é t e n d r e les résu l ta t s ob tenus aux groupes les p lus généraux
que MM. Sophus Lie et Picard ( ' ) vena ien t de découvr i r , d o n t les
t ransformat ions p o u v a i e n t dépendre de fonctions arbi t ra i res . M. Lie ( 2 )
ava i t l u i - m ê m e cherché à app l ique r sa théor ie des groupes, p lu s par-
t i c u l i è r e m e n t celle des groupes finis (dont les t ransformat ions ne dé-
pendent que de paramètres a r b i t r a i r e s , en nombre l i m i t é ) , à l ' in tégra-
t ion des équa t i ons d i f f é r e n t i e l l e s .

I l m o n t r a i t q u e presque tous les cas d 'abaissement qu i s ' é ta ien t
présentés jusqu 'a lors dans l ' i n tégra t ion des équations d i f f é ren t i e l l e s
o rd ina i res r é s u l t e n t de l ' exis tence de t r a n s f o r m a t i o n s , dépendan t
d 'un nombre l i m i t é de paramètres , qui laissent invariables les équa-
t ions considérées . Ces t r a n s f o r m a t i o n s forment nécessairement un
groupe.

D'aut re par t , à tou t g roupe de t r ans fo rma t ions déf in i par des rela-
t ions d i f f é r e n t i e l l e s , M. Lie a v a i t associé des expressions, les inm-
riants diffV rcn fiels, q u i d e m e u r e n t invar iables par les t ransformat ions
du groupe et par celles-là seu lement . Une équa t ion qui reste i n v a r i a b l e
par les t r a n s f o r m a t i o n s d 'un groupe est ('Iî) une s imple re la t ion en t re
ce s i n va ri a n ts d i (ïe r en t i e l s .

6. M a l h e u r e u s e m e n t les cas signalés par M. Lie étaient toujours PAR-
T I C U L I E R S : Une équat ion d i f fé ren t ie l le ordinaire

/( .y,J,./, ..., yW)=o,

( 1 ) E. PÏCARD, Journal de Lwiwilic, 189%.
( 2 ) S. LIE, Bcrîcfitc liber die Verîiattdhuigcn der k. s. Ge^elischaft cler Wissenschaj'tGii

zn Leipzig, 1 8 9 1 .
( 3 ) Sauf des cas exceptionnels sur lesquels nous n'insisloûs pas ici.
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d'ordre supérieur au premier, n 'admet pas, en général, de groupe au
sens de M. Lie.

Les équations linéaires aux dérivées part iel les

à^ , àz . à-z
( ' ) ^A^+...+A^=o

et les systèmes complets, é tudiés par M. Lie, sont celles ou ceux qui
admet ten t un groupe de t ransformations dépendant de paramètres
arbitraires et portant sur les variables x, x^ x^, .. ., x,^ Ces systèmes
sont aussi très part icul iers ; les beaux travaux de MM. Lie et Vessiot
l'ont montré d 'une manière frappante.

La même observation s'étend à plus forte raison aux équat ions
d'ordre supérieur qui admettent des groupes.

Ajoutons que, dans les cas par t icu l ie rs ou une équation admet un
groupe, i l n'en résulte pas une théorie complète de l ' intégration de
cette équat ion; au contraire, il est impossible d'affirmer, sur an exemple
donné, que la rédaction qui résulte de l'existence du groupe est la seule
que F on puisse faire. Les théorèmes auxquels on parvient par ces mé-
thodes n 'ont , en général, pas de réciproques. Dans que lques cas
même où l'on sait q u e l ' équa t ion admet un groupe, par exemple
dans le cas des équations différentiel les o rd ina i res du premier ordre,
on n'avait pu utiliser cette propriété.

Enfin, en poussant un peu plus loin l ' examen des t ravaux de M. Lie,
on remarquait qu'il ne t i ra i t aucun par t i des t ransformations immé-
diatement en évidence sur l ' équat ion, transformations banales (?),
(elles, par exemple, que la t ransformat ion

Z==/(^),

oùyest une fonct ion arbitraire et qui laisse invar iab le toute équation
linéaire telle que (ï).

Sans contester l ' importance de ses recherches par t icul ières sur le
sujet, on peu t donc affirmer que l'application, indiquée par M. Lie^ de
sa théorie des groupes à l^intégratio/î des équations n est pas la véritable
généralisation de la méthode employée par Galois pour les équations al-
gébriques.

Les travaux de M. Picard, sur les équations différentielles l inéaires ,
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montraient la voie où il f a l l a i t s 'engager pour parvenir à cette géné-
ral isat ion.

7. Le succès de la méthode de Galois t ient un iquemen t à la remarque
suivante :

Le système des équat ions qu i sont vérifiées par toutes les racines
demeure invar iable par u n e s u b s t i t u t i o n que lconque de ces n racines
et par ces transformations seulement. Les coef f ic ien ts de l ' équat ion
dont on é tud ie les racines sont les inva r i an t s indépendants du
groupe G^ des s u b s t i t u t i o n s de n lettres. Tout progrès dans la déter-
mina t ion de ces racines amené à la connaissance explicite des inva-
riants d 'un sous-groupe de G-/,.

Cette observation subsiste pou r les équa t ions d i f férent ie l les l i néa i r e s .
Soient j^j/a, . . . ,y^ les éléments d 'un système fondamenta l , de solu-
t ions; on conna î t d ' une manière exp l i c i t e les i n v a r i a n t s d i f f é r e n t i e l s
indépendants du groupe général I\ des t r ans fo rma t ions l i n é a i r e s et ho-
mogènes po r t an t sur y,,j^, . . .,y//, quand on considère ces é léments
comme des fonc t ions de la va r i ab l e oc. Tout progrès d a n s l ' i n t égra t ion
amène à c o n n a î t r e l 'expression expl ic i t e des i n v a r i a n t s d i f f é ren t i e l s
de l 'un des sous-groupes de I\ et réc ip roquement .

A un autre p o i n t de vue, dans les deux cas on peut exprimer tous
les éléments qu i satisfont à l ' é q u a t i o n que l'on é tud ie , comme fonction
déterminée d ' u n nombre l i m i t é d 'entre eux , formant un système fonda-
mental. Cela su f f i t pour permet t re l 'extension de la théorie de Galois.

Soit un système d 'équat ions aux dérivées par t ie l les , déf in issant
p fonc t ions ^, ̂  • • - ^ z p de n var iab les , o c ^ , x^, . . . , x,^ et supposons
que la solution générale de ce système s7 exprime d 'une maniè re déter-
minée, toujours Ici même, a l ' a i d e d 'un nombre f i n i rde so lu t ions parti-
cul ières quelconques, des variables et d 'un nombre f in i de constantes
arbi t ra i res <^, c.^, . . . , ^ ou de fonc t ions arb i t ra i res ̂ , epa, . . . , ÇA d'ar-
guments dé te rminés ; nous d i rons que les solut ions du système
dépendent d'un nombre l i m i t é r d 'é léments f o n d a m e n t a u x . Si l'on
veut édifier u n e théorie complète de la d é t e r m i n a t i o n de ^ , , ^2 , . . . , ^
il est nécessaire de subs t i tue r à la recherche de la so lu t i on générale
celle, équivalente, de r solut ions par t i cu l iè res formant un système
fondamenta l .

Ann. de i 'Kc . Normale. 3e Série. Tome XV. — JCILLI.T i8()S. '̂
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Ce second problème dépend toujours de l 'étude d 'un groupe que l'on
obtient de la manière su ivante : On écrit les égalités qui donnen t la
so lu t ion générale en fonct ion des solut ions part iculières et l'on y
remplace successivement au premier membre les éléments de la solu-
tion générale par r nouveaux systèmes de s o l u t i o n s et au second
membre les constantes ou les fonctions arbi traires par r nouveaux
systèmes de constantes ou de fonct ions. Les pr égalités, ainsi obte-
nues, définissent , entre les é léments d ' un système fondamenta l , le
groupe a t t e n d u .

.// joue, dans F intégration du système, le même rôle que le groupe sy-
métrique dans F étude des équations algébriques ou le groupe linéaire et
homogène dans l'élude des équations différentielles linéaires.

8. Parmi les systèmes don t la so lu t ion dépend d'un, nombre l imi t é
d 'éléments f o n d a m e n t a u x , les p lus impor tan t s sont formés par les équa-
tions linéaires aux dérivées partielles du premier ordre.

Le groupe à considérer est, dans ce cas, un groupe de transforma-
tions ponctuelles ( ' ).

A toute équat ion
. , -<" / K Ô^ A ^z i ^s( ,) X(.)=^-A,.^-^..4-A,,^=o,

à coefficients ra t ionnels , dont z^ ^, ..., z^ forment u n système fon-
damenta l de so lu t ions , est at taché un groupe F, contenu dans le
groupe ponc tue l général I^ des t ransformat ions de ^, ^2, ..., ^, que
nous appelons son groupe de rationalité et q u i possède les propriétés
suivantes :

Tous les invariants différent iels rationnels de F, lorsqu'on étend les
transformations en regardant les z comme des fonctions des Çn •+-1) va-
riables .z", x^ . . . » x.^ s 'expriment r a t ionne l l emen t à l'aide des x.

Toute fonction des z qui s^exprime ra t ionnel lement à l'aide des x
est une fonction de ces invar ian t s d i f férent ie l s .

L'intégration de l 'équation (i) se décompose donc en trois parties :
1° Recherche des différents groupes T qu'il, y a l ieu de considérer;

( 1 ) Cf. Co/npfe/î rendus, 8 mai 1893.
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2° Détermination du. groupe r qui correspond à u n e équation don-
née ;

3° Etude des t ransformat ions du groupe T;
que nous é tudions successivement.

La dernière étude c o n d u i t à fixer la nature des transcenda nies ^ i ,
^2, . .., ̂  d'après Ici considération des relations rationnelles (j ni lient ces
éléments aux variables cl à leurs dérivées par rapport à ces variables. La
classification obtenue concorde, par s u i t e , avec ce l le a laquelle nous
serions pa rvenus en pa r t an t de ce dernier p o i n t de vue.

En suivant pas à pas la marche adoptée dans l 'é tude des nombres
algébriques et des groupes de s u b s t i t u t i o n s , on démon t r e q u e les élé-
ments ̂ , . . , , z^ qui forment un système fondamenta l de s o l u t i o n s de
l 'équation

(l) X ( 3 ) = 0 ,

attaché au groupe de r a t i o n a l i t é I\ peuvent être amenés à (a i re par t i e
(lu domaine de ra t iona l i t é par des ad jonc t ions successives de t ranscen-
dan tes attachées à des groupes simples, c'est-à-dire q u i n ' adme t t en t
pas de sons-groupe invar ian t . Pour ces de rn i è re s , aucune réduc t ion
analogue n'est p lus possible; d 'où l ' impor tance de tou t e recherche
relative aux t ranscendantes ^, . . . , z^ dans le cas où. F est un groupe
simple.

Nous n ' insis terons pas sur un cer ta in n o m h r c de généralisa-
t ions faci les des résul ta ts ob tenus dans la théor ie des subs t i lu t ions :
"invariance des groupes facteurs dans toute décornposiuorî normale
du groupe F, théorème de Lagrange, t i léorie de la résolvanle géné-
rale, etc. Passons de même sur des a p p l i c a t i o n s immédiates , qu'on
aurai t pu m u l t i p l i e r sans grandes dif t icul tés , à l ' équat ion du premier
ordre y'=== f ( x ^ y ' ) où/ 'est r a t i o n n e l , à cer ta ines équa t ions du second
ordre y " == ^ ( x , y, y'), aux équa t ions d i f f é r e n t i e l l e s l i néa i re s et aux
systèmes complets d 'équat ions l inéaires aux dérivées par t ie l les , bien.
que la s imp l i c i t é des résultats ob tenus mér i te peut-être a t t e n t i o n .

9. L'étude des é q u a t i o n s non l inéa i res du premier ordre, ou, p l u t ô t
de leurs intégra/es complètes, se fa i t en s u i v a n t les mêmes pr incipes
que pour les équa t ions l inéa i re s .
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• On peut d 'ai l leurs la considérer comme une simple application de
cette dernière, l 'étude de l 'équation

Z(J,^, . . . ,^,/?i, . . ., p n ) == const.,

exigeant seulement la détermination du groupe de rat ionali té de
l 'équation linéaire à ('2/1 -+-1) variables

[Z,/]r=0.-

Ce groupe est, pour un choix part iculier du système fondamenta l
de solutions, un groupe de transformations de contact à n ou (/z — j)
variables.

On parvient d 'ail leurs encore à des groupes de transform.ations de
contact quand on é tudie les intégrales complétas des systèmes en in-
volution

Xi _: a^ . . ., X/y — ci^,

où les X dépendent ra t ionnel lement de z, x^ . . . , <z^, p^ . . . , p^ (1).
Il convient d'observer ici qu'il est possible d'amener, par une trans-

formation ponctuel le des variables ou une transformation de contact ,
tonte équation, l inéaire ou non, du premier ordre, à une forme cano-
nique tout intégrée. Cette observation avait été fai te depuis longtemps
par M. Lie, mais la dé terminat ion de la t ransformation é tan t i d e n t i q u e
à l ' intégration de l 'équation donnée, cela ne conslituaù (fu'un simple
déplacement de la question (2), Les théories que nous développons
montrent que Von peut fixer d'une manière précise Ici difficulté de V'in-
lé^'ralïony cesi-à-dire aussi ce/le c/ui consiste à trouver la transforrnaLion
(fui amène à la forme canonique.

10. Nous n'avons pas, dans notre travail, donné aux considérations
basées sur la théorie des groupes, conçue a priori, et sur les beaux
résultats acquis dans ce domaine par M. Lie, un rôle prépondérant.res

(r) Nous avons dû, pour ne pas donner à ce travail un dévcloppomenL exagère, sup-
primer roludo des équations aux dérivées partielles da premier ordre, non linéaires, qui
fera l'objet d'un Mémoire spécial ; nous renverrons, à cette occasion, à une Note des
CompLes rendus s 14 janvier i8<j5.

{ " i ) Cf. D A R B O U X , Mémoira sur les solutions singulières, etc. {Mémoires cïcs Swants
étrangers, t . XX VII, p. y).
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En é tudiant le problème de V intégration, en général, il nous a été pos-
sible de définir ce que nous appelons Vintégration logique d'un sys-
tème, qui est au problème de Cauchy et aux autres problèmes plus ou
inoins précis qu'on s'est posé sur l ' intégration, ce qu'est la résolution
alg'ébrù/ue des équations par la théorie de Galois à leur résolution nu-
mérique ou par approximation.

Nous avons été amenés ainsi à définir d 'une manière extrêmement
précise tous les éléments du raisonnement : nombres, variables, fonc-
t ions, dérivées, etc. avec les moyens les plus simples et à part i r de théo-
rèmes généraux sur les fonctions dérivables pour déterminer et classer
toutes les transcendantes du Calcul intégral, ou du moins celles que
nous pouvons définir algébriquement.

Les principaux théorèmes de la théorie des groupes, donnés par M. Lie,
se sont ainsi trouvés établis d'une manière presque intuitive par des mé-
thodes qui en feront saisir la véritable importance.

Signalons encore quelques indications générales sur le problème
de Yintégraiion logique des systèmes différentiels quelconques et sur les
formes les plus simples auxquelles on peut ramener de tels systèmes.
En particulier, tout système différentiel devant définir p fonctions z^
^, ..., Zp de n variables x^, oc^, ..., x^ peut être ramené à un système
d'équations du second ordre, à une seule fonction inconnue, en augmen-
tant convenablement le nombre des variables.

Les transcendantes qui, sont liées à leurs dérivées et aux variables
par des relat ions rat ionnelles se partagent donc en deux grandes
classes, su ivan t qu'elles vérif ient des équat ions qui sont toutes du
premier ordre ou toutes du second ordre.

La classe in te rméd ia i re se ramène, en effet, à la seconde classe avec
une ou plusieurs variables de moins, par l ' introduction de transcen-
dantes de la première classe.

Le t ravai l actuel est consacré presque exclusivement aux transcen-
dantes de la première classe.

Il n'existe d 'ai l leurs, à notre connaissance, aucune recherche rela-
t ive aux transcendantes essentielles du second ordre au point de vue
auquel nous nous p laçons . On suppose toujours , bien en tendu, dans
la dé f in i t i on de telles transcendantes, le nombre des variables réduit
à son m i n i m u m .
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H. Nous bornerons là les ind ica t ions qu' i l nous a paru nécessaire
de donner sur le con tenu de ce travail .

, On pourra nous reprocher d'avoir insisté longuement sur des pro-
positions élémentaires, regardées à d'autres points de vue comme évi-
dentes, ou établies d'une maniè re différente de celle que nous avons
adoptée; nous avons vu là le seul moyen de donner quelque un i t é à
ce travail.

Nous avons voulu également établir, une fois pour toutes, la distinc-
tion à faire, en Mathématiques, entre une étude de pure logique et toute
autre recherche. Nous insistons d'ail leurs sur ce po in t dans la Conclu-
sion, en indiquant les rapports de' notre théorie avec celle que l'on
pourrai t construire en fa i san t ' intervenir les développements en série
et les groupes de monodromie relatifs à nos équat ions . Nous pensons
que cette dernière étude doit suivre celle, que nous avons essayé d'es-
quisser, des groupes de ra t iona l i té , mais en demeurer ent ièrement
dis t inc te (1).

Peut-être nous permettra-t-on deux c i ta t ions qui , paraissent jus t i f ier
les idées qui nous on t guidé :

(( Ce qu'on appelle un fai t d'Analyse do i t toujours être ramené, si
l'on veut s'en faire une idée juste , aux principes métaphysiques de
cette science. Il est év ident , en effet, que, l 'emploi des caractères algé-
briques ne pouvant rien ajouter aux idées qu'i ls représentent , on doi t
toujours trouver dans l'examen attentif des condi t ions de chaque ques-
tion la raison de tous les résultats auxquels on est conduit par le
calcul. )) J.-M. A'M'PÊRE.

« Je mehr ich ùber die Pr incipien der Funcl ionentheor ie nachdenke
— und ich thue dies unablàssig —- um so tester wird meine Ueber-
xeugung, dass dièse auf dem Fundamen te algebraischer Wahrhei ten
aufgebaut werden muss, u n d dass es deshalb nicht dcr richtige Weg
ist, wenn umgekehrt zur Begrùndung einfaclier und fundarnenta ler
al^ebraische Sàtze, das « Transcendente » um rmch ku rzauszad rùcken

( 1 ) Les résultais principaux de ce travail ont été cormrmniqués à l'Académie des
Sciences dans deux Noies (8 mai 1893, i4 janvier 1895), sauf ceax relatifs aux systèmes
différentiels généraux (Comptes rendus, '26 octobre 1897) eL à la détermination du groupe
de rationalité (Chapitre 111).
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in Ansprucli genommen wird, so hestechend auch au f den ersten
A n b l i c k z. B d i e Betrachtungcn sein môgen, durcli welche Ricmann
so viele der wiclitigsten EigenschaÛen algebraiscber Funct ionen
enfcdeckt bat. » IL WEIERSTRÀSS.

Qu ' i l me soit permis , en t e r m i n a n t , d ' expr imer ma vive reconnais-
sance à M. S. Lie, pour le dévouemen t avec l eque l il m'a i n i t i é à ses
théories si. pu issantes et si fécondes, et à M'M- E. Picard et L Tannery ,
pour rafTectueux et i n l a s s a b l e in té rê t qu ' i l s oni hien voulu prendre à
mes recherches !

CHAPITRE L
LES FONCTIONS ALGKBHIQUES ET LES GROUPBïS DE SUBSTITUTIONS.

I. — Nombres entiers positifs et négatifs.

1 . Nous définirons tous les éléments sur lesquels nous raisonnerons dans
la suite, c'est-à-dire les nombres et les fonctions algébriques, les ditfé-
renlielles et les dérivées de ces fonctions, et, d'une manière générale,
les fonctions d'une ou de plusieurs variables qui vérifient des relations
différentielles algébriques, par leurs liaisons avec les éléments d'un pre-
mier système, dont nous allons d'abord préciser les propriétés.

Nous supposerons que ce système satisfait aux conditions suivantes :

I. // existe un mode de composition qui permet de passer de deux élé-
ments (fiielcorufues du système à un troisième élément, bien déterminé, du
même système.

II . Ce mode de composition est associatif.

Si l 'on représente par ( u , ç} le résul ta t de la composi t ion de l'élé-
ment u avec l ' é lément c, on aura par conséquent , entre t rois éléments
quelconques du, système, l ' ident i té

( ^ , ( / / , c ) ) -= ( (^ b ) , c ) .
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III. Un même élément composé avec des éléments qui différent entre
eux donne encore des éléments qui digèrent entre eux.

On peut donc conclure des identités

(r/, u) ~= b, {a, (Q == h
l'identité

i l •=-: c.

IV. Tous les éléments du système sont obtenus, et chacun d'eux est
obtenu une seule fois, par une composition répétée clé U un d'eux, conve-
nablement choisi, avec lui-même, c est-à-dire en composant cet élément a
avec lui-même, ce qui dorme (a, a), puis avec l'élément (a, a), ce qui
donne ( a, (a, a) ) et ainsi de suite.

Il est facile d'établir que ces hypothèses permettent de former d ' u n e
seule manière une table de composition des éléments du système, c'esf"-
à-dire une table d o n n a n t le résultat de la composi t ion de l 'é lément //,
choisi d 'une manière quelconque, avec l 'é lément v, quelconque égale-
ment.

Si, par exemple, nous con t inuons à représenter par a l 'élément qu i
sert à obtenir tous les autres, la propriété associat ive de la composition
donnera l ' identité
(0 (a, (a, a)) =((a, a) a, ).

On peut donc représenter les éléments (a, (a, a)) et ((a, a), a ) par
un même signe (a, a, a) obtenu en suppr imant les parenthèses in té-
rieures.

Cette propriété associative donnera également les ident i tés

(2) ( a, (a, a, ̂ ) ) == ( (a, a), (a, a)) == ( (a, a, a), a ),

qui permettent encore de représenter par u n même signe ( a , a , a, a\
obtenu comme précédemment, tous les éléments qui y figurent.

Il est clair que le même raisonnement peut être répété sans condi-
tions et qu'on obtiendra ainsi une sui te i l l imi tée d'éléments représentés
par les signes

CT, (a, a), Ça, a, a), ( a , a , a , € / / ) , . . . ,

dont la loi de formation est immédiate. Les identités (ï), (2) , . . . ,
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écrites •successivement, cons t i t uen t une table de composi t ion décès
éléments.

E n f i n » la représentation même de ces é léments montre que leur com-
posit ion est Gommiitatwe ( 1 ) , c'est-à-dire que l'on a iden t iquement

(//, ^') = (r, //),

quels que soient les éléments u, ç du système.
Les éléments a, (a, a), ( a , a, a), . . . , que nous venons de déf in i r ,

sont appelés nombres entiers positifs. On les représente d 'ordinai re ,
pour la commodi t é de l 'écri ture, par des signes spéciaux i , 2, 3, . . . ,
formés d'après des règles qu i c o n s t i t u e n t la n u m é r a t i o n » On appelle
addition la composit ion à l 'aide de l aque l l e tous les ent iers p o s i t i f s
dérivent de l 'entier un, et l'on représente p a r ( ^ -h ^) le résul ta t de
l 'addition des ent iers a et v»

Tout cela est bien connu ; nous avons ju£çé u t i l e de le rappeler, a f in
de fixer parmi, les propriétés des ent iers pos i t i f s celles que nous em-
ployons à les déf in i r .

Nous aurons souvent dans la sui te à considérer des systèmes d'élé-
ments qui, possèdent les propriétés I, II , I I I du système des nombres
ent iers positifs : on d i t que les éléments de ces systèmesforment un groupe
pour le mode de composition considéré. Les ent iers positifs composés par
addit ion forment par conséquent un groupe G.

2. La table de composi t ion du groupe G montre i m m é d i a t e m e n t
qu 'aucun entier positif mis à la place de ^?ne peut vérifier la relat ion

( I -[- .2; ) -= .1 .

Proposons-nous de cliercher s'il est possible de former un nouveau
système d'éléments satisfaisant aux condi t ions suivantes :

I. Pour un certain mode de composition, les éléments du système
forment un groupe.

I I . Le système renferme les nombres entiers positifs et la table de com-
position relative à ces entiers est identique à leur labié d'addition.

( l ) Cf. II. PoiNCAitÉ, Sur la nature du ralsonncmen.i inat/iematique {Revue de MéUtphy-"
^Iquc et, de Morale; 1894).

Aun. de i ' É c . Normale. 3e Série. Tonie XV.—JUILLET 1898, à^
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III. Un élément au moins du nouveau système, mis à la place de x,
vérifie la relation

( i - ^ x ) •==. i ,

où l'on a conservé, pour indiquer la nouvelle composition, le signe de
l'addition des entiers positifs, ce qui est évidemment légitime.

On reconnaî t immédiatement qu 'un seul élément du nouveau sys-
tème peut vérifier la relation (i 4- oc) = i; le développement des hypo-
thèses précédentes conduit d'ailleurs un iquemen t aux identités

(.r -4--r) ==: x,

(,r -4" a) -= ( a -{- x ) == r/,

dans lesquelles a est un entier positif quelconque. Il résulte de la, que
le nouveau système peut être formé par les entiers positifs et un seul
é lément nouveau a/'. On nomme cet élément zéro et on le représente
par le signe o.

La composition des éléments du nouveau système, que nous conti-
nuerons à nommer addition^ reste commutat ive (1).

3. On peut conclure de l 'examen de la table d^add i t ion du système
formé par zéro et les entiers positifs, qu'aucun élément x du système
ne vérifie la relation

( ci "+- x ) ==-: b

dès que b précède a dans la suite naturel le des nombres o, i , 2, 3, , . .
Considérons la première relat ion sat isfaisant à cette condition :

( i -4- x ) =. o

et proposons-nous de former un nouveau système d^éléments q u i
possède les propriétés suivantes :

I. Pour un certain mode de composition les éléments du système forment
un groupe.

( 1 ) Nous ferons observer ici, une fois pour toutes, que c'est F étude directe clés gran^
(leurs gcorn(Uriqu(2.^, mécaniqiics ou pflysufucs HIÛ conduit pratiquement à Introduire dans
le raisonnement de nouveaux éléments ; nous nous préoccupons umquomcnL de montrer
comment cette introduction peut ôtre faite sans sortir du domcdne de la logique pure,
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II. Le système renferme les entiers positifs et zéro ; la fable de composi-
tion relative à ces éléments est identique à leur table d'addition.

III. Un élément au. moins du système vénfie la relation

(l hA-)=0.

Sans insister sur le développement de ces cond i t ions , nous rappel-
lerons que le nouveau système ne renferme qu'un élément possédant
les propriétés attribuées à x, mais qu ' i l renferme une suite i l l i m i t é e
d'éléments nouveaux. A chaque entier positif a correspond l 'un de ces
éléments y qui vérifie la relation

(a -[- y ) —=. o

et si l 'on désigne par (•— ï) l 'é lément x et par ( — a ) l 'élément j,
l'élément (— a) est formé par a d d i t i o n répétée de l ' é lément (— ï ) ,
comme'a est formé avec ï . La c o m p o s i t i o n des é léments est toujours
commutati ve.

Les nouveaux éléments (—- ï ) , (—2) , ( — 3 ) , . . . portent le nom
(Yentiers négatifs. Ajoutons que, dans le système formé par zéro et les
entiers , il existe toujours un élément et un seul qui , mis à la place
de oo, vérifie la relation

(a+.y)= h,

a et b dés ignant deux éléments quelconques da système. On aura i t
d 'a i l leurs pu obteni r les nouveaux éléments en se proposant de former
un système satisfaisant à cette c o n d i t i o n .

4. Soient a et b deux éléments quelconques du système formé par
zéro et les entiers; si. nous posons identiquement

( a. ï. ) — a

(a.(h~{-i))-=((a.b)-+-€^),

nous avons défini un nouveau mode de composition de ces éléments
qu'on appelle multiplication. Ce mode possède également des propriétés
simples que L'on peut établir en partant des identités précédentes ( 1 ) ;
nous rappellerons seulement celles dont nous aurons besoin plus tard ;

( 1 ) H. POINCARÉ, loc' cit..
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On a d'abord, quel que soit Félément a du système

( a. o ) "r= o.

Si l'on supprime zéro l'on obtiendra un nouveau système, dont les
éléments composés par mul t ip l i ca t ion forment un groupe. La multi-
plication est d'ailleurs commutative comme l 'addi t ion.

Enfin, quels que soient les entiers a, &, c, on a ident iquement :

(cf. (&+<?))- ( a . b ) ~ } ~ ( a . c ) ,

ce qu'on énonce en disant : La multiplication est distributive par rapport
à l'addition,

L'étude de la cons t i tu t ion du groupe formé parles nombres entiers
lorsqu'on les compose par mult ipl icat ion c o n d u i t à reconnaître .que
tous ces nombres peuvent s'obtenir par mult ipl icat ion de certains
d'entre eux qu'on appelle nombres premiers. La théorie de la décompo-
sition. des nombres en facteurs premiers, ou une étude directe, théorie
de la d iv is ib i l i té , permet de décider s'il existe ou non u n entier x véri-
f iant la relation

( a. x ) == h

dans laquel le a et b sont deux entiers donnés. C'est la considération
des relations de cette forme qui ne sont vérifiées par aucun entier,
qu i amené à in t rodui re dans l e - r a i s o n n e m e n t de nouveaux éléments :
les nombres rationnels.

II. — Nombres rationnels.

5. Nous savons que les entiers composés par mul t ip l i ca t ion for-
ment un groupe. Il est aisé (le voir que la table de composition de ce
groupe, table dému l t i p l i c a t i on , supposée construite, suffit à définir ces
éléments, c'est-à-dire qu'on en peut conclure l 'existence d 'un deuxième
mode de composition des éléments qui possède les propriétés de l'ad-
dition, la table de composit ion relative à ce mode é tant ident ique à la
table d 'addit ion. Ce point étant admis, proposons-nous de définir un
nouveau système satisfaisant aux conditions suivantes :
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I. Les éléments du. système, composés par un certain mode, forment
un groupe.

II. Le système renferme les nombres entiers et la table de composi-
tion relative à ces éléments est identique à leur table de multiplica-
tion.
III. Le système renferme toujours un élément x qui vérifie la rela-

tion
(a .x) == b,

où l'on a conservé pour indiquer la nouvel le composition le signe de
la mul t ip l ica t ion, a et b désignant deux éléments quelconques du
système.

Le développement de ces condi t ions c o n d u i t à établir que les élé-
ments nouveaux s 'obt iennent en m u l t i p l i a n t par des nombres en t ie rs
ceux qu i vér i f ient des relations de la forme

{a.x} = j ,

a désignant un ent ier différent de 4- i et de — i, ou bien encore qu ' i l s
résultent de la composition entre eux et avec les nombres entiers des
éléments sa t i s fa isant aux relat ions

(p..v) =--•1,

ou p est u n nombre premier. La composi t ion des nouveaux éléments
entre eux et avec les entiers est encore commutative, on continue à
l'appeler multiplication; les nouveaux éléments sont dits nombres ra-
tionnels,

Nous ferons observer qu'il est maintenant possible d^établir l'exis-
tence d 'un second mode de composition des nombres rationnels entre
eux et avec les entiers, qui possède les propriétés de l 'addi t ion; tel,
par exemple, que la mult ipl icat ion soit distributive par rapport à l'ad-
d i t i o n .

On peut conclure de là que la composition par multiplication des
nombres rationnels et de zéro, qui a été écarté jusqu'à présent, sui t
les mêmes lois que celle des entiers et de zéro, c'est-à-dire qu'on a
toujours

(o.a) •=: (a.o) •= o.
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Les relations
(0.^) == <2,

où ûî est différent de zéro sont donc les seules qui n 'admettent pas de
solution dans le système formé par les nombres entiers et les nombres
rationnels. Ces relations sont IMPOSSIBLES en raison du rôle singulier joué
par zéro dans la multiplication.

Ajoutons que la relation (o.a?) == o est vérifiée par tout élément x
du système : nombres entiers ou rationnels et zéro (1) .

III. — Variables. Polynômes. Fractions rationnelles.

6. Les éléments considérés jusqu'à présent sont liés aux nombres
entiers par des relations qui suffisent à les isoler; on les nomme, pour
cela, éléments déterminés ou numériques. Nous allons en définir qu i
possèdent des propriétés p lus générales : les éléments indéterminés et
les éléments variables.

Un élément indéterminé est un élément qui peut être choisi d'une
manière arbitraire, dans un système d'éléments déterminés; il, possé-
dera, par conséquent, les propriétés communes à tous ces éléments.
Par exemple, un nombre rationnel indéterminé a se composera avec
les nombres rationnels et avec lu i -même, suivant deux modes qui
posséderont les propriétés de l 'addi t ion et de la mul t ip l ica t ion des
nombres ra t ionne ls . Si l'on adopte la no ta t ion a'" pour représenter le
produit de m facteurs a, tous les éléments dédui ts de a par ces deux
modes sont de la forme

a 4- ba -4- ça2 4-.. . •+• I w . ' " ,

les éléments a, b, . . . , / é tan t des nombres rationnels déterminés. Ce
sont les polynômes en a; leur calcul suit nécessairement les mêmes
lois que celui des nombres rat ionnels . La considération des relations
Kx == B où A et B sont des polynômes en a, qui ne sont vérifiées par

(r) Nous verrons dans la suite l'importance exceptionnelle de ces deux circonstances
sur lesquelles repose toute la théorie des singularités des fonctions d'une ou de plusieurs
variables.
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aucun de ces éléments, conduit à définir des éléments nouveaux qu'on
TD

représente par - , et qu'on appelle fractions rationnelles en a. Ces élé-
ments suivent encore nécessairement les lois du calcul des nombres
rationnels.

A côté des propriétés générales de composi t ion que nous venons de
rappeler, les éléments indéterminés possèdent des propriétés spéciales
qui dépendent du système par t icul ier d'éléments numér iques auxquels
ils appartiennent; un entier indéterminé possède, par exemple, des
propriétés qui n 'appar t iennent pas à un nombre rat ionnel indéterminé.
On parvient aux éléments variables en ne conservant que les pro-
priétés générales de composition des éléments indéterminés. Un élé-
ment variable x se composera avec lui-même et avec les nombres rationnels
suivant deux modes cfui possèdent les propriétés de l'addition et de la mul-
tiplication des nombres rationnels, et ce sont là toutes ses propriétés (1).

Les éléments qui résultent de cette composi t ion sont de la forme

ou les a, b, ..., / sont des nombres ra t ionnels et les lois de leur calcul
sont celles du calcul, des nombres ra t ionnels . On peut , de plus,
affirmer que deux polynômes en x yui ne renferment pas les mêmes puis-
sances de x cwec les mêmes coefficients sont deux éléments distincts,

Aux polynômes en x, la considération des relations

Aj^B,

( 1 ) On considère souvent des éléments nommés paramètres ou constantes arbitraires,
qui possèdent les rnôrnes propriétés de composition que les variables; ils n'en diffèrent
que par la manière dont ils se comportent dans Ut DIFFÉRENTIATÏON, les difïerentielles
des constantes étant nulles et celles des variables étant de nouvelles variables. On com-
prendra plus loin les raisons de ces dénominations distinctes.

Ajoutons que les variables, telles que nous les définissons, sont ce qu'on appelle d'ha-
bitude des variables complexes', qui peuvent être représentées géométriquement par les
points du plan de Cauchy ou par des serments géométriques. C'e^'t et'ailleurs cette coïn-
cidence qui est La 'véritable raison do I1'importance des •variables complexes en ÂtialysG;
dans l'Analyse pure, en efïet, ce sont les propriétés logiques qui jouent un rôle essentiel;
dans l'Analyse appliquée, l'existence ou la non-existence, dans un ensemble déterminé,
d'éléments récdisés possédant ces propriétés, peut modifier du tout au tout ce point de
vue.
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dans lesquelles A et B sont deux polynômes, qui ne sont vérifiées par
aucun polynôme mis à la place de y, permet de rattacher des élé-
ments y qu'on représente par", et qu'on appelle fractions rationnelles
en x\ ces éléments, bien définis, suivent encore les lois du calcul des
nombres rationnels. Ceci peut s^tendre immédiatement en considé-
rant plusieurs éléments indéterminés a, (3, y, ... ou plusieurs élé-
ments variables œ, y , 2, ..., ou à la fois des éléments indéterminés
et des éléments variables; nous n'y insis terons pas.

Ajoutons cependant que le système formé par les polynômes et les
fonctions rationnelles de plusieurs variables x , y , s , . . . , à coefficients
rationnels, déterminés ou non , possède les deuxpropr ié lés suivantes :

I. Il existe toujours un élément et un seul du système, X, qui vérifie
relation

A + X = B ,

ou A et B sont deux éléments quelconques du système.
II. Il existe toujours un élément et un seul du système, X^ qui

vérifie la relation
AiXi=B,,

B, étant quelconque et A^ différent de zéro.

Lorsque A, = B^ == o, tout élément du système mis à la place de X,
vérifie la relation.

Lorsque A ^ === o, B| étant différent de zéro, aucun élément du sys-
tème ne vérifie la relation.

Suivant une dénomination consacrée, nous désignerons le système
précédent sous le nom de domaine de rationalité absolu ou de domaine
absolu, ou simplement ^absolu.

IV. — Nombres et fonctions algébriques.

7. Tous les éléments é tudiés jusqu'ici sont définis sans ambiguïté,
c'est-à-dire d'une manière un ique , par leurs liaisons avec les éléments
déjà connus . CETTE CIBCOJNSTANCE NE SE PRÉSENTERA P L U S ; tous les éléments
déterminés, c'est-à-dire non variables, que nous aurons à considérer
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maintenant ne seront définis par leurs liaisons aux éléments précédents,
c'est-à-dire à / 'ABSOLU, qu'avec un certain arbitraire. La connaissance
précise de cet arbitraire nous permettra de fixer ce qu'il y a de déter-
miné dans le calcul de ces éléments; elle nous permettra aussi de les
classer..Une étude ul tér ieure de la classification naturelle, à laquelle
on parvient a ins i , en montrera l ' importance.

Le premier exemple d'éléments q u i ne sont déf in is qu'avec une cer-
taine ambigu ï t é est donné par les nombres algébriques, dont nous allons
m a i n t e n a n t résumer les principales propriélés (1).

Le produi t de deux polynômes en <r à coefficients rat ionnels est un
polynôme en x à coefficients ra t ionne ls . Tout polynôme en x à coeffi-
c ients ra t ionnels peut- i l inversement être regardé comme le produit
de deux polynômes de même na ture? Une théorie élémentaire (théorie
de la d iv i s ib i l i t é ) montre qu ' i l n'en est rien.

Par un nombre l i m i t é d'essais, fixé à l 'avance, on peut mettre tout
polynôme F(.r) à coefficients ra t ionnels sous la forme d'un produit

/^)^0r)...^),

de polynômes à coefficients ra t ionne ls pour chacun desquels une dé-
composit ion analogue n'est plus possible (polynômes irréductibles) ou
bien reconnaî tre l ' imposs ib i l i té de cette décomposi t ion.

L ' idenl i lé
F(.r) -= {x — x^ F, (.y, ^i) 4- FO-i),

où x^ désigne un nombre rat ionnel arbi t raire , nous montre qu'on
obtiendra les nombres ra t ionnels x^ qui vérifient la relation

F(^i )==o,

en égalant à zéro les polynômes f(^), g^)^ • • * /acleurs ^e F(^') qui
sont du premier degré en x. Tout polynôme F(x) qui n'admet pas de
diviseurs rat ionnels du premier degré, ne s'annule pour aucune déter-
minat ion rat ionnelle de x.

( l ) On pourra consuUcr, pour plus de dôlails sur ce sujet, V Introduction à L'élude clé
la, T/icorie des nombres cl de l'Algèbre supérieure ('2e Partie, Algèbre supérieure^.
Librairie Nony; î8(p.

yî i t i i . de l'Éc. Normale, 3''- Série. Tome \V. — JL-ILLET 1898. 34
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Supposons que T(x) n 'admette pas de diviseurs rationnels du. pre-
mier degré, ni même d'aucun degré, et proposons-nous de rechercher
s'il existe, dans l'ensemble général formé par les constantes arbi-
traires, des éléments x qui vérifient la relation

F(.r)=o.

En désignant par x^ l 'un de ces éléments, on pourra encore écrire
l 'identité

F ( x ) —: ( x "- j^ ) 'F, ( x, x^ ) --1 " F ( <ri ),

et conclure de là et de la relation
F(^)=o ,

la relation
( .a?—^i)Fi ( . r , ^1)^0.

La propriété d i s t r ibu t ive de la mul t ip l i ca t ion étant conservée dans
l 'ensemble général des constantes arbi t ra i res , on peut aff i rmer que ,
pour quun produit de fadeurs soit nu/., il faut et il suffit que l ' u n des
facteurs soii nul; si. donc x est différent de x ^ , on aura

FiO-, ^i) ==o,

Soit/z^ un élément vér i f i an t cette dernière relation, l ' identité
Fi (.y, x\) == ( x — x^) Fâ(.r, x^ x^) 4" Fi (.Ta, x ^ )

nous montrera de même que tout élément o^, différent de x^ et de ^2,
qui vérifie la relation

FiO, ^i)== o
vérifie également

FaC^^a? ^i) =0.

Le raisonnement se con t inue manifes tement jusqu'à x^ lorsque le
polynôme VÇx) est de degré /?, et les éléments x^ x^, ..., oc^ devront
vérifier les relations

\ F(^)^o,
| Fi(^2,^ i )==o,

( I ) { Fa (^3,^2, .ri) =:: o,
. . . . . . . . . . . . . . . . .

14 n—i {^119 ^/t—if . . . , ^ " i } ^ - ^0 ,
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On pourra conclure aussi de là l'identité

F(<r) == {x — X t ) ( . r—^2). . .(.r — ^,,),

et il est clair que cette identi té suffit pour que T ( x } s'annule pour
x==-x^ oc=x^ . . , , x === x^. Ce polynôme F ( x } ne peut s'annuler
pour aucune autre détermination de x.

Posons
F(^) =xn—p^Xn-i-}^p.^n~cl-\-. . .4- {—^Pn^

et désignons par S ^ , S^, . . . , S/^ les sommes des produits un à un , deux
à deux, .. ., n à n des éléments x ^ x ^ , . . . , x^\ il, résulte des remarques
précédentes que, s'il existe des éléments satisfaisant à la relation

F(.^)=:o,

ces éléments dist incts sont au. nombre de n et doivent vérifier les rela-
tions (T) ou encore les relations (II)

(II) Si==/;»i, 82-== Pî, . . . , Sn.'==P^

Ces condit ions sont d'ailleurs suffisantes.

8. Nous sommes ainsi amenés à rechercher toutes les conséquences
des relations (I) ou ( I I ) , et il suffira d 'é tabl i r qu'elles ne sont jamais
contradictoires pour démont re r l 'existence des éléments x^ x^ ..., .r,,,
qu'on a p p e l l e des nombres algébriques,

Nous é tudierons tout de suite le système p lus général formé des
relations
(S) F/.(^ y'^ ..., ^)==o (^=i, 2, . . . , /?) ,

où les F sont des polynômes à coefficients rationnels. Les conséquences
nécessaires de ces relations s 'obt iennent toutes en appliquant les deux
remarques suivantes :

Si l 'on a
A -==. o, B = o,

on a aussi.
A A -h^-B -=o,

\ et [j. étant deux éléments de l 'ensemble formé des constantes arbi-
traires et des variables.
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Si l'on a
A^P^o,

on a aussi
AB==o.

La théorie du résultant apprend à ramener ces conséquences à leur
forme la plus simple : nous rappellerons qu'en posant

Z -==. ^.Ti-h ^2^2-!-. . .-!- UnX^

où les u sont des nombres rationnels indéterminés, Liouville a montré
comment, par un procédé régulier, on parvient à les définir à l'aide
d'une seule équation

îlRi(s, x^ x^ ..., x^-i) -=o,

dont le premier membre est un produit de polynômes et qu'on appelle
la résolvante générale du système.

Parmi les différents systèmes (S), nous considérerons plus particu-
lièrement ici ceux dont la résolvante ne renferme plus aucune des
lettres x^ x^, ..., x^ et s'écrit par conséquent

B^)=o,

R^ étant un polynôme en s, u^ u^ . . . , u^ à coefficients rationnels,
qu'on peut supposer sans diviseurs mult iples.

Ces systèmes seront appelés déterminés.
Les équations (S) sont elles-mêmes des conséquences nécessaires

des relations

(T)
R,,(^)==o,

^DsR/,(5)+D^R,,(^)=:ô (?=:!, '2, .. ., n),

en nombre (n 4-1), don t n seulement sont distinctes e toù l )^R^(^)
représente un polynôme bien déterminé, la dérivée partielle de R^(^)
par rapport à u^

Lorsque le résolvant R/;(.s) formé par les méthodes régulières ne
renferme pas s, il se réduit à une constante; les équations (S) qui
entraînent la relation

R,^)=o,
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conduisent alors à une contradiction : on dit que le système (S) est
incompatible.

Si le résolvant R/,(s) renferme z, deux cas peuvent se présenter
suivant que ce polynôme est ou non réductible lorsque les u sont
indéterminés.

Si le résolvant R,,(^) est irréductible, toute relation entière en z , à
coefficients rationnels en ^, u^ . . . , n^ compatible avec la relation

IU^)=o,

est une conséquence nécessaire de cette dernière, c'est-à-dire est com-
prise parmi les relations

}JU^)=o,

où ~k est un polynôme en z , u^, u^, ..., ̂ .
Si le résolvant R/z(^) admet des diviseurs rationnels, il n'en est pas

de même; soit ç^(^) l'un de ces diviseurs, la relation

(p,,(^)=o

est compatible avec la relation

ÏU^)=o

sans en être une conséquence nécessaire. Les relations (T) peuvent se
partager en divers groupes

(P,,(^)=O,
^•1^9^) -hD//,œ/,,(^) =o ( i ^=s , 2, .. ., n),

relatifs aux divers diviseurs rationnels de R^(^), et les relations de
l 'un de ces groupes sont incompatibles avec celles de chacun des
autres.

Ceci subsiste lors même que les u ne sont plus arbitraires, mais
reçoivent des déterminat ions pour lesquelles R/^^n^apas de diviseurs
mul t ip les .

Les systèmes (S) se partagent donc en deux classes :
1° Les systèmes irréductibles, tels que toute relation rat ionnelle en x^

a?3, . . . , x^ compatible avec les équat ions (S), est une conséquence
nécessaire de ces équat ions et peut s'obtenir en les combinant l inéai-
rement;
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2° Les systèmes réductibles, pour lesquels on peut écrire entre les x
des relations rationnelles qui , sans cesser d'être compatibles avec les
relations (S), n'en sont pas des conséquences nécessaires. Ces der-
niers systèmes se décomposent en un certain nombre de systèmes
irréductibles distincts.

L'exemple le plus simple de tels systèmes est fourni par une seule
relation

F(^ )=o .

i° Si F(^) est irréductible, toute relation c p ( ^ ) = = o , compatible
avec la relation F(-s) == o, en est une conséquence nécessaire,

< p ( . ) ^ À ( ^ ) F ( ^ ) ,
\ étant un polynôme.

-2° Si F(^) == ç^) '^C^)» un peut déduire de la relation

soit la relation

soit la relation

F(^)=o ,

(p(^)=:o,

^)=0,

et lorsque F(^) n'a pas de diviseurs multiples, ces deux re la t ions
s'excluent l 'une l 'autre; aucune d'elles n'est une conséquence néces-
saire de la relation F(s) == o.

9. L'application des résultats précédents au système

(II) Si=/?i, 82=^2, . . . , S,,=^

se fait de la manière suivante :
Le système (II) est déterminé puisque chaque élément x ^ , ̂ , . ., x^

vérifie la relation F(.r) == o ; s'il admet une solution ̂ , x^ . . . , x^ la
symétrie des premiers membres montre qu' i l en aura au moins ni,
obtenues en permutant les x d 'une manière quelconque. Il ne pourra
en avoir plus, pu i sque le degré de la résolvante ne peut surpasser le
produit des degrés des équations du système.

Le produit
îî.(s — ii^œ,^ — u^x,.^—. . .— Un^^)
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étendu à toutes les permutations ?\, 7^, . . . , /'„ des entiers i, 2, . . . , n
est une fonction symétrique des x. On sait donc l'exprimer et d'une
seule manière à F aide clé S^ , S^, . . . , S^.

Soit R(^, S,, S^, .. ., S,,) le résultat ob tenu ; l'identité de Taylor

B(^ Si, Sa, . . . , S/,) =:R(^ p i , p î , .. . , /^)
+I(S/—79,)D^J{( ,s ,^i , /^ , .. .,/^,) 4-. ..

nous montre, en remplaçant z par ^r, + u^x^ 4-. ..-4- ̂ ^, auquel
cas on a ident iquement

R(,3, Si, S,, . . . . S,)-=o,
que la relation

B(^/^7^ .. ' , p , z ) =-o

est une conséquence nécessaire des relations

( I I ) Si-=/?!, S^=/?2, . . . » S,,-l=/^

et une combinaison l inéaire de ces équations. C'est donc la résolvante
générale du système ( I I ) ; elle renferme z quels que soient les coeffi-
c ients /^ , /^ , . .., pn.

Le polynôme R(^ /^ , /^ " . - ? ^ ) est, d'ailleurs, sans diviseurs
mult iples lorsque les u sont indéterminés.

Donnons aux u des dé terminat ions telles que cette dernière pro-
priété subsiste; on peut affirmer qu' i l existe un élément au moins, Ç,
qui vérifie la re la t ion

R(Ç,7^,/^ • • - , P ^ ^^ î

car toutes les conséquences de celte hypothèse se ramènent à la rela-
tion

VC^pi.p-^ • • •»p/0 -^cs

o dés ignant un diviseur rat ionnel irréductible de R. Les formules

£,:I)^R(?,7^+l)//,R(Ç,^)-=o (/==!, a, ..., n)

donnent alors l'expression de n éléments ^, ^ • • • » ^ qui? ^is à la
place des^, vérifient les relations (II).

L'existence des n racines de toute équation algébrique irréductible
de degré n,

F(^)== o,
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à coefficients rationnels, est donc établie. On en conclut immédiate-
ment l'existence des racines de toute équation à coefficients ration-
nels.

10. Les remarques précédentes donnent tout ce qu' i l y a d'essen-
tiel dans la théorie des nombres algébriques :

Si la résolvante "R(^,/^, p ^ , . . . , / ^ ) = = o est irréductible, il en est
de même du système (II). On ne peut ajouter aux équat ions (II) que
des relations rationnelles qui en sont des conséquences nécessaires et,
par conséquent, distinguer les éléments x^ .r^, . . . , x'n de ceux qu'on
en d é d u i t par une pe rmuta t ion quelconque. L'équation F ( x ) = o est
générale.

Si la résolvante R(s , /^ , /?2 , ...,^) == o est réductible, le sys-
tème (II) se décompose en plusieurs systèmes irréductibles. On passe
de l 'un à l'autre par une permutat ion des x et, par conséquent, les
divers facteurs de la résolvante sont de même degré. Les relations qui
forment l'un de ces systèmes demeurent invariables pour cer ta ins
échanges des x entre eux, qui forment nécessairement un groupe,
c'est-à-dire que la succession de deux échanges possédant cette pro-
priété équivaut à un seul échange possédant la même propriété. Le
nombre des échanges possibles, c'est-à-dire des subst i tut ions du
groupe, est le degré du facteur irréductible de la résolvante.

A toute équation F(^) = o spéciale correspond donc un groupe de
substitutions G de n lettres, nommé groupe de rationalité\ définissant
l 'arbitraire qui subsiste toujours dans la définit ion des racines à l 'aide
des relations rationnelles qu'elles vérifient. Ce groupe n'est déterminé
qu'à une permutation près des lettres x^ x^, . . . , x^. Toutes les fonc-
tions rat ionnelles des ^.invariables par les substi tut ions de ce groupe,
sont des nombres rationnels, et réciproquemeot.

Une étude de la structure du groupe G, c'est-à-dire de la manière
dont les différentes permutations

P p p,
l? A 27 . . . , A ^,

qui appar t iennent à w groupe, s'échangent entre elles lorsqu'on
effectue sur les x l 'une de ces permutations, permet de ramener tout
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groupe de subst i tut ions à une forme canonique : décomposition nor-
male d'un groupe en facteurs, où les facteurs seuls sont déterminés. Il
en résulte une solut ion du problème qui consiste à parvenir à une
définit ion précise des racines d'une équation en faisant intervenir
d'autres nombres algébriques bien déterminés, c'est-à-dire de la réso-
lution algëbrufue. On démontre que les nombres algébriques qui con-
duisent à l 'une de ces solut ions peuvent toujours être choisis parmi
les fonctions rationnelles des racines.

Enfin tous les nombres algébriques sont des fonctions rationnelles
de certains d'entre eux, .les nombres algébriques normaux, racines
des équations dont toutes les racines sont les fonctions rationnelles de
l 'une d'elles.

11. Tous les résultats précédents s'étendent, mulatis mutandis, aux
fonctions algébriques d 'une ou de plusieurs variables. On est conduit à
ces éléments en observant que la relation

( i ) F(^, .ïi, x^ . . .,x,,}=o,

où F est un polynôme à coefficients rationnels, irréductible même après
l ' ad jonc t i on de nombres algébriques convenables, onde fonctions algé-
br iques de moins de n variables, ne peut être vérifiée en met tant à la
place de ^ une fonction ra t ionnel le de x^ x^ . . . , x^

Si. l 'on cherche, dans l 'ensemble àe^ fonctions arbitraires des n va-
riables x^ ^2, . . . , x,, (c'est-à-dire dans l^ensemble des éléments qui
possèdent entre eux, et avec les fonctions rationnelles de ces variables,
les deux modes de composition, addit ion et mul t ip l ica t ion , dont nous
avons mis en évidence les propriétés générales) des éléments qui peu-
vent vérifier la relat ion (i), on trouve, en opérant comme nous l'avons
fait plus haut pour les nombres algébriques, qu'il, en existe p distincts
z^ ^, ..., Z p , lorsque p est le degré en z du polynôme F : ce sont les
fondions algébriques de x^ ..., oc^

Les systèmes d'équations à considérer doivent avoir une résolvante
générale de la forme

R(Z, x.^ x^ .. ., ̂ )=o,

Ann. de l'Éc. Normale. 3e Série. Tome XV. — JUILLET 1898. 35



27.4 -T. DBACH,

sinon les fonctions ne dépendraient pas des n variables. La not ion de
l'irréductibilité subsiste sons la même forme.

Les éléments z^ z ^ , . . . , Z p ne sont jamais définis, par les relations
rationnelles qu'ils vérifient, qu'à certaines permuta t ions près formant
un, groupe G, qui est le groupe de rationalité de l 'équation (i).

On peut aussi indiquer une marche canonique, basée sur la décom-
position du groupe G en facteurs, pour parvenir aux éléments z^
z.^ ..., ̂ , en faisant intervenir des fonctions algébriques bien déter-
minées.

Ces questions n'ont d'ailleurs jamais été traitées d 'une manière
complète et mériteraient une étude approfondie que nous ne pou-
vons faire en quelques pages.

Nous avons seulement voulu indiquer ici les méthodes générales qui per-
mettent, en Algèbre, d'introduire dans le raisonnement des éléments nou-
veaux et de fixer leurs propriétés, afin de mettre en évidence la parfaite
analogie qu elles présentent entre elles et avec celles qui nous serviront tout
à F heure en Analyse.

12. Il convient cependant d'insister, avant de passer à un autre
ordre d'idées, sur deux circonstances dont nous retrouverons plus
tard les analogues.

Lorsqu'on étudie les fonctions algébriques de n variables et leur
calcul, toutes les divisions par des fonctions de ces variables qui, ne
sont pas iden t iquement nulles sont des opérations possibles. Il n'en
est pas de même quand on considère les correspondances établies par
ces éléments entre des nombres algébriques ou des fonctions algé-
briques de moins de n variables, correspondances qu'on obtient en
fixant dans le système des nombres algébriques les déterminations
d'une ou de plusieurs variables. L'examen de ces d iv is ions amène à
considérer des domaines singuliers, définis par des fonctions algé-
briques de moins de n variables, qui, jouen t un très grand rôle
dans l 'étude des correspondances dont nous parlons. Tels sont, en
particulier, les domaines obtenus en égalant à zéro les divers divi-
seurs du discriminant de l 'équat ion q u i déf in i t les fonctions algé-
briques elles-mêmes. Les divis ions par zéro sont d'ailleurs les seules
opérations impossibles, c'est-à-dire les seules à examiner.
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Dans les théories esquissées nous avons constamment distingué,
parmi les n -\-1 variables .-3, x^ . . . , x^ qui vérifient une relation algé-
brique

( i ) F(^^i ,^ , . . .,^) =0,

l 'une d'entre elles z , regardée comme une fonction des autres . Suppo-
sons que l'on passe des éléments ^, x aux éléments ^ / , x ' par des rela-
tions

^ __ 7 ( r - l y r ,-r' \^ —— J-j ̂ - , JL' ̂  J. ^, . . . , ̂  ^ ),

^/ -==X^(^p ^2, . . . , .r^) (/=:i , 2, . . . , / i ) ,

où, Z et les X sont des fonct ions rationnelles de leurs arguments, qui
pe rmet ten t , en se servant ou non de la relation (,i), d 'exprimer z ' et
les ^ par des formules analogues; les propriétés essentielles de la (onc-
tion z des x et celles de la fonction ^ des x ' seront évidemment les
mêmes.

Un autre point de vue consiste à regarder dans une relation algé-
brique tous les éléments comme jouan t le même rôle, l 'a t tent ion étant
portée non plus sur les éléments qui la vér i f ien t? mais sur la relation
elle-même ou sur son premier membre. Il est c la i r qu'alors deux rela-
tions

f{œ,y)=o, o(E,ï])=o,

telles que l'on puisse passer de l 'une à l 'autre par des t ransformations

.r=Ri(^rj), 4 =ri(.j;,y),
y -^R^Y]), rj r=:/-2(^,y),

ou les R et les r sont rationnels, ne posséderont pas de propriétés
essentielles distinctes.

Ceci dit pour faire observer que, avec le point de vue, changent
aussi les propriétés essentielles des éléments que l'on considère.
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II.

LES SYSTÈMES COMPLÈTEMENT INTÉGTUBLES ET LE PROBLÈME
DE L'INTÉGRATION LOGIQUE.

I* — Différentielles et dérivées des polynômes.
Fonctions dérivables.

1. Soient^ une variable, y une fonction de x définie par l 'identité

j=/(.r),

où/(^ l) représente un polynôme à coefficients rationnels ( 1 ) ; dési-
gnons par dx uîi.e nouvelle variable, indépendante de oc, et formons le
développement de/(^ + dx} su ivan t les puissances croissantes de dx

/7<r /7-y' 2j\x + ̂ ) ̂ /(^) ̂  ̂ y^^) + ̂ f^) +... ;

nous définirons une fonction de x et de dx que nous représenterons
par dy en écrivant l ' identi té

dy=f'{x)clx\

La variable ̂  s'appellera différentielle de x, la fonction dy €^^\-
lera différentielle dey-, dy représente, par conséquent, l 'ensemble des
termes du premier degré en dx dans le développement de/(;y + dx).

La fonction y de x définie par l ' identi té

dy—y'dx-^o,
€ est-à-dire

y'^f\x),

sera dite déwée première ou simplement dérivée de la fonction y .

(1) Dans tout ce qui suit, à moins (rindication expresse du contraire, nous appellerons
rationnels des éléments qui appartiennent à un domaine naturel pouvant renfermer (les
variables, indépendantes de celles sur lesquelles nous raisonnerons expliciterncnl.
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Répétons avec la fonction j' ce que nous venons de faire avec j,
c'est-à-dire formons

r/y
f\x 4- dx) -=f\x) + ̂  f\x) 4-. . . ,

et posons
dyl^f'\x)dœ^

d y ' sera la différentielle dej' et la fonction y\ définie par l ' identité

dy'—y^dœ=o,

sera la dérivée première de y ' ou la dérivée seconde dej. On définira
de même dy\ d y ' " , ... eiy'^ j^, . . . .

La théorie des fonctions algébriques a pu montrer déjà l ' intérêt qui
s'attache à la considération des éléments y\ y\ . . . ; nous voulons
seulement mettre en évidence une propriété essentielle du calcul de
ces éléments.

, Les relations de définition

j==/(^), y^f'W, f=:f'\x\

permettent de former en nombre illimité des identités

9(^y?y.. * . ) ^o?
dont le premier membre est un polynôme; si Von remplace dans
F une quelconque de ces identités oc par x + dx, y par y -\- dy^ y ' par
y ' -+- d y ' , . . . , V ensemble des termes qui sont, dans le premier membre,
du premier degré par rapport aux différentielles, est identiquement nul.

Les relations

y=f{x}, y=/^), y'^f^œ),

dont l'identité considérée est une simple combinaison linéaire, traitées
par le procédé indiqué, conduisent, en effet, aux relations

dy^:f\x)dx, clf=f\x}dx, dy^f'^x} dx,

qui sont des identités d'après la définition des différentielles.
Nous ajouterons que, si, dans la relation différentielle ainsi obtenue,

on remplace les différentielles dy, d y ' , c!y\ ... par les expressions cor-
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respondantesy^yW^y^.r, . . . , on obtiendra une identité

o^.+ 9yy-l- 9yry/4- . . . + Oyîu-oy^) :=: o,

qui renfermera nécessairement y^ lorsque y-0 est la dérivée d'ordre
le plus élevé qui figure dans ç.

2. Tout ce que nous venons de dire peut, avec d'évidentes modifi-
cations, être répété dans le cas de plusieurs variables.

Considérons, pour fixer les idées, une fonction z de deux variables
seulement x ety définie par l'identité

^=:/(^j),

dont le second membre est un polynôme à coefficients rationnels.
Nous désignerons par dx et dy deux nouvelles variables indépen-

dantes, et nous définirons une fonction dz de oc, y , dx, dy en prenant
dans le développement de f(x 4- doc.y +• dy) l'ensemble des termes
du premier degré en dx et dy

dz -^ f^ dx -4~ fy dy\

Nous posons d'autre part l 'identité

dz — -~^ dx — —'• dy == o,
àx ày J

et nous aurons défini ainsi deux dérivées premières de la fonction s:
l'une, représentée par le signe — ^ sera dite dérivée de z relative à x,
l'autre — dérivée relative àjy.

Les deux identités
^-^ ^^.r
ÔX ^Jxî Jy -̂

permettront de mêmed'associer à ̂ i et (h deux fonctions cl^ et d^,, p . , , . ôx ôy àx à y
définies par les relations

^J^.^f^dx^f^dy,

^ ^••J'yxdx -J^fyyCly,
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et par suite de définir pour chacune des expressions ^î — deux
dérivées premières à l'aide des identités

,àz à fàz\ , à fàz\ ,d — — —— } d x — •-,- -.— } d y = o,^ àx\àx) ày\àx/ J

,àz à fàz\ , à /àz\ ,d — — — — û?.r — — — <^y =: o.<?j dA? \ <îj ) à y \ ôy ) v

Nous remarquerons immédiatement que les polynômes/^, ^ fyx
sont identiques; il en résulte donc

à_f(^^^(à^\
àoc \ày) ~~~ ~àf \^r/

et trois dérivées secondes seulement sont distinctes. On les représente
par les signes ̂  ̂  ̂ .

II est clair qu'en continuant de la sorte nous définirons d'une seule
manière les dérivées de z d'un ordre quelconque (1); nous consta-
terons en particulier que (n -4- i) dérivées d'ordre n seulement sont
distinctes et nous les représenterons par

ànz ànz ôn^
'0^'' àx^^ày^ 5 ày^

On verrait aisément qu'il n'existe pas d'autres relations entre les
dérivées d'un polynôme de degré quelconque, que celles qui résultent
de la remarque précédente.

Le calcul des fonctions entières de œ, y, s et des dérivées suc-
cessives de z jusqu'à un ordre déterminé possède encore la propriété
que nous avons signalée dans le cas d^une seule variable. Si dans une
relation

/ OS 6^\9^y^.^1'^^)^0'

dont le premier membre est un polynôme et que l'on suppose vérifiée

( 1) Lorsque z est un polynôme d'ordre m, les dérivées d'ordre supérieur à m sont
toutes nulles, mais comme nous nous proposons de donner des définitions applicables à
tout polynôme quel qae soit son degré, nous devons regarder ce fait comme un simple
accident.



û8o J. DRÀCH.

par les éléments précédemment définis (1), on remplace respecti-
vement^, j, ̂ , ̂  • . • ;> ̂  par^+ dx,y -h ^y, ^ 4- dz, ̂  + rf^ • • • ?

T^+^T"^^ Pensemble des termes qui sont du premier degré par
rapport aux différentielles est identiquement nul.

On a, par conséquent,

^^clx + yy dy -4- ̂ ds + 9^ ̂  ̂  -L-. . . -+- y^ ̂  ̂ — = o,
Ô-V Ô y'1

et si l'on substi tue aux différentielles leur expression à l'aide de dx
et dy, on pourra en conclure, puisque doc et dy sont deux variables
indépendantes, deux relations aux dérivées

àz à2 s à^z
y^^+^ ̂  +^.+^ ^^0,

ÔX ()yn v

as à^z à^z^+y . .+9^ +...+ç^_^ ^o,
Ar ('̂ n

qui seront des conséquences nécessaires de la relation y == o. Ajoutons
que ces relations renferment nécessairement des dérivées d'ordre
( / ï + î ) lorsque les dérivées qui sont dans y de l'ordre le plus élevé
sont d'ordre n.

3. Un examen attentif des résultats qui. précèdent montre qu'on
peut les obtenir en faisant simplement les hypothèses suivantes :

i° A tout élément il, pris dans le système des polynômes à une ou plu-
sieurs variables, est associé un élément du, sa différentielle, tel que l'on
ait identiquement

cl( u 4~ ^) = du -4- dv,

d{u c) =:: u dv •+• v dit ;

2° La différentielle d'une constante est nulle;
3° Les différentielles des variables indépendantes sont de nouvelles

variables indépendantes.

(1) C'est-à-dire qu'en remplaçant dans le polynôme cp ces éléments par leur expression
en x ety, on obtient un polynôme identiquement nul.
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Ces hypothèses permettent en effet de former l'expression qui donne
la différentielle dz d'un polynôme à n variables x^ a^, ..., x^,

dz -==. ai dx^ -l- a^ dx^ -4- ... -1- ci^ dx^,

où les a, sont des polynômes dépendant de toutes les variables x^
x ^ , . . . , x ^ ou de quelques-unes d'entre elles seulement, mais dont
aucun n'est nul. Ces coefficients seront, par définition, les dérivées pre-
mières du polynôme z ; ils ne dépendent pas des dx^

On parviendra de même aux dérivées d'ordre supérieur.
Les relations qui lient les dérivées d'ordre n d'un polynôme, rela-

tions signalées plus haut dans le cas de deux variables, expriment
s implement que les dérivations relatives à des variables indépendantes
sont échangeables.

Enfin toute relation
bi dx^ -+- b^ dx^ 4- . .4- b^ dx^ "==. o

où les x sont des variables indépendantes entraîne nécessairement

4. Ces observations vont nous permettre de donner*" crime manière
précise la définition des éléments généraux dont nous allons mainte-
nant nous occuper : les fonctions dérivables (Tune et de plusieurs va-
riables. Nous désignerons ainsi tous les éléments qui satisfont aux con-
diLions suivantes :

i°' Ils se composent entre eux et avec les polynômes à coefficients
rationnels suivant deux modes dist incts qui possèdent les propriétés
générales de l 'addition et de la multiplication de ces polynômes : pro-
priétés qui ont servi à définir les variables.

2° A chacun d'eux u, peut être associé un élément du, qu'on appelle
sa dij^érentieile, de telle sorte que l'on ait

d( a -+- p ) == du -+- dv,

d{ uv ) =-=; u dv •4- v du.

La différentielle d'une constante est nulle .
Les différentielles des variables indépendantes sont de nouvelles

variables indépendantes.
Ann. de l'Kc. No''male. 38 Série. Tome XV. — AOUT 1898. 36
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3° Lorsque ..s désigne une fonction dérivable des n variables x^
cv.^ . . . , ̂ , on a ident iquement

ci^ == <^ û t̂'i -1- (^2 <&g 4- ... -h a^ ̂ 'rt,

et aucun des coefficients a^, a^, . . . » ̂  n'est égal à zéro.
Ces coefficients a^ sont appelés dérivées premières de la fonction -s et

représentés par les expressions

àz_ ^ àz
s?i3 àx^3^.z1 3 ^^a3 î à x 5

ce sont encore des fonctions dérivables des seuls éléments x^, x^, ..., ̂ .
4° Nous exigeons enfin que les dérivations relatives à des variables

indépendantes soient échangeables.
à2 s à^ zOn a, par exemple, -.—— == -,—— et toutes les identités ana"

1 A Wi </.^'2 <7.Z*2<7^i

lègues.
Toutes ces condit ions étant satisfaites par les polynômes à une ou

plusieurs variables ne sont point contradictoires en elles-mêmes. Nous
allons montrer qu'i l existe effectivement d'autres fonctions dérivables
que les polynômes et, pour commencer, nous établirons que les fonc-
tions rationne/les et les/onctions algébriques sont dérivables.

5. Prenons, pour fixer les idées, la fonction rat ionnelle de deux va-
riables oc ety définie par l'identité

A^+S^o,

dans laquelle A et B sont des polynômes sans diviseur commun. On
en pourra conclure

Ads -+- z clh. -{- dB = o,

ce qui définit la différentielle dz; comme, d'autre part,

,. àA. , <)A ,aA. =-'= "T— dx •4- —— cl y,
ôx ày

^ àîî , àÏÏ ,ciB == — dx -\- — dy,àx ()y v

, àz àz ,ciz == —• dx -+- — dfy
àx ày
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les deux équations
, àz àk àBA i -f __ i — /•»
£\ ~.—— T" -*' "~ï—— ""i i, —— v/ <àx àx àx

, àz àA. <?B
A ____ 1 _ r^ _____ _1_ ______ ———— f\

J.Ï. --.—— —1— -y . —T-~ —.——— ——— ^J

à y oy à y

détermineront — et — • 11 n'est pas inutile de faire remarquer qu'elles

sont toujours résolubles en — et —•> puisque le coefficient de ces élé-
ments est A.

En appliquant aux deux équations précédentes la même méthode,
on obtiendra trois dérivées distinctes du second ordre par des équa-
tions du premier degré toujours résolubles, et ainsi de suite, chaque
dérivée étant donnée par une seule équation. Cela suffit à établir que la
fonction s est dérivable.

Le système formé par ces équations est irréductible, pu i sque cha-
cune d'elles renferme au premier degré un élément qui ne figure pas
dans les précédentes; toute relation rat ionnel le entre z et ses dérivées
compatible avec ces équations en est donc une simple combinaison
linéaire. On voit alors directement que cette relation <p == o ent ra îne
nécessairement rfç = o et la propriété du calcul des dérivées d'un po-
lynôme, que nous avons établie au début de ce Chapitre, subsiste sous
la même forme pour les dérivées d'une fraction rationnelle.

Passons aux fonctions algébriques et considérons, pour s impli f ier
l'écriture, une fonction y de la seule variable x définie par la relation
irréductible

f{x, j)=o.

Nous pouvons conclure de cette relation

àf , à/ ,
—- dx + —-- dy == o,
ôoo ày

le polynôme -7- n'étant pas n u l ; la dérivée première y est donc dé-
finie d 'une manière unique par l 'équation

àf , àf-J—. -4- v' —*/-, — n
àx. y "ày
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Celle-ci donnera de même

Ç< ̂  + -^ rf,- -^ -^ ,.'̂  + ̂ rf, + ôf- dy' = o,
<^y2 àxày v a x e r " à y 1 v J ày "

c'est-à-dire, en tenant compte des expressions de dy, dy,

^/+,^ ^f ^ ^à^f àf
ô^ 1 2J à^ày 4"•y d? + ̂ 7y ~" '

et déterminey" d'une manière un ique , etc.
La fonction algébrique y de x est donc dérivable.
Comme dans le cas d'une fonction rationnelle, le système des équa-

t ions obtenues est irréductible et toute équation entre ^J»,/'./^ • " • >
compatible avec les précédentes est une combinaison linéaire de ces
dernières.

On peut ajouter qu'aucune des dérivées ainsi définies n'est égale à
zéro.

Nous avons supposé que la relation/'^, y) = o, qui défini t^, est
irréductible; le cas général se ramène à celui- là en observant que, si
l'on a

/(.r,y)=:^(^,y) A(,r,y),

on en peut conclure
df == ^ cl h -h h dff

d'où il résulte que le système

/=r-0, df=0

se décompose en deux systèmes

g- =: o, dg —=. o et h =: o, dh =: o.

Les mêmes remarques s 'étendraient aux fonctions algébriques de
plusieurs variables.

6. L'existence de fonctions dérivables autres que les polynômes
étant établie, nous al lons présenter à leur sujet quelques observations
immédiates, mais d 'une grande imporlance.

Si l'on a
b^ dx^ -+- Z^ ̂ 2 + ... 4- bn. cl^'n •=== o,
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les x étant des variables indépendantes, on a aussi

bi=b^.. .== ^==0.
Si l'on a

&i clx^ 4- b^dx^ 4-... 4- b^dx^ =- o,

et si & i , par exemple, n est pas nul, x^ est une/onction des éléments
x^, . . . , x^ ou de quelques-uns d'entre eux.

Soient ^, ^2? • • • » ^p des fonctions de n variables indépendantes,
ou de quelques-unes d'entre elles; nous avons les identités

, àz^ , àz\ , ôz-t ,
ds^ -àx^^ ̂ dxt+- • •+ ̂ ûte'"

- (/-Sç , (7-3'% , ÔZ^ ,
ds,-= j^dx^ ̂ ^+. ..+ ̂ dxn,

^=^d^+^d^...+^d^,
nous dirons que les fonctions z^ z^ , . . . , Z p sont indépendantes, s ' i l
n'existe aucune identité de la forme

Ai dz^ 4- Xa dz^ 4- ... -h 'kpdz^ -=. o,

où les coefficients \^, Xa, .. * , ^p ne sont pas tous nuls,
Les déterminants d'ordre p formés avec les coefficients des dx ne

sont donc pas tous nuls et l'on peut résoudre les relations précédentes
par rapport à p des différentielles dx.

Il ne peut exister entre les éléments indépendants ^, ^, . . , , ^
aucune relation

/(^l, ^â, . . ., 3p)-=:0,

car on en pourrait déduire, la fonction /'étant supposée dérivable,

•/" clz^ 4- —/- ds^ 4-. • • 4- —— dz^ •==. o,àz^ ôZî oZp

les coefficients -^ ..., -^ n'étant pas tous nuls.
</^i v^p

Nous venons de voir que, réciproquement, toute relation identique

Ai d î 4-. . ' 4- ^p dzp == o,
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où les Â n e sont pas tous nuls, exige que l'un des éléments z^ z^, . . . ,
Zp soit fonction des autres ou de quelques-uns d'entre eux. Il en résul-
tera qu'on peut définir V indépendance de p fonctions z ^ , z^, . . . , z
des n variables x ^ , x^ . . . , x^ en disant qu'il n'existe aucune relation
de la forme

/(^l» ^2» • • • » Zp)=0

entre ces fonctions, où/est une fonction dérivable quelconque des
arguments ^, z^, ..., Z p .

Il n'existe pas plus de n fonctions indépendantes de n variables
x^ x^, . . . , x^. Si z^ ^2, . . . , ̂  désignent de telles fonctions, les dx
peuvent s'exprimer l inéairement à l 'aide de dz^ dz^, . . . . dz^; on en
peut donc conclure que les x sont des fonctions des éléments z.,,
-^29 - - ' '> ^n'

Les identités
, àxf àxf , , .
dxi=: -r— dz^ ~+-. . . 4- -Y— dz^ ( t == i, 2, . . ., ^ )

^i (/-'«

permettront d'obtenir les dérivées — à l'aide des dérivées premières
O^fc ï

des z par rapport aux x^ par des équations du premier degré toujours
résolubles.

Ces dérivées "̂  sont elles-mêmes des fonctions de ^, 2:2, . . . , ̂

dont on obtiendra aisément les dérivées—-^-- à l'aide des dérivéesa z ^ a z / c
premières et secondes des z par rapport aux;r. Les équations à résoudre
seront toujours du premier degré et résolubles; etc.

7. Nous venons de voir quels sont les principes qui permettent de
définir les différentielles et les dérivées des fonctions de plusieurs va-
riables. Il résulte immédiatement des définitions données, qu ' i l est
possible de considérer plusieurs systèmes de différentiel les en prenant
pour dx^ dx^, , . . , dx^ plusieurs systèmes de variables nouvelles.
Soient ox^ Sx^, , . . , âr^ les éléments d'un nouveau, système; on aura
évidemment si z désigne une fonction quelconque des x

QZ "= Cîi ÔX^ -4- f^a ̂ 2 "+" • • • + afï- ̂ /y.
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et, si nous rappelons que les dérivées de z sont des fonctions des seuls
éléments x ^ , a^, . . . , x^ lorsque les dx sont des variables arbitraires, on
en pourra conclure

àz àz ôz
a i •== —— ? a.> ••=. —.— ? • • - ? a/i == —— •Wi " ^2 àxn

En d'autres termes, les dérivées ne dépendent pas du système de dijfé-
rentielles considéré. Ceci s'étend manifestement aux dérivées d'ordre
supérieur.

On considère parfois aussi simultanément plusieurs systèmes de dif-
férentielles relatifs aux mêmes variables indépendantes.

Supposons qu'ayant défini un premier système par les éléments dœ^
dx^^ . . . , dx^ on en forme un second en considérant x^ x^, . . . , x^,
dx^, dx^, . . . , dx^ comme les variables indépendantes. On devra
regarder les difïerentielles ïx^ S^, .. ., 0^,, 5 dx^ ârtog» — ^ adx^
comme de nouvelles variables indépendantes et appl iquer les règles
données p lus haut ,

On aura, par exemple,

^ ^ àz ^ûz ==> -— û^Ci
Â»à àx, l

t '̂  ^2 z "< 7 V^ ^z •N 7ciz === 7 -,——.— ûXi dXfc •+- 7, -.— o dXfi^HA àxi àxf, ^ àxf,
^ r ^ à^ z ^ , ^ àz ^û ci s == y ".——.— ôj^- dXfc '

(^ h, Â-= i , 2, . . ., n).

Parmi les systèmes obtenus de cette manière, l 'un des plus impor-
tants est celui, où l'on suppose ê^== dx^, on aura alors, en employant
le signe c/pour les deux systèmes de différentielles,

dz =^^dxi

^^^S^^^^^SÈ^^
(t,h, 4-==j ,2, .. ., n).

L'expression ddx^ est une nouvelle variable, indépendante des x et
des dx\ on la représente par d^x^ et on la nomme différentielle
seconde.

Enfin on peut, dans le cas où les x sont des variables indépen-
dantes, supposer, pour définir le second système de différentielles, les
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éléments dx\, dx^, . . . , dx^ constants; on aura alors

§ dxi-=- o
et, par conséquent,

^^^^fc.^-^ (^=Î,2,. . . ,7Q.

L'expression Sels est alors identique à celle qu'on obtiendrait
pour dSz^ en supposant les 5^ constants.

Dans le cas particulier où les §o^ sont identiques aux dx^ on a sim-
plement

• d2 s == ̂  -——r— dxi dx)^
^àociàxk

et l'on obtiendrait aisément des formules analogues représentant cPz,
d ^ z , . . . .

II. ~ Systèmes complètement intégrables.

8. L'impossibilité de vérifier une relation algébrique entière

(0 /(^y)=o,

donnée arbitrairement, en mettant à la place dey une fonction ration-
nelle de x, nous a conduits à étudier directement les éléments y qui
possèdent les propriétés générales de composition des éléments ration-
nels et peuvent satisfaire à la relation ( î) . Nous sommes ainsi parve-
nus à définir les fonctions algébriques d'une variable et à fixer, dans
la mesure où il est déterminé, le calcul de ces éléments. C'est en trai-
tant par la même méthode un problème analogue que nous allons par-
venir aux éléments qui font l'objet essentiel de cette étude et que
nous appelons fonctions démables à définition algébrique.

Les définitions données pour les dérivées et les différentielles nous
permettent aisément de former des relations entières l iant une fonc-
tion algébrique donnée à ses dérivées des différents ordres. Peut-on
inversement choisir arbitrairement l'une de ces relations, à condit ion
de laisser la fonction algébrique à déterminer? Il est facile de voir
qu' i l n'en est rien.
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Si Von écrit arbitrairement une relation algébrique entière

^(^y? y ^ . . -)=o,
il n'existe aucune fonction algébrique y de la variable se, liée à ses
dérivées y ' ' , j", . . . par cette relation.

Un exemple simple de cette circonstance est donné par la re la t ion
du premier ordre : y=y.

Admettons, en effet, un instant, que la fonction algébrique y de x,
définie par la relation irréductible

f{x, y ) =o,

vérifie la relation y==:y; nous pourrons en déduire une ident i té
en oo et y

àf àf ,( l ) —- -s-y--7- =cf,
à.c u à y J

dans laquelle c est une constante à déterminer. Or, si l'on pose

f^x, y ) == Aj" + Ai y1^1 -t-. . . -4- A,,,

l ' i den t i t é (i) donnera, en égalant les coefficients de y\

clK . .
^-^A=cA,

ce q u i exige, puisque A est un polynôme,

c === n et A==consl .

On aura ensuite, en égalant les coefficients dey2 ' \

ClA.1 , s i Aï. 4- (^ —. j) Ai=: nA.i,

d'où l'on conclut cette fois,
Ai=o;

on aurait de même
Ag == Aa ==-... ^= A^ == o.

Le polynôme f{x, y ) se réduirait donc ày\ ce qai é tabl i t la propo-
sition annoncée.

Ami. de VÈc. Normale. 3e Série. Tome XV. — AOUT 1898. 37
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9. Considérons alors une relation algébrique entière
( i ) y(^y? y ' . . . . )=o,
qui n'est satisfaite par aucune fonction algébrique de x; peut-on
trouver, dans l'ensemble des fondions dérivables de <r, des éléments qui
la vérifient? Quelles seront leurs propriétés?

Nous pouvons, dès à présent, répondre affirmativement à la pre-
mière question; i l suffira pour cela de montrer que les cons'équences
de la relation (i), où l'on suppose y dérivable, ne sont pas contradic-
toires en elles-mêmes. La seconde question est beaucoup plus déli-
cate; ce n'est que dans le Chapitre suivant qu'elle sera traitée et
qu'on donnera, pour les fonctions considérées, des propriétés carac-
téristiques.

Examinons, par exemple, le cas simple, signalé plus haut , où la
relation donnée esty^y.

On peut conclure de cette relation, en supposant la fonction y déri-
vable, toutes les identi tés

yW-=zy

et celles-là seulement. Une fonction dérivable qui les vérifie ne peut
satisfaire à aucune relation algébrique entière

/(-^J^J^ • • -)==0,

non conséquence des précédentes, car cette relation pourrait s'écrire
/(^J»J? . . .)-=0,

et nous avons vu quej ne peut être une fonction algébrique.
Les relations y^rr: y qui déterminent toutes les dérivées de la fonc-

tion y, définissent donc une fonction dérivable de x; on la nomme
fonction exponentielle,

La forme particulière de la relation y -^y nous permet d'ajouter
une observation : si z désigne une autre fonction dérivable vérifiant la
relation z ' ' = z, on pourra conclure de là

y ' z — z ' y ^ o
et, par suite,

s-=.cy,

onc désigne une constante arbitraire.
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Toutes les fonctions qui vérifient la relation y=y s'obtiennent
donc en multipliant l'une d'elles par une constante arbitraire; les
relations y^ = y ne permettent pas de les distinguer l'une de l'autre.
Nous verrons plus loin de nombreux exemples d'une indétermination
analogue et nous mettrons en évidence le rôle qu'elle joue dans l'étude
des fonctions correspondantes.

Considérons maintenant une relation algébrique entière
?(^ y^ f)=°

quelconque, qui n'est satisfaite par aucune fonction algébrique de x.
En supposant que y représente une fonction dérivable, on pourra en
déduire une suite bien déterminée de relations

^ ^^^+^£-^-0^+^7 ̂ y7 -0?

à^o à(û „,
__I. -4-. -4-. _L- v"7 — o
àx^ ' • * • • ày17 """ '

qui défmironty^y, . . . par des équations du premier degré toujours
résolubles, à l'aide des éléments x , y , y \ ce sont d'ailleurs les seules
conséquences'de nos hypothèses.

Cela suffît pour établir qu'il existe au moins une fonction dérivable
satisfaisant à la relation

¥(^y»y)= 0»
et il est clair que les mêmes conclusions s'étendent a fortiori à une
relation

^ {x , y , y ' , f , ...)=o,

qui renfermerait des dérivées d'ordre supérieur.
Les fonctions y dont nous venons d'établir l'existence sont dites

fonctions de la variable x, à définition algébrique. D'une manière géné-
rale, nous désignerons sous le nom de fonctions à définition algébrique,
les fonctions dérivables d'une ou de plusieurs variables, qui sont liées
à leurs dérivées et aux variables par des relations entières. Les équa-
tions qui lient plusieurs de ces fonctions sont alors en nombre suffi"
sant pour qu'aucune d'elles ne puisse être choisie arbitrairement. Les
systèmes qui possèdent cette propriété seront dits à solutions détermi-
nées; on verra plus tard comment on les distingue des autres.
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10. Nous avons vu qu'une relation entière entre les éléments ^,.y,
y\ ... est toujours vérifiée par au moins une fonction dérivable y de
la variables; il s'en faut qu'il soit toujours aussi simple de reconnaître
l'existence de fonctions dérivables vérifiant des relations entières
données, en particulier quand ces relations renferment à la fois plu-
sieurs fonctions et leurs dérivées. Néanmoins, on peut toujours, par un
nombre limité d'opérations, fixé à l'avance, décider s'il existe ou non des
fonctions dérivables gui vérifient des relations entières données.

C'est là une des conséquences d'une très remarquable proposition (^)
qui peut s'énoncer de la manière suivante :

Soient z^ ..., Zp des fonctions dérivables des n variables x^ ..., x^,
qui sont liées à leurs dérivées et aux variables par des relations algébriques
entières ; il existe un ordre fini de dérivation P tel que toutes les équations
distinctes d'ordre (P 4- Q) s'obtiennent en dérivant simplement jusqu à
cet ordre les équations d'ordre égal à P.

Nous indiquons seulement ici les grandes lignes de la démonstra-
tion que nous avons exposée dans un autre travail ( 2 ) .

On ramène d'abord le cas de plusieurs fonctions z^ . . . , Zy au cas
d'une seule fonction. Nous posons pour cela

Z = u^z^ -h-. . .-I- UpZp^

les u désignant de nouvelles variables indépendantes; il en résulte

^Z_
^""^

et les équations données où figuraient z^ ..., Z p se changent en rela-
tions où ne figurent plus que les dérivées de Z. I l suff î t d'ajouter les
équations

<PZ _
àiiiàu/s ?

( 1 ) Cette proposition a été; sous une forme légèrement différente, donnée et démontrée
pour la première fois par M. Tresse, Sur les invariants différentiels des groupes continua
de transformations (Âcta mctthematicct., t. XVIÏÏ).

(2) Sur les systèmes différentiels les plus généraux et le problème de Cauchy {Ânncdes
de l'École Normale supérieure, 1898), Cf. aussi Comptes rendus (26 octobre 1897).
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en nombre IJ}-—I/ pour exprimer que Z est linéaire par rapport aux
variables 11.

A. toute fonction Z qui vérifie les équations ainsi obtenues corres-
pond, si Z n'est, pas une fonction des u seuls, un système de fonctions
^ i , . . . , z^ qui vérifient les équations initiales et réciproquement.

Il suffira, par conséquent, d'établir la proposition de M. Tresse pour
une seule fonction z des variables x^ . . . , œ^ (1).

Elle résulte alors des observations suivantes :
^p ^

Soit -—^-—^—F-^- une dérivée d'ordre p de ^; nous lui attribue-o'x.'' i 1 c/iX" 9â . . . o ce ̂  *
rons le poids a^-"-1 4- aa^2"2 -4-.. .4- a,^ g 4- a/^, où g est un entier
positif très grand, et nous rangerons les dérivées d'ordre p de façon
que leurs poids aillent en décroissant.

Si un système d'équations d'ordre? est résoluble par rapport à ̂ dé-
rivées d'ordre/?, il est résoluble par rapport aux k premières.

Soit (y^g11-1 + a^--2 +...-+- a^,.^-}- a^ le poids de la k1^ dérivée
d'ordre p ; le système qu'on déduit du précédent par une dérivation
est résoluble par rapport à toutes les dérivées dont le poids surpasse

a^-i + a^-2 4-. . . + (^ -+- J).

En ajoutant un nombre fini et assignable d'équations nouvelles
d'ordre supérieur à p , on obtient un système résoluble par rapport à
toutes les dérivées d'un certain ordre? 4-" p^ II est manifeste qu'alors
le système ne peut plus renfermer qu'un nombre limité d'équations
nouvelles.

Un système formé d'un nombre limité d'équations étant donné, des
méthodes régulières permettront de déterminer le nombre désigné
par P. Supposons que le système donné ne renferme pas d'équation
d'ordre supérieur à h et qu'en passant de l'ordre h à l'ordre (A + i),
c'est-à-dire en dérivant les équations d'ordre hy qui sont en nombre k^
on obtienne précisément autant d'équations distinctes qu'il y a de
dérivées d'ordre (A4- i) de poids supérieur a

^g^\^^gn-%^. ,.+^_^4-(a/,4-l),

( l ) Le principe de cette démonstration est dû à M. Delassus (Cf. Annales de l École
'Normale supérieur G, 1896).
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où a^~14-...4-an-^g'+a/îestIepôids de la/c1"116 dérivée d'ordre À ; on
n'aura pas non plus d 'équations nouvelles en passant de l'ordre h -h r
à l'ordre h +• 2, .... On pourra, par conséquent, poser P == À.

On sait donc, en définitive, au moyen d'un nombre assignable d'opé-
rations, reconnaître si un système donné est formé d'équations 00/72-
patibles^ c'est-à-dire admet une solution au moins, ou d'équations
incompatibles. Un système formé d'équations compatibles et continué
jusqu'à l'ordre P sera désigné, dans la suite, sous le nom de système
complètement intégrable.

11. Les systèmes complètement intégrables offrent, a priori, une
diversité considérable; on peut cependant montrer qu'ils se ramènent
à un nombre de types assez restreint.

Nous avons déjà vu qu'on peut se borner à considérer des systèmes
à une seule fonction inconnue; supposons pour un tel système
l'ordre P fixé et soit n le nombre des variables. Prenons comme in-
connues toutes les dérivées de z qui sont d'ordre P ou d'ordre infé-
rieur et ajoutons les conditions d'intégrabilité d'ordre (P + i).

On montre aisément qu'on obtient ainsi, un système complètement
intégrable formé d^équations du premierordre ( f ' ), mais avec un nombre
N d'inconnues.

Appliquons à ce système la transformation indiquée pour le ramener
à une seule inconnue, en augmentant de N le nombre des variables.
On obtiendra un système adéquations du second ordre au plus, à une
seule/onction inconnue.

Tout système complètement intégrable se ramène donc à un système
du second ordre à une seule fonction inconnue. Le nombre des variables
devient alors le premier élément de classification; mais nous n'insiste-
rons pas ici sur ce sujet, qui demanderait d'autres développements.

(1) Nous renverrons, pour plus do détails, au travail cilé plus haut : Annales de l'École
.Normale supérieure, 1898.
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III. — L'intégration logique (1).

12. Considérons un système complètement intégrable S (2) formé
d'équations algébriques entières entre les variables ^i , . . . , ,r^, la fonc-
tion z de ces variables et ses diverses dérivées jusqu'à un ordre dé-
terminé et proposons-nous de rechercher ce qu'il faut faire pour par-
venir à une connaissance, aussi, complète que possible, des propriétés
des divers éléments z qui vérifient les équations S. Nous nous atta-
cherons particulièrement ici à celles de ces propriétés qui se traduisent
par des relations rationnelles entre les éléments z et leurs dérivées
d'ordre quelconque.

Nous appelons solution du système S toute fonction z dépendant
des n variables sc^ ^, ..., oc,^ ou de quelques-unes seulement d'entre
elles qui vérifie les équations S. Il peut se faire que cette fonction dé-
pende de variables ou de fonctions arbitraires de moins den éléments^;
nous ne préjugeons rien sur son étendue.

Si nous envisageons d'abord l'ensemble des relations rat ionnelles
qui lient une solution z à ses dérivées et aux variables, deux cas
peuvent se présenter :

i° Toutes les relations rationnelles entre s, ses dérivées d'ordre
quelconque et les variables, compatibles avec les équations S, c'est-à-dire
formant avec ces équations un nouveau système complètement inté-
û'rable, sont des conséquences nécessaires des équations S. La ou les
relations considérées s 'obtiennent alors par différentiation des équa-
tions S et combinaison linéaire des résultats.

1.1 est.clair que, dans ce cas, les diverses solutions du système S ne
peuvent être distinguées par la seule considération des relations ra-

(1) Le terme « intégration logique » est adopté ici par opposition à celai cT « intégra-
tion géométrique » que l'on peut employer pour désigner le problème de Cauchy. Il dis-
tingue le problème que nous indiquons de tout problème d'intégration, avec ou sans
conditions aux limites, où l'on ne tient aucun compte de la nature transcendante déter-
minée des solutions.

(2 ) On pourra naturellement supposer tout de suite que le système S est algébrique-
ment irréductible et qu'il n'est pas le produit de systèmes irréductibles identiques.
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tionnelles qui lient une quelconque d'entre elles à ses dérivées et aux
variables. Le système S envisagé à ce point de vue est irréductible.

2° II existe des relations rationnelles entre z, les dérivés de z et les
variables, compatibles avec les équations S et qui n'en sont pas des
conséquences nécessaires. On peut évidemment, pour chaque système
de telles relations, supposer quelles forment avec les équations S un
système irréductible S^ au sens que nous venons de préciser, sans
quoi on pourrait continuer le raisonnement et ajouter de nouvelles
relations.

Il est alors possible de distinguer, par la seule considération des
relations rationnelles vérifiées par une solution et ses dérivées, les
solutions du système S^ des autres solut ions du système S. L'étude des
solutions z du système S est donc un problème réductible.

La première recherche aura donc pour but de reconnaître si le sys-
tème S, regardé comme définissant les solutions z, est ou non réduc-
tible.

11 faudra examiner les divers types de relations rationnelles que l'on
peut ajouter aux équations S, de manière à former un système com-
plètement intégrable. Dans certains cas, la forme môme des équa-
tions S donnera immédiatement des indicat ions sur les types possibles
a priori; nous en verrons des exemples plus tard. En général, on
n'aura d ' indications que sur le nombre et l'ordre des équations qu'il
est possible d'ajouter aux équations S (1); les conditions d'intégra-
bil i té se t raduiront par un nombre déterminé d'équations aux dérivées
partielles, toujours algébriques et entières par rapport aux éléments
qu'elles renfermeront et formant un système complètement infcé-
grable cr. Ces équations a- devront, si le système est réductible,
admettre des solutions rationnelles ou des solutions entières.

Il y aura donc lieu de chercher des procédés pratiques permettant de
reconnaître si un système d'équations DONNÉ admet des solutions ration-
nelles et de les déterminer si elles existent. C'est malheureusement un pro-
blème que l'on ne sait résoudre que dans des cas très particuliers : la

(1) Nous rencontrerons plus loin de nombreux exemples où le nombre des types diffé-
rents de ces équations est uni; il n'en est pas de môme dans tous les cas : nous y revien-
drons prochainement.
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résolution en est assurée quand on peut fixer à l'avance un nombre
limité d'essais, c'est-à-dire de calculs élémentaires, après lesquels on
aura trouvé les différents systèmes de solutions, ou bien on pourra
affirmer qu'il n'existe pas de solutions. Nous aurons plus loin à revenir
sur ce sujet.

13. Supposons la question précédente résolue; admettons, par con-
séquent, que l'on ait formé un système irréductible S^ , ce système
pouvant être S lui-même; continuons à le désigner par S. Il est im-
possible de séparer les solutions de S par la seule considération des
relations rationnelles qui lient l 'une d'entre elles, z, à ses dérivées et
aux variables. Que peut-on faire pour arriver à une connaissance plus
complète des propriétés de ces diverses solut ions?

La méthode suivante s'offrira immédiatement :
Soit Ç une fonction transcendante des variables x^ x^, . . . , x,^ dé-

finie par un système complètement intégrable irréductible S$ nous
l'eut foi gnons (^au domaine de rationalité, c'est-à-dire nous écrivons,
à côté des équations S qui définissent s, les équations S qui définis-
sent *C, et nous étudions le système à deux fonctions inconnues, z et Ç,
formé par la réunion des équations S et S. Nous savons que le sys-
tème (S -+- S) peut être remplacé par un système à une seule fonction
inconnue, mais il n'est pas nécessaire de faire cette transformation
pour le but que nous avons en vue.

Ce système (S -4- S), à deux inconnues (^/C), peut être réductible
ou irréductible. Nous disons qu'il est irréductible si toutes les rela-
tions rationnelles entre les variables, les fonctions z, Ç et leurs déri-
vées d'ordre quelconque, que l'on peut ajouter aux équations (S 4- S)
sans cesser d'avoir un système complètement intégrable, sont des
conséquences nécessaires des équations du système (S -+- S).

Il est alors impossible de distinguer un couple (/s/() de solutions
des équations (2 -{- S) de tout autre couple vérifiant les mêmes équa-
tions, par la seule considération des relations rationnelles qui lient les

(1) Insistons sur la différence entre l'opération algébrique que nous appelons adjonction
d'un élément €(:u domaine de rationalité et l'opération idéale qu'on désigne parfois sous le
même nom.
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variables aux fonctions s, Ç et à leurs dérivées. L'adjonction de *( au
domaine de rationalité paraît sans effet u t i le ; examinons, d'un peu
plus près, dans quel cas cette circonstance se présente.

14. Les équations rationnelles S et 2 permettent de calculer ration-
nellement certaines des dérivées de z et de *(, que l'on nomme dérivées
principales, à Faide des autres, qui sont les dérivées paramétriques.
On peut donc se borner à considérer les relations nouvelles qui ne
renferment que les dérivées paramétriques.

Nous avons à chercher si l'on peut ajouter aux équations (S-4-S)
des relations entières entre les dérivées paramétriques de z- et de Ç,

(<&) o ( ^Ç)=o ,

de manière à obtenir un nouveau système complètement intégrable.
Les conditions d'intégrabilité des équations S, 2 et <& donneront un

certain nombre (^équations résolvantes, rationnelles par rapport à tous
les éléments qui y figurent, auxquelles devront satisfaire les fonc-
tions cp. Il faudra donc reconnaître si ces résolvantes admettent ou non
des solutions entières par rapport à tous les éléments dont elles dé-
pendent.

On voit tout de suite que, si. l'on ne parvient pas à limiter l'ordre
des dérivées paramétriques de z et de*( qui entrent dans les fonctions ©
que l'on doit considérer, il y aura pour les systèmes (<&) un nombre
illimité de types différents . La l imitat ion dont nous venons déparier
n'est pas toujours possible, des que les équations S ou S renferment
des arbitraires (constantes ou fonctions); mais il paraît extrêmement
probable que, dans chaque cas particulier, c'est-à-dire quand tous les
éléments figurant clans S et dans 2 sont déterminés et définis algébri-
quement, on pourra se borner à considérer des fonctions entières 9 dans
lesquelles les dérivées paramétriques de z et de Ç ne figurent que jusqu'à
un ordre déterminé. Nous en verrons tout à l 'heure, des exemples.

Supposons maintenant que; quelles que soient les dérivées paramé-
triques qui figurent dans les y, les équations résolvantes dont ils dé-
pendent n'admettent pas de solutions entières. Il sera impossible de
former un système complètement intégrable en ajoutant aux équa-
teurs (S 4- S) des relations entières entre les dérivées paramétriques.
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L'adjonction de *( au domaine de rationalité n'a pas d'effet utile; nous
dirons que les transcendantes z et ̂ sont étrangères l'une à l'autre.

Dans tous les autres cas, l'adjonction de Ç au domaine de rationalité
réduit les équations (S); en d'autres termes, le système (2 -h S) est
réductible. Considérons l'un quelconque des systèmes (<&) de rela-
tions entières, dont nous supposons l'existence; il est clair que les
couples (^ Ç) qui , avec les équations (S -h S), vérifient également les
équations ($), sont distingués des autres. D'ailleurs, si l'on cherche
à éliminer Ç entre les équations (S) et (<î>), on ne pourra obtenir que
des équations du système (S); il suit de là que toute solution z de S
peut être obtenue en associant à une solution convenablement choisie (
clé (S) une solution du système (<&). Nous dirons que le système (S)
est imprimidf et que l'adjonction de 'C met cette imprimitivifcé en évi-
dence.

Aux divers systèmes tels que (<Ï>) correspondent naturellement
divers modes d'imprimitivité des équations (S). Il y aura lieu d'étu-
dier les rapports qu'ont entre eux ces différents systèmes ($).

15. Ces observations peuvent être complétées si l 'on fait appel à la
transcendante $ = az -+- 6*0, où a et b désignent des fonctions ration-
nelles arbitraires des variables et au système particulier^ nécessaire-
ment irréductible, qui la définit. On démontrera aisément que z et 'C
peuvent s'exprimer rationnellement à l'aide de S d de ses dérivées,
c'est-à-dire appartiennent au domaine [^]; soit s = = F ( S ) » on aura en
même temps

ÀÇ==Ç-aF(0.

Supposons que la relation

S-aF^)=^-^i).

jointe aux équations X et X, qui définissent respectivement ^ et 1;̂
conduise nécessairement à

î i;

on pourra établir que ^ est une fonction rationnelle de ^ — aF(^) et
de ses dérivées, c'est-à-dire que S appartient au domaine [*<].
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La relation ^ = az -4- &*( montre alors que ^ appartient an même
domaine. L'étude de la fonction z est donc ramenée à celle de la fonc-
tion *(.

Supposons maintenant que le système formé par les équations X,
X, et

^-aF(0=:^-aFaO

admette d'autres solutions que ^ = ̂  ( '). A deux solutions distinctes
^ et .̂ correspondent deux solutions s, et z^ également distinctes;
donc à une même solution Ç correspond plus d'une solution z.

Considérons alors le système formé par la relation

F ( Q = F ( ^ )

jointe aux équations X e t X < ; ce système, qui admet la solution ^ = ^,
peut ou non admettre d'autres solutions. S'il n^admet que la solution
Ç== ^, on peut affirmer que Ç est une fonction rationnelle de z. Il en
résulte que *C est aussi une fonction rationnelle de z , et la réduction du
système S par l'adjonction de t, est manifesl'.e.

Lorsque le dernier système admet d'autres solutions que ^ == ^, à
une solution s correspondent plusieurs solutions Ç et, par conséquent,
plusieurs solutions *(• La réduction du système S obtenue par l'adjonc-
tion de *C n'est plus aussi évidente.

i6. Pour approfondir cette question, considérons dans le domaine | ^ |
toutes les fonctions qui peuvent indifféremment s'exprimer à l'aide dez
et de ses dérivées ou bien à l'aide de *C et de ses dérivées. Il en est d'évi-
dentes; ce sont les fonctions de [^] ou. de ['(] qui, en vertu des équa-
tions S ou S, s'expriment rationnellement à l'aide de x^ x^, . . . , x,^
S'il y en a d'autres, c'est-à-dire s'il existe des fonctions de [ z ] qui ,
sans pouvoir s'exprimer rationnellement à l'aide de oc^ oc^ . . . , x^
appartiennent à | *(], il y a effectivement une réduction de S produite
par l'adjonction de *(.

Les éléments communs à [z] et à [*(] forment un domaine de ratio-
nalité, puisque, d'une part, la somme, le produit, le quotient de deux

(1) Ce système à deux fonctions inconnues est nécessairement réductible.
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de ces éléments, d'autre part, les dérivées d'un de ces éléments appar-
tiennent encore à [s~] et à [t^]. Ce domaine de rationalité est le plus
grand commun diviseur de [s] et de [*(]; nous le désignerons par
AO.Q.

Il est facile d'établir que toutes les fonctions de A(^, Ç) peuvent
s'exprimer rationnellement à l'aide d'un nombre limité d'entre elles,
rationnellement indépendantes, de leurs dérivées et des variables.

Soient C^, Ça, . . . , C^. les fonctions considérées; il est clair qu'on
aura des identités de la forme

CK^)=BKÇ^)=AK^),
où les A et les B sont des fonctions des domaines [5] et [Ç].

Posons maintenant
Q •==. u^ Ai +. . . -h Uk A/,-,

où les u sont rationnels en ̂ , . . . , x^ et arbitraires ; la transcendante 6
dépend d'un système irréductible T qu'il est facile de former, et il est
manifeste que les fonctions A ^ , . . . , A^ s'expriment rationnellement
à l'aide de 0 et de ses dérivées. Toute fonction qui appartient à [6]
appartient d'ailleurs évidemment à [z] et à (*(] en vertu de l'identité

Ô= ^Bi-t-...+ ^A-BA..

Le domaine A(*(, s) est donc identique au domaine [6].
L'adjonction de la transcendante 0, qui appartient cette fois au do-

maine \z |, produit donc une réduction du système S analogue à celle pro-
duite par l'adjonction de Ç. L'effet produit par cette dernière est ainsi
mis en évidence.

17. Le système (2 4- S) étant remplacé par le système (<& + 2 -t- S),
on poursuivra l'application de la méthode, si z n'appartient pas au
domaine ['(j, en adjoignant une nouvelle transcendante ^ définie tou-
jours par un système irréductible; et ainsi de suite.

Il nous paraît inutile d'insister sur ce fait que le nombre des dén-
iées principales de z augmente constamment et que, par conséquent,
le nombre total des adjonctions utiles est limité-

Signalons cependant, avant de quitter ces généralités, une circon-
stance remarquable qui se présentera parfois : il peut arriver que les
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équations résolvantes dont dépendent les o admettent des solutions
dépendant rationnellement de constantes on de fonctions arbitraires
d'arguments rationnels, de telle sorte cjue les équations (<& 4- 2) con-
duisent nécessairement par l 'é l iminat ion de ces arbitraires aux équa-
tions (S). Nous dirons alors que les équations (2 4- S) admettent une
intégration immédiate partielle ; nous n'insisterons pas ici sur le parti
qu'on pourrait en tirer.

Bornons-nous à faire observer que, en remplaçant les arbitraires
par des éléments déterminés, définis algébriquement, on a une infi-
nité de systèmes irréductibles tels que (î> 4- S -h S).

18. Soient à étudier, par exemple, les fonctions y de la variable qui
satisfont à la relation

(i) y'^f^^y.y'),

où/représente, pour plus de précision, un polynôme en x, y, y\ Toute
relation rationnelle entre x, y , y\ y, ... se ramène immédiatement à
la forme

ç^y.jQ^o,

où y est un polynôme qui doit satisfaire à l'équation

/ \ <9ç <?cp . à^ „, - ,w ^+^y+^7/(^y,y)-Ly,
dans laquelle L est un polynôme en oc, y , y ' de degré inférieur d'une
unité au degré de/.

S'il n'existe pas de polynôme ç vérifiant l'équation (2), l'équa-
tion (i) sera irréductible.

Dans cette hypothèse, adjoignons au domaine de rationalité la
transcendante z définie par l 'équation irréductible (c'est-à-dire sans
solution algébrique) du premier ordre

(3) ^=^(^),

où g est une fraction rationnelle.
Toute relation rationnelle compatible avec les relations (i) et (3)

se ramène à la forme
^^>s,y,yr)==o,
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<& désignant un polynôme qui devra satisfaire à la relation
,. ^<3> (}(j) ^<]) r)(h

w ^-+-^^^5)+^r'-*-^.A^^J')=M$,

où M est une fraction rationnelle dont les deux termes sont de degré
limité.

Si l'équation (4) n'admet pas de solution entière telle que $, l'ad-
jonction de z au domaine de rationalité est sans effet : les transcen-
dantes y et z sont étrangères l 'une à l'autre.

Si l'équation (4) admet une seule solution entière <D(^, .s,y, y'), on
peut remplacer l'équation du second ordre (i) par le système des deux
équations du premier ordre

^=:^(^),
^(^,-G,r,y)=:o;

l'équation irréductible (i) est imprimùive et réduite par l'adjonction
de z. Les couples (-s,y) qui annulen t <& sont distingués des autres.

Il existe une fonction algébrique, et par conséquent aussi une/o/zc-
lion rationnelle, de ̂ , y? y'? dont la détermination dépend d'une équa-
tion du premier ordre.

Supposons enfin que l'équation (4) admette plusieurs solutions
entières <I\, $3, ...; sans admettre, d'ailleurs, de solution <& qui ren-
ferme une constante arbitraire.

A chaque solution z de l'équation (3) correspondent les solutions
définies par l'équation

<&/(;r,^j,y) =0.

Deux polynômes différents <I^, <E>2 font correspondre à une même
solution z des solutions différentes.

A une même solution y, y' correspondent, par des polynômes diffé-
rents^ des solutions z différentes, et si l'on a

^(.y^.j^j^^o,

9^^^•î,y,y/)=o,

on en peut déduire algébriquement y et y' à l'aide des solutions ^
et z^.

Le cas exceptionnel où la résolution n'est pas possible ne peut se
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présenter que si ^ et ^2 sont liées algébriquement, c'est-à-dire s'il
existe un polynôme )(,(^» ^, ^2) satisfaisant à la relation

^+^(^.,)+^^.)---NX;

on pourra supposer gÇoc, s) choisi de telle sorte que cette circonstance
n'ait pas lieu.

Il resterait à examiner le cas où l'équation (4) admet une solution <&
dépendant d'une constante arbitraire. L'élimination de ^ entre les
équations

î>(^, ̂ ci,j,y)=o,
<Ï»(.r, ^,^,y,y)-=o

donnerait une relation entrer , y, y elles constantes; ce cas ne peut
donc se présenter quand on suppose l 'équation donnée irréductible.

Examinons main tenan t les circonstances qui peuvent se présenter
quand on adjoint au domaine de rationali té une transcendante £ dé-
finie par une équation irréductible du second ordre
(5) ^-^(.r,^),

sur laquelle on pourrait, d'ailleurs, faire d'autres hypothèses restric-
tives.

Les relations rationnelles possibles sont de la forme

<s>(,r^, ^,j,y)^o,
$ étant un polynôme qui satisfera à l 'équation

^ <N> , à^ , à9 . (N> , <N> , , ,
f 6 ) ^^^y^^f^^^.,.^^^^^

où L est une fraction rationnelle dont les termes ont des degrés limités.
S'il n'existe aucune solution entière de (6) les transcendantes y

et t sont étrangères l'une à l'autre.
S'il existe une seule solution entière <l>^ l'adjonction de t réduit

l'équation imprimit ive (r). Deux cas sont à considérer suivant que les
équations

^{sc, t, ̂ ji.yj^-o,
<3)(.r, t, t'.y^y'^^o
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sont résolubles ou non en t et t\ Si elles le sont, t et t' sont des fonc-
tions algébriques de deux solutions y,, y,, y\, y; qui satisfont à des
équations du second ordre; il y a donc des fonctions rationnelles de
deux solutions qui possèdent cette propriété, l'une d'elles étant même,
si l'on veut, la dérivée de l'autre.

Sinon, il existe une fonction entière de x\ t . t ' qui s'exprime algé-
briquement à l'aide de x, y , , y\ ou de oc, y,, y;. Toutes les solutions,
distinctes àey^ de la relation

^(^, tf,y^y',)=o

sont liées ày^ par une relation entière

^(•^y^ ./i. y^y'ï )=o.
On ramène donc l'équation (i) au premier ordre par l'adjonction de

l'une de ses solutions.
Supposons qu'il existe plus d'une solution entière de (6); soient <&,

et <[>a deux de ces solutions. Les équations
^l\{x, l ^ t ^ y , y^^o, ^(^, £, ^y,y)==o

peuvent : 1° permettre ou non la détermination de t et de t ' à l'aide de
x, y, y 5 2° permettre ou non la détermination dey ety" à l'aide de x,
t et t1'.

Si les deux déterminations sont possibles, l'élimination de t! don-
nera une relation entière

^(^ ^ y , y / ) = o .
et, par suite, la seconde relation sera

à^ à^ , à^ , à^ /.^+^+^y-h^/=o

et déterminera t ' \ t est donc algébrique en x, y , y ' et la réciproque
est vraie.

Les deux transcendantes t et y sont de même espèce; si l'on se
donne arbitrairement <&(^ ^y?y)? on se trouvera, en général, dans
ce cas.

Supposons la première détermination seule possible : t est algé-
brique en oc, y , y\ mais la réciproque n'est pas vraie. Les équations

JLnn. de l'Ec. Normale. 3° Série. Tome XV. AOUT 1898. SQ
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îl^ === o, <Da == o ne renferment qu'une seule fonction de y ety; l'éli-
mination de cette fonction donnera pour t une équation du premier
ordre. Ce cas est donc à écarter.

Enfin, si aucune des déterminations n'était possible, on en déduirait
des relations algébriques entre x, t, t ' ou entre oc, y , y. Ce cas ne peut
donc se présenter avec nos hypothèses.

On verrait de même que trois équations distinctes

€>i ==- o, <&2 -=-:- o, €>3 = o

ne peuvent être compatibles si les équations (i) et (5) sont irréduc-
tibles. Mais il nous paraît inutile d'insister plus longuement sur ce
sujet, dont une étude complète ne semble pas présenter de difficultés.

19. La méthode précédente, qui repose sur des adjonctions de trans-
cendantes Ç? .. • définies indépendamment de la transcendante s que
l'on étudie, n'a d'intérêt que si, pour une raison quelconque, ces trans-
cendantes Ç, ... peuvent être regardées comme mieux connues que la
transcendante z ou possèdent des propriétés plus simples. L'applica-
tion de cette méthode exige donc la recherche préliminaire de trans-
cendantes dont les propriétés sont simples; nous en définirons dans
la suite des classes étendues.

Il est possible d'indiquer, pour l'étude des solutions z d'un système
irréductible S, une méthode plus précise qui a l'avantage de ne faire
appel à aucun élément étranger à ce système S et qui paraît justifiée par
les résultats auxquels conduit la méthode précédente. Cette méthode
consiste dans F adjonction successive de solutions distinctes du système
irréductible S lui-même^ ou de fonctions rationnelles de ces solutions et de
leurs dérivées.

Le système S étant irréductible, on ne peut espérer le rendre réduc-
tible par l'adjonction d'une fonction rationnelle de s et de ses déri-
vées; néanmoins, dans le cas ou il est imprimitif, une semblable
adjonction peut amener une décomposition du système.

Nous aurons donc à chercher s'il existe des fonctions rationnelles
de z et de ses dérivées

r v ( àz \C==Jb l^i, .. ., 5, -,—;> .. - ,
\ à^i )



ESSAI SUR UNE THÉORIE GÉÎŒRÂLE DE L'INTÉGRATION, ETC. 807

dont l'adjonction ne suffit pas à déterminer z, c'est-à-dire telles qu'en
vertu des équations S qui définissent î^, l'équation précédente ne per-
mette pas d'exprimer z et ses dérivées en fonction rationnelle des x,
de Ç et de ses dérivées.

Considérons, parmi les fonctions qui possèdent la propriété indi-
quée, celles qui sont d'ordre minimum par rapport aux dérivées para-
métriques de z ; le nombre de ces fonctions rationnellement indépen-
dantes est l imité. On pourra donc en trouver une au moins, 0, telle
que l'on puisse calculer, en fonction rationnelle de 9 et de ses déri-
vées, le plus grand nombre possible de dérivées paramétriques de s.

Il est clair que l'adjonction de 0 permet de décomposer le systèmes
en deux autres : l'un T irréductible et définissant 0 en partant des va-
riables, l'autre So définissant z dans le domaine [0] et qui sera certai-
nement, d'après la définition de 0, irréductible et primitif ̂ ).

Il suffira donc d'appliquer la même méthode au système T pour
parvenir, après un nombre limité d'opérations, à un système T/^ qui
sera certainement irréductible et primitif.

Nous aurons donc remplacé tout système imprimitif par une chaîne
de systèmes irréductibles et primitifs. Il y aura lieu de continuer pour
chacun de ces systèmes à une seule inconnue, les autres étant déjà
adjointes au domaine de rationalité, l'application de la méthode,
comme nous allons l 'indiquer.

Le système S étant irréductible et primitif, c'est-à-dire tel que l'ad-
jonction au domaine de rationalité d'un nouvel élément, dépendant
rationnellement de ^ et de ses dérivées, entraîne nécessairement l'ad-
jonction dez lui-même, nous écrirons à côté des équations S, qui défi-
nissent^, les équations S^ qui définissent une autre solution ^, et nous
étudierons le système à deux inconnues s, ^ ainsi obtenu.

Ce système So^ peut être ou non réductible. S'il est irréductible
on devra rechercher, comme plus haut, s'il est imprimitif et le rame-
ner à une chaîne de systèmes primitifs, puis adjoindre une nouvelle
solution ^2 définie par le système Sg et distincte de z et de ^, et ainsi
de suite.

(1) II est clair qu'on aurait pu s'arranger également de façon que le système T soit
certainement primitif; mais alors So ne le serait pas.
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Si le système So,i est réductible, divers cas peuvent se présenter :
II peut arriver que les équations S^, regardées comme définissant z

dans le domaine [^], admettent une intégration immédiate complète.
Nous voulons dire par là que les équations So,i et leurs dérivées sont
les seules conséquences nécessaires des équations Si et de relations A
qui permettent d'exprimer rationnellement z à l'aide des variables,
de ^ et de ses dérivées, de constantes arbitraires ou de fonctions ar-
bitraires d'arguments déterminés appartenant au domaine [sj et des
dérivées de ces fonctions arbitraires.

En remplaçant par des transcendantes bien définies ces fonctions
arbitraires, on aura un nombre i l l imi té de types de systèmes irréduc-
tibles contenus dans le système So,i. Le système S étant irréductible,
toutes les transcendantes z sont de même nature et leur étude est
simplement celle du système S ^ , faite plus haut.

En général, cette circonstance ne se présentera pas et i l y aura lieu
d'étudier directement les divers systèmes irréductibles que l'on peut
former en ajoutant aux relations So,i des relations rationnelles conve-
nables, dépendant à la fois de z et de ̂ .

Une recherche directe permettra, dans chaque cas particulier, de
trouver les relations possibles de cette nature. L'étude de chacun des
systèmes irréductibles, auxquels on parvient ainsi, se poursuivra en
appliquant la même méthode. Nous nous bornerons à faire observer
qu'on ne rencontrera de systèmes réductibles qu'un nombre limité de
fois, puisqu'on augmente chaque fois le nombre des dérivées princi-
pales.

Dans le cas où les systèmes S o , < , 8 0 , 1 , 2 » ' • . » sont tous irréductibles,
les opérations précédentes paraissent pouvoir se continuer indé-
finiment; il serait très impor tan t de reconnaître tous les cas où il
suffit d'aller jusqu'à un nombre l im i t é de solutions pour obtenir tous
les types de relations distinctes entre ces solutions, de telle sorte que
toute relation possible entre {p + q) solutions et leurs dérivées soit,
quel que soit y, une conséquence nécessaire des relations qui lient
entre elles/? solutions prises parmi, les ( p + y) considérées. Pour ces
systèmes particuliers, il est clair que la théorie qui précède gagnera
beaucoup en précision et en portée; nous pourrons nous en rendre
compte en étudiant les équations linéaires aux dérivées partielles.
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20. L'application régulière de la méthode conduit d'ailleurs à consi-
dérer spécialement tous les systèmes pour lesquels une solution arbi-
traire peut s'exprimer d'une manière déterminée, toujours la même, où
figurent rationnellement, à côté des variables, un certain nombre de solu-
tions particulières quelconques, leurs dérivées des différents ordres et aussi
des constantes ou des fonctions arbitraires d'arguments bien déterminés,
rationnels par rapport aux mêmes éléments, ainsi que leurs dérivées.

Toutes les réductions possibles s'obtiennent alors dans le domaine
défini par un nombre déterminé de solutions particulières, et il suffira
de pousser jusque-là l 'application de la méthode ou d'adjoindre dès le
début au système S les équations S^ , 83, . . . , qui définissent les solu-
tions particulières considérées.

Nous dirons que les systèmes précédents possèdent des systèmes
fondamentaux d'intégrales. On peut ranger dans cette classe les équa-
t ions différentielles linéaires, l'équation de Riccati et ses analogues,
enfin les équations linéaires aux dérivées partielles du premier ordre
et les systèmes complets de ces équations. C'est à l'étude de ces der-
nières qu'est particulièrement consacré ce travail.

L'intégration logique du système S, c'est-à-dire l 'étude des systèmes
S, So,o . . . » faite en suivant la marche que nous venons d'indiquer, est
un problème en général inabordable. On devra se borner presque tou-
jours à étudier, non pas des solutions particulières du système S, mais
des solutions étendues, c'est-à-dire qui dépendent de constantes ou de
fonctions arbitraires.

Il faudra, dans chacun de ces cas, mettre en évidence la généralité
de la solution que Fon étudie par la manière dont on posera la ques-
tion, et remplacer, en conséquence, les équations S par de nouvelles
équations.

Par exemple, si l'on étudie des solutions de S qui dépendent d 'un
nombre déterminé de constantes arbitraires, il faudra regarder ces
constantes comme des fonctions de z et des dérivées de ^, et appro-
fondir la nature des transcendantes ainsi définies. L'étude des solu-
tions de l'équation rationnelle

y-=/(^,7),

qui dépendent d'une constante c, est ainsi remplacée par l'étude des
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solutions particulières de l'équation aux dérivées partielles

à(s) à^ /., ,^+^/(^y)=o,

problème en apparence, mais en apparence seulement, plus com-
pliqué.

21. Précisons par un exemple simple les généralités qui précèdent.
Soit à étudier F équation du. premier ordre

(o y=/(^),
où f est une/onction rationnelle de x <?/ y. Toute relation rationnelle
en oc, y, y, y\ ..., compatible avec l'équation (i), peut être ramenée
à l'ordre zéro, c'est-à-dire à la forme

9(.T,y) =o,

où ç est un polynôme. On déduit de là l'identité

^+^î^^
àx " à y T

où \ est une fonction rationnelle? on encore en posant/== /-.? P et Q
désignant des polynômes

i \ r\ 6^ ^ 00 v( '3) Q — — 4 - P — = L ^àx ày • 7

L étant cette fois un polynôme en x, y, de degré limité, inférieur
d'une unité à celui des polynômes P, Q, dont le degré est le plus
grand.

Si la relation (2) n'admet pas, pour un choix convenable du poly-
nôme L, un polynôme cp comme solution, l'équation (i) est irréductible;
elle n'admet aucune solution algébrique.

Dans le cas contraire, pour déterminer les solutions algébriques, il
faut former les polynômes y, que l'on peut supposer irréductibles.
C'est là un problème très difficile et que l'on ne sait résoudre que dans
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des cas particuliers; nous renverrons, pour ce point, aux belles
recherches de MM. Painlevé, Poincaré et Autonne ( f ) . Nous affirmons
seulement qu'il n'existe qu'un nombre limité de polynômes irréduc-
tibles, réellement distincts, satisfaisant à l'équation (2).

C'est là une conséquence évidente de résultats obtenus par M. Dar-
boux dans un Mémoire fondamental (2) et des recherches signalées
plus haut. M. Darboux établit, en effet, que si les polynômes cp^ , ..,, <p^
sont des solutions de l'équation (2), et si leur nombre surpasse une
limite immédiatement assignable, la fonction y la plus générale, qui
satisfait à la relation (i), est définie par l'équation

ai logyi+ . . . 4- a/,logîpA.==c,

où logu désigne la transcendante z définie par
dz _ ï
du u

a^ ..., a^ désignant des nombres rationnels ou algébriques. Sous cette
forme on voit que les seules solutions algébriques de l'équation ( i )
sont données par les relations

9,=0 ( /=- : ! , . . . , Â-),

lorsque parmi les a figurent des nombres algébriques.
Si tous les a sont rationnels, l'intégrale générale de ( i) est algé-

brique. Elle est alors définie par une relation
f{x,y) +c^(^,r)=-- o,

ou/et g sont des polynômes irréductibles. En dehors des polynômes
irréductibles f 4- cg, où c est arbitraire, qui sont tous du même type,
il n'existe qu'un nombre limité de types distincts de solutions algé-
briques, car il n'existe qu'un nombre limité de valeurs de c, nécessai-
rement algébriques, pour lesquelles /-h cg se décompose.

Nous ne pouvons insister ici sur ce point qu'on établirait aisément
d'une manière élémentaire.

(1) Comptes rendus^ PAINLEVÉ (mai 1890, 1891, été*); POINCARÉ (avril 1891); AUTONNJË
(1,890, etc.).

( 2 ) Bulletin des Sciences mathématiques, 1876*
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22. Supposons maintenant qu'on introduise dans le domaine de
rationalité une solution de l'équation y ==/(.y,r), c'est-à-dire consi-
dérons le système

(3) yi-"=/(^yi). y^/(^j2),

qui définit deux solutions : y^ etj^* Nous remarquerons encore que
toute relation rationnelle compatible avec les équations (3) peut être
ramenée à la forme

^•^.r^ya^o,

où ç est un polynôme irréductible. Si l'on néglige les relations évi-
dentes qui lient les solutions algébriques, lorsqu'il en existe, on peut
supposer qu'il existe une seule relation de cette forme. On en déduira
l'identité en x . y ^ y ^

«' ^f^^^f^^i-
où X est rationnel en x, y^ y^, son dénominateur n'admettant pas le
facteur <p. En posant, comme tout à l 'heure,/=== /.? l'équation

Q(^yOQ(^j2)^+ 0(^7.) P(^yi)^+Q(^yi)P(^,^)^-L9

devra, pour une détermination convenable du polynôme de degré
limité L, admettre comme solution un polynôme. Il existera parfois
alors un nombre illimité de polynômes irréductibles tels que y. Chacun
d'eux permettra d'associer à toute solution y^ de l'équation (i) une
nouvelle solution ja de la même équation, liée algébriquement à oc
e t à j ( 1 ) .

(1) Nous supposons, bien entendu, qu'aucun de ces polynômes y ne renferme de
constante arbî traire, auquel cas la solution générale de (i) est une fonction algébrique
de x et d'une solution particulière quelconque yi.

Les équations du premier ordre dont la solution générale est fonction algébrique d'un
certain nombre de solutions particulières quelconques et de la variable x se ramènent,
par des transformations algébriques, à Féquation./ === Aj^-h \Ïy •+• G dite de Riccati; cela
résulte des recherches de MM. Kœmgsberger et Vessiot (Àcia mcahematica, m; Annales
de l'École Normale, 1893).
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Si nous admettons, en effet, qu'à la solution y, corresponde la solu-
tion y^ définie par la relation

^(^îyi^ra) ̂ o.
on pourra faire correspondre à y^ la solution y^ définie par

9(^72? Va) ̂ o,

etc.; les solutions j^, .... ainsi définies sont liées algébriquement ày^
et définissent de nouveaux polynômes ç. Il existe des équat ions pour
lesquelles on obtient ainsi un nombre i l l im i t é de polynômes ç; on
peut aisément en former. Il est néanmoins vraisemblable qu'elles se
ramènent toutes par des transformations algébriques à l'équation de
Riccati et qu'il existe alors des polynômes ç dépendant d'une con-
stante arbitraire.

Dans le cas où l'on ne peut faire correspondre à la solutionyï qu'un
nombre l imi té de solutions, par l'emploi du polynôme y, elles dérivent
manifes tement de l'une d'entre elles par les transformations d'un
groupe. L'équation donnée est alors une relation entre les invariants
de ce groupe ou, d 'une manière plus précise, entre l'invariant de ce
groupe et sa dérivée par rapport à «r. L'équation donnée est manifes-
tement impr imi t ive .

L'exemple le plus simple que l'on en puisse donner est l'équa-
tion

y m - ï y i ̂  cp(.-^jw),

qui admet, avecla solution y ==j^, les solutions y == sy^ (£^==i).
Lorsque deux soIutionsy^ etya sont des transcendantes étrangères

l'une à l'autre, il faudra adjoindre une nouvelle solution y 3 au domaine
de rat ionali té et é tudier le système à trois inconnues qui en résulte;
mais nous pensons que ce qui précède suffira pour faire comprendre
l'esprit de la méthode.

Ann. de i ' K d . Normale. 3e Série. Tome XV. ~~ AOUT 1898. 4o
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III,

LES ÉQUATIONS LINÉAIRES AUX .DÉRIVÉES PARTIELLES DU PREMIER OINDRE
ET LES GROUPES DE TRANSFORMATIONS PONCTUELLES.

I. — Généralités sur l'équation linéaire aux dérivées partielles.

1. Nous allons étudier les fonctions z liées aux variables x ^ x ^ ..
x^ par une relation

^+...+^-()a(i)
_-. àz . àz . à^x^=^+Al<to--+-•••+A^ ^~. o,

1

l inéaire et homogène par rapport aux dérivées premières de la fonction
et dont les coefficients A^A^ , . . . , A b s e n t des fonctions rationnelles
des variables; ces fonctions sont appelées solutions ou intégrales de
l'équation (i .

Enonçons d'abord relativement à ces solut ions quelques propositions
immédiates, qui résul tent des définitions données pour les différen-
tielles et les dérivées.

Si ^ est une solut ion, /(-^i) sera encore une solution, quelle que
soit la fonction d 'une seule variable indiquée par la lettre/; si ̂  ct^
sont deux solutions, g Ç z ^ z ^ ) sera encore une solution quelle que soit
la fonction de deux variables indiquée par la lettre g; etc.

Enfin, si ^ ,^3, ..., z^ sont n solutions indépendantes, c'est-à-dire
n fonctions dont les différentielles d s ^ d z ^ , . . ^ d z ^ sont des formes
linéaires indépendantes des différentielles dx, c l x ^ , . . . , dx^ toute autre
solution z vérifiera la relation

W A:

àz
àx
àzi
àx

ÔZn

()x

àz
()a\
àz,
àa;i

à^n
ôx^

as
àx^
à^i
ÛGC^

àZn

Ô.Tn
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Réciproquement^ toute fonction z qui vérifie la relation (2) dans
laquel le z^ ^, • " • » ^/i sont n solutions indépendantes de Féqua-
tion (i), vérifie aussi l 'équation (i) . Il suffit pour le voir de remplacer
dans le déterminant A les éléments — Ci == i , 2 , . . . , n)par les expres-

sions — Ai —i — A:i —L —.. . - - A^ — correspondantes.
0 OC ̂  " 03C:^ OJC ̂

Mais la relation (2) exprime simplement qu'il existe entre les
éléments de chaque colonne de A une même relation linéaire et homo-
gène dont les coefficients ne sont pas toas nuls, relation qu'on peut
écrire d'après les hypothèses faites sur z^ z^, . . . , ̂

J-3 ().z. àz,t . .^ fy 1 4_ . _ „;- ^ „ ( i ̂  Q ] , . . . , n j;
ô^i ô^i à Xi

nous pouvons donc conclure de là
dz •=- &i d^i -i--. . . -1- b^clZf^

et par suite affirmer que z est une fonction des seuls éléments ^,
s^, . . ., -s^.

Aucune restriction î^est apportée à la nature de cette fonction, car
si l'on pose

z == i>(^i, 3:2, ... 5 ^),
on pourra en déduire

^ à^
Ci S ———— ~.———— CtSt [ •~1~ ... •~T- "~.————— CtS^y

C/^l O^n

ou encore
àz (N> ^i ^^ ^^ , . ,____ —— ___•__ i_ _ i _ ___ - i j —— (\ f 77 i——— —— -.—— ——— —(— . . . —f- -~ , (, —— ^ ^ . . . ^ / ( , i ,

<7^^ 6/^1 <7^ 6/^^ 6/^^-

et ces relations entra înent A == o.
Za solution la plus générale clé U équatioTZ

(I) x(s)=ê+Alfe+•••+A"ê=o

^^ ^o/îc" ^/26' fonction arbùraire de n solutions indépendantes, choisies
d'une manière quelconque»

2. La proposition précédente ramené l'étude des éléments ^ les plus
généraux qui vérifient la relation (i) à celle d'un système de solutions
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indépendantes s,, s^, ..., s,,; nous nommerons un tel système système
fondamental de solutions de l 'équation (i).

On obtient aisément les équations que doivent vérifier les éléments
d'un système fondamental ; il suffît d'identifier les formes (i) e t (2 ) de
l 'équation considérée, ce qui conduit aux relations

(3) D _ D, _ D,,
i -A , - - - - -A7

où l'on a désigné p a r D . D , , . . . ,D , , l es coefficients des éléments de
la première l igne du déterminant A dans le développement de ce dé-
terminant . Les hypothèses faites sur s,, z,, ..., ̂  exigent, en outre,
que les divers déterminants D, D,, . . . , D,, ne soient pas tous nuls.

Il est clair que, réciproquement, tout système de fonctions s,,
Zî, ..., s,, qui , sans a n n u l e r tous les D,, vérifient les équations (3) est
un système fondamental de so lu t ions de l 'équation (i).

Ces remarques supposent qu ' i l existe pour toute équation

Y / •> ^s i OS ()zx(^)^+Al^- l-•••+A^=o,

à coefficients rationnels, un système fondamental de solutions. Pour
établir ce point d'une manière rigoureuse, il faut montrer que les
équations (3), où D est différent de zéro, forment un système com-
plètement mtégrable, quelles que soient les fonctions A.,"..., A,.

La démonstration est immédiate : Les équations (3) sont résolubles

par rapport aux éléments ̂ ., ̂  •.., ̂ ; toutes celles qu'on en peut

déduire par une dérivation sont en nombre n(n+ï) et résolubles

par rapport aux n(n+i} dérivées ôîs^, -^L,..., .àt ̂  ^ ^
.., , ,, , ' ^ àxàXt' ' ôxù^'^ CCB

éléments. Il ne peut donc y avoir de conditions d'intégrabilité
II résulte des observations que nous venons de faire qu'en désignant

par s,. ̂ , ..., ̂  les éléments d'un système fondamental particulier et
par /., /„ ..., z/, ceux d'un système fondamental quelconque, on a
nécessairement n relations

^ Z,=:F,(s,,52, ..., 3,,) (('==1, 2, . . . , n)

dans lesquelles F., F,, .... F, sont des fonctions indépendantes des
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arguments z^ z^, . . . , z^. Inversement, il suffit que les fonctions F < ,
F^, . . . , F^ soient indépendantes, c'est-à-dire que le déterminant fonc-
tionnel —-^ '^ ' ' 1—^- soit différent de zéro, pour que les éléments

0 { ^ l î -^â? • ' • •) ^ n )

Z < , Za, . . . , Z^ constituent un système fondamental .

3. On conclut de là que les équations (3) et leurs conséquences né-
cessaires, c'est-à-dire les équations qui peuvent s'en déduire par diffé-
rentiat ion et combinaison linéaire, ne permettent pas de distinguer
l'un de l 'autre les divers systèmes fondamentaux qui se déduisent de
l'un d'entre eux par les formules (4).

N'est-il donc pas possible de définir avec plus de précision les élé-
ments qui const i tuent un système fondamental particulier? A priori
deux cas peuvent se présenter ( { ) :

i° Toute ré/ai ion rationnelle entre les variables x, OD^, .. ., x,^ les fonc-
tions .^, ^,, . . . , s^ et leurs dérivées des différents ordres, compatible avec
les équations (3), c'est-à-dire formant avec ces équations un système
complè tement intégrable, en est une conséquence nécessaire.

Le système formé par les équations (3) est irréductible, au sens que
nous avons donné à ce mot.

Il est clair qu'alors aucune dist inct ion ne peut être fai te entre les
divers systèmes fondamentaux de l 'équation (i); nous dirons que
Inéquation (i) est générale.

2° II existe des relations rationnelles en Xy x^ ..., x^; s,, ..., ̂

4^ . • • ; compatibles avec les équations (3) et qui nen sont pas des con'
u^ \

séquences nécessaires.
Le système des équat ions (3) est réductible. On peut distinguer

parmi les divers systèmes fondamentaux de l 'équation (i) ceux qui
vérifient les relations nouvelles; nous dirons que l 'équation (i) est
spéciale.

Plaçons-nous dans ce dernier cas et considérons le nouveau système
complètement intégrable S qu'on obtient en ajoutant aux équations (3)
les équations nouvelles, dont nous supposons l'existence. Si ce sys-
tème S n'est pas irréductible, c'est qu'on peut encore ajouter des

( i ) On verra dans la suite qu'ils se présentent elîecLivement.
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équations nouvelles formant avec S un système complètement inté-
grable et distinguer parmi les solut ions de S celles qui satisfont aux
équations nouvelles. Nous pouvons donc supposer tout de suite que
S est irréductible.

Désignons par ̂ , ^3, .. . , ̂  les éléments d'un système fondamental
par t icul ier qu i vérifie les équations S; les éléments Z, , Z^ , . . - , Z/;, dé-
finis par les relations

(4.) Z,-==F,(^i , ..̂  • • . , ^n) ( ^ ~ = - r , 9., . . . , ri)

ne vérif ient pas les équations S quelles que soient les fonct ions indé-
pendantes F^ , Fa, . . . 9 F,,,. Les conditions que doivent remplir ces
fonct ions donnent évidemment la mesure de l'arbitraire qui subsistera
dans la définition des éléments z^ z^ , . . . » z^ c'est-à-dire en d'autres
termes la mesure de la transcendance de ces éléments. Ces conditions
sont exprimées par un nombre l imi té de relations rationnelles entre
les éléments ^ i , ̂  . . . , z^ les fonctions F^ , F^ . . . , F^ de ces élé-
ments et leurs dérivées des différents ordres, relations avec lesquelles
on peut former un système complètement intégrable S; il est clair
qu'on peut les obtenir immédiatement si l 'on connaît les relations qui
consti tuent le système irréductible S.

L'étude des solutions de Inéquat ion linéaire

/ \ 'V / \ UZ , (J Z . <7^

(^ x^==^+^^+t••+A-^=:o

se décompose ainsi naturellement en deux parties :
1° Formation d'un système irréductible S, vérifié par un système fon-

damental de solutions z^ z^ ..., ̂  de l'équation (î).
2° Etude de F arbitraire qui subsiste dans la définition des éléments ̂ ,

z^ ..., ̂ , c'est-à-dire élude du système complètement intégrable S cor-
respondant au système S.

4, II est essentiel de répondre immédiatement à une question .que
suggère la méthode précédente : Pour une même équation (î), il peut
exister divers systèmes irréductibles S ; quels sont les rappor/s qui existent
entre ces différents systèmes et y a-t-il avantage à choisir l'un d'eux de
préférence auoc autres?
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Soient, par exemple,

(S) /, f^i, . . . ^——, ...)=:0 (Z=I,2, ...,/0,
\ (JJC /

les équations du système S vérifié par les éléments ^, ..., ̂  et

(2) W^, . . . ,^,Z, , ...,Z,,^, . . . )=o (^1,2, ...^),

celles du système S correspondant qui expriment les conditions né-
cessaires et suffisantes pour que z^ ...,^ vérifient également les
équations S.

Soient, d'autre part,

(S-) /;.(.,...,.<,^, ...)-o (.==1^...^)

et
^f) W^...,^Z^...,Z;,^ ...)=o ( .=1,2, . . . ,^)

les équations analogues du système irréductible S'et du système S'
correspondant:,

Nous savons a priori qu'il existera, entre les s et les z\ n relations
^,==cl),.(^,^ . . . ,<) ( ^ = i , a , . . . , ^ ) ,

ou les <Ï>/ sont des fonctions distinctes des n éléments z\, . . . , ^1 et
d'où l'on pourra déduire les dérivées des z relatives à .r, .r,,, . . . , <^,
au moyen des dérivées des z ' relatives aux mêmes variables.

Si l'on porte les expressions obtenues dans le système S, on retrou-
vera nécessairement le système S\ puisque ce système a été supposé
irréductible-

II résulte de là que les fonctions <I\-(z= i, 2, . . . , n) devront satis-
faire à certaines équations aux dérivées partielles formant un .système
complètement intégrable (A); équations qu'on obtiendra en écrivant
l ' identi té du système S' et du système déduit de S.

Ces mêmes relations (A) exprimeront également qu'en posant
^,==<I^«, ...,<), Z^ÎMZ^, ...,Z,) ( î=: I ,2, . . . ,7Z),

et portant ces expressions des zet des Z, ainsi que celles des dérivées
^ qu'on en peut déduire, dans les équations S, on obtiendra les équa-
tions S'.
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Remarquons en outre que les équations S et S' sont rationnelles
par rapport à tous les éléments qui y f igurent . Les fonctions <[>, qui vé-
rifient les équations (A) sont donc choisies de façon à transformer un
système de relations RATIONNELLES, tel que 2, en un système ̂ f possédant
la même propriété.

II. — Existence et propriétés générales des groupes de transformations.
Le groupe de rationalité.

5. Suivant la voie déjà ind iquée pour l 'étude des nombres algé-
briques, nous donnerons aux généralités qui précèdent une forme plus
précise en introduisant d'une manière explicite les éléments qui permettent
de définir l'arbitraire qui subsiste toujours dans la détermination des
solutions z^ 5^, ..., z^ de V équation

( r \ V / \ ^z , A ^z A ÔZ
(,) ^^^•^•••-^''^^

Considérons les formules

( F ) ^ = FK^I? ̂  • . • , ^ ) ( i == î , a, . . ., n),

dans lesquelles F^, F^, . . . , F,, représentent des fondions indépendantes
des arguments ^o^ , . . . , ^ : nous dirons qu'el les définissent une
transformation à n variables qui , appliquée aux éléments u^ u^ ..., u^
les remplace par les éléments ^ , ^ » - • > ̂ . Les éléments u,, u^ . . . , ï^,
étant des variables quelconques, la transformation est entièrement
définie par les fonctions F^F^, ...J^; nous la représenterons sou-
vent par la seule lettre F.

Envisageons maintenant une deuxième transformation, déf in ie par
les formules

(G) Si^Qi{t,,t^ . . . , / / ,) (<.=:j,2, ...,^);

il est clair que cette transformation G, appliquée aux éléments ^,
^ < . . , ̂  les remplacera par les éléments ̂ , w.^ . . . , w^ qui sat isfont
aux relations

V, ̂  G-,(Wi, W^ . , ., Wn} {l =: I, 3 , . . ., /z).

Mais ces derniers éléments ̂ , w,,. . ^Wn peuvent s'obtenir immé-
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diatement en appliquant aux éléments u, , ^5 • • • » un la transformation
H définie par les formules

(H) Ui-==. H^t-ï'i, ^'2, . . ., tï^) (^=: I , 2, . . . , n),

où l'on a posé identiquement

H,=F,(G-i ,G2, . . . , G « , ) ( ^ = i , 2 , . . . , / z ) .

Il existe donc un mode de composition des transformations à n va-
riables qui conduit des deux transformations F et G à une transforma-
tion II bien déterminée; nous indiquerons cette composition en
écrivant l ' identité

H^- (F ,G) .

On vérifie immédiatement que la composition est associative, c'est-
à-di re qu'on ây quelles que soient les transformations A, B, C,

(A, (B,C))=( (A,B) ,C) .

Deux transformations distinctes composées avec une même trans-
formation donnent des transformations qui sont encore distinctes. On
peut donc conclure des identités

l ' identité

F= : (G ,H) ,
F = = ( G , K )

H==K.

Ces remarques suffisent pour établir que les transformations à
n variables, composées entre elles comme il vient d'être dit, forment un
groupe I\. Ce groupe est appelé groupe général à n variables; M. Lie,
pour des raisons géométriques évidentes, le nomme groupe ponctuel
général de l'espace E^.

6. Dans les formules

(F) ^ , r=F,( ( / i , ^2, . . . , ^) (^= i , 2, .... n),

qui définissent une transformation à n variables, supposons que les u
et les v soient des fonctions dep variables quelconques x^oc^, .. . , œ p ;

Ann. de l ' É c . Normale, 3° Séné, Tome XV. — SEPTEMBRE 1898. 4£
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il sera facile d'exprimer les dérivées des u à l'aide des dérivées des ç\
Nous pouvons, en effet, conclure des relations (F)

, àVf , àîi ,^,=^^+...-^^,

et, comme, d'autre part,
, àdi , àu[ yclu,=.^d^+...+^c^,

, àv^ , àv}e ,
^•-^^+. .+^^,

nous en déduirons

(F,) ^=^^+...+^4^ (.-i, 2 , . . . ̂ ;/^i,.,..,/.).
' ' d^A à^\ àxi, à^,,àxf, ? 7 /

Le même procédé, appliqué aux équations (F i ) , donnerait les
dérivées secondes, et ainsi de sui te .

On peut d'ail leurs obtenir ces formules en faisant usage des difTé-
rentielles d^ordre supérieur et par tant des iden t i tés

, àF, / àV, ,^==^^+...^^^,

riF, „ àVi „ ^ à^Vi , ,€l2u^ ̂ ^...^ ̂ .^^ ,,̂ ^^(^

Les formules (F), (F^) , . . . , ainsi trouvées, définissent une trans-
formation des éléments u,, ---̂  — - ^ — , .. .• on dit qu'elle est la trans-ûxj^ ô^/t. àx^ A

formation F prolongée ou étendue en regardant les u comme des
fonct ionsde/? variables non transformées. Il est clair que, si les trans-
formations F forment un groupe, i l en sera de même des transformations
qu'on obtient en prolongeant ou étendant les F d'une manière quel-
conque.

7. Nous revenons maintenant à l 'équation

(,) X(.)=^-,-A,^+..-,-A^^o,

pour laquelle z^ ^, , . . , z^ forment un système fondamental de soin"
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tions. Toute transformation à n variables effectuée sur ^, s^, ..., z^
conduit à un nouveau sy.stème fondamental. Comme les éléments d'un
système fondamental quelconque vérifient les équations

/^ I^Di D/,
\ ̂  ) —— —— A —— . . . — — — • • . — — ?1 Ai An

on peut en conclure que les expressions —? • • - 5 — demeurent invariables

pour toute transformation à n variables portant sur les éléments z^,
w j-r^2, .. ., Z^.

Nous dirons que les expressions — , . * . , — 507^ r/^ invariants diffè-
rentiels pour le groupe F^, formé des transformations à n variables z^
^2» " • » •s/^ quand on étend ce groupe en y regardant les z comme des
fonctions des Çn -+- i) variables Xy x^ ..., x^ non transformées.

Il est clair que les dérivées des fonctions — prises par rapport aux
variables x, x^ . . . , x^ non transformées, sont également des inva-
riants différentiels du groupe précédent; nous ne les regarderons pas
comme indépendants des précédents.

Le sens du mot « invariant différentiel du groupe T^. » étant fixé par
ce que nous venons de dire, proposons-nous de rechercher s'il existe
pour ce groupe T^y étendu comme il a été dit, d'autres invariants diffé-
rentiels que les expressions — et leurs dérivées par rapport aux oc.
Nous allons montrer qu^il n'y en a pas, c'est-à-dire que tout invariant
différentiel du groupe T^ est une /onction des expressions — et de leurs
dérivées par rapport aux x. On traduira ce fait en disant que les expres-
sions Bi forment, pour le groupe I\ étendu comme il a été dit, un sys-
tème complet d'invariants différentiels.

Admettons en effet que la fonction

y / àSi àZi ôzn \J^, ...,^,^,^,..., ̂  ...^

demeure invariable par une transformation quelconque du groupe 1̂ .
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Les équations
as, . à^i . c?^/ / . v^-4-A1^.+••-+-A"^=0 (Î==I^ • • • ' " ) '

et celles qui s'en déduisent par différentiation, permettent d'exprimer
rationnellement toutes les dérivées des z , prises une fois au moins par
rapport à x, à l'aide des dérivées de ces fonctions relatives à x^ .. .,
^, des éléments A^ = ^ ? • • • ? A^ = — et de leurs dérivées.

La fonction J peut donc se mettre sous la forme

rr ( A àh-i ^ àz^ \.
[ h TJœ 7 ' ' '? "< 1 ? ' ' " ? ^"? ^r"3 " ^\ C/<x'p C/iX'i /

nous allons montrer quelle ne peut dépendre d'aucun des éléments z ^ , . . . ,
àz,

^^?""
II est clair, en premier lieu, que si l'on remplace ^ par z^+a^

a^ étant une constante arbitraire, K ne doit pas changer; on a donc

àK _
àa^ " " "

et, par suite,
àK _
j^^-o;

la fonction K ne peut renfermer aucun des éléments z^ z^, .. ., z^,
Faisons maintenant sur les -s une transformation arJb'i traire, définie par

Z/==tp/:(^ . , ., Zn) (^=1, 2, . . ., /l);

nous devons avoir, identiquement,

r r f à z , à^, \ ^ f à Z , y'L, \j^ ._.„, . . ., -„..-_.„„ , . . . ^ j^ ..... ^ . . ., ,.....„..„ y • • - h
\<toi ox^ox^ j \ôx^ àx^ôx^ /

quelles que soient les fonctions indépendantes 9,. Supposons que
les ç, dépendent d'un paramètre variable t, et désignons par ^/Ca,. . . ,
^ les dérivées -^1? -çjl^ - ̂  €^-î; nous pouvons affirmer, si les cp, sont
arbitraires en z^ z^, . . . , z^ et t, que les dérivées Ç^ ^2» • • * » ^n sont

arbitraires en z^ z^, .... z^ ou encore en Z ^ , Z^, .. *, Z^, c'est-à-dire
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ne sont liées à leurs dérivées relatives a Z ^ , Z;;, . . . 5 Z/^ par aucune
relation. C'est là une conséquence des formules du changement de
variables.

/ ^r/ "i0 '7 \

Exprimons alors queK ( —y - ' ? -—- i . . . ) est indépendant de t ,1 1 \^i ôx^àœ^ j r

ainsi qu'il résulte de l'identité précédente; nous aurons la relation
identique

dK àK à^ . ÔK à2^._^ —— ___ _•"•t , i _,__ ____,_. _ „ _ - i i — /i
dt . ̂ Zi àxi ' ' * . ^2Zl î ̂ 2 ' ' '

àx^ àx^àx^

Nous allons, dans cette relation, remplacer -215 • • • 3 .—ç—, " • par
0CC4 (/»Z?^ (JOCy

'\r~y ir> ry

leurs expressions à l'aide de -—5 • • ? y—-^ ' . . , que donnent les
formules

^l ̂  ̂  ̂ l + + ̂ l ̂ zn,
(} '̂i (^Zi ̂ i ' ' * àZ^ àx^7

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

^L^ =: V -Ĵ l,. -^ ̂  V ^1 „̂ !ZL«
^^i àx^ -^ ^Z^- ̂ Z/, ̂ i àx^, ÂssÂ àÏi àx^ àx^;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .,....,

et nous remarquerons q u e - , - s'annule identiquement, et, par consé-

quent;, que les coefficients des éléments —? " " ' W ^ / W ^ ' ' sont

tous nuls.
Supposons que les dérivées d'ordre maximum qui figurent dans K

soient d'ordre p , et considérons les équations obtenues en égalant à
zéro les coefficients des dérivées d'ordre/? de ^, Ç^ . . . , ^ par rapport
aux élémentsZ^Z^, . . . ,Z^ . Ces équations sont linéaires et homogènes
par rapport aux dérivées de K, considéré comme fonction des dérivées
d'ordre p de Z ^ , Z^, > . . ? ïn relatives à x^ a^, . • • , Xn, c''est-à-dire aux
éléments

^____à_K_____

^^^L__\u\â^à^...à^j

De plus, le déterminant des coefficients de ces derniers éléments
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est précisément le déterminant des coefficients des éléments

an,
àZ^à^...àI^

dans les formules du changement de variables écrites plus haut, ou
l'on a changé les lignes en colonnes; il est donc essentiellement dif-
férent de zéro.

Les équations considérées entraînent alors nécessairement

ôK
à^Lià à̂x^ àoc^.. .àx^j

et K ne peut renfermer de dérivées d'ordre^» des Z.
Nous avons donc établi queK ne peut renfermer que les éléments A^

——, * ' • ; et, par conséquent, que tout invariant différentiel rationnel

du groupe T^ est une/onction rationnelle des éléments —; • ' •; — et de

leurs dérivées par rapport aux variables x, x^, .. ., x^.

8. Reprenons ma in tenan t ce qui a été dit au début sur l 'équation

/ \ v / \ ^z i ^z i àz(,) X(.)=^+A,^+...+A.^=O.

Supposons d^abord l 'équation ( r ) générale, c'est-à-dire le système

m ]) -D^ ^ ï)-D „ D! _ „. D.
i ~~ Ai ~ 1 " ' > '~ A/,\0 ) . — '.-"—.....— —

irréductible; toutes les relations rationnelles qui lient les éléments z^
z^ ..., z^ d'un système fondamental particulier sont vérifiées par tout
autre système fondamental . L'ensemble de ces relations demeure inva-
riable par toute transformation du groupe ponctuel général JT^.

Un raisonnement analogue à celui que nous venons de faire pour
établir que les — sont les seuls invariants indépendants de T^ montre
immédiatement que tout invariant du groupe I^,

j f ^ ^ àzi â^n \
w \ ^lî - • • f ^/2? ~T~~Î * ' î ~i——— ? " • * j 3V ox ox^ )
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qui dépend rationnellement de tous ses arguments, peut s'exprimer RATION-
NELLEMENT à l'aide des coefficients A et de leurs dérivées. Tout invariant
rationnel du groupe F^ est donc égal à une fonction rationnelle de <x\
oc ^ , . . . , oc^.

Supposons ensuite l'équation ( r ) spéciale, c'est-à-dire le système (3)
réductible et considérons l 'un des systèmes irréductibles S vérifié par
les éléments z^ ..., z^ d'un système fondamental particulier. Les
équations qui constituent le système S ne sont vérifiées par les élé-
ments Z^ . . . , Z/^ où l'on a posé

Z/=--F/(^i, . . . , ^/,) (?"= 1 , 2 , . . ., n),

que si les fonctions indépendantes F; vérifient les équations S. Les
seules transformations du groupe Tn qui laissent invariables les équations S
sont donc celles où les fonctions F/: vérifient les équations S. Ces transfor-
mations de F,̂  forment mani fes tement un groupe, car la composition
de deux transformations qui n'altèrent pas l 'ensemble des équations S
donne une transformation qui possède évidemment la même propriété.
Ce groupe F dont les t ransformations appar t iennent à F^, et qui est
dit pour cela sous-groupe de F», nous le nommerons le groupe de ratio-
nalité de l 'équation (i). Il possède des propriétés très remarquables
que nous allons établir.

Considérons, pour cela, les relations nouvelles qui, ajoutées aux
équations

àzf• ,. A àzi -+. 4- A ()zi — o
îte 4" Al J^ ̂  ' ' ' + A" ̂  ̂  '

constituent le système irréductible S. Si nous y remplaçons toutes les
dérivées des z prises une fois au moins par rapport à x pa r l eu r expres-
sion en fonction des autres dérivées et des variables x, x^ ..., oc^, les
équations S peuvent se mettre sous la forme

(S) y,tVi-+-.. .-i-y^V^4~y,==o {i=i, 2, .. .,/z),

où l'on désigne par "f^, . < . , 'Y^/, y; des polynômes entiers en x,
x^ . .., x^ et par V i , . . . , V^ des fonctions rationnelles de 5,,
^ 2 » • • -^n ̂  ̂  leurs dérivées successives par rapport aux variables x^
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Quelles sont, par conséquent, les relations distinctes qui existent
entre deux systèmes fondamentaux ^, ̂  - < • » zl^ ^ Z, , Z^, . . . , Z/^ qui
vérifient les équations (S)? Il est clair qu'elles sont toutes comprises,
pour un choix convenable des V, parmi les conséquences des relations

(T) y,iV,(^)4-...-hy^Y^(^)+y.=:7.iV,(Z)+...+y^Vp(Z)+y,
. (i=î, 2, . .., 7Q,

que l'on obtient en égalant les premiers membres des équations (S) à
ce qu'ils deviennent quand on y remplace les z par les Z de même
indice.

Ces relations entre les z et les Z, indépendantes des variables x,
x^ . . . , x^ seront donc exprimées par un certain nombre d'égalités
de la forme

(©) aA,...,^,^, ..y^ûYz,,...,z,^->...) (^i ,2,.. . ,A-),\ ^«^i / \ ^i /
dont les premiers membres sont des fonctions rat ionnel les des z et de
leurs dérivées par rapport a u x n variables x^ x^, . . . , ̂  et qui con-
stituent un système (@) équivalent au système (T). Ains i , chacune des
relations © est une combinaison linéaire des équations T et récipro-
quement.

Les équations (©) expriment d^ailleurs que, par les transformations
du groupe F, les premiers membres û < , . , . , û/^ demeurent invariables;
ces premiers membres sont, par suite, des invariants différentiels du
groupe T.

Tout autre invariant différentiel du même groupe F, rationnel par
rapport à tous les éléments qu'il renferme, peut s'exprimer rationnel-
lement à l'aide de ceux-là et de leurs dérivées en x^ ^, .. , x^.

En effet, la relation

n/, „ < î \ i -T/^ r/ à7^- \U^,...^,,^,..^=U^,..,,/^^, ...^

est une conséquence nécessaire des équations (0). Eliminons de U,
e n t e n a n t compte des équations (0) et de leurs dérivées, le plus
grand nombre possible d'éléments, nous obtiendrons évidemment
une identité. La proposition est donc établie.
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Z .̂9 invariants û^y ..., ^forment y par conséquent, pour le groupe F,
un système complet d'invariants ,(1).

Nous avons vu que les systèmes (T) et (©) sont équivalents; on
peut conclure de cette équivalence la possibilité de déduire du sys-
tème (T) un système de la forme

Pa[(^) - ̂ (Z)] + . .. + ̂ .[P^) - ̂ .(Z)] =o (^i,2,..., 7c),

où les ^j sont des polynômes en <r, x^ ..., x^ dont le déterminant
n est pas nul.

Il en résulte immédiatement qu^on peut déduire des équations (S),
par de simples combinaisons linéaires, des équations de la forme

(S,) P.A(^) -4-. . .^ ̂ /A.(5) -i- ?>i-=- 0 (^==1, 2, . . ., /C),

où les (^ sont également des polynômes ou des fractions rationnelles
des variables scy œ^ ..., oc^ Ces dernières équations peuvent donc
être résolues par rapport au , , ûa? " " > û^ ^t donnent, pour ces inva-
riants, des fonctions rationnelles des variables. II est clair qu'on
pourra, inversement, déduire les équations (S) des équations (S,).

Ainsi, les relations rationnelles (S), invariantes par les transforma-
tions du groupe r, pewent se mettre sous la forme canonique

^[{z^ .. .,^, —1? ...)=: a, (^, x^ . . .,^) (ï==i,2, . .., Â-),\ ox^ /

<^a/î  laquelle les û^ ^on^ ^/^ invariants différentiels de T formant un
système complet, e^ fe^ a^- des fonctions rationnelles des variables.

Les résultats auxquels nous sommes parvenus peuvent aussi s'énon-
cer de la manière suivante, qui met en évidence deux propriétés
essentielles du groupe de rationalité r.

i° Tout invariant rationnel de F est égal à une fonction rationnelle
des variables x, x^, ..., x^.

2° Toute fonction rationnelle de z^ ..., z^ et de leurs dérivées, qui est
égale à une fonction rationnelle de x, oc^ ..., x^ est un invariant ra-
tionnel de T.

( i ) Ajoutons que rien n'auloriso à les regarder comme foncLionnellemenL indépendants :
il existe, en effet, des cas où ils sont liés par une ou plusieurs relations algébriques.

Ann. del'Èc. Normale. S^Série. TomeXV. — SEPTEMBRE 1898. 4^
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9. Les équations canoniques

(©) û^,...,^^, . . .)=^YZ^.. . ,Z,,^, ...) (^I^...,Â-),

qui renferment toutes les liaisons entre deux systèmes fondamentaux
de solutions ̂ , ..,, ̂ , Z i , ..., Z^ des équations (S), sont évidemment
équivalentes aux équations (S) signalées plus haut, qui expriment les
mêmes liaisons. On obtiendra le système S, ou un système équivalent
en remplaçant les dérivées —i, . . . , au moyen des formules

ôz! = àz! ^1 - î ̂
àxj^ à^i àocj^ ' ' ' àZft àx^

et en observant que les équations obtenues sont des identités par
rapport aux dérivées —1? • • - •

11 n'est pas nécessaire de faire cette transformation pour déduire
les équations (S) des équations (@). Si l'on remarque, en effet, que
les liaisons entre les z et les Z, exprimées par ces dernières, sont les
mêmes, quelles que soient les variables «r^ ^, . . . , Xn, il suffira de
prendre, pour ces variables, les fonctions ^, -Sa» • * • » ̂  elles-mêmes.
On obtiendra ainsi un système canonique

(2) ^-(^, ,..,Z,,^, •--)=^(^...,.^) (^1,2,...^),

qui est équivalent au système S et qu'on peut, par conséquent, re-
garder comme étant le système S lui-même.

Les équations canoniques (©) ou (S), que nous venons de former,
sont dites équations de définition da groupe r; leur forme particulière
met aisément en évidence un grand nombre de propriétés de F, et,
réciproquement, on peut conclure du fait qu'elles définissent un
groupe, des propriétés des fonctions rationnelles û^(-s). Nous nous
bornerons à énoncer ici quelques-unes de ces propriétés dont l'éta-
blissement n'offre aucune difficulté :

Les équations (S) admettent la solution Z,== z,, qui correspond à
la transformation identique de F. Les équations (S) ne changent pas
de forme lorsqu'on y remplace les éléments ̂ , ..., z^ ou les éléments
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Z ^ , .., Z^, ou simultanément les uns et les autres, par ceux qui en
dérivent, à l'aide d'une transformation quelconque de F.

Inversement, toute transformation à n.variables qui, effectuée sur
les z ou sur les Z, n'altère pas les équations (S), appartient au
groupe F.

10. Nous avons fait observer déjà qu'il existe, pour une même
équation
/ \ v / \ àz . àz , ôz( f) X^^^+A'^4-••+A»5^=0'

différents systèmes irréductibles tels que S, et différents systèmes S
correspondants. On passe des équations (S) à celles d'un autre sys-
tème S" en faisant sur les z et les Z la même transformation

Zi^=. <Ï^(^, -Sg, ... , Z^)y

Z,=^.(Z,,Z,,...,Z,),

où les $ sont des fonctions indépendantes, des n éléments qui y figu-
rent.

Toute transformation de cette forme qui change les équations (S)
en d'autres équations (S') rationnelles par rapport à tous les éléments
qui y figurent, permet de remplacer le système S par un autre sys-
tème S' également irréductible.

Précisons la nature des rapports qui existent entre le groupe r dé-
fini par les équations (S) et le groupe P défini par les équations (S').

Rappelons, dans ce but, que, si la lettre F désigne la transforma-
tion

Z^==F((-SI, . . ., Zn}y

qui remplace les z par les Z, on définit les puissances successives de F
en posant

F^F.F) = = F . F ( 1 ) ,
F^CFSF^F^.F,

(1 ) On emploie iei, pour représenter la composition des transformations, le signe ordinaire
de la multiplication ; il ne faut pas oublier que cette composition n'est, en général, pas
commutative.
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La transformation inverse de F se représente par F""1, et l'on a

I^F-SF):^-1^

en désignant par 1 la transformation identique.
Soit maintenant F une transformation quelconque de F remplaçant

les z par les Z. Il est clair qu'on peut remplacer cette transformation
par les suivantes, effectuées successivement :

i° La transformation <3), qui remplace les z par les z/ ;
2° Une transformation F' de F, qui remplace les z ' par les Z7;
3° La transformation <&"~1, qui remplace les î! par les Z.
On a donc l'identité

V=fbî'^-i

ou l'identité analogue P^Î^FO;
on dit, pour exprimer ces identités, que la transformation F est la
transformée de V par la transformation <[>, ou. encore que F' est la trans-
formée de F par la transformation ^^.

Les transformations de F' sont donc les transformées des transfor-
mations de F par la transformation <&. On écrit souvent cela, d'une
manière abrégée, r==<6.r.<&-1.

Faisons encore remarquer en passant que, si l'on a, entre trois
transformations de F, la relation

A.B=C,

on a, entre leurs transformées par <T&, la même relation

^.A.^-^^B^-11^^^^.^-1.

Deux groupes F et F', tels que l'on puisse passer de l'un à l'autre
par une transformation^ convenablement choisie, sont dits appartenir
au même type. Nous voyons donc que, à toute équation

/ v «r / . as . as . as
(,) ^^^^-'-•••-^C^0

correspond un TYPE de groupes F, qui est seul bien déterminé; on pourra
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choisir arbitrairement un groupe appartenant à ce type, sous la seule
condition que la transformation <& transforme les équations ration-
nelles (S) en d'autres également rationnelles.

11. L'étude des éléments ^, ^, .... ̂  d'un système fondamental
de solutions de l'équation

^ ^-ê^ê^^^Ê^0

se décompose maintenant, d'une manière fort nette, en diverses par-
ties qui paraissent indépendantes, et que nous étudierons séparé-
ment :

i° Formation effective des systèmes S différents, c'est-à-dire des
équations de définition d'un représentant r de chaque type de groupe
contenu dans le groupe ponctuel général 1̂ .

2° Détermination du système S, qui correspond au groupe de ra-
tionalité F de l'équation (i); par conséquent détermination de ce
groupe F.

3° Étude particulière du groupe de rationalité F, ainsi déterminé,
permettant d'approfondir les liaisons des transcendantes z^ ^2, ...,^
avec leurs dérivées des différents ordres et les variables, et, par con-
séquent, de préciser la nature de leur transcendance.

III. — Détermination du groupe de rationalité.

a. Formation des types de groupes ponctuels à n variables.

12. Nous avons à nous occuper d'abord de la détermination effective,
pour une valeur de n donnée, des équations de définition (S) de tous les
.TYPES de groupes contenus dans le groupe ponctuel général à n variables.
La théorie précédente exige, en effet, la connaissance des invariants
différentiels indépendants pour chacun de ces types. Ce problème géné-
ral n'est pas encore résolu d'une manière complète; les recherches de
M. Lie et de ses élèves, notamment de M. Engel, résolvent des ques-
tions voisines; mais, même quand on suppose le groupe fini, c'est-
à-dire formé de transformations qui dépendent seulement d'un nombre
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limité de paramètres arbitraires, le problème que nous venons de poser
reste à traiter ( ').

Nous donnerons simplement quelques indications générales, dont
une étude qui ne peut trouver place ici établirait l 'utilité, et un résumé
rapide des résultats obtenus par MM. Lie et Engel.

Nous savons que tout groupe de transformations à n variables
z^ . ..,^ est entièrement défini par un système complètement inté-
grable d'équations rationnelles

(2) ^(^...,^^,...)^^(z,...,Z/^,...) (.=!,... ,p),

où les Z sont les variables transformées des z, et où les variables
^,... , Xn ne sont pas transformées. Les ûi constituent pour le groupe
considéré un système complet d'invariants différentiels qui conduit, par
desimpies dérivations, aux invariants fonctionnellement distincts d'un
ordre quelconque, supérieur à l'ordre maximum des û^.

Les équations (S) établissent des relations entre les z et les Z; elles
ne dépendent donc des variables x qu en apparence. Il suit de là que, si
l'on fait sur les x une transformation quelconque

^i=^i{y^ " ' , y n ) ,
ce qui entraîne, d'une manière générale,

au _ ̂  au à y a,
à x, ~~ JL^Jy^ ̂ ?

^u ^ y _ à^ u ày^ày^ ^ àu^ à^ya_
àxiàx/, Z^^àyv,ày^ àxi àxj, ~ ^a^7a à'Xià^^
" • • • • * * • • * " * - • • • • • ' • • • . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

le système transformé est équivalent au système

^(^•••-^^-•^^{Z-'^^-'") (.=r,...,p)

qu'on déduit de (S) en remplaçant simplement les x par les y de même
indice.

0) Cf. S. LIE, Trcwsformatiomgruppen, Erster Âbschnitt, Kap. 28.
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La condition précédente, nécessaire pour que les équations (S)
soient les équations de définition d'un groupe, est aussi suffisante. En
effet, la composition de deux transformations qui laissent les û; inva-
riables, donne une transformation qui possédera évidemment la même
propriété. Posons

^^)=^(^...,^^,...)-i2,(z....,Z,,,^,...);

la détermination des types de groupes à n variables revient à celle de tous
les systèmes d'équations rationnelles, complètement intègrables

(2) <ï^)==o, (^==1, . . . ,^) ,

tels que l'on ait, pour toute transformation des x en y

^•(y^^A^M^).

On observe immédiatement que les coefficients A^ ne peuvent
dépendre, ni des z et de leurs dérivées, ni des Z et de leurs dérivées;
ce sont des fonctions des éléments de la transformation -J— ? • • •- D'ailleurs,

u^/c
il est clair que le déterminant des A.^ ne peut s'annuler si les y sont
n fonctions distinctes des x.

On peut faire sur les équations (2) d'autres remarques faciles qui
ne sont pas sans importance : Les formules de transformation des
dérivées -r^ •> -,—l—^ - • • remplacent des dérivées d'ordre k par des déri-à.Yi à y i à y / , t i

vées d'ordre égal à À: et des dérivées d'ordre inférieur. Par conséquent,
si les équations (S) ne sont pas toutes du même ordre, celles qui sont
d'ordre égal ou inférieur à k, prises isolément, forment un système inva-
riant pour toute transformation des ce ; elles définissent donc un groupe.

Par exemple, les équations (S) qui sont d'ordre minimum pi définis-
sent un groupe ; les équations d'ordre ^ et d'ordre(^ -+-1) définissent
un nouveau groupe compris dans le précédent, etc.

Supposons maintenant que, pour toute transformation des x, cer-
taines des équations d'ordre p. du système (S) forment un système in-
variant; elles définiront un groupe qui comprendra parmi ses trans-
formations celles du groupe défini par toutes les équations d'ordre [L.
La remarque s'étend naturellement à tout système compris dans (S)
qui reste invariant par toute transformation des x.



336 J. DRACïï.

Observons enfin que les fonctions 4\- ne renferment pas les va-
riables x^ ..., x,^ mais seulement les dérivées —1? • • • ; les transfor-

ÛQC^

mations à considérer sont donc les transformalions linéaires et, homo-
gènes des dérivées — y • * • qui résultent d'un changement arbitraire des

variables x^ ..., ̂ . On y peut regarder les dérivées y^? -.—y— 5 • • •
(JSC}{, (jOC' ̂  O^fî,

comme des paramètres arbitraires indépendants.

13. Nous avons jusqu'à présent conservé les deux séries de variables^?
et Z; il est facile de se restreindre à la considération des .z et de leurs
dérivées. En effet, l'expression

^•(y)-2/,A^^.(^),
où figurent seulement les z , ne change pas quand on y remplace les z
par les Z; elle ne dépend donc que des éléments -y^-? ——y—, .... Nous- Jl (to/,. àxfsàxit,
avons alors, pour toute transformation des x en y,

H-(y)=^A^^(^)+B,,
où les A et les B ne dépendent que des dérivées —^ --.-^"^^ .... La1 ^ A àxjs Ox^àxf,
recherche des fonctions rationnelles £^ est évidemment un simple pro-
blème d'Algèbre dès qu'on l imite l'ordre des dérivées qui peuvent y
figurer. Mais il n'est pas certain que sans autre donnée que le nombre n
on puisse limiter l 'ordre des Qi pour tous les types de groupes contenus
dans r^ ; lestypes de groupes imprimitifs semblent devoir faire exception.

Nous disons, comme en Algèbre, qu'un groupe G contenu dans T^
est imprimùifqwnd il existe des fonctions indépendantes, de ^ i , . . . , ̂ ,
en nombre inférieur à n qui s'échangent les unes dans les autres par les
transformations de G. Quand on recherche les types de groupes, on
peut supposer tout de suite que ces fonctions sont ^, ..., z^ les
transformations du groupe G laissent alors invariant le système d'équa-
tions

àf àf———=-0, .... —L==o.
05/,-H ÔZît

Ces transformations consistent en une transformation des élé-
ments z^ ..., z^ associée à une transformation de s^, .. „ , z,, qui dé-
pend, en général, des éléments de la première.
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Un groupe qui n'est pas imprimitif est d i t primitif. Il résulte évidem-
ment des observations générales déjà faites que dans la recherche des
Sli on peut commencer par en considérer im nombre minimum, qui se-
ront alors transformés par un groupe linéaire primitif lorsqu'on fera
sur les œ une transformation arbitraire. Ce groupe linéaire primitif
sera manifestement isomorphe ( i ) an groupe des transformations que

_\ry

subissent les dérivées —"> • ' • quand on fait sur les y une transforma-
tion quelconque.

On continuera à déterminer les Û; en ajoutant chaque fois le plus
petit nombre possible d'équations d'ordre minimum de façon à définir
un groupe, et nous savons qu'au bout d'un certain temps on ne pourra
plus ajouter d'équations nouvelles sans obtenir autant d'équations que
de dérivées, c'est-à-dire sans tomber sur la transformation identique.
Ces remarques mériteraient, d'ailleurs, une étude que nous n'avons
pas l'intention de faire ici (2).

14. M. Lie a déterminé effectivement, par des méthodes sur les-
quelles nous ne pouvons insister (3), tous les types de groupes finis

(1) Pour la signification de ce terme, on peut se reporter à la théorie des substitutions,
ou aux pages suivantes consacrées à l'étude du groupe de rationalité.

( 2 ) Ajoutons un beau théorème dû à M. Lie duquel il résulte que, parmi les équations
do définition d'un groupe à ri variables:, il y en ci toujours du premier' ou du second ordre ;
théorème établi par l'emploi des tram'formations infinitésimales et de leurs développe-
ments au voisinage d'un point. On peut l'énoncer aussi en disant que le groupe général Tn
seul renferme toutes les transformations quadratiques.

On peut déduire immédiatement de là qu'il suffit d'exprimer que les équations (S) de-
meurent invariantes par toute transformation quadratique des x pour qu'elles définissent un

à3 Yprouve. I/adjonction des relations -———-—— == ° simplifie considérablement les formulesto / " àx^àx/cà.Kf "
de transformation des dérivées ; la recherche des Qi en se servant des transformations in-
finitésimales est aussi ramenée par cette remarque à une forme simple. Mais ce sont là
des questions dont nous devons remettre l'étude à un autre moment. Il en est de même
des rapports de la méthode adoptée avec celle employée par M. Engel pour former les
équations de définition des transformations infinitésimales d'un groupe et aussi avec celle
due à M. Picard ( a ) ; nous ne pouvons que renvoyer le lecteur à ces travaux.

(3) Cf. TrcutsforrncttionsgruppQn, Dritter AbschniU, p. i à 3x3.

((t) ENGEL, Math. Ann., Bd. 27, 1886; E. PICARD, Journal de Liowille, 1892; P. MEDOLAGïHy
Ânnali di Matcmat'Lca^ t. XXV, 1897.

Ann. de l'Éc. Normale. 3e Série. Tome XV. — SEpTEaiBRE 1898. 43
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à une et deux variables et sauf une classe particulière de groupes impri-
mitifs, les types de groupes finis à trois variables-

11 a formé, d'autre part (1), tous les types de groupes infinis (dont
les transformations dépendent de fonctions arbitraires) à deux va-
riables et déterminé des classes importantes dégroupes infinis primitif s
à n variables.

Il y aurait lieu de préciser dans les tableaux des groupes imprimifcifs
donnés par l'illustre géomètre norvégien, la nature des fon étions deter-
minées qui figurent dans les transformations du groupe, de façon que
les équations de définition (S) des transformations finies soient ration-
nelles par rapport à tous les éléments qu'elles renferment; nous avons vu,
en effet, que c'est seulement sous cette restriction que ces résultats
peuvent nous servir. Cette observation immédiate ne s'applique pas
aux groupes primitifs qui possèdent, en générale des équations de défi-
nition très simples. Enonçons à leur égard, les résultats obtenus par
M. Lie :

Groupes primitifs finis à deuoc variables : 1° groupe projectif général,
formé des transformations

^ _ ax + by -l- o / _ ci' x -+" b' y -h c' ^
^ "~~ ̂ r^^^'y^Tc^ Y — aT;^:^^

2° groupe linéaire général :

ûc''==: ax -4- by ~\- c, y ' ' = a! x 4- b' y -\- c';

3° groupe linéaire spécial :

x1 == ax -+- by 4- Cy y 1 •==- a'' x "l- b1 y 4- c'y aV — ba1 = i.

Groupes primitif s finis à trois variables : i° groupe projectif générale
à quinze paramètres; 2° groupe linéaire général à douze paramètres;
3° groupe linéaire spécial à onze paramètres; 4° groupe projectif à
dix paramètres qui laisse invariant le complexe linéaire

dz -4- x dy — y dx ^= o ;

( 1 ) Âbhcnidîungen d. JT* 5'. Geselischaft cl, Wiasensch aften zu Leipzig, XXI; 1895*
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5° groupe projectifà six paramètres qui n'altère pas la surface

z — ^y = o ;

6° groupe des mouvements euclidiens; 7° groupe à sept paramètres
formé des déplacements et des homotliéties; 8° groupe à dix para-
mètres des transformations conformes de l'espace x , y , z.

Groupes primitifs infinis à deux variables : i° groupe général I\;
2° groupe des transformations qui multiplient les aires par une con-
stante :

.P(^Y)1
L^J)J~ 7

3° groupe des transformations qui n'altèrent pas les aires :

< î ( X / Y ) ,: ï .
f)(^7)

Ces trois types de groupes existent quel que soit le nombres des va-
riables.

15. L'étude que nous aborderons tout à l'heure du groupe de ratio-
nalité montrera l'importance d'une classe de groupes : les groupes
simples, lorsqu'il s'agit de définir des transcendantes de nature essen-
tiellement nouvelle. Rappelons, tout de suite, les résultats classiques
obtenus dans la détermination des structures de groupes simples par
MM. Lie, Killing, Cartan, Engel, etc.

Groupes infinis : ï° groupe général 1 ;̂ 2° groupe des transformations
de contact en z , x^ ..., x^ 3° groupe des transformations de contact
homogènes en x^ ..., oc^p^ ...,/^; 4° groupe qui n'altère pas les
volumes à n dimensions : il est défini par la seule équation

à(X^ ...,XJ^
à(.z\, . . . , .̂ )

Groupes finis (^) : i° groupe linéaire et homogène spécial à (n2— ï) pa-
ramètres; 2° groupe linéaire et homogène à —^———'- paramètres, qui

(1 ) Cf. pour plus de détails : E. GARTAN, Sur la structure des groupes clé transformations
finis et continus, p. ï47.
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n'altère pas ̂ +.. .4-^; 3° si n est pair, le groupe linéaire et homo-
gène à —^— ' paramètres qui n'altère pas l'expression

^ dx^ — x^ dx^ 4-... 4- Xn-\ dxn — sc'n dx^^

En dehors de ces types, qu i peuvent ne pas être tous distincts
(n = 2, 3,4? 5, 6), il en est d'exceptionnels : (a) G^ pour n == 7 ;
(?) G g a pour n = 26; (y) Gyg pour n == 27, G^ pour n = 56, G^g
pour 72 = 248.

b. Formation des résolvantes.

i6. Quand on a fixé, pour chaque type de groupes contenu dans le
groupe général I\, (les invariants différentiels formant un système
complet, que reste-t-il à faire pour déterminer le groupe de rationalité
d^une équation linéaire donnée?

Nous savons qu'il faut : i° former les équations résolvantes dont
dépend, pour chacun de ces types, Ici détermination des invariants diffé-
rentiels, puis 2° reconnaître pour lequel df entre eux ces équations résol-
vantes admettent un système de solutions rationnelles. Ces deux problèmes
sont de difficulté très inégale; le premier n'exige que des calculs algé-
briques immédiatement réalisables, le second est un des problèmes
les plus difficiles de l'Analyse et n'a été résolu que dans des cas très
particuliers, par MM. Painlevé, Poincaré et Autonne (/oc. cit.).

Les invariants différentiels d 'un groupe F se partagent, suivant leur
ordre, en différentes classes, ceux d'un ordre donné et d'ordre inférieur
définissant à eux seuls un groupe qui renferme F. Considérons parmi
les invariants de F, ceux qui sont d'ordre minimum (on sait que cet
ordre est un ou deux) et parmi ceux-là ceux qui, associés en nombre
minimum, définissent un groupe. Soient <l\, ...^I^ ces invariants et G^
le groupe défini par les équations

<ï) ^ ^ ^ cm (7 à7^ \^^,...,^....^<D^Z,...,^,...^

si les <1> sont du second ordre, G ^ n'est contenu dans aucun groupe
plus grand, saufr^, caries invariants de ce groupe plus grand devraient
être des fonctions des éléments <Ï>^ ..., <lv, si les <& sont du premier
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ordre, il peut arriver que certaines fonctions des (& et de leurs dérivées
définissent un groupe G contenant G, et qui ne sera, lui, contenu dans
aucun groupe autre que 1 .̂ On commencera, dans tous les cas, par
former les résolvantes pour un groupe maximum dans r^(G^ ou G) de
la manière suivante : les équations

^^(—•-Ê---)
étant écrites, on les différentie par rapport aux (n +1) variables oc,
x^ ...,^ et l'on y remplace les dérivées relatives à x par leurs expres-
sions à l'aide des autres dérivées et des invariants différentiels de 1̂
déduites des équations X(/s,) == o, et des équations dérivées.

En éliminant les dérivées ô—^ • • • . c e que l'on pourra évidemment
faire après un nombre limité de dérivations, on aura les équations ré-
solvantes que vérifient les <&,. De plus, le groupe considéré (G^ ou G)
étant maximum dans 1 ,̂ il n'est pas possible de réduire l'ordre des
résolvantes en faisant choix de fonctions rationnelles des $ comme
nouvelles inconnues; le nombre des invariants ̂  d'ordre égal à un ou
à deux qui définissent le groupe est également invariant.

On continuera l'application de h méthode en n'ajoutant jamais que
le nombre minimum d'équations nouvelles et en les supposant d'ordre
minimum. Le raisonnement fait surGi peut être répété sur Ga; on peut
donc toujours s'arranger pour que chacun des groupes 1 ,̂ G^Ga, ...,r
soit maximum dans le précédent : le système formé par les résolvantes
est alors primitif.

Nous n'insisterons pas sur le développement des remarques qui
précèdent, mais nous ferons remarquer, en passant, que Ï adoption
d'une méthode régulière dans Information des équations résolvantes est
indispensable pour reconnaître exactement quels problèmes précis on
devra traiter pour déterminer effectivement le groupe de rationalité T
d'une équation donnée. Le plus simple de ces problèmes, celui qu'il est
nécessaire d'avoir résolu pour fixer le groupe de rationalité de l'éqaa-
tion àz- 4- A01 == o, consiste en la détermination des solutions parti-àx " ày
culières algébriques de l'équation y = A, et n'a pas encore été traité.
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IV. — Étude du groupe de rationalité.

a. Décomposition normale du groupe T.

17. Le groupe de rationalité F de l 'équation

^ r , àz . à^i . as(,) X(.)=^+A^+...+A^==O,

défini par les équations (S) étant déterminé, la nature des transcen-
dantes ^ , , . . . , z^ qui forment un système fondamental de solutions
de (i) vérifiant les relations

(S) ^ (Si, . . .,S,,,—^~, • • • ) =:G),(^, ^i, . . .,^),
\ Wi /

est également déterminée et ne dépend pas du système fondamental
choisi.

Pour étudier ces transcendantes attachées au groupe T, il suffit d'étu-
dier le groupe r lui-même; c'est ce que nous allons faire en suivant
pas à pas la marche adoptée pour l 'étude.des groupes de subst i tu t ions .

Donnons d'abord quelques définitions, qui fourniront la générali-
sation naturelle des notions communes relatives aux substitutions.

Soient F et G deux groupes de transformations entre lesquels nous
supposons qu'il existe une correspondance telle que :

1° A toute transformation g de G correspond une transformation bien
déterminée f de F ;

2° Au produit g g' de deux transformations de G correspond le pro-
duit f^ des transformations correspondantes de F.

Nous dirons que le groupe F est isomorphe à G.
A des transformations de G formant un groupe G' correspondent

alors des transformations de F formant un groupe F'.
Considérons les transformations de G qui correspondent à la trans-

formation identique de F. Soient^ et g^ deux de ces transformations;
le produit g ^ g ^ aura pour correspondant dansT le produit 1,1, c^est-
à-dire la transformation identique. Les transformations de G ^ui corres-
pondent à la transformation identique de F forment donc un groupe H.
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Soit g l'une des transformations de G- qui correspondent à la trans-
formation /; il est clair que le produit gh, où h est une transformation
quelconque de H, correspond aussi à /'. La même observation s'ap-
plique à toute transformation hg et ces transformations sont évidem-
ment les seules qui peuvent correspondre à/".

Si l'on considère, d'ailleurs, la transformation ghg~'î de G, la trans-
formation correspondante de F sera ff~~1', c'est-à-dire la transformation
identique. On a donc

^h^=:k,
ou encore

gh-=ih^g,

ce qu^on exprime en disant que le groupe H demeure invariant lorsqu'on.
le transforme par une transformation de G.

Un sous-groupe H du groupe G, qui possède la propriété exprimée
par l'identité

r^ry-l—— l )
Q l l ' l ^ —— ' ^ l ?

est dit sous-groupe invariant de G. Nous venons d'établir que, s'il existe
un groupe F isomorphe à G, les transformations de G qui corres-
pondent à la transformation identique de F forment un sous-groupe
invar iant H de G. La réciproque est évidente. Si G possède un sous-
groupe invariant H, il existe un groupe F isomorphe à G pour lequel H
correspond à la transformation identique.

Associons, en effet, les transformations de G en faisceaux de la ma-
nière suivante. Deux transformations g ^ et g^ appartiendront au même
faisceau si l'on a une identité de la forme

g^g-^h

h appartenant à H, à des faisceaux différents s'il n'y a pas d'identité
de cette nature.

Désignons par une même lettre / l'une quelconque des transforma-
tions gk ou hg^ où g est déterminé et h arbitraire dans H. Ces conven-
tions faites, il est clair que si l'on a

^=^.
on a aussi f/^r;
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les faisceaux de transformations f se composent donc entre eux de ma-
nière à former un groupe F.

Ce groupe F sera, comme dans la théorie des substitutions, appelé
quotient de G par H, et l'on écrira F = G/H pour rappeler sa formation.

Ajoutons une observation sur Yisomorphisme. Lorsque F est iso-
morplie à G, la réciproque n'est vraie que si à une transformation /
de F ne correspond qu'une transformation de G; on dit alors que F est
hotoédriquement isomorphe à G.

18. Supposons que le groupe de rationalité F possède un sous-
groupe invariant G$ quelles conclusions pouvons-nous en déduire
relativement au système (S)?

Le groupe G est entièrement défini par un nombre limité d'inva-
riants rationnels par rapport à ^, . . ., z^, —-1-? • • • ? qui s'ajoutent aux
invariants de F. Nous supposerons ces invariants nouveaux classés de
la manière suivante :

HQ invariants d'ordre v, Ii, . . . , !/,„;
/Zi invariants d'ordre v - + - i , F,, . . . ,I^, qui ne s'expriment pas avec ies

invariants de F et les dérivées des précédents ;
n^ invariants d'ordre v 4- 2, î[, . . . , 1 ,̂ etc.

Soit, en définitive, N le nombre des invariants nouveaux jusqu'à un
ordre tel que tous les invariants distincts d'un ordre supérieur s'ob-
tiennent en dérivant jusqu'à cet ordre ceux déjà obtenus et les inva-
riants de F; soit, d'autre part, J une fonct ion rationnelle quelconque
de ces invariants.

Nous savons que, si g est une transformation quelconque de G et y
une transformation quelconque de F, on a

y^'r^^i ou y^=-^iY.
gi appartenant encore à G. Appliquons la transformation jg- aux élé-
ments z ^ . . . . , z^y —^ ..•, qui figurent dans J; nous aurons

et comme
y^W^ériyW.

^(J)^J,
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il en résulte
y ( J ) = ^ y ( J ) .

La fonction transformée y(J) est donc un invariant de G et s'exprime à
l'aide des invariants de G qui sont au plus d'ordre égal à celui de J,
puisque la transformation ne peut élever l'ordre de dérivation. On doit
naturellement comprendre ici, parmi les invariants de G, ceux de r;
mais on remarquera tout de suite qu'ils sont inaltérés par les trans-
formations y.

Les invariants 1^, . . . , 1^ , —, • • • ? ï\, . . . , 1 ,̂ ... du groupe G, qui1) (jûC^

sont en nombre N, sont donc transformés entre eux lorsqu'on trans-
forme ̂ , . . . , z^ par les transformations de F, et les transformations
qu'ils subissent forment un groupe isomorphe à F, dans lequel la trans-
formation identique correspond à une transformation quelconque de G.
Si l'on compare ce groupe au groupe des transformations subies par
les faisceaux Y^*, considéré plus haut et représenté par F/G, on constate
qu'ils sont hoioédriquement isomorphes. Nous désignerons dans la suite
les deux groupes par le même signe F/G.

Le groupe de transformations des invariants de G que nous venons
clé définir possède des invariants différentiels, qui sont évidemment,
lorsqu'on les regarde comme dépendant de z^ . . . , ̂  —? • • • ^ des
invariants du groupe F. Ceux d'entre eux qui s'expriment rationnelle-
ment à l'aide des éléments û, 1^ . . . , 1,̂ , |̂  • • • sont donc aussi des
fonctions rationnelles des variables oc, œ^, ..., x^.

Considérons un système complet de ces invariants ( f ) ; les relations
correspondantes

(A) AyY^, ïi, . . . , L,,, —^ • - •) •=- o/(^, .^i, . . . , ̂ ),\ (j3L i /

d^où l'on a exclu les équations évidentes,
^, =:&.),( X, ,Ti, . . ., Xn),

( i ) on obtiendra manifestement un tel système en exprimant tous les Q à Faido des
invariants nouveaux ïi, . . . , L,; ï i , . . . du groupe G.

Ann. du l'Éc. Normale. 3° Série. Tome XV. SEPTEMBRE 1898. -14
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sont des équations aux dérivées partielles qui définissent les élé-
ments 1^, . . . , 1,̂ ; ï\, .. . .Toute solution du système (A) s'obtient d'ail-
leurs en appliquant à une solution particulière une transformation
convenable du groupe F/G.

Les éléments 1^ ..., ï,, ; ï\, . . . étant ainsi définis, on définira les
transcendantes s^ ... y ̂  à l'aide des équations

(B)
^(^•••^È7 •1')=^
T ^ - ()zï ^ — î•g k \ *•'!» ' - • ? ^nf "T~~ ? ' • • ] -— •U-?
\ ^v(- t /

où les seconds membres sont tous les invariants distincts du groupe G.
L'introduction explicite des invariants nouveaux 1^ ..., 1^; ï\, ...

du groupe G permet donc une décomposition des équations (S). Nous
observerons que les équations (S) définissent les éléments z^ ..., z^
c'est-à-dire les invariants de la transformation identique, au moyen des
invariants de I\ et nous énoncerons les résultats obtenus de'la manière
suivante :

Soient T un groupe quelconque clé transformations des éléments z^ ...,
^5 G un sous-groupe iwariant de F; considérons le système (S) qui
définit s 4 , ..., s^ en partant des invariants de F, on peut y mettre en
évidence :

i° Un système (A) qui définit les invariants de G en partant des inva-
riants de F ;

2° Un système (B) qui définit z^ ..., z^ en parlant des invariants
de G.

Ces deux systèmes sont entièrement analogues au système initial et
les groupes de rationalité correspondants sont respectivement T/G et G.

19. Si l'un ou l'autre de ces groupes possède un sous-groupe inva-
riant, on peut continuer la décomposition. Pour n'avoir à faire cette
opération que dans un sens, il suffira de choisir G de façon que l 'un
des groupes G et F/G soit simple, c'est-à-dire ne possède pas d'autre
sous-groupe invariant que la transformation identique.

Montrons, par exemple, que le groupe F/G est simple, si le groupe G
n^ est pas contenu dans un autre sous-groupe invariant F de F et seulement
dans ce cas.
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Supposons, en effet, F invariant dans T et renfermant G; considé-
rons les groupes que nous avons désignés plus haut par F/F, T/Q
et F/G, il est clair que les faisceaux/^- de F/G appartiennent à F/G;
mais, d'autre part, on a

y'U'r^f^
le groupe F/G est donc invariant dans F/G.

Enfin, si nous faisons correspondre à la transformation identique
de F/G le groupe F/G, on obtiendra précisément le groupe F/F iso-
morphe à F/G,

Supposons maintenant que F/G possède un sous-groupe invariant H ;
parmi les faisceaux y^-, il en est qui se transforment entre eux. Soient
Ïi^» Ï2^ deux de ces faisceaux

7ié^-7^=7i72-&"^
puisque l'on a, G étant invariant dans F,

^72=72^-

Les transformations y^,, -y^, .. . , où g est quelconque dans G,
forment donc un groupe F qui renferme G.

Si H est invariant dans F/G, on aura, par exemple, pour tout y

7•7l^•7~" l==72<^

ce qui exprime que F est invariant dans F.
Lorsqu'un groupe G invariant dans F n'est contenu dans aucun

sous-groupe invariant F'de F, on di t qu'il est un sous-groupe invar iant
maximum de F. Il résultera donc des propositions établies que tout
groupe F donne une suite limitée ( ^ ) de groupes

r, G, Ci, . . . . (j^,, i,
dans laquelle chaque terme est un sous-groupe invariant maximum du

(1) La limitation de la suite résulte des deux observations suivantes :
Tout groupe de transformations est entièrement défini par un nombre limité d'inva-

riants différentiels.
Tout sous-groupe invariant d'un groupe possède au moins un invariant différentiel

nouveau.
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précédent. Les groupes F/G, G/G-,, . . . , G^/i correspondants sont, par
conséquent, des groupes simples.

A la suite F, G, G^ ..., G^ i correspond une décomposition nor-
male du groupe I\ que nous indiquons en écrivant

r=r/G.G/G,.. . . . G^/i,
et qui nous permet de mettre en évidence dans les équations (S), par
l ' introduction explicite des invariants nouveaux des groupes G, G < , ...,
Gp i, des systèmes d'équations pour chacun desquels on a un groupe
de rationalité simple. D'une manière plus précise, la détermination
de z^ ..., z^ en partant des invariants de F (groupe de rationalité F)
se ramène aux opérations suivantes :

i° Détermination des invariants de G en partant de ceux de .F
(groupe F/G);

2° Détermination des invariants de Gi en partant de ceux de G
(groupe G / G , ) ;

(|7.-!-2)° Détermination des invariants z ^ y . . . , z,i de la transformation
identique en partant des invariants de Gp, (groupe G^/i).

D'après la définition que nous avons donnée de Y adjonction, on peut
encore résumer les résultats qui précèdent en disant :

Les transcendantes z ^ , ..., z^ qui forment un système fondamental de
solutions de Inéquation

X ( / ) = ^ + A ^ + . . . + A ^ = = o ,v àx à^i àx,^

et qui sont attachées au groupe de rationalité'T y peuvent être amenées à
faire partie du domaine de rationalité par des adjonctions successives de
transcendantes attachées à des groupes simples (1) .

11 resterait à montrer comment, lorsqu'on donne les invariants diffé-
rentiels du groupe F, on peut former effectivement une décomposition
normale du groupe F, c'est-à-dire déterminer les invariants nouveaux
des groupes G, G ^ , .... C'est là un problème algébrique qui exige une

( l} A quelque point de vue que Fon se place pour Fétude des transcendantes z^ ..., z^
il est clair que cette proposition doit gouverner toutes les recherches.
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étude spéciale (^ ). Nous nous bornerons à faire observer que lorsqu'un
groupe H est un sons-groupe invariant maximum de G, les invariants
noweaux de H sont nécessairement tous du même ordre.

b. Invariants de la décomposition normale.

20. Revenons à la décomposition du groupe de rationalité r et pro-
posons-nous d'étudier les différentes décompositions normales pos-
sibles d'un même groupe.

Soient donc
r. G, (xi, . . ., i,
r. H, Ht, . . . , i

deux décompositions normales du groupe F, où nous supposons que G
et H ne coïncident pas, sans quoi il suffirait de considérer les suites à
partir du moment où elles diffèrent.

Les transformations de la forme gh forment évidemment un groupe
contenu dans F; ce groupe est invariant dans F, car on a

yg'hy^^yg'y^.yhY-'1^ §\h^

Mais, d'autre part, ce groupe contient G qui est un sous-groupe
invariant maximum de F; il se confond donc avec le groupe r lui-
même. Ainsi, toute transformation de T peut être obtenue comme produit
d'une transformation de G et d'une transformation de H (2).

Considérons maintenant les transformations communes à G et à H,
elles forment un groupe K; montrons que ce groupe K est un sous-groupe
invariant de G et de H*

Soit k une transformation quelconque de K; la transformation gkg~^
appartiendra à H puisque k appartient à H qui est invariant dans F;
mais elle appartiendra aussi à Gpukque k appartient à G. Cette trans-

(!) Dans un beau Travail, publié par VÂmericcm Journal of Mathematics (t. XVIII,
1896);, M. Carfcan a fait cette étude pour les groupes dcmfc les transformations dépendent
d'un nombre fini de paramètres, en partant des résultats relatifs à la structure de ces
groupes.

(2) Cette conclusion subsiste sous la condition que le groupe Gr, seul, soit un sous-groupe
invariant maximum de r.
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formation est donc une transformation de K :

g'^g"1^^

ce qui exprime que K est invariant dans G. Le même raisonnement
montre que K est invariant dans H.

Nous pouvons également conclure de là que K est un sous-groupe iwa'
riant de F. On a, en effet/manifestement puisque, pour tout y? on peut
poser-y == gh

c'est-à-dire
gh. k. h-l ̂ -1 == g A-i §-•i ==. /^,

yÂ-y-1:^/^,

ce qui établit la proposition.
Envisageons maintenant les transformations des faisceaux que Fon

peut faire correspondre d'une part à F et H, d'autre part à G et K, c'est-
à-dire les deux groupes r/H et G/IL

Un faisceau du premier groupe r/H est défini par les transformations
y À où y est déterminé, et h arbitraire dans II. Si l'on remarque qu'on
a toujours y = gh, on peut également le définir comme l'ensemble des
transformations gh où g est fixe et h arbitraire dans H.

Soient g et^ deux transformations différentes de G; à quelle con-
dition donneront-elles des faisceaux différents? Il faut et il suffit évi-
demment qu'il n'existe aucune identi té

. é^^i;

mais une telle identité exprime que /^ est égal à g^\g~, c'est-à-dire
appartient à G : /^ appartenant à la fois à G et à H appartient à K. On
conclut de là, que deux transformations différentes g et g^ de G donne-
ront dans r/H deux faisceaux différents s'U n existe aucune identité

^ == ffik

où k appartient a K.
On reconnaît manifestement là la condition nécessaire et suffisante

pour que les deux transformations g- et g^ de G donnent dans G/K deux
faisceaux différents.

Si nous regardons comme correspondants deux faisceaux de r/H et
de G/K qui correspondent à la même transformation g de G, il résul-
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tera de cette correspondance que les deux groupes F/H et G/K sont
hoioédriquement isomorphes»

Nous avons supposé le groupe H maximum dans F et par conséquent
le groupe r/H simple; on peut donc conclure des propositions qui
précèdent, que le groupe G/K est simple et par conséquent que le
groupe K est un sous-groupe invariant maximum de G.

En résumé, nous avons établi que si

r, <j, Gi, . . . , i,
r, H, Hi, . . . , r ,

sont deux décompositions normales de T et si l'on désigne par K le groupe
des transformations communes à G et à H :

i° Le groupe K est un sous-groupe invariant de T;
û° Les groupes r/H et G/K sont hoioédriquement isomorphes;

et il est bien clair que la même conclusion s'applique aux groupes

r/G et H/K.

21, II est facile de déduire delà les propriétés invariantes d 'une dé-
composition normale.

Supposons en premier lieu que K se réduise à la transformation
identique. Les deux décompositions se réduiront manifestement à

r, G, i ,
r, H, i ,

les groupes r/H et G seront hoioédriquement isomorphes et il en sera
de même des groupes F/G et H. En passant d'une suite à l'autre, on
permute seulement l'ordre des groupes simples qu'il y a à considérer.

Supposons maintenant que K ne se réduise pas à la transformation
identique et formons une décomposition normale de K :

K, Ri, . . . , i.

Nous pourrons en déduire les deux décompositions normales de F

r. G, K, KI, . , . , i,
r, H, K, KI, . . . , i,
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pour lesquelles les deux suites
r/G, G/K, K/K,, ....
r/H, r/K, K/Ki, ...,

renferment, à l'ordre près, les mêmes éléments ou du moins des
groupes hoioédriquement isomorphes. Pour établir que cette pro-
position subsiste pour deux décompositions quelconques

r, G, Gi, . . . , i,
r, H, HI , . . . , ï ,

il suffira de comparer chacune d'elles à l 'une des décompositions inter-
médiaires que nous venons de former.

Mais les suites
r, G, G-i, . . . , ï,
r, G, K, .... i

ont deux éléments identiques; il en résulte manifestement que, si l'on
suppose la proposition établie pour le groupe G, c'est-à-dire pour un
groupe dont toute décomposition normale renferme m termes, elle sera
vraie pour tout groupe F dont la décomposition normale renferme
(m + ï) termes. Or la proposition est évidente pour un groupe simple,
c'est-à-dire lorsque m =2; elle est donc générale.

Suit F un groupe de transformations et

r, G, G-i, « . . , ï

une décomposition normale quelconque de F; dans cette décomposition,
les éléments de la suite

r/G, G/Gi, ....

qui sont tous des groupes simples, sont déterminés à l'ordre près, chacun
d'eux pouvant, tout au plus, être remplacé par un groupe qui lui est hoioé-
driquement isomorphe.

Cette proposition, qui est à peu près évidente, est d'une grande
importance dans l'étude des transcendantes ^, ..., ^ attachées au
groupe F; elle établit en effet que toutes les adjonctions de transcen"
dantes? auxquelles nous avons ramené l'adjonction de z^ . . . , z^ sont
essentielles.
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22. Cherchons à compléter les résultats qui précèdent. Nous venons
de voir que, dans âne décomposition normale, l'ordre des groupes
simples r/G, G/G^ ... n'est pas complètement déterminé. Toute
permutation de ces éléments est-elle possible; s inon, quelles sont
celles que l'on peut obtenir?

Il est bien évident d'abord que si H est UTZ sous-groupe invariant de I\
on peut former une décomposition normale de T qui renferme H. En effet,
si H est un sous-groupe invariant maximum de I\ on le prendra pour
premier terme de la décomposition; sinon, on prendra pour premier
terme le plus grand sous-groupe invariant de F, G, qui renferme H.

Si H est maximum dans G, on le prendra pour second terme; sinon,
on prendra pour second terme le plus grand sons-groupe invariant
de G qui. renferme H, etc.

Cela posé, dans une décomposition normale quelconque de r, chaque
terme est un sous-groupe invariant du précédent, mais non de tous les
précédents. Les termes qui sont, comme le premier G et le dernier i,
des sous-groupes invariants de r, méritent une at tention particulière;
c'est sur eux que va porter notre étude.

Soit G/^ un terme de la décomposition qui est un sous-groupe inva-
riant de F, le terme suivant G^ étant invariant dans G;-i, mais non
dans F. Considérons le groupe transformé de G^- par une transforma-
tion y de F qui n 'appartient pas à G^i ; ce groupe yG^"F1 est encore un
sous-groupe invariant maximum de G^-i.

En effet, les deux groupes transformés -yG^Y'"1 et yG^y~1 sont
respectivement-isomorphes hoioédriquement aux groupes G/_i etG^; le
groupe-y G/Y"""1 est donc un sous-groupe invariant maximum de •vG^y""1;
mais ce dernier groupe est simplement G^, puisque G/«i est invariant
dans r.

Il suit de là que si G/-i est invariant clans F, mais non G^ on
peut remplacer G/ par un quelconque des transformés vG^y^. Qu'en
résulte-t-il pour les termes suivants de la décomposition? Nous dési-
gnerons par K le groupe des transformations communes à G^ et à tous
ses transformés yG^-y"1, et nous remarquerons que ce groupe K est in-
variant dans F.

Considérons ensuite le groupe H des transformations communes à
G, et àyG^Y"1 ; ce groupe H sera, d'après des propositions précédentes,

Anft. de l ' É c . Normale. 3e Série. Tome XV. ~ SEPTEMBRE 1898. 45
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un sous-groupe invariant maximum de G, et de yG/y-1. Nous pouvons
donc prendre, pour continuer la décomposition, les termes

G,-i, G,, H ou bien G^i, yG,y-1, H,

et il importe de remarquer que les groupes G^/G^- et yG.y'-1/!-! sont
hoioédriquement isomorphes. Comme il en est de même des groupes
Qi^jQi et G^/yG,y~1, on peut en conclure que les deux groupes G^/G/
et G//H, qui se suivent, sont hoioédriquement isomorphes.

Supposons que le groupe H des transformations communes à G; et à
yG^y"^ ne soit pas identique àK, groupe des transformations communes
à G, et à tous ses transformés dans T ; considérons alors un autre groupe
transformé de G,, y, G, 77', et désignons par H, le groupe des transfor-
mations communes aux trois groupes G/, yG^f', 71 G^y71 . Ce groupe 1-̂
est contenu dans H et n'est pas identique à H lorsque "̂  est convena-
blement choisi; il peut ou non être égal à IL Représentons d'une
manière générale par H/ le groupe des transformations communes aux
groupes

G/, yGr/~S yiG/:yï1, ..., 7/G,y71.

en supposant les transformations y, y ^ , . . . , y/ de r choisies de telle
sorte que I-I^ soit contenu dans H^, iï^ dans H/^ etc. 1,1 est clair que
l'un des groupes de la suite

I-ï, H,, . . . , ït/
se réduira à K et que tous les groupes suivants seront égaux à K;
en effet, le groupe K étant complètement défini par un nombre l imité
d'équations et chaque groupe H^ possédant au moins un invariant de
plus que le précédent, le nombre Z, tel que I-I^==K, est nécessairement
limité.

Nous allons établir que l'on peut faire figurer, dans une décomposition
normale de F, Ici suite

Gi-iy G/, .H, HI, . . . y H/~i, K?
et que tous les groupes

G^/G^ G,/H, II/H^ .... H^/K

sont hoioédriquement isomorphes.
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23. La proposition est démontrée pour les trois premiers termes;
supposons-la vraie pour toute suite

G/-i, G,-, El, H.i, . . . , ïl/,-i,

et démontrons-la pour la suite

G/-I, G,, H, ïii, . . . , H1^, H^

Le groupe H/,^s est formé des transformations communes aux groupes

Go yGr/-', ..., y^iGr//:.1-!,

et le groupe H/y des transformations communes aux groupes

Go yG.y- ' , . . . , y^iGr.y^L, 7A-Gr/A.1 .

Considérons le groupe H^.,, formé des transformations communes
aux groupes G,-, YG,f~1 , . . . , y^G-.Y;:1^ T A - G / T A ' ; il est ^^ q116 ^^
suite

G,-^ G,, H, H,, . . . , H^, H^i

figure dans une décomposition normale de r et donne les groupes
simples :

Gi-tlG^ G//H, . . . , H^,/H^.,,

qui sont hoîoédriquernent isomorplies, puisqu'on suppose la propo-
sition vraie pour toute suite de k -+-2 termes.

Par définition, H/c est formé des transformations communes à H' eth — i
à H/^i : c'est donc, d'après un théorème établi plus haut, un sous-
groupe invariant maximum de chacun de ces groupes et si l'on con-
sidère les suites

ÏI/C-Î9 ÏÏ/c-î? HA'?

11 -̂2? H/,-1? HÂ-,

les groupes ïI/^a/H^ et H^/tl^ sont hoioédriquement isomorphes,
ainsi que les groupes H/^a/H^ et H^/JE-I/,.

Gomme, d'autre part, H/^/ll^ est hoioédriquement isomorphe à
H/<_2/I-I/^iy on peut en conclure que tî^/lî^.^ et H^/H^ sont hoioé-
driquement isomorphes;, ce que nous voulions démontrer.
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Toute décomposition normale de F peut donc s'écrire sous une/orme

r, G, Gi, . . . , i,
pour laquelle G/ est un sous-groupe invariant de T chaque fois que
G;-,/G/ et G^/G^i ne sont pas hoioédriqucment isomorphes.

24. Nous sommes parvenus à la détermination de z^ ..., ̂ , trans-
cendantes attachées au groupe F, par des adjonct ions successives de
transcendantes attachées à des groupes simples : les invariants nou-
veaux des groupes G, G^ ..., Gp, qui forment une décomposi t ion nor-
male de F. On peut arriver au même résultat par une voie un peu dif-
férente qui présente un intérêt part icul ier .

Considérons, à côté de la décomposition normale

r, G-, Gi, . . . , Gp., i,
la suite de groupes F, F.,, . . . , Fçj,,. F^-n, ou F^ représente le plus grand
sous-groupe de G^_^ qui renferm.e le groupe G-^. Ce groupe F^" existe tou-
jours, mais i l peut se réduire à G/.

Soient J^L, . . . , J / f les invariants de G^ qui ne sont pas des inva-
riants de G^; ces invariants sont t o u s du même ordre et subissent,
quand, on transforme ^,...,^ par les transformations de G^.,, les
transformations du groupe simple G^/G^. Le groupe F/, qui a évidem-
ment Gi comme sous-groupe invariant maximum, est déf in i par des
l ît ^r<t Tft t Q n f' c?invariants

9l? Ça? • • " ? ?/»

qui n 'appartiennent pas a G^ et qui sont des fonctions de J ^ , . . . , J/^ et
de leurs dérivées, toutes du même ordre de dérivation. Ce sont préci-
sément les invariants différent iels du groupe simple F//G^de transfor-
mations des éléments J^ . • . , J^.

On peut former les résolvantes dont dépend la détermination de
Ci , ..., ̂  en partant des invariants de G^i; ce sont ces résolvantes R
que nous allons étudier.

Tous les groupes F^, F ^ , . . . , transformés de F^- par une transfor-
mation de G^, n'ont en commun que les transformations de G^; on
peut d'ailleurs en choisir un nombre l imi té m, de telle sorte que les
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transformations communes à

F. F' p^"-1's- 17 A ;. •) • • * i 1 i

soient seulement celles de G^.I l résulte delà que les invariants J ^ , ...,
J^ de G; peuveni s'exprimer ra t ionnel lement à l'aide des m systèmes
de solutions

9Î, . . . , O? [A=0, I , . . . , (772-1) ]

des résolvantes B.
Comme, d'autre part, les invariants d 'un transformé quelconque de

F/ dans G^ sont des fonctions de ]\,. .., J^. et de leurs dérivées, tout
système de solutions des résolvantes R s5 exprimera rationnellement à
l'aide de m systèmes convenablement choisis (1) de solutions particulières.
Les résolvantes R possèdent des systèmes fondamentaux d'intégrales et
l 'adjonction de la so lu t i on la plus générale de ces résolvantes rédui t le
groupe de rationali té à G/, c'est-à-dire p rodu i t le même effet que l'ad-
jonction de J ^ , . . . , J^..

Les observations précédentes permettraient de voir, d'une manière
générale, ce qui se passe lorsqu'on veut ad jo indre au domaine de ratio-
nalité les invariants nouveaux d 'un groupe G qui n'est pas invariant
dans le groupe de rat ional i té F; il est nécessaire d 'adjoindre en même
temps la so lu t ion la plus générale des résolvantes dont ils dépendent.
On parviendrait ainsi à la généralisation du théorème bien connu de
Lagrange; nous n'insisterons pas sur ce sujet. Pour le moment, nous
nous bornerons à faire observer que les groupes simples F//G^,
F^./G/, ..., F^'^/G/ sont des sous-groupes maxima de G^/G/ et qu'ils
n 'ont en commun que la transformation identique. Toute transforma-
tion de G^/G^ peut être obtenue comme produit de transformations
de ces m groupes. Enfin ces groupes sont permutables.

La manière dont nous les avons définis suffit à mettre en évidence :
i° L'invariance du nombre m,
2° L'invariance du type de l'un des groupes F^/G^ lorsqu'on passe

d'une décomposition normale de r à une autre, puisqu'on remplace

(r) ils ne sont assujetLis qu'à ne pas vérifier des relations d'égalité faciles à former.
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simplement les groupes simples G^-i/G, par des groupes qui leur sont
hoioédriquement isomorphes (1).

c. La résolvante générale»

25. La théorie générale des équations linéaires que nous venons
d'esquisser pourra i t être présentée en suivant de plus près encore la
voie ouverte par Galois en Algèbre et adoptée par M. Picard dans sa
théorie des équations différent ie l les linéaires. Nous nous bornerons à
indiquer rapidement la méthode à suivre.

Soit toujours
( \ v / \ a"' « (j ^s . (/ ,5
I) x(')=::^+A1^4- t-hA-^

l'équation à étudier, dont les coefficients sont rationnels, et ^,, .... ̂
un système fondamental de solutions.

Posons
Z== ^1^1 -h. . .-1- U,^n,

où les u sont des fonctions rat ionnel les arbitraires des variables x,
oc^ . . . , x^ la fonction Z vérifie, quel que soit le système fondamental
^i , . • . , s^, une équation facile, à fo rmer et qui suffira à la déf inir .

Nous remarquerons, en effet, qu'on a i d e n t i q u e m e n t
X(Z)^X(^)^-h. . .+X(^)^,

et c'est là, d'ailleurs, la seule équation indépendante des dérivées pre-
mières de ^, ..., z^ que l'on puisse former en dér ivant une seule fois.
La même remarque donnera donc aussi

X a ( Z ) - ~ ^ X 2 ( ^ i ) ^ + . . .4-X2(^)^,,

X3(Z)=:=X3(^)^^. . . -4-Xa(^)^,

si l'on convient d'écrire
X[X,(a)]=X,^(^)-

( 1 ) On pourra comparer les indications qui pnxjôdont avec la gôncSralisalion, donnôo
par MM. Lie efc Vcssiot, du théorème do Jordan, pour la décomposiliou normale des groupes
finis : VISSSIOT {Aumdes clé l'École Normale, rSya ) ; LIE ( Tra/isfonnations^ruppe/i, 1IÏ,
p* u>4).
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On conclut de là que Z vérifie l'équation aux dérivées partielles
d'ordre 72,

Z Ui . . . Un

(.) R(Z)- x^ x^ • • • x^ =o.

S X,,(Z) X,(^) . . . X^un)

C'est cette équation que nous appelons la résolvante générale de
l'équation (i).

Il résulte de la remarque faite plus haut que cette équation est
l'équation tordre minimum que vérifie Z; il est facile de montrer que
toute équation d'ordre supérieur à n satisfaite par Z est une combi-
naison linéaire de la résolvante générale et des équations dérivées.

Toutes les équations indépendantes des dérivées des z^ appartiennent
évidemment à la suite

XKZ)=x^o^+...+x,(^)^?
toutes les équations en Z qui peuvent s'en déduire s'écrivent sous
forme de déterminant analogue à R; mais, d'autre part , l'équation
K(Z) ==. o et celles qui s'en déduisent en appliquant l'opération X(/),
c'est-à-dire

X[R(Z) ]=o , Xâ [R(Z) ]==o ,

permettent d'exprimer X^(Z), X/^-i (Z), ... en fonction linéaire et ho-
mogène de Z,X(Z), Xa(Z), . . . ,X^(Z). L'équation considérée d'ordre
supérieur à n se ramène ainsi à l'ordre (n — i); elle ne peut être alors
qu'une identité.

26. La fonction Z regardée comme dépendant des éléments -s,, ..., ̂
ne demeure invariable par aucune transformation de ces éléments; c'est
un invariant caractéristique pour la transformation identique.

A toute solution Z de (2), où les u sont fixés, correspondent n solu-
tions z^ . . . , ̂  de l'équation (i). Pour les obtenir, nous considérons
les relations, en nombre n,

Z == ^i^-h-. . .+ UnZn,

X(Z)== X(^)^+...+X(^)^,
. » . . , . . . . . . . . . . . . . . . * . . * • . • • . . . « . ,

X^-i(Z) =X^i(^i)^i+-- •-i-X^.i(^)^,
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et nous les résolvons par rapport à z^ ..., ^. Cela est possible à la
seule condition que le déterminant

||^,X(^...,X/^(^)|]

soit différent de zéro, ce qui a évidemment lieu pour une infinité de
déterminations desrz.

Remarquons aussi que cette condi t ion exprime s implement qu'il est
impossible d 'él iminer les z entre les équations

X,(Z) = X,( u,}s, 4-. . . + X,( Un,)z,, (i = o, i, . . ., 7c)

tant que k est inférieur à n.
Toute solution Z de la résolvante générale conduit donc à un système

de solutions z^ ..., ̂  de l'équation X(-s) = o; ces solutions s'expriment
rationnellement à l'aide de Z et de ses dérivées jus qu à l'ordre Çn — i).

Pour que le système ainsi obtenu soit fondamental, il faut et il suffit
que tous les déterminants fonctionnels des z pris par rapport à n des
variables^, œ^ . . . , x^ ne soient pas nuls s imul tanément . Si Fon ob-
serve que le coefficient de — dans X(^) a été supposé égal à l 'unité,
de telle sorte que

Ï)i=:A,iD, . . . , D«,==A,J),

on voit qu'il suffira d'écrire que D n'est pas nul.
En portant dans

1) =: ̂ £lL_:_l,f"l ̂  o
à{oc\, .. .,x^ ?

l'expression des s au moyen de Z et de ses dérivées, on trouve une équa-
tion d'ordre n

A(Z)==o,

que nous appellerons équation discriminante. Toute solution Z de la ré-
solvante générale qui n'annule pas A(Z) donnera un système fondamental
de solutions de l'équation (r).

27. Soit Z une solution de R(Z) ̂  o qui c o n d u i t à un système
fondamental ̂ , ..., z^; toute autre solution Z', de même na ture^ de la
résolvante générale pourra s'écrire

U^ 9l ( ̂ 1 , . . . , Z^ ) -4- tt^ 9.2 •+-...-+- Un Ç/^
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où les © désignent n fonctions indépendantes de ^, . . - , ^. Elle
s'exprimera donc avec Z et ses dérivées jusqu'à l'ordre Çrz — i) sous
une forme déterminée, qu'on obtient en remplaçant ^, , ..., ̂  par leur
expression à l'aide de Z, X(Z), ..., X/,^ (Z). Inversement, 9^ . . . , ̂
étant des fonctions indépendantes de z^ .... ^, la solution Z peut
s'exprimer rationnellement à l'aide de Z\ X(Z'), ..., X^iÇZ').

L'équation résolvante R(Z) == o possède, par conséquent, la pro-
priété remarquable suivante : La solution la plus générale de celle équa-
tion peut s'obtenir par une formule déterminée où figurent n fonctions
arbitraires de n arguments déterminés qui dépendent rationnellement
d'une solution fondamentale Z et des combinaisons X(Z), . . . » X^_i (Z).

La résolvante appartient donc à la classe si importante des équations
qui possèdent des systèmes fondamentaux d'intégrales..

28. Ces préliminaires établis, nous pourrions interpréter, dans le
domaine [Z] d'une solution fondamentale de la résolvante, les résultats
démontrés par d'autres voies; mais l'application de la théorie générale
esquissée au Chap. II sous le nom (^intégration logique suffit à obtenir
les points essentiels sans aucune difficulté.

D'abord, pour déterminer la solution générale de R(Z)-"= o, il
suffira d'en étudier une solution fondamentale Z. Le système R(Z) ==o
qu'il y a lieu de considérer est irréductible ou réductible.

Dans le premier cas, les seules relations rationnelles vérifiées par Z
sont les conséquences nécessaires d e R ( Z ) = o ; aucune réduction
n'est possible.

Dans l'autre cas, il existe des relations rationnelles en Z et en ses
dérivées compatibles avec l 'équation R(Z) == o et qui n'en sont pas
des conséquences nécessaires. Considérons l'un des systèmes irréduc-
tibles en lesquels R(Z) == o se décompose, et les fonctions rationnelles
de Z et de ses dérivées qui s'expriment rationnellement en x, x^ ...,
x^ en vertu des équations de ce système. Ces fonctions s'expriment
rationnellement à l'aide d'un nombre limité d'entre elles, A^ ..., AA,
rationnellement indépendantes et de leurs dérivées; si l'on pose

© = = V i A i + . . . + V / , A ^

où les V sont des fonctions rationnelles arbitraires de x, x^ ..., ̂ ,
Ann. de l'Éc. Normale. 36 Série. Tome XV. — OCTOBRE 1898. 46
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on peut affirmer que tous les A s'expriment rationnellement en Q et ses
dérivées. L'équation

(3) 0(Z, ——> • • • ) ==a(^ ,^ i , . ..,^)
\ ^"i /

est irréductible et définit complètement la réduction de l'équation
R(Z) =-=û. Les transformations qui font passer d'une solution fonda-
mentale Z de (3) a u n e autre solution fondamentale î' de la même
équation, forment un groupe qui est hoioédriquement isomorphe au
groupe de rationalité F déjà défini. La fonction'0 est, pour ce groupe, un
invariant caractéristique; d'où la double propriété du groupe de ratio-
nalité.

Enfin, si l'on fait sur Z, X(Z), . . . , X^ (Z) une transformation qui
n'appartient pas à I\ on obtient une autre équation

^'} eYz'^; ...)=:^(^^ ...,^),\ <-/•21I /
qui définit un groupe de rat ionali té F transformé de r et qui lui est,
par conséquent, hoioédriquement isomorphe.

La théorie de la réduction aux transcendantes attachées à des
groupes simples se poursuivrait manifestement sans difficulté. Nous
n'insisterons pas davantage sur ce point , quitte à y revenir ultérieure-
ment.

V. - - Applications diverses.

a. Etude de l'équation

. . ôf , àf
( « ) -- 4- À T- == ̂àx àf

où A est rationnel en x et y.

29. Les types de sous-groupes du groupe ponctuel général à une
variable, dont la transformation générale est

F=o(/) ,

ç désignant une fonction arbitraire, renferment tous un nombre fini
de parametresy au plus égal a trois. Ces types sont :
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a, le groupe projectif général, formé des transformations

p-3/±_È.1 - cfTd5

P, le groupe linéaire général
F=ff/-4- b;

y, le groupe complexe des transformations

F=0/+&,

où 6 est une solution de l'équation 6^ = i ;
S, le groupe linéaire et homogène

F==o/

qu'on peut remplacer par le groupe de translation
, F = = / + & ;

e, la transformation identique
F-=/.

Il existe donc six classes de fonctions de deux variables x e t j qui
peuvent vérifier une équation de la forme (i).

Classe générale, — Le groupe de rationalité est le groupe ponctuel
général. Quelle que soit la solut ion particulière/^, y), elle ne vérifie
pas d'autres relations rationnelles que celles qu'on obtient en combi-
nant linéairement l'équation (i) avec ses dérivées.

Classes spéciales, — a. L'équation de définition des transformations
du groupe est

~ — 'i.', •»-» / -tff» in ,.(PF /6^F1

àf^ _ 3 àf^
cPF ^[ à^
àf2 \ àf ,

=: o.

L'invariant caractéristique 1 peut s'écrire

^f /^A2
^_ _ 3 ^ à^_

^ A àf
ày \ày\
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la résolvante dont il dépend et qui doit admettre une solution ration-
nelle est

aï .ai -M ^A
—— -h A ~ -h 2Ï -,— + -v—r == 0.àx ày ày ày^

P. L'équation de définition des transformations du groupe est

^F̂-o.

L'invariant caractéristique

J===
ÉV
r}y2

^ J

r̂

la résolvante dont il dépend et qui doit admettre une solution ration-
nelle est

<?J à / , . àA\-{- — ~ A J -t- - . - = = : o.àx ày \ ày j

Les invariants 1 et J sont liés par la relation

ï ^ f - 1 ?.
ày 2

y. L'équation de définition du groupe complexe

F=0/-+-&, où O'^i
peut s'écrire

/<}FV
(,7) = I-

L'invariant caractéristique K sera

K ^\\
.ày) }

la résolvante dont il dépend et qui devra avoir une solution rationnelle
sera

àK , . àK , ^ àK- , -4- A -— -4- n K — •=: o.<7.y dj c?y
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On a, d'ailleurs, entre K et J, la relation

i àK
«J ——— ——fr ~ ~ \ *n K <7/

II est bien évident que le type y, dont l'équation de définition ren-
ferme un entier arbitraire n est, au fond, le représentant d'une inf ini té
de types distincts, correspondant aux diverses valeurs de cet entier.

§. Le groupe de rationalité est le groupe de translation
F=/+^

dont l 'équation de définition est

à¥
àf - 1 -

L'invariant caractéristique
y
ày

:L

vérifie la relation
àL àv -•' " / A T \4. (A.L) -= oàx ày

qui n'est autre que l'équation au multiplicateur de Jacohi. Il y a donc
un multiplicateur L qui est rat ionnel .

Ajoutons que ce type peut être regardé comme compris dans la
famille précédente, lorsqu'on y fait n -= i.

£. Le groupe de rationalité étant formé par la transformation iden-
tique, l'équation ( i ) admet une solution rationnelle en a? et y.

30. La classification précédente constitue également une classifica-
tion des divers types de transcendantes qui peuvent vérifier l 'équation
différentielle ordinaire

(.) ^^A(^y),

et qui dépendent d'une constante arbitraire c. La fonction y étant , en
effet, définie par l 'équation implici te

j\x,y)=c,
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la fonction/satisfait à l'équation

(.) ^4-A^oàx ày

et réciproquement. Il y a donc cinq types de transcendantes qui
peuvent vérifier l'équation (2).

Nous ferons remarquer, en passant, que l 'équation générale dite clé
Riccali :

^r^X-hXiy+X.r2 .dx J " J

appartient toujours au type (a). L'équation en 1 dans laquelle "^ = o
admet, en effet, la solution rat ionnel le 1 = o.

Il suffit, au contraire, de prendre pour A une fraction dont les deux
termes sont des polynômes généraux du troisième degré en x et y
pour obtenir des transcendantes du type général, c'est-à-dire pour
lesquelles l'équation ̂  4" A^ == o appartient à la classe générale.

Les types que nous venons d'établir sont évidemment très généraux;
il suffit pour s'en convaincre de considérer le plus simple, qui est formé
de toutes les fonctions définies par une quadrature de différent ie l le
totale exacte portant sur une fonction rat ionnel le de deux variables

dz == A dx 4- B dy avec àk _ ^B
ày "~ ()x

le groupe de rationalité r est ̂  == z 4- const,
Cet exemple nous montre aussi de quelle nature seront les classifi-

cations ultérieures. En effet, le cas où l ' intégration se fait algébrique-
ment étant écarté, une s implif icat ion ne peut se présenter que si la
transcendante zpeut s'obtenir à l'aide de transcendantes attachées à diffé-
rents sous-groupes de F, mais dépendant d'un moins grand nombre de
variables (^) .

Dans l'exemple que nous adoptons, les seules transcendantes atta-
chées au groupe ̂  ===^4~ cet qui dépendent d'une variable se réduisent

(1) II faut naturellement que ces sous-groupes soient choisis de telle sorte que toutes
les transformations de F puissent résulter de la combinaison de leurs transformations.
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à la fonction logarithmique. Nous devons donc rechercher si Von n'a
pas

- ,_ du, diu cliip
dz = dR 4- ^i —- -h ao —r 4-... 4- a? —/-?

^î ^2 Up

où les éléments R, u^ ..., ̂  sont des fonctions rationnelles de x et y
et les éléments a,, a^, .. ? a^ des constantes nécessairement ration-
nelles ou appartenant au même domaine de rationalité que les coeffi-
cients de A et de B.

Si. l'on in t rodui t , dans le domaine de rationalité, une fonction algé-
brique 6 de x et y, on augmente beaucoup le nombre des types qui
correspondent à l 'équation du premier ordre, écrite cette fois sous
la forme

y'=:f(^,y, ô) avec 9(^,J, 6)^0.

Ainsi, dans le cas d 'une seule variable x, on trouve pour transcen-
dantes attachées au groupe de translat ion toutes les intégrales abé-
liennes; dans le cas de deux variables on aura toutes les intégrales de
différentielles totales attachées à une surface algébrique, étudiées par
M. Picard.

Le groupe de rationalité étant ^., == z -4- c, les réductions ultérieures,
s'il en existe, ne peuvent que ramener ces derniers éléments, qui dé-
pendent des variables x et y, à des sommes d'intégrales abéliennesqui
dépendent d'un seul argument algébrique en x et y et à des fonctions
algébriques et logarithmiques. Bien entendu, l'étude du domaine [9]
amènera aussi à considérer des cas analogues à ceux qui se présentent
dans la réduction des intégrales abéliennes d'un certain genre à un
genre inférieur; toutes ces réductions n'affectent en rien le groupe de
rationalité.

31. Il existe évidemment pour une équation linéaire aux dérivées
partielles quelconques

( • ) x(^)=â-+A«È4-•- t-A"ê=o

à coefficients rationnels en x, x,, . . . , a^, des cas remarquables de ré-
duction identiques à ceux que nous venons de trouver pour l'équation
à deux variables et qui se présentent quand on étudie les relations
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rationnelles qui lient à ses dérivées et aux variables une seule solution z
de Péquation (i). Nous nous bornons à les signaler pour montrer le
parti que l'on peut tirer de la connaissance de la transformation
Z=--f(z) qui laisse invariante l 'équation (ï) , quelle que soit la fonction
d'un seul argument, désignée par/.

Ces cas se présenteront quand le groupe de rat ional i té r de l'équa-
tion (ï) sera imprimitif ̂  l'une des solutions étant attachée au groupe
ponctuel général à une variable ou à l'un de ses sous-groupes.

Si l'on pose
ô^ àz àz
àx _ àx^ _ _ àx^
^"naT^'''^^"7

on aura
I -t- A, Bi "h . . . 4- A» B« -r= 0,

et les résolvantes dont dépend la dé te rmina t ion de B ^ , . . . , B,^ admet-
tront une solut ion ra t ionne l le .

On aura évidemment des réduct ions analogues dans tous les cas où
le groupe F est imprimit i f .

b. — Equations différentielles ordinaires du, second ordre,

32. L'étude de l ' intégrale générale (avec deux constantes) de l'équa-
tion

( ï ) y^/(^y,y)
où /"est rationnel, amène à considérer, lorsqu'on la déf in i t par les
deux équat ions

(?! (-^ y^ y 1 ) =- ̂  92 (^ 7,7') = c,,
les divers types de groupes contenus dans le groupe ponctuel 1 ,̂
puisque ^ et ç^ forment un système fondamenta l de solutions de
l 'équation
/ ^ \ ^9 ào , ()(D ^, ,,
{ '2 ) _L. -L, __L V .-4_ -_L. f ( -y» y y / \ —— t\
' / àx ' ày^ Oy^^^y^ ï -°"

Le nombre de ces types est d'environ soixante^ alors même qu'on
néglige les groupes complexes qu'on obtient en associant à un groupe
défini par un système d'équations algébriquement irréductible un
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groupe fini g (composé d'un nombre l imi té de transformations)
contenu dans le plus grand groupe G qui renferme H comme sous-
groupe invariant. Nous ne pouvons songer à faire une étude tant soit
peu complète de ces différents types.

Les types primit ifs , finis ou infinis, sont au nombre de six. Les
types primitifs finis sont linéaires ou projectifs; ils ne donneront rien
de particulier. Quant aux autres, on les caractérise en quelques mots :
Le groupe général I^ correspond à l'équation (2) générale; le groupe
défini par la relation

^ ( < ï > ^ ) 1 ^
L ^ ( ? t ? ? s ) J

correspond à une équation (2) pour laquelle les dérivées logarith-
miques d'un multiplicateur de Jacobi sont rationnelles; le groupe défini
par la relation

^Èn^il^ï
6?(<p i ,Cp2)

correspond à une équation (a) pour laquelle il y a un multiplicateur
rationnel et un seul.

Ces observations évidentes faites, nous indiquerons quelques réduc-
tions remarquables pour lesquelles le groupe de rationalité de l'équa-
tion (2) est imprimit i f . On peut alors se proposer de déterminer
successivement <p^ et 92; c'est d'ailleurs le seul cas où il en est ainsi.

Les deux groupes imprimitifs et infinis que nous signalons sont
formés des transformations ( ^ ) <Ï^ = = F ( < p < ) où F est arbitraire, avec

^>—

ou bien

^ 'v2 /<N>A2

\<W

i à^ \( <}2^ \

-à^ 92+ ^ )
à^t <^pi /

r à3^, /^<i>,\ 2"î
cp l ^ 3 / ^ \T2 • ^ 2l à^ j

à(f>i \ àcpi j

.

(1 ) Cf. Ahhandiun^en der K. S. Geselischaft der Wissenschaften zu Leipzig, XXI, 1895.
Ann. de l'Éc. Normale, 3e Série. Tome XV. — OCTOBRE 1898. 47
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Pour Pua et pour l'autre, il existera une équation linéaire

<?C3 , . ,, â(D^+A(^y,j)^=o,

où A est rationnel, compatible avec l 'équation (2) et qui définira la
solution îpi . Or, si l'on forme l 'équation que doi t vérifier A, on trouve

T^A àk , àk ,. ^1 , . ,J àf .àf\
f —— -t- — /-+- —7/(^, r, Y ) ==(A — r ) — -l-A-7- •
L^-' <)./ ^J / J \à^ ày )

Les autres invariants d i f fé rent ie l s des groupes considérés sont sim-
plement

^pi ~"^ / f^V^I
,. ^i 6^ y2 , , /^l^2 ^y3 3 / 6?)^
J == ©2 -1- — —— et 1 == ça "T-1 — —r— •"" "" """î—1 2 <}j d^ T2 \ ày ) 6^ 2 \ !̂ îi

ày ^ ôy \ ^/

on formera aisément les résolvantes dont ils dépendent et qu i devront
admettre des solut ions rationnelles. Observons seulement que la déter-
mination de ces invar iants équivaut à celle de la solut ion cp^, lorsque
y,, est déterminé.

Dans le cas général ou le groupe de rat ional i té est imprirnit if , on ne
sait rien sur l 'équation rat ionnelle A(.r, y, y ' ) = consL, qui est une
intégrale première de Inéquat ion (i) : on aura en par t icul ier tous les cas
d'abaissement considérés pour le premier ordre.

c. — Équations différentielles linéaires.

33* Nous nous proposons d ' indiquer rapidement ici comment on
peut rattacher à la théorie générale donnée pour l 'équation

X( / )=^+A^+. . .+A^-o ,àx àx^ axa

la théorie classique donnée par M. Picard pour les équations différen-
tielles l inéaires.

Soit, par exemple,
/ . /./ . ", ^1 du . cl'1 u(,) /(^^-(-^+...+^^o
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l'équation à étudier. Cherchons les relations de la forme

9(.z", u, u'\ ..., u^1-^) =- const.,

/ // [,i n i ' " - t.- „ du d'2 u ^^/^~l ifou ^ , M , . . * , u^^^ désignent respectivement-7-? ,-,3 " • ? , ^_^ com-
patibles avec l'équation

f{u)=o.

On obtient immédiatement pour y l 'équation linéaire aux dérivées
partielles
/ ^ à^ ào , ÔQ) / „ .
(-2) -T- 4- -— «.' -+-. . .+ T—— ^ ( / fc)= o,v / àx au. àii11-^

où u^ doit être remplacé par son expression déduite de (i). 11
résulte de là que, s i c p i , cpa, ..., ç^ désignent les éléments d'un système
fondamental de solut ions de (2), les équations

(^(.T, u, u', .. ., ii^-^)=^î{xQ, u^ u^ . . ., ^4"~ l)) (^::= I? • • ^ ^)

sont compatibles avec l^quation (i) et définissent une solution de
cette équation qui dépend de n constantes arbitraires, c'est-à-dire la
solution générale.

L'étude de l 'équation (i) se ramené donc, à ce point de vue, à celle
de l 'équation (-2).

Nous allons profiter des résultats acquis par M. Picard pour fixer
le groupe de rat ional i té de l 'équation (2). Il suffit , pour cela, d'ob-
server qu'on peut définir un système fondamental de solutions de
Féquation (2) de la manière suivante :

Exprimons que le produit ç/Çu), où 9 est une simple fonction de x^
est la dérivée exacte, par rapport à x, d'une fonction deu,u\ ...,l/(/^"-1)•
Une suite d ' intégrat ions par parties donnera

d^^f{u)—ug(v)=-^,

où l'on a posé

^^•-^^-•^-•'"^
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et

^^^=4^(-^^(;)+•••+(-I)'-1€'^^
-^••-s^"-^-'"-'̂ -']

+^-^1:À^].

II suffî t de prendre pour v une solution particulière de Véquation
différentielle linéaire d'ordre n

(3) ^(^=0

pour obtenir une solution <F(^, ^) == const. de l 'équation (2).
A n solutions (^, ^, ..., ^ formant un système fondamental cor-

respondent n solutions formant également un système fondamenta l ;
un calcul facile le montrerait.

La détermination des éléments ç ^ , ..., ̂  est donc ramenée à celle des
solut ions particulières ^, .. . , ^ de l 'équation (3). Cette équat ion (3)
est dite adjointe de Lagrange de l 'équat ion (x), et l'on démontre que
la liaison entre ces équations est réciproque; l ' intégration de l 'équa-
tion (2) et celle de (3) sont donc deux problèmes équivalents. D 'une
manière plus précise, les équations

., , dî\
^^^

montrent que te groupe de rationalité de V équation

{ . à^ ào . à(û , ,(2) yL-}- -r u^. ..+——_^(/^ =:o
ôx ait àu^1'"^

relatif aux solutions linéaires <l>^u,^) est identique au groupe de ratio-
nalité G de M. Picard pour l9 équation linéaire

(3) ^(iQ=o;

ce groupe est donc, dans tous les cas, un groupe l inéai re . Les deux
groupes subissent d'ailleurs simultanément la même réduction.

34. Quand on n'impose plus aux solutions de l 'équation (2) la con-
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dition d'être linéaires en u, u ' , ..., ^(/2-1), le groupe de rationalité
de cette équation n'est plus nécessairement le groupe G. Il pourra
être un sous-groupe de l'un de ses transformés non linéaires.

Cette circonstance se présentera toujours s'il existe des combinai-
sons homogènes des intégrales linéaires de l'équation (2) qui admet-
tent des transformations de G. Ces intégrales homogènes sont, en
effet, déterminées par un système incompatible avec celui qui définit
les intégrales linéaires.

Ainsi , dans tous les cas où il existe un sous-groupe de G qui admet
des invariants homogènes en (^, ç^, ..., ^, ces invariants, ou plutôt
ceux du groupe commun à H et à ses transformés dans G, conduiront
à des intégrales de (2) qui correspondront à un groupe plus simple
que G. Le groupe de rationalité de (2) sera, en général, intransilif.

Dans le cas particulier où le groupe G possède des invar iants homo-
gènes enç^, ^? • • • » v^ ^s invariants donneront des intégrales ration-
nelles de l'équation (2). S'il y en a r fonctionnellement distincts, le
groupe de rationalité de (2) sera à \n—r) variables et transformé
d'un groupe linéaire a n variables.

On peut rattacher ces observations à. deux Notes importantes de
M. Darboux (1) , dans lesquelles Fémment géomètre s'est proposé de
déduire les propriétés des intégrales de l'équation (2) de celles de
l'équation différentielle linéaire (i).

d. Systèmes complets.

35. Les considérations qui nous ont conduit à l'intégration logique
de l'équation linéaire aux dérivées partielles

w^^-^-0
permettent aussi de classer les transcendantes qu i satisfont simulta-
nément à plusieurs équations linéaires, où nous supposerons toujours,
pour fixer les idées, les coefficients rationnels.

( 1 ) Comptes rendus y ï88o.
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Soit un système de la forme

(.) W)=a'^+^+...+^=o «•=,,.. .,,),

où nous supposons les équations indépendantes, c^st-à-dire telles qu'il
n'existe pas d'identité

AI Xj. -+" ...-{- Àq X,y == Ô ;

proposons-nous d'étudier les propriétés des intégrales communes à ces
q équations.

Le nombre q ne peut être supérieur à n; si l'on a q = n^ le déter-
minant des pétant différent de zéro» on peut conclure des équations
données

àf àf.. ̂ '-'.^ —• o ,_ __«' ,_^ —^ /-tôx^ — ï " * ? ()^^ —

La solution commune /est une constante.
Supposons donc q inférieur à n : Toute solution /' commune aux

équations
X,(/)=o, X,,(/)==o

vérifie aussi l 'équation linéaire du premier ordre

X,[X/,(/)]-X/,[X,(/)]=o,

qu'on écrit simplement
[X,(/),X/,(/)]=o.

Si parmi les équations nouvelles, qu'on déduit des équations (i) de
cette manière, il en est qui soient indépendantes des équations primi-
tives, il faudra les leur adjoindre et recommencer les mêmes opérations
sur le nouveau système. Après {n — y) opérations au plus (1), deux
cas peuvent se présenter :

i° On aura au moins n équations distinctes; la solution commune
sera une constante;

(r) Si Fune des opérations ne donne pas d'équation nouvelle, les suivantes n'en don-
neront évidemment pas.
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2° On aura moins de n équations distinctes, donc un système de
r équations

X,(/)=o (^i,. . . , / • ) ,

avec des identités
[XK/), X,(/)] = afX,+. . .+ a^X,,

où les a sont des fonctions rationnelles des x. Ce système s'appelle
système complet.

Tout système équivalent à un système complet est encore complet. Cette
proposition permet de remplacer tout système complet de m équations
à (m -h-72) variables x^ ..., oo^.^ par un système équivalent

XK/)-^+ai^-+...+<^/-=o ( .=1, . . . , m),
C/iX-jF' UJ^ffjj^.^ (/iX-^4-/^

où ron a résolu les équations par rapport à m dérivées convenablement
choisies

EL, ..., AL.
â^\? î ^'//2

Sous cette forme, les expressions [X,(/), X/,(/)J sont nul les ; on
d i t que le système estjacobien. C'est à ces systèmes que nous bornerons
notre é tude (1) .

36. Un système Jacob ien de m équations à (m-^-n) variables admet
n solutions fonctionneUement indépendantes. —- Cette proposition se dé-
montre exactement comme on a démontré qu'une seule équation à
(m 4- i) variables admettai t m solutions dist inctes.

On reconnaît imméd ia t emen t que si /^/a, .. .,/z sont n solutions
du système, pour lesquelles tous les déterminants fonctionnels relatifs
a n des variables ne sont pas nuls; tout autre système de solutions
distinctes se déduit de celui-là par une transformation ponctuelle des
éléments /i,/2» • • - » ,A-

Les raisonnements déjà employés montrent alors que les coeffi-
cients a\ du sy sterne jacobien sont des invariants différentiels, jormant un

( i ) Les généralités qui précèdent forment la théorie classique des systèmes complets,
due essentiellement à Jacobi et à Clebsch.
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système complet, pour les éléments f^ f^, ..., fn considérés comme fonc-
tions des (m 4- n) variables x^, ..., x^, ... ; ̂ -^, lorsqu^on transforme
ces éléments par le groupe ponctuel général 1^.

Cela peut d'ailleurs se conclure de la remarque suivante : L'équation

w)-^^4-----^^--0
u^ (/̂ e',;;-n v^j^^-ji,

a pour solutions /^/a» . • . , fn^ ^2» • • • » ^m; ^I6 admet donc ( w — i )
solutions rationnelles et son groupe de ra t ional i té est le groupe ponc-
tuel général en /^/2? - ' ^ f n °^ ^un de ses sous-groupes, quand on
regarde les variables x^, ..., x^ comme des constantes. Les invariants
différentiels du groupe Tn, lorsqu'on regarde /n/a, ..., fn comme des
fonctions des Çn 4- i) variables x^ ^4-1, . . . , ^m+n^ sont précisément
a\,..., a^ d'après la théorie des équations linéaires.

Nous pouvons à volonté, maintenant , ou appliquer la théorie générale
y intégration logique du Chapitre II, ou répéter les raisonnements faits
dans le Chapitre III quand nous avons défini le groupe de rationalité.
En résumé, il existe un groupe T de transformations en/^/2? • - ̂ fn
entièrement défini par un nombre l imi té d'invariants rationnels par
rapport aux f et a leurs dérivées relatives aux variables (1) ̂ n, . . . »
^m+ra» et possédant les propriétés suivantes :

Toute fonction rationnelle des /et de leurs dérivées qui peut s'ex-
primer rationnellement à l'aide de oc^ ..., oc^n ^st un invariant de F
et s'exprime rationnellement à l'aide des invariants formant le système
complet et de leurs dérivées.

Tout invariant rationnel de T peut s'exprimer rationnellement en
OC ^ y . . . , iX*^^/2.

Les transcendantes/^,/2, ...,/^ sont donc des fonctions, âe(m-hn)
variables, de même nature que celles que nous avons étudiées; elles
peuvent également ^obtenir par l'adjonction clé transcendantes attachées
à des groupes simples.

Il est d'ailleurs manifeste que, lorsqu'on les considère comme fbnc-

(1 ) En effet, toutes les dérivées des /relatives aux variables .a?i,... 3 se m se calculent
rationnellement à Paide des dérivées relatives à Xm^iy • • - , ^m^n et des invariants du
grouper^.
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tions des ( /z+i) variables x^ x^^ ..., ̂ , elles sont les mêmes que
celles qui se présentent dans l'étude d'une équation linéaire à (n -4-1)
variables.

La seule différence qui apparaisse entre cette étude et celle d'une
équation linéaire, c'est que, dans la détermination du groupe de ratio-
nalité,.les invariants différentiels étant exactement .les mêmes, il y a
n systèmes de résolvantes identiques relatifs aux variables x^ ..., x^
au lieu d'un seul.

CONCLUSION.

1. La théorie générale d'intégration que nous avons essayé d'esquisser
présente des lacunes considérables, et plusieurs d'entre elles nous ont
paru, pour longtemps encore, au-dessus de nos forces. C'est pourquoi
nous nous sommes résigné à présenter ce travail sous sa forme actuelle,
bien que la disproportion entre la longueur des parties et leur impor-
tance soit manifeste et que beaucoup de démonstrations ne soient
qu'ébauchées.

Nous espérons qu 'une étude plus approfondie permettrait de
défendre le p o i n t de vue, un peu étroit au premier abord, auquel nous
nous sommes placé pour déûnir les fonctions dérivables, et jus t i f i e ra i t
en quelque mesure les développements considérables donnés à des
théories é lémentai res . Disons tout de suite que, dans la voie purement
formelle où nous nous sommes engagé, la théorie algébrique de la
divisibil i té et les beaux travaux de M. Dedekind sur les idéaux se prê-
teront à une extension naturelle et que les propriétés des transcen-
dantes que l'on pourra atteindre par cette voie sont loin d'être aussi
superficielles qu'on pourrait le croire à un premier examen.

Essayons maintenant de dégager quelques conséquences positives
des théories que nous avons indiquées. Si l'on considère d'abord la
théorie des équations linéaires aux dérivées partielles ou des systèmes
complets de telles équations, dont les coefficients sont rationnels, on
voit qu'^/2 général les transcendantes z^ ..., z^ qui en constituent un
système fondamental de solutions, sont des éléments inséparables.

Toute tentative faite pour déterminer un ou plusieurs d'entre eux,
sans déterminer les autres, n'a de sens que dans des cas particuliers^

Aim. de l'Éc. Normale. 3e Série. Tome XV. — OCTOBRE 1898. 48
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lorsque le groupe de r a t i o n a l i t é correspondant est, imprimilifon intran-
suif et il nous semble que la seule manière régulière de faire l ' in tégra-
t ion soit de déterminer le groupe de ra t ional i té .

3. La même observation s 'applique aux éléments qui déf inissent
une intégrale complète d 'une équation non l inéai re du premier ordre
ou d'un système en in vol u l ion .

On sait qu 'une intégrale complète de l 'équation

(1 ) Z(S, .2'i, . . ., Xn, p^ .. ., Rn) =€t

est définie par un système d'équations

(2) 'XK^ x^ • • ̂  ̂  p i , • • - , p î i ) =-ci.i ( ^ = = j [ , . . . , / / , )

où les X satisfont aux relations

(3) [Z,Xy]=:o, l;X/,X,^=o.

A tout système de fonctions X, on peu t associer des fonct ions P/,
qui s 'expriment ra t ionnel lement à l 'aide des X, efc de leurs dérivées,
de telle sorte qu'on a i t i den t i quemen t

(4 ) d7. - S^Xr-... -Pnd^n=p{ch-p,d^, -... -^^).

On passe d 'un système X , , . . . , X,/, de solutio-ns des équa t ions ( 3 ) à
tout autre système de so lu t ions Y, , . . . , Y,, en sa t i s fa i san t s i m p l e m e n t
à l ' ident i té

(5) ^Z-I\r/X,-~...-I\JX,^^(^Z-.Q,JY,-...~ Q/^YJ,

mais cette iden t i t é exp r ime que les éléments Y,, . . . , Y,, dépendent
à la fois, en général, des X et des P. Les équat ions (3) ne déf in issent
pas les X seuls. Les éléments X cl P déterminés par F identité (4) sont
des éléments inséparables; ils sont définis à un groupe de transforma-
tions de contact près, qui, dans le cas général, est le groupe des trans-
formations en Z , X , , . . . , X^, P ^ , . . . , P^ qui n'altèrent pas Z. Ce
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groupe de transformations dé contact, peut être regardé, comme le
groupe de ra t iona l i té de l ' équa t ion l inéai re à (2/1 -h i) variables :

(6) [Z, (D]==o,

P. Ppour un choix part icul ier : Z, X i , . . . , X^/, — » - • • 5 — des éléments
d'un système fondamental .

Lorsque Z est de la forme z -+- F(^, ..., œ^ p^ ..., /^), ou, d 'une
manière générale, lorsque l 'équation dont dépend p

(7) [^Fl-P^-F^

admet une so lu t ion ra t ionnel le , le groupe de rationalité est s i m p l e m e n t
le groupe de transformations homogènes en X, P, défini par l ' i d e n t i t é

p^X,+...-+- P.A== Q^+...+ Q.clYn,

ou l 'un de ses sous-groupes (dont , comme toujours, le type seul est
défini) .

On ne peut déterminer les X. seuls que si le groupe de rationalité est
un croupe ponctuel an variables étendu, et non un groupe irréductible
de t ransformat ions de contac t ; l 'équat ion (6) fait alors partie d'un
système complet de n équat ions linéaires à coefficients rationnels.
' La dé t e rmina t ion d 'une intégrale complète d'un système en invo-

l u t i o n ^ __
Z ̂  a, X i==a i , ' ' • i \y=-ctf^

conduit de même à résoudre l ' ident i té (4). ^es éléments X^, ... , X/,,
I\, ..., P^ sont encore inséparables et déf inis , en général, aux transfor-
mat ions près du groupe des transformations de contact en Z, X ^ , ...,
X/,, Pi , ..., P,,, qui n'altèrent pas Z, X , , - . . , Xy.

3. Les considérations q u i nous ont servi jusqu 'à présent t rouvent
encore leur application dans l 'étude d'un problème classique, le pro-
blème de Pfa/\ qu i , au poin t de vue des intégrat ions qu'i l exige, ne
paraît pas non plus avoir jamais été traité d 'une manière satisfaisante.
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On sait qu'il s'agit de ramener une forme différent ie l le donnée

0^== Xi^i-l-. . .4- X/;,^n,

a l 'un ou à l 'autre des types

dy — ^i dyi —... — ^p <^,
^i<^yi+.. .4-^p<rp,

où les y et les z sont des fonctions indépendantes de ̂ , ..., x^
On détermine aisément a priori celui des deux types qu ' i l fau t

adopter, ainsi que le nombre p .
Cette opération faite, nous voyons qu'on passe d ' une forme r é d u i t e

à une autre en sat isfaisant à l ' identité

rfY — Zi ̂ YI — . . . — 7.pdXp == dy — /GI dj-i — . . . — ^pdy^,

ou à l ' i den t i t é
Z, ̂ Yi 4-... + Z;, -^ == ̂  dy^ -+-... -4- ,̂ , ̂ )^,.

Les éléments Y et Z sont donc en général inséparables; i l s sont
définis à un groupe de transformations de contact près, qui est un
sous-groupe du. groupe général à Ç^p 4-1) éléments ou du groupe
homogène à ip éléments, suivant le cas. Toute tentative de détermi-
nation successive des y ou des z n'a de sens que dans les cas excep-
t ionnels où le groupe considéré est i m p r i m i t i f ou in t r ans i t i f ; l 'étude
de ce groupe (dont le type seul est défini) condui t d 'a i l leurs à une
méthode régulière pour déterminer la transcendance des éléments
y et z ; etc.

4. Un grand nombre d 'équations du second ordre (d 'une manière
précise toutes celles qui se ramènent au premier ordre ou s'intègrent par
les méthodes de Monge, cF Ampère ou de Af. jDarboux) peuvent être
traitées comme celles du premier.

Considérons, pour fixer les idées, une équation à deux variables de
la forme de Monge

(i) ï ï / •4 '2K. .ç •+-L^-4-M4-N( /^—.ç 2 )==:o ,
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où les coefficients H, . . . , N sont des fonctions (rationnelles) de x, y ,
z, p , q; supposons que, les racines de l 'équation

A3 4- a K À + ïlL — MN = o

étant confondues, on se trouve dans le cas où les équations linéaires

i ^X àv. ̂ L (N. ̂ .À! d v—
I àx + /J ̂  N àp N ^/ ~ 0?

(2 ) I ̂ Y ^v — À 2 Jv ̂ H a v —
[ ^7 '+- q ~àz~~ N" ̂  N àq "" °

forment un système complet , c'est-à-dire admettent trois solutions
dist inctes.

Si l'on désigne par u, v, w ces solutions, les équations

u == ce, v •==• b, ^' == c

définissent une solution de (i) dépendant de trois constantes, d'où,
l'on peut déduire une solution qui dépend de deux fonctions arbi-
traires. La détenninat ion de u, ^ w, c'est-à-dire l ' intégration du sys-
tème complet (2), est un problème dont notre théorie donne tous les
cas d'abaissement. Nous pouvons donc classer d\me manière précise
toutes les transcendantes^, dépendant de trois constantes a, b, c qui
vér i f ient l 'équat ion (i).

Si l'on rappelle qu 'on peut toujours associer aux éléments u, v, w
des éléments p et a, tels que l'on ai t

cùr — p du •— a dv = k ( dz — p dx — q dy\,

on voit que la transformation de contact, définie par les formules

X=:—p, Y=—cr, Z=w—p«--o^ P==^ Û==^

ramène l 'équation donnée à la forme

S2 — RT == o.

Les éléments X, Y, Z, P, Q sont donc définis à un groupe de trans-
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format ions de contact près, qu i n'altère pas la re la t ion S2 — RT = o.
Cette remarque permet t ra i t de faire l 'étude de l ' équa t i on (i) directe-
ment, c'est-à-dire sans u t i l i s e r les résultats que nous avons obtenus
sur les systèmes complets.

Pour une équat ion du second ordre quelconque, on ne conna î t jusqu'à
présent aucune classe de s o l u t i o n s ( d é p e n d a n t de constantes ou de
fonct ions arbi traires) dont on puisse préciser l ' i n d é t e r m i n a t i o n , c'est-
à-dire pour lesquel les on connaisse la na tu re des opérat ions ( fo rman t
nécessairement un groupe) q u i permettent de passer (Fune so lu t ion
de la classe à une autre solut ion quelconque de la même classe. La
recherche de ces classes est manifes tement liée à celle des transforma-
tions, portant sur x , y , s, p , y, r, s, t, qui changent une é q u a t i o n du
second ordre donnée en u n e a u t r e que lconque , par exemple en l ' équa-
t ion S == o. Mais c'est là un sujet qui n'a pas encore été abordé.

5. D'une maniè re générale, nous avons constaté que les é léments
qu i se présentent dans la théorie des équa t ions d i f ï e ren t i e l l e s , f a i t e au
poin t de vue spécial auque l nous nous sommes placé, sont t ou jou r s
ind isso lub lement l iés à d ' au t res , dont i ls ne p e u v e n t être d i s t ingués
a lgébr iquemen t . C'est l ' a rb i t ra i re q u i subs is te dans leur définition
algébrique, qu i est la v é r i t a b l e mesure de l e u r t ranscendance.

Nous avons vu éga lement que le calcul des fonct ions rat ionnelles de
ces éléments et de leurs dérivées d'ordre que lconque , rend manifes tes ,
p a r l e s t rans format ions qu ' i l admet en lui-même, leurs propriétés les
plus importantes et donne, en p a r t i c u l i e r , pour des é q u a t i o n s q u i
renfe rment des indé t e rminées , tous les cas possibles d 'abaissement ou
de dégénérescence.

Si l'on fait m a i n t e n a n t appel, pour représenter les transcendantes
que nous é tud ions à des développements en série de puissances ou à
toute aut re expression ana ly t ique qu 'on pourra continuer, au sens de
Weierstrass, on reconna î t ra que ces t ranscendantes ne sont en général
pas uniformes. En pa r t an t d 'un po in t de s i tua t ion générale dans le
champ des variables et y revenant après avoir décrit des chemins fer-
més quelconques, on ne retrouvera pas les développements in i t i aux .
Par exemple, pour les équat ions linéaires aux dérivées partielles, les
développements des éléments d 'un système fondamental subiront une
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t ransformation ponctuelle déterminée. Les transformations qu 'on
obtient ainsi forment un groupe qui sera le groupe de monodromie de
l 'équat ion donnée. Ce groupe est év idemment un sous-groupe du
groupe de rationali té et il importe pour l ' é tud ierde partir des équa-
tions qui définissent ce dernier, en d'autres termes de n 'étudier que
des systèmes d i f férent ie l s irréductibles. Les recherches faites sur les
équat ions différentielles l inéaires à coefficients algébriques, four-
n i r o n t un guide na ture l pour cette étude.

Ajoutons enfin que la méthode q u i nous a servi pour ébaucher la
classification des t ranscendantes qui vér i f ien t des équat ions dif féren-
tielles algébriques a une portée beaucoup plus générale. Elle s 'appl i -
quera encore, sans modif icat ions essentielles, à 1' « intégration logique )>
des équations aux différenczs finies, aux différences mêlées, et, en
généra1, de toutes équations fonctionnelles, à condi t ion de préciser con-
venablement le domaine de rationalité ; il en résultera également une
classification na ture l le des t ranscendantes que l 'on peut définir algé-
briquement de cette manière. Mais nous en avons di t assez pour mon-
trer que nous n'avons fa i t qu'effleurer un sujet très vaste qui , nous
l'espérons, pourra être pendan t longtemps l 'occasion de recherches
fécondes.

Nous considérons comme un devoir de rappeler en t e rminan t
quelques lignes de la célèbre lettre écrite par Galois, la ve i l le de sa
mort (20) mai i832), à son a m i Auguste Chevalier . Dans cette lettre,
comme on sait, Galois, avec une d i v i n a t i o n sans égale, n'a pas seule-
ment donné son admirable théorie des équa t ions algébriques; i l a
encore ind iqué , d 'une manière extrêmement nette, les propriétés
essentielles des intégrales de différent ie l les algébriques, et ses indica-
t ions ont été, vingt ans après, e n t i è r e m e n t confirmées par les travaux
mémorables de Riemann et de Weierstrass. Nous serions heureux si.
notre travail pouvait appeler l ' a t tent ion sur les que lques lignes qui
t e rminen t la lettre de Galois, et s'il pouvai t être regardé comme une
première tentative d'éclaircissement de la pensée qu'elles expriment :

« Mes principales médi ta t ions , depuis quelque temps, étaient
dirigées sur l 'application à l'Analyse transcendante de la théorie de
l'ambiguïté. // s'agissait de voir y a priori, dans une relation entre des
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quantités ou fonctions transcendantes, quels échanges on pouvait faire,
quelles quantités on pouvait substituer aux quantités données, sans que la
relation pût cesser d'avoir lieu. Cela fait reconnaître de suite l5 impossi-
bilité de beaucoup d'expressions que l'on pourrait chercher. Mais je n'ai
pas le temps, et mes idées ne sont pas encore bien développée s sur ce
terrain qui est immense. »


