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ESSAI

SUR UNE

THEORIE GENERALE DE L'INTEGRATION

ET SUR LA

CLASSIFICATION DES TRANSCENDANTES,

Par M. Jures DRACI,

ANCIEN ELEVE DE L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE.

INTRODUCTION.

[. Lacroix, dans son grand Traié de Calew differentiel et iniégral,
apres avoir constaté extraordinaire diversité des éléments qui véri-
fient des relations dilférentielles et le petit nombre de cas of ces rela-
tions peuvent ¢tre résolues i NMaide des (ranscendantes élémentaires,
ajoute = « Ces considérations me portent & croire que ce qui peut le
plus contribucr aux progres du Caleul intégral, c¢’est la classification
exacle des divers genres de transcendantes absolument irréductibles,
et par I essenticllement distinets, et la recherche des propriétés
particulicres i chacun de ces genres. »

Nous avons (en(e ici de fixer les traits essentiels de cette classifica-
tion en nous hornant aux transcendantes les plus simples : celles qui
vérifient des ¢quations différentielles algébriques et plus particuliere-
ment des ¢quations du premier ordre.

Peu de recherches ont été faites dans cet ordre d’idées, mais presque
(outes ont conduil jusqu’a présent & des résultats importants. Galois
a réalis¢, pour les nombres et les fonctions algébriques, la classifica-
tion réclamée par Lacroix et, plus tard, les travaux de Puiseux et de
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Riemann ont montré qu’elle conduisait naturellement aux propriétés
essentielles de ces éléments.

Liouville, s’attaquant aux transcendantes du Calcul intégral, a déti-
nitivement établi le caractere transcendant de certaines fonctions
simples. La classification qu’il a ébauchée n’a malheureusement pas
conservé son importance devant les découvertes modernes de I’Ana-
lyse.

Une classe particuliere de transcendantes, les intégrales de différen-
tielles algébriques et les fonctions qui s’y rattachent, a accaparé en-
suite pendant longlemps Pattention des géometres. C'est seulement
de nos jours que I'étude des équations différenticlles linéaires i coeffi-
cients rationnels ou algébriques, abordée dans des voies diverses par
un grand nombre de mathématiciens, parmi lesquels il faut citer, en
Allemagne avec Riemann, MM. Fuchs et Klein, en France MM. Jordan,
Poincaré et Picard, a permis d’entrevoir pour les transcendantes qui
vérifient ces équations unc classification rationnelle.

Jamais d’ailleurs le probleme général de Lacroix n’a été posé d’une
maniere précise et ¢’est par la que nous avons dit commencer.

2. Les recherchescélebres de Galois nous ont appris que les nombres
algeébriques ne sont jamais délerminés d’une manicre unique par les rela-
tions algebriques enticres a coefficients rationnels qu'tls verifient.

Si l'on considere, parmi ces relations, celles qui renferment un seul
nombre algébrique, elles sont également vérifiées par tous lesnombres
conjugudés.

Si 'on considere celles qui renferment & la fois un nombre et ses
conjugués, leur ensemble ou toute portion de cet ensemble qui suffit
a le déterminer reste inaltéré par certaines permutations des nombres
conjugués entre eux.

Le systeme de ces permutations ou, mieux encore, le systeme des
substitutions qui permettent de passer de l'une d’elles & toutes les
autres, fixe la nature des nombres algébriques que I'on étudie, en
montrant, de la maniere la plus claire, tous Ies moyens qui permettent
de rattacher ces éléments aux nombres rationnels.

Un fait analogue s’est présenté dans '¢tude des fonctions algé-
briques d’une variable, ol son importance a ¢té mise en évidence par
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Puiseux, d’une facon véritablement inattendue : On sait qu'une fone-
tion algébrique permet d’établir entre les nombres algébriques une
certaine correspondance, telle qu’a une détermination de la variable
corresponde une détermination de la fonction, les déterminations (ui
correspondent aux diverses fonctions conjuguées étant en géneral diffé-
rentes. Il existe cependant des déterminations séngulieres de la variable
pour lesquelles les déterminations des fonctions conjuguées ne sont
pas toutes distinctes. Plusieurs des correspondances définies par ces
fonctions conjuguées se raccordent, pour ainsi parler, en ces détermi-
nations singulicres et cette circonstance a conduit Puiseux i les regar-
der comme données par diverses branches d’une méme fonetion, i dé-
termination multiple par conséquent, qui est la fonction algébrique de
la théorie moderne des fonctions. Pour fixer deux ¢léments de la nou-
velle correspondance il a été nécessaire, pour la premiere fois, de faire
intervenir, avec les ¢léments initiaux, la succession des déterminations
données i la variable jusqu’a la détermination finale et de choisir cette
succession de facon i étre certain de considérer toujours la méme
branche de la fonction algébrique. On constate alors qu’en revenant i
la détermination initiale de la variable on ne retrouve pas nécessaire-
ment les déterminations initiales des diverses fonctions conjuguées;
une certaine permutation s’est effectuée sur ces déterminations et ceste
permutation est I’une de celles que donne la théorie de Galois.

La considération des relations rationnelles vérifiées par une fonc-
tion et ses conjuguées joue, par suite, un role essentiel dans toute
recherche sur les fonctions algébriques.

3. L’étude des transcendantes les plus simples, celle de la fonction
logarithmique, par exemple, améne aux mémes conclusions. La rela-
tion

xy =
vérifice par le logarithme de x et les relations
ay" 4 y' == o,

ay” 4oy == o,

qui en sont des conséquenccs nécessaires, ne nous permelttent pas, en
effet, de distinguer entre les éléments y et y + ¢, ¢ désignant une con-
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stante arbitraire. L’¢tude des correspondances numériques définics
parlafonction y a montré depuis longtemps qu’a une détermination de
a correspondent une infinité de déterminations de y qui s'obtiennent
en ajoutant & I'une d’elles la constante 2muw.

4. 11 était réservé a M. Picard d’¢tablir en quelques pages, déja clas-
siques, que les transcendantes qui vérifient des équations différen-
tielles linéaires et homogenes & cocfficients rationnels en 2 sont aussi
mcompletement déterminées par les relations ationnelles, qui les
lient & leurs dérivées et i la variable; I'indétermination est définie
cotte fois par un systeme de transformations linéaires et homogenes
portant sur les éléments d'un systeme fondamental de solutions (*).
M. Vessiot, partant de la et utilisant les beaux résultats obtenus par
M. Lie dans I'étude de la structure des groupes linéaires, a pu ¢noncer
les conditions nécessaires ct suffisantes pour qu'une équation linéaire
soit intégrable par quadratures.

Une classification naturclle des (ranscendantes qui vérifient des
équations différentielles lincaires & coelficients algébriques, classifi-
cation basce sur les propriétés des groupes linéaires, résultait immé-
diatement de ces vecherches (*).

Mais depuis longtemps déjh Riemann et, apres lui, MM. Fuchs et
Klein avaient remarqué qu’a une détermination de la variable corres-
poudent, pour les éléments d’un systeme fondamental, une infinité
de déterminations, dérivant de 'une d’entre elles par des transforma-
tions linéaires et homogenes i coeflicients constants, et ¢tudié ’in-
fluence des déterminations singulicres de la variable. M. Poincare
avait méme, en profitant de ces remarques, construit de toutes pitees,
a Paide de développements en série, des transcendantes wuniformes i
I"aide desquelles il est possible d’exprimer, dans des cas asscz étendus,
les intégrales des équations linéaires & coefficients algébriques de la
méme manicre qu’on avait exprimé, avee les fonctions abéliennes, les
intégrales de différentielles algéhriques. Il ouvrait ainsi une voic dont
nous pourrons seulement plus loin prévoir toute Uimportance pour
notre hut.

(V) Annales de la Faculte de T'oulouse, 1885.
(%) Vessior, dnnales de {'Ecole Normale supéricure, 189v.
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5. Toutes ces recherches avaient mis en évidence le role joué par
'ensemble des relations rationnelles vérifices pav les éléments que
I'on étudie et leurs dérivées d’ordre quelconque, ou plutot par les
transformations qu’il est possible de faire subir aux é¢léments sans al-
térer cet ensemble. Ces transformations formaient d’ailleurs toujours
un groupe, puisque la succession de deux d’entre elles laissait évi-
demment 'ensemble inaltérd. I était, des lors, tout naturel de cher-
cher & étendre les résultats obtenus aux groupes les plus généraux
que MM. Sophus Lie et Picard (') venaient de découvrir, dont les
transformations pouvaient dépendre de fonctions arbitraires. M. Lie (*)
avait lui-méme cherché & appliquer sa théorie des groupes, plus par-
ticulierement celle des groupes finis (dont les transformations ne dé-
pendent que de paramétres arbitrairves, en nombre limité), a I'intégra-
tion des équations différenticlles.

Il montrait que presque tous les cas d’abaissement qui s’¢laient
présentés jusqu’alors dans Pintégration des équations différentielles
ordinaires résultent de Uexistence de transformations, dépendant
d’un nombre limité de paramétres, qui laissent invariables les ¢qua-
tions considérées. Ces transformations forment nécessairement un
groupe.

D’autre part, & tout groupe de transformations défini par des rela-
tions différentielles, M. Lie avait associé¢ des expressions, les inva-
riants dyférentiels, qui demeurent invariables par les transformations
du groupe et pav celles-la seulement. Une équation qui reste invariable
par les transformations d’un groupe est (*) une simple relation entre
ces invariants différentiels.

6. Malheurcusement les cas signales par M. Lie élaient toujours pAn-
micuriers : Une équation différentielle ordinaire

Sy yls oy =o,

(1) E. Prcarp, Journal de Liouville, 18ga.

(2)S. Lk, Berichie dber die Verhandlungen der k. s. Gesellschaft der Wissenschaficn
zu Leipaig, 1891.

(3) Sauf des cas exeeptionnels sur lesquels nous n’insistons pas ici.
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d’ordre supérieur au premicr, n’admet pas, en général, de groupe au

sens de M. Lie.
Les équations linéaires aux dérivées partielles

(1 %+A,%+...+A,L£;~” =o

et les systemes complets, étudiés par M. Lie, sont celles ou ceux qui
admettent un groupe de transformations dépendant de parametres
arbitraires et portant sur les variables x, x,, x,, ..., z,. Ces systemes
sont aussi tres particuliers; les beaux travaux de MM. Lie et Vessiot
I'ont montré d’'une maniere frappante.

La méme observation s’étend @ plus forte raison aux équations
d’ordre supérieur qui admettent des groupes.

Ajoutons que, dans les cas particuliers ot une équation admet un
groupe, il n’en résulte pas une théoric compléte de I'intégration de
cette équation; au contraire, il est impossible d’affirmer, sur un exemple
donné, que la réduction qui résulte de Ucxistence du groupe est la seule
que Uon puisse fauire. Les théoremes auxquels on parvient par ces mé-
thodes n’ont, en général, pas de réciproques. Dans quelques cas
méme ol l'on sait que I'équation admet un groupe, par exemple
dans le cas des ¢quations dillérentielles ordinaires du premier ordre,
on n’avait pu utiliser cette propriété.

Enfin, en poussantun peu plus loin examen des travaux de M. Lie,
on remarquait qu'il ne tirait aucun parti des transformations immé-
diatement en évidence sur '¢quation, transformations banales (?),
telles, par exemple, que la transformation

L=/(5),
ol fest une fonction arbitraire et qui laisse invariable toute équation
lin¢aive telle que (1).

Sans contester I'importance de ses recherches particulieres sur le
sujet, on peut donc affirmer que Capplication, indiguée par M. Lie, de
sa théorie des groupes a Uintégration des équations n’est pas la véritable
geéndralisation de la methode employde par Galois pour les équations al-

gebriques.
Les travaux de M. Picard, sur les équations dilf¢rentielles linéaires,
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montraient la voie ot il fallait s’engager pour parvenir i cette géné-
ralisation.

7. Le succes de laméthode de Galois tient uniquement 4 la remarque
sulvante :

Le systeme des équations qui sont vérifices par toutes les racines
demeure invariable par une substitution quelconque de ces n racines
et par ces transformations senlement. Les coefficients de I'équation
dont on étudie les racines sont les invariants indépendants du
groupe G, des substitutions de » lettres. Tout progrés dans la déter-
mination de ces racines améne & la connaissance explicite des inva-
riants d’un sous-groupe de G,.

Cette observation subsiste pour les ¢quations différentielles linéaives.,
Soient ¥y, ¥y ..o, ¥, les éléments d’un systeme fondamental de solu-
tions; on connait d’une manitre explicite les invariants différenticls
indépendants du groupe général T, des transformations lincaires et ho-
mogenes portant sur y,, y,, . .., ¥, quand on considere ces ¢léments
comme des fonctions de la variable . Tout progres dans Pintégration
améne & connaitre Uexpression explicite des invariants différenticls
de I'un des sous-groupes de I', et réciproquement.

A un autre point de vue, dans les deux cas on peut exprimer tous
les éléments qui satisfont & l'¢quation que Pon étudie, comme fonction
déterminée d'un nombre limité d’entre cux, formant un sysiéme fonda-
mental. Cela suffit pour permettre Uextension de la théorie de Galois.

Soit un systeme d’équations aux dérivées partielles, définissant
p fonctions =, z,, ..., 5, de nvariables, x,, 2,, ..., x,, ¢tsupposons
que la solution géncrale de ce systeme s’exprime d'une manitve deter-
mince, loujours la méme, i I"aide d’un nombre fini 7 de solutions parti-
culivres quelcongues, des variables ¢t d’un nombre fini de constantes
arbitraires ¢,, ¢, - .., ¢, oude fonctions arbitraires 3., 21, ..., g, I’ar-
guments déterminés; nous dirons que les solutions du  systeme
dépendent d'un nombre limite » d’éléments fondamentaux. St 'on
veut édifier unce théorie enmpléte de la détermination de 5, 54, ..., 5,
il est necessaire de substituer i la recherche de la solution générale
celle, dquivalente, de r solutions particulieres formant un systeme
fondamental.

’ . N e 0
Ann. de ULe¢. Normale. 3¢ Série. Tome XV, — Jeinner 18g8.

092
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Ce second probleme dépend zowjours de 1'étude d'un groupe que I'on
obtient de la maniere suivante : On écrit les égalités qui donnent la
solution générale en fonction des solutions particulicres et I'on y
remplace successivement au premier membre les éléments de la solu-
tion générale par r nouveaux systemes de solutions et au second
membre les constantes ou les fonctions arbitraires par r nouveaux
systemes de constantes ou de fonctions. Les pr égalités, ainsi obte-
nues, définissent, entre les éléments d'un systeme fondamental, le
groupe attendu.

Il joue, dans Utntégration du systéme, le méme réle que le groupe sy-
métrique dans 'étude des équations algébriques ou le groupe lincaire et
homogéne dans ['élude des équations dyfférentielles lincaires.

8. Parmi les systemes dont la solution dépend d’un nombre limité
d’éléments fondamentaux, les plus importants sont formés par les cqua-
tions lincaires aux dérivées partielles dw premier ordre.

Le groupe i considérer est, dans ce cas, un groupe de transforma-
tions ponctuelles ().

A toute ¢quation

(1 X(s)=% 4 AI;’)

T dx )x

E-d Jsz
; “+ .o Ay, ()—1—; == 0,

a coefficients rationnels, dont z,, z,, ..., z, forment un systeme fon-
damental de solutions, est attaché un groupe T', contenu dans le
groupe ponctuel général ', des transformations de z,, z,, ..., 5, que
nous appelons son groupe de rationalité et qui possede les propriétés
suivantes :

Tous les invariants différenticls rationnels de T', lorsqu’on étend les
transformations en regardant les = comme des fonctions des (n + 1) va-
riables x, x,, ..., «,, s’expriment rationnellement a Vaide des .

Toute fonction des z qui s’exprime rationnellement 4 Paide des x
est une fonction de ces invariants différentiels.

L’intégration de I'équation (1) se décompose done en trois parties :

1° Recherche des différents groupes I' qu’il y a lieu de considérer;

(1) &f. Comptes rendus, 8 mai 1893.
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2 Détermination du groupe I’ qui correspond i une équation don-

3° Btude des transformations du groupe I's
que nous étudions successivement.

La derniere étude conduit i fizer la nature des transcendantes =,
Zys oo ey 5, d apres la consideration des relations rationnelles gt lient ces
éléments aux variables et & leurs dérivées par rapport @ ces varables. La
classification obtenue concorde, par suite, avec celle & laquelle nous
serions parvenus en partant de ce dernier point de vue.

En suivant pas @ pas la marche adoptée dans U'étude des nombres
algébriques et des groupes de substitutions, on démontre que les ¢le-
ments s,, ..., 3, qui forment un systeme fondamental de solutions de
I'équation

(1) X(z)=o,

attaché au groupe de rationalité I', peuvent ¢tre amenés a faire partic
du domaine de rationalité par des adjonctions successives de ranscen-
dantes attachées & des groupes simples, ¢’est-i-dire qui n’admettent
pas de sous-groupe invariant. Pour ces dernitres, aucune réduction
analogue n'est plus possible; d’ou Pimportance de toute recherche
relative aux transcendantes z,, ..., 5, dans e cas ol T" est un groupe
simple.

Nous n’insisterons pas sur un certain nombre de généralisa-
tions faciles des résultats obtenus dans la théorie des substitutions :
invariance des groupes facteurs dans toule décomposition normale
du groupe I', théoreme de Lagrange, théorie de la résolvante géne-
rale, cte. Passons de méme sur des applications immédiates, qu’on
aurait pu multiplier sans grandes difticultés, a Péquation du premier
ordre y' = f(x,y) ol f ¢st rationnel, d certaines équations dusccond
ordre y"= f(x,y,y"), aux équations dillérenticlles linéaires el aux
systemes complets d’équations linéaires aux dérivées particlles, bien
que la simplicité des résultats obtenus mérite peut-¢lre attention.

9. L’étude des équations non lin¢aires du premier ordre, ou plutot
de lewrs intégrales complétes, se fait en suivant les mémes principes
que pour les équations lincaires.
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On peut d’aillears la considérer comme une simple application de
cette derniere, I'étude de I'équation

Z(z, @, ... Xy Pry o ..y pp) = cCONSt.,

exigeant seulement la détermination du groupe de rationalité de
’équation linéaire & (2n + 1) variables

[Z,/]=o."

Ce groupe est, pour un choix particulier du systeme fondamental
de solutions, un groupe de transformations de contact & » ou (o — 1)
variables.

On parvient d’ailleurs encore & des groupes de transformations de
contact quand on étudie les intégrales completes des systemes en in-
volution

X, = ay, ceey Xy = a,,
ot les X dépendent rationnellement de =z, %, ..., 2,, p,, ..., p, ().

Il convient d’observer ici qu’il est possible d’amener, par une trans-
formation ponctuelle des variables ou une transformation de contact,
toute équation, linéaire ou non, du premier ordre, & une forme cano-
nique tout intégrée. Cette observation avait ¢té faite depuis longtemps
par M. Lie, mais la détermination de la transformation é¢tant identique
a Uintégration de I'équation donnée, cela ne constituait qu’un simple
déplacement de la question (*). Les théories que nous développons
mountrent que on peut fixer d’une manicre precise la difficulie de Uin-
tégration, cesi-a-dire aussi celle qui consiste a trouver la transformation
qui amene a la forme canonique.

10. Nous n’avons pas, dans notre travail, donné aux considérations
basées sur la théorie des groupes, congue a priori, ¢t sur les beaux
résultats acquis dans ce domaine par M. Lie, un role prépondérant.

(') Nous avons dd, pour ne pas donner a cc travail un développement cxagéré, sup-
primer I'étude des équations aux dérivées partielles da premier ordre, non lindaires, qui
fera Pobjel d'un Mémoire spéeial; nous renverrons, d cetle oceasion, & une Nole des
Comples rendus, 14 janvier 18¢5.

(%) Cf. Darsoux, Mémoire sur los solutions singuliéres, clc. (Mémoires des Savants
drangers, t. XXVIL, p. g).
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En étudiant le probleme de U'intégration en général, il nous a été pos-
sible de définir ce que nous appelons Vintégration logique d'un sys-
teme, qui estau probleme de Cauchy et aux autres problemes plus ou
moins précis qu’on s’est posé sur intégration, ce qu’est la résolution
algebrigue des équations par la théorie de Galois & leur résolution ru-
merigue ou par approximation.

Nous avons été amenés ainsi & définir d’une manigre extrémement
précise tous les éléments du raisonnement : nombres, variables, fonc-
tions, dérivées, ete. avec les moyens les plus simples et a partir de théo-
remes généraux sur les fonctions dérivables pour déterminer et classer
toutes les transcendantes du Calcul intégral, ou du moins celles que
nous pouvons definir algébriqguement.

Les principaux théorémes de la théorie des groupes, donnés par M. Lie,
se sont ainst trouvds établis d’une maniére presque intuitive par des me-
thodes qui en feront saisir la véritable importance.

Signalons encore quelques indications générales sur Ie probleme
de Uintégravion logique des systémes différentiels quelconques et sur les
formes les plus simples auxquelles on peut ramener de tels systemes.
En particulier, tout systéme dufférentiel devant deéfinir p fonctions =z,
Sy «euy 5, de novariables x,, x,, ..., x, peut étre ramené a un systéme
d’équations du sccond ordre, & une seule fonction inconnue, en augmen-
tant convenablement le nombre des variables.

Les transcendantes qui sont liées & leurs dérivées et aux variables
par des relations rationnelles se partagent donc en deux grandes
classes, suivant qu’elles vérifient des équations qui sont toutes du
premier ordre ou toutes du second ordre.

[.a classe intermédiaire se ramene, en effet, a la seconde classe avee
unc ou plusieurs variables de moins, par 'introduction de transcen-
dantes de la premicre classe.

Le travail actuel est consacré presque exclusivement aux transcen-
dantes de la premiere classe.

Il n’existe d’ailleurs, & notre connaissance, aucune recherche rela-
tive aux (transcendantes essentielles du second ordre au point de vue
auquel nous nous placons. On suppose toujours, bien entendu, dans
la définition de telles transcendantes, le nombre des variables réduit
4 son minimum.
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11. Nous bornerons la les indications qu’il nous a paru nécessaire
de donner sur le contenu de ce travail.

On pourra nous reprocher d’avoir insisté longuement sur des pro-
positions élémentaires, regardées & d’autres points de vue comme évi-
dentes, ou établies d’une maniere différente de celle que nous avons
adoptée; nous avons va la le seul moyen de donner quelque unité a
ce travail.

Nous avons voulu également établir, une fois pour toutes, la distine-
tion a faire, en Mathématiques, entre une ¢tude de pure logique ct toute
autre recherche. Nous insistons d’ailleurs sur ce point dans la Conclu-
sion, en indiquant les rapports de notre théorie avec celle que 'on
pourrait construire en faisant intervenir les développements en série
et les groupes de monodromie relatifs a4 nos équations. Nous pensons
que cette dernicre étude doit suiere celle, que nous avons essayé d’es-
quisser, des groupes de rationalité, mais en demeurer enticrement
distincte ().

Peut-étre nous permettra-t-on deux citations qui paraissent justifier
les idées qui nous ont guidé :

« Ce qu’on appelle un fait d’Analyse doit toujours &tre ramend, si
I'on veut s’en faire unc idée juste, aux principes métaphysiques de
cette science. Il est évident, en effet, que, 'emploi des caracteres algé-
briques ne pouvant ricn ajouter aux idées qu’ils représentent, on doit
toujours trouver dans 'examen attentif des conditions de chaque ques-
tion la raison de tous les résultats auxquels on est conduit par le
calcul. » J.-M. Awmpire.

« Je mehr ich iber die Principien der Functionentheorie nachdenke
— und ich thue dies unablissig — um so fester wird meine Ueber-
zeugung, dass diese auf dem Fundamente algebraischer Wahrheiten
aufgebaut werden muss, und dass es deshalb nicht der richtige Weg
ist, wenn umgekehrt zur Begrindung cinfacher und fundamentaler
algebraische Siitze, das « Transcendente » um mich kurz auszudriicken

(1) Les résultals principaux de ee travail onl L6 communiqués & I'Académie des
Scicnces dans deux Noles (8 mai 1893, 14 janvier 18¢5), sauf ceux relatifs aux systémes
différentiels généraax (Comptes rendus, 26 octobre 1897 ) ct & la délermination du groupe
de rationalité (Chapitre IIL).
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in Anspruch genommen wird, so bestechend auch auf den ersten
Anblick z. B die Betrachtungen sein mdgen, durch welche Riemann
so viele der wichtigsten Eigenschaften algebraischer Functionen
entdeckt hat. » K. WEIERSTRASS.

Qu’il me soit permis, en terminant, d’exprimer ma vive reconnais-
sance a M. S. Lic, pour le dévouement avee lequel il m’a initi¢ & ses
théories si puissantes ct si fécondes, et & MM. E. Picard et J. Tannery,
pour l'affectueux et inlassable intérét qu’ils ont bien voulu prendre a
mes recherches!

e e - Q e -

CITAPITRE T.

LES FONCTIONS ALGEBRIQUES ET LES GROUPES DE SUBSTITUTIONS.

I. — Nombres entiers positifs et négatifs.

1. Nous définirons tous les elements sur lesquels nous raisonnerons dans
la suite, ¢’est-a-dire les nombres el les fonctions algébriques, les diffé-
renticlles et les dérivées de ces fonctions, et, d'une maniere générale,
les fonetions d’une ou de plusieurs variables qui vérifient des relations
différenticlles algebriques, par lewrs liaisons avec les éléments d’un pre-
mier systéme, dont nous allons d’abord préciser les propriétcs.

Nous supposerons que ce systeme satisfait aux conditions suivantes :

1. Il existe un mode de composition qui permet de passer de deux éle-
ments quelconques du systéme a un troisicme élément, bien déterminé, du
méme systéme.

[I. Ce mode de composition est assoctatif.

Si 'on représente par (u, ¢) le résultat de la composition de Iélé-
ment w avee I'élément ¢, on aura par conséquent, entre trois ¢léments
quelconques du systeme, Uidentité

(a,(b,¢))=((a,b),c).
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III. Un méme élément composé avec des éléments qui différent entre
eux donne encore des éléments qui différent entre eux.

On peut done conclure des identités

(a,u) =20, (a,0)=1">
I'identité
u = .

IV. Tous les élements du systéme sont obtenus, et chacun d’eux est
obtenu une seule fois, par une composition répétée de [’un d’eux, conve-
nablement choisi, avec lui-méme, c’est-a-dire en composant cet ¢lément a
avec lui-méme, ce qui donne (a,a), puis avec U’élément (a, a), ce qui
donne (a,(a, a)) et ainsi de suite.

Il est facile d’établir que ces hypotheses permettent de former d’une
seule maniére une table de composition des éléments du systeme, ¢’est-
a-dire une table donnant le résultat de la composition de I’¢lément «,
choisi d’'une maniere quelconque, avec I'élément ¢, quelconque égale-
ment.

Si, par exemple, nous continuons & représenter par « I’élément qui
sert & obtenir tous les autres, la propriété associative de la composition
donnera l'identité

(N (ay(a,a))=((a,a)a,).

On peut doncreprésenter les éléments (a, (@, a)) et ((a, a), a) par
un méme signe (a, @, @) obtenu en supprimant les parenthises inté-
rieures.

Cette propriété associative donnera également les identités

(2) (a,(a,a,a))=((a,a),(a,a))=((a,a, a),a),

qui permettent encore de représenter par un méme signe («, a, @, a),
obtenu comme précédemment, tous les ¢léments qui y figurent.

Il est clair que le méme raisonnement peut étre répété sans condi-
tions et qu'on obtiendra ainsi une suite illimitée d’¢léments représentis
par les signes

. a, (a,a), (a,a,a), (a,a,a,a), ...,

dont la loi de formation est immédiate. Les identités (1), (2), ...,
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écrites successivement, constituent une table de composition de ces
éléments. '

Enfin, la représentation méme de ces éléments montre que leur com-
position est commutative ('), ¢’est-a-dire que 'on a identiquement

(e, 0) = (v, ),

quels que soient les éléments u, ¢ du systeme.

Les éléments a, (a, a), (a, a, a), ..., que nous venons de définir,
sont appelés nombres entiers positifs. On les représente d’ordinaire,
pour la commodité de I'écriture, par des signes spéciaux 1, 2, 3, ...,
formés d’apres des regles qui constituent la numération. On appelle
addition 1a composition a Paide de laquelle tous les entiers positifs
dérivent de Ientier un, et I'on représente par (« -+ ¢) le résultat de
Paddition des entiers « ct ¢.

Tout cela est bien connu; nous avons jugé utile de le rappeler, afin
de fixer parmi les propri¢tés des entiers positifs celles que nous em-
ployons & les définir.

Nous aurons souvent dans la suite & considérer des systemes d’¢lé-
ments qui possedent les propriétés I, 1L, IIT du systeme des nombres
entiers positifs : on dit que les élements de ces sysiemes forment un groupe
pour le mode de composition considere. Les entiers positils composés par
addition forment par conséquent un groupe G.

2. La table de composition du groupe G montre immdédiatement
(qu'aucun entier positif mis & la place de 2 ne peut vérifier la relation
(r ) =1,

Proposons-nous de chercher s’il est possible de former un nouveau
systeme d’¢léments satisfaisant aux conditions suivantes :

[. Pour un certain mode de composition, les céléments du systéme
forment un groupe.

Il. Le systéme renferme les nombres entiers posiifs et la table de com~
position relative @ ces enticrs est wdentique a leur table d’addition.

(1) Cf. 1. PoINCARE, Sur la nature dw raisonnement mathematique (Revue de Métaply =
sique et de Morale; 1894).

dnn. de §Le. Normale. 3¢ Série. Tome XV, — JuiLLer 1898, 33
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1. Un élement au moins du nouvean systéme, mis a la place de x,
vérifie la relation
(1+2)=1,
ot l'on a conservé, pour indiquer la nouyelle composition, le signe de
Uaddition des entiers posuifs, ce qui est évidemment legitime.

On reconnait immédiatement qu’un seul élément du nouveau sys-
teme peut vérifier la relation (r + ) =1; le développement des hypo-
theses précédentes conduit d’ailleurs uniquement aux identités

(¢ +a2)=ux,

(x4 a)=(a-+x)=ua,
dans lesquelles a est un entier positif quelconque. 11 résulte de Ia que
le nouveau systeme peut étre formé par les entiers positifs et un seul
élément nouveau «. On nomme cet ¢lément =zéro ¢t on le représente
par le signe o.

La composition des ¢léments du nouveau systeme, que nous conti-
nuerons & nommer addition, reste commutative ().

3. On peut conclure de 'examen de la table d’addition du systeme
formé par zéro et les entiers positifs, qu'aucun élément z du systeme

ne vérifie la relation
(a+ax)y=10>

«

des que b précede @ dans la suite naturelle des nombres o, 1, 2,3, ...
Considérons la premiere relation satisfaisant a cette condition :
(1+x)=o0
¢t proposons-nous de former un nouveau systeme d’éléments qui
possede les propriétés suivantes :
L. Pour un certain mode de composition les éléments du systéme forment
un grou[)e.

(') Nous ferons observer ici, une fois pour toules, que c’est I’ élude directe des gran=~
deurs géomdétriques, mécaniques on physiques qui conduit pratiquement & introduire dens
le raisonnement de nouveaux éléments; nous nous préoccupons uniquement de montrer
comment cetle introduction peut étre faile saus sortir du domaine de la logique pure.
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II. Le systéme renferme les entiers positifs et séro; la table de composi-
tion relative a ces éléments est identique a leur table d’ addition.
HIL. Un élement au moins du systéme vérifie la relation

(1 +a)y=o.

Sans insister sur le développement de ces conditions, nous rappel-
lerons que le nouveau systeme ne renferme qu’'un élément possédant
les propriétés attribuées & @, mais qu’il renferme une suite illimitée
d’éléments nouveaux. A chaque entier positif @ correspond 'un de ces
éléments y qui vérifie la relation

(a+y)=o0

et si I'on désigne par (— 1) I'élément & ct par (— a) U'élément y,
I'élément (— @) est formé par addition répétée de I'élément (— 1),
comime-a est formé avec 1. La composition des éléments est toujours
commutative.

Les nouveaux éléments (— 1), (—2), (—3), ... portent le nom
d’entiers négatifs. Ajoutons que, dans le systeme formé par zéro et les
entiers, il existe toujours un élément et un seul qui, mis a la place
de «, vérifie la relation

(a +2)=0,

a et b désignant deux éléments quelconques du systeme. On aurait
d’ailleurs pu obtenir les nouveaux ¢léments en se proposant de former
un systeme satisfaisant a cette condition.

4. Soient @ et b deux éléments quelconques du systeme formé par
zéro ot les entiers; si nous posons identiquement

(a.1)==«a

(a.(b+1)=a.b)+a),

nous avons défini un nouveau mode de composition de ces ¢léments
qu’on appelle multiplication. Ce mode posstde également des propriétés
simples que l'on peut ¢tablir en partant des identités précédentes ()3
nous rappellerons seulement celles dont nous aurons besoin plus tard :

(1) H. PoINCARE, loc. cit.
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On a d’abord, quel que soit I'élément @ du systeme
(a.0)=o.

Si I'on supprime zéro 'on obtiendra un nouveau systeme, dont les
¢léments composés par multiplication forment un groupe. La multi-
plication est d’ailleurs commutative comme 'addition.

Enfin, quels que soient les entiers a, b, ¢, on a identiquement :

(a.(b+c¢))— (a.b)+(a.c),

ce qu’'on énonce en disant : La multiplication est distributive par rapport
 {addition.

L'étude de la constitution du groupe formé par les nombres entiers
lorsqu’on les compose par multiplication conduit & reconnaitre .que
tous ces nombres peuvent s’'obtenir par multiplication de certains
d’entre eux qu’on appelle nombres premiers. La théorie de la décompo-
sition des nombres en facteurs premiers, ou une é¢tude directe, théorie
de la divisibilité, permet de décider s’il existe ou non un entier  véri-

fiant la relation
(a.r) =10

dans laquelle @ et b sont deux entiers donnés. Cest la considération
des relations de cette forme qui ne sont vérifiées par aucun entier,
qui amene a introduire dans le raisonnement de nouveaux ¢léments :
les nombres rationnels.

II. — Nombres rationnels.

5. Nous savons que les entiers composés par multiplication for-
ment un groupe. Il est aisé de voir que la table de composition de ce
groupe, table de multiplication, supposce construite, suffit & définir ces
dléments, ¢’est-a-dire qu’on en peut conclure I'existence d’un deuxitme
mode de composition des ¢l¢ments qui possede les propri¢tés de ’ad-
dition, la table de composition relative & ce mode étant identique A la
table d’addition. Ce point étant admis, proposons-nous de définir un
nouveau systeme satisfaisant aux conditions suivantes :
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1. Les eléments du systéme, composés par un certain mode, forment
un gl“Ollpe.

1. Le systéme renferme les nombres entiers et la table de composi-
tion relative @ ces éléments est identique a leur table de muliplica-
ton.

III. Le systeme renferme toujours un élément x qui vérifie la rela-
lion

((Z J') = b,

ou I’on a conservé pour indiquer la nouvelle composition le signe de
la multiplication, @ et b désignant deux éléments quelconques du
systeme.

Le développement de ces conditions conduit & établir que les élé-
ments nouveaux s’obtiennent en multipliant par des nombres entiers
ceux qui vérifient des relations de la forme

(a.z) =1,

a désignant un entier dillérent de + 1 et de — 1, ou bien encore qu’ils
résultent de la composition entre eux et avec les nombres entiers des
éléments satisfaisant aux relations

(p.x)==1,

olt p est un nombre premier. La composition des nouveaux éléments
entre eux et avec les entiers est encore commutative, on continue A
Vappeler multiplication ; les nouveaux éléments sont dits nombres ra-
tionnels.

Nous ferons observer qu’il est maintenant possible d’établir 'exis-
tence d’un second mode de composition des nombres rationnels entre
eux et avec les entiers, qui possede les propriétés de I'addition; tel,
par exemple, que la multiplication soit distributive par rapport a I'ad-
dition.

On peut conclure de Ii que la composition par multiplication des
nombres rationnels et de zéro, qui a été écarté jusqu’a présent, suit
les mémes lois que celle des entiers et de zéro, c’est-a-dire qu’on a
toujours

(0.a¢) =(a.0)=o.
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Les relations
(0.2) =a,

ol a est différent de zéro sont donc les seules qui n’admettent pas de
solution dans le systeme formé par les nombres entiers et les nombres
rationnels. Ces relations sont 1mposSIBLES en raison du réle singulier jouc
par zéro dans la multiplication.

Ajoutons que la relation (o.x) = o est vérifiée par tout élément x
du systeme : nombres entiers ou rationnels et zéro ().

III. — Variables. Polynomes. Fractions rationnelles.

6. Les éléments considérés jusqu’a présent sont liés aux nombres
entiers par des relations qui suffisent & les isoler; on les nomme, pour
cela, éléments déterminés ou numérigues. Nous allons en définir qui
posstdent des propriétés plus générales : les éléments indéterminés et
les éléments variables.

Un élément indéterminé est un élément qui peut étre choisi d'une
maniére arbitraire, dans un systeme d’éléments déterminés; il possé-
dera, par conséquent, les propriétés communes a tous ces éléments.
Par exemple, un nombre rationnel indéterminé o se composera avec
les nombres rationnels et avec lui-méme, suivant deux modes qui
posséderont les propriétés de I'addition et de la multiplication des
nombres rationnels. Si 'on adopte la notation o™ pour représenter le
produit de m facteurs a, tous les ¢éléments déduits de o par ces deux
modes sont de la forme

a-+ba—cat...+ (o,

les éléments @, b, ...,/ étant des nombres rationnels déterminés. Ce
sont les polynomes en «; leur calcul suit nécessairement les mémes
lois que celui des nombres rationnels. La considération des relations
Az =B ou A et B sont des polynomes en «, qui ne sont vérifices par

(*) Nous verrons dans la suite I'importance exceptionnelle de ces deux circonstances,
sur lesquelles repose toute la théorie des singularités des fonctions d’une ou de plusicurs
variables.
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aucun de ces éléments, conduit & définir des éléments nouveaux qu’on
. B . . Y

représente par et quon appelle fractions rationnelles en . Ces élé-

ments suivent encore nécessairement les lois du calcul des nombres
rationnels.

A coté des propriétés générales de composition que nous venons de
rappeler, les éléments indéterminés posstdent des propriétés spéciales
qui dépendent du systeme particulier d’éléments numériques auxquels
ils appartiennent; un entier indéterminé possede, par exemple, des
propriétés qui n’appartiennent pas d un nombre rationnel indéterminé.
On parvient aux ¢léments variables en ne conservant que les pro-
priétés générales de composition des ¢léments indéterminés. Un élé-
ment variable x se composera avec lui-méme et avec les nombres rationnels
sutvant deux modes qui possédent les propriétés de 'addition et de la mul-
tplication des nombres rationnels, et ce sont la toutes ses proprietés ().

Les éléments qui résultent de cette composition sont de la forme

a-+bx4cat—+. ..+ lam,
oules a, b, ..., {sont des nombres rationnels et les lois de leur caleul
sont celles du calcul des nombres rationnels. On peut, de plus,
affirmer que deux polynomes en x qui ne renferment pas les mémes puis-
sances de x avec les mémes coeffficients sont deux ¢léments distincts.

Aux polynomes en «, la considération des relations

Ay =B,

(1) On considére souvent des éléments nommés paramétres ou constantes arbitraires,
qui possédent les mémes propriétés de composition que les variables; ils r'en différent
que par la maniére dont ils se comporient dans le viryERENTIATION, les différentielles
des constantes ¢tant nulles et celles des variables étant de nouvelles variables. On com-
prendra plus loin les raisons de ces dénominations distincles.

Ajoutons que les variables, telles que nous les définissons, sonl ce qu’on appelle d’ha-
bitude des variables complexes, qui peuvent étre représentées géométriquement par les
points du plan de Cauchy ou par des segments géoméiriques. Cest d’ailleurs celte coin-
cidence qui est la véritable raison de Uimportance des variables complexes en dnalyse;
dans I'Analyse pure, en cffet, ce sont les propriétés logiques qui jouent un réle essentiel;
dans I'Analyse appliquée, l'exislence ou la non-cxistence, dans un ensemble détermind,
d'6léments réalisés possédant ces propriétés, peut modifier du tout au tout ce point de
vue.
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dans lesquelles A et B sont deux polynomes, qui ne sont vérifices par
aucun polynome mis & la place de y, permet de rattacher des élé-

k] 4 B b . .
ments y qu’on représente par — et quon appelle fractions rationnelles

en «; ces éléments, bien définis, suivent encore les lois du calcul des
nombres rationnels. Ceci peut s’étendre immédiatement en considé-
rant plusieurs ¢léments indéterminés o, f, v, ... ou plusieurs élé-
ments variables x, y, z, ..., ou a la fois des éléments indéterminés
et des éléments variables; nous n’y insisterons pas.

Ajoutons cependant que le systeme formé par les polynomes et les

fonctions rationnelles de plusieurs variables «z, y, z, ..., & coefficients
rationnels, déterminés ou non, possede les deux propriétés suivantes :

I. 1l existe toujours un élément et un seul du systeme, X, qui vérifie

relation
A-+X =B,

olt A et B sont deux éléments quelconques du systeme.

II. Il existe toujours un élément et un scul du systeme, X,, qui

vérifie la relation
1\1 Xl = ]jl’

B, étant quelconque et A, différent de zéro.

Lorsque A, =B, = o, tout élément du systeme mis a la place de X,
vérifie la relation.

Lorsque A, = o, B, étant différent de zéro, aucun élément du sys-
teme ne vérifie la relation.

Suivanl une dénomination consacrée, nous désignerons le systeme
précédent sous le nom de domarne de rationalité absolu ou de domaine
absolu, ou simplement d’absolu.

IV. — Nombres et fonctions algébriques.

7. Tous les éléments étudiés jusqu’ici sont définis sans ambiguite,
¢’est-a-dire d’une maniere unique, par leurs liaisons avec les éléments
déja connus. CETTE CIRCONSTANCE NE SE PRESENTERA PLUS; lous les éléments
déterminés, c’est-a-dire non variables, que nous aurons & considérer
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maintenant ne seront definis par leurs liaisons aux éléments précédents,
c’est-a-dire & U’sssoLu, gu'avec un certain arbitraire. La connaissance
précise de cet arbitraire nous permettra de fixer ce qu’il y a de déter-
miné dans le calcul de ces éléments; elle nous permettra aussi de les
classer..Une étude ultéricure de la classification naturelle, 3 laquelle
on parvient ainsi, en montrera I'importance.

Le premier exemple d’éléments qui ne sont définis qu’avec une cer-
taine ambiguité est donné par les nombres algébriques, dont nous allons
maintenant résumer les principales propriétés (').

Le produit de deux polynomes en x & coeflicients rationnels est un
polynome en 2 & coellicients rationnels. Tout polynome en 2 4 coeffi-
cients rationnels peut-il inversement étre regardé comme le produit
de deux polynomes de méme naturc? Une théorie ¢lémentaire (théorie
de la divisibilité) montre qu’il n’en est rien.

Par un nombre limité d’essais, fix¢ & I'avance, on peut mettre tout
polynome F(x) & coefticients rationnels sous la forme d’un produit

SH(2) gb(w).. 1 (2),

de polynomes & coefficients rationnels pour chacun desquels une dé-
composition analogue n’est plus possible (polynomes irréductibles) ou
bien reconnaitre 'impossibilité de cette décomposition.
L’identité
F(e)=(x—a) I (x,2)+ F(x),

olt @, désigne un nombre rationnel arbitraire, nous montre qu’on
obtiendra les nombres rationnels 2, qui vérifient la relation

F(z,)=o,
en ¢galant & zéro les polynomes f(x), g(x), ... factewrs de F(x) qui
sont du premier degré en . Tout polynome F(2) qui n'admet pas de

diviseurs rationnels du premier degré, ne s’annule pour aucune déter-
mination rationnelle de «.

(1) On pourra consulter, pour plus de délails sur ce sujet, I'Zntroduction @ U’élude de
le Theorie des nombres et de U dlgébre supéricure (2° Parlic, Algcébre supéricure).
Librairic Nony; 18¢5.

Ann, de U'Ec. Normale, 3> Série. Tome XV. — JuLLer 18¢8. 34
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Supposons que F(z) n’admette pas de diviseurs rationnels du pre-
mier degré, ni méme d’aucun degré, et proposons-nous de rechercher
s'il existe, dans I'ensemble général formé par les constantes arbi-
traires, des éléments z qui vérifient la relation

F(z)=o.

En désignant par o, I'un de ces ¢léments, on pourra encore écrire
I'identité
Fa)= (2 —wx)F (2, 2,) 4 F(z1),
et conclure de la et de la relation

F(z)=o,
la relation
(¢ —ax) Fi(2x, x,)==o0.

La propriété distributive de la multiplication étant conservée dans
I'ensemble général des constantes arbitraires, on peut affirmer que,
pour qi’un produit de [acteurs soit nul, il faut et o suffit que U'un des
Jacteurs soit nul; si done @ est différent de x,, on aura

Fy(x, ) =o.

Soit x, un élément vérifiant cette derniere relation, Uidentité

nous montrera de méme que tout élément x,, différent de 2, et de .,
qui vérifie la relation
Fi(z,z,)=0
vérifie également
Fy (g, 23y 21) = 0.

Le raisonnement se continue manifestement jusqu'a «, lorsque le
polynome F(x) est de degré n, et les éléments z,, ., ..., x, devront
vérifier les relations

F(z,) =o,
Fi (2, z,) = o,
() Py (g, g, 1) == 0,
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On pourra conclure aussi de Ia I'identité
Flz)=(z—a)(x—a2,)...(x—2,),

et il est clair que cette identité suffit pour que F(x) s’annule pour
=2, &=2, ..., =2, Ge polynome F(x) ne peut s’annuler
pour aucune autre détermination de «.
Posons
F(x)=a"— pya '+ pyx"2 4. . .4 (—1)"p,,

et désignons par S, S,, ..., S, les sommes des produits un & un, deux
adeux, ...,n 4 ndes ¢léments v,, x,, . .., x,; il résulte des remarques
précédentes que, s’il existe des ¢léments satisfaisant & la relation

¥(z)=o,

ces ¢léments distinets sont au nombre de 72 et doivent vérifier les rela-
tions (I) ou encore les relations (1T)

(IT) 5= py, 82:]727 R S.= pu.

Ces conditions sont d’ailleurs suffisantes.

8. Nous sommes ainsi amenés & rechercher toutes les conséquences
des relations (1) ou (IT), et il suffira d’établir qu’elles ne sont jamais
contradictoires pour démontrer I'existence des ¢léments z,, ,, ..., 2,
quonappelle des nombres algcbriques.

Nous étudierons tout de suite le systeme plus général formé des
relations

(S) Fi(zxy, @3y ..., xy)==0 (i=1,2, ..., p),

ot les Fsont des polynomes & coefficients rationnels. Les conséquences
nécessaires de ces relations s’obtiennent toutes en appliquant les deux
remarques suivantes :

Si l'on a
A=o, B=o,

on a aussi

KA + pB=o,
X et p. étant deux éléments de I'ensemble formé des constantes arbi-
traires et des variables.
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Sil’on a o
A*BPF=o,
on a aussi
AB =o.

La théorie du résultant apprend i ramener ces conséquences a leur
forme la plus simple : nous rappellerons qu’en posant

3= UL Us XLyt o o= Uy Do,

ol les  sont des nombres rationnels indéterminés, Liouville a montré
comment, par un procédé régulier, on parvient a les définir & I'aide
d’une seule équation

nRi(5> L1y Loy « s xn.—l') =0,

dontle premier membre est un produit de polynomes et qu’on appelle
la résolvante geéncerale du systeme.

Parmi les différents systemes (S), nous considérerons plus particu-
lierement ici ccux dont la résolvante ne renferme plus aucune des
lettres &y, ,, ..., x, ot s’éerit par conséquent

R,(z)=o,

R, étant un polynome en z, u,, u,, ..., u, a cocfficicnts rationnels,
qu’on peut supposer sans diviseurs multiples.

Ces systemes seront appelés determinés.

Les équations (S) sont elles-mémes des conséquences nécessaires
des relations

(T) er(z) =0,
z:D,R,(5)+ D, R.(5)=0 (i=1,2,...,n),

en nombre (n +1), dont » seulement sont distinctes et ou D, R,(z)

représente un polynome bien déterminé, la dérivée partielle de R,(z)

par rapport a u;.

Lorsque le résolvant R,(z) formé par les méthodes régulitres ne
renferme pas z, il se réduit & une constante; les ¢équations (S) qui
entrainent la relation
R, (z) =0,
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conduisent alors & une contradiction : on dit que le systeme (S) est
incompatible.

Si le résolvant R,(s) renferme =z, deux cas peuvent se présenter
sulvant que ce polynome est ou non réductible lorsque les u sont
indéterminés.

Si le résolvant R, (=) est irréductible, toute relation entitre en 3, &
coefficients rationnels en u,, u,, ..., u,, compatible avec la relation

R.(s)=o,

est une conséquence nécessaire de cette derniere, c’est-a-dire est com-
prise parmi les relations
AR, (3) =o,

oll A est un polynome en z, u,, u,, ..., u,.
Sile résolvant R,(z) admet des diviseurs rationnels, il n’en est pas
de méme; soit ¢,(s) I'un de ces diviseurs, la relation

9n(5) =0
est compatible avec la relation

R,(s)=o

sans cn étre une conséquence nécessaire. Les relations (T) peuvent se
partager en divers groupes
0.(5) =0,
i D;0,(5)+Dy0,(5)=0 (i=1,2, ..., n),

relatifs aux divers diviseurs rationnels de R,(z), ct les relations de
'un de ces groupes sont incompatibles avec celles de chacun des
autres.

Ceci subsiste lors méme que les « ne sont plus arbitraires, mais
recoivent des déterminations pour lesquelles R, (z) n’a pas de diviseurs
multiples.

Les systemes (S) se partagent donc en deux classes :

1° Les systémes irréductibles, tels que toute relation rationnelle en ,,
%y, - .., &, compatible avec les équations (S), est une conséquence
néeessaire de ces équations et peut s’obtenir en les combinarit linéai-
rement;
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20 Les systémes réductibles, pour lesquels on peut écrire entre les
des relations rationnelles qui, sans cesser d’étre compatibles avec les
relations (S), n’en sont pas des conséquences nécessaires. Ces der-
niers systemes se décomposent en un certain nombre de systemes
irréductibles distincts.

L’exemple le plus simple de tels systemes est fourni par une seule
relation

F(z)=o.

1° Si F(s) est irréductible, toute relation ¢(z) = o, compatible
avec la relation F(z) = o, en est une conséquence nécessaire,

9(s) =2(s) F(s),
A étant un polynome.
2° 8i F(z) = (z) {(z), on peut déduire de la relation

F(s)=o,
soit la relation

¢(z)=o,
soit la relation

v(s)=o,

et lorsque F(z) n’a pas de diviseurs multiples, ces deux relations
s'excluent 'une I'autre; aucune d’elles n’est une conséquence néces-
saire de la relation F(s) =o.

9. L’application des résnltats précédents au systeme
(II) 81:1’1, S2 == Pa, Ceey Sn:pn

se fait de la maniere suivante :

Le systeme (II) est determiné puisque chaque élément z,, x,, . ., z,
vérifie la relation F(x) = o0; ¢'il admet une solution z,, z,, ..., x,, la
symétrie des premiers membres montre qu’il en aura au moins n!,
obtenues en permutantles « d’'une maniére quelconque. Il ne pourra
en avoir plus, puisque le degré de la résolvante ne peut surpasser le
produit des degrés des équations du systéme.

Le produit
O(s— w2, — gz, —...— u, z,,)
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étendu & toutes les permutations ., r,, ..., r, des entiers 1, 2, ..., »
est une fonction symétrique des x. On sait donc I'exprimer et d’une
seule maniere a Uaide de S, S,, ..., S,.

Soit R(=,S,,S,, ..., S,) le résultat obtenu; I'identité de Taylor

11(‘3’ SH S27 -~~)Sr!>:1{(;’ pl:pﬂ -~-:[’n)
+2(S;—pi) D, Rz, prs pas o s pn) +. ..

nous montre, en remplacant z par w,x, -+ u, @, +. ..+ 1, x,, auquel
cas on a identiquement

R(G, 81, Sy, .. o S/1) =0,
que la relation

R(s, p1, pas ooy pn) =0

est une conséquence nécessaire des relations
(”) Sl =1 Sz 2 Pay ey S,I_ —

¢t une combinaison linéaire de ces équations. C'est donc la résolvante
generale du sysiéme (11); elle renferme = quels que soient les coeffi-
cients p,, Pos o ooy Po

Le polynome R(z, py, pu, ..., pu) est, d’ailleurs, sans diviseurs
multiples lorsque les wsont indéterminés.

Donnons aux « des déterminations telles que cette derniére pro-
priété subsiste; on peut allirmer qu’il existe un ¢lément au moins, C,
qui vérifie la relation

R(E, piypay -+ oy Pu) =03

car toules les conséquences de cette hypothése se ramenent  la rela-
tion -

?('Q,[)n YZTIRR ‘y[)u) =0,
¢ désignant un diviseur rationnel zrréductible de R. Les formules

DR, p) + DR, p)=0 (i=1,2, ..., n)

donnent alors Uexpression de n éléments &, &, ..., &, qui, mis a la
place des «, vérifient les relations (IT).
L’existence des n racines de toute équation algébrique irréductible
de degré n, ’
F(x)=o,
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A coefficients rationnels, est donc établie. On en conclut immédiate-
ment l'existence des racines de toute équation a coefficients ration-
nels.

10. Les remarques précédentes donnent tout ce qu’il y a d’essen-
tiel dans la théorie des nombres algébriques :

Si la résolvante R(z, p,, ps, .., ) = 0 est irréductible, il cn est
de méme du systeme (1I). On ne peut ajouter aux équations (II) que
des relations rationnelles qui en sont des conséquences nécessaires ct,
par conséquent, distinguer les éléments z,, a,, ..., 2, de ceux qu’on
en déduit par une permutation quelconque. L’équation F(x) = o est
generale.

St la résolvante R(s, p, py, ..., p,) =0 est réductible, le sys-
teme (II) se décompose en plusieurs systémes irréductibles. On passe
de T'un a lautre par une permutation des x et, par conséquent, les
divers facteurs de larésolvante sont de méme degré. Les relations qui
forment I'un de ces systemes demeurcnt invariables pour certains
échanges des x entre ecux, qui forment nécessairement un groupe,
c’est-d-dire que la succession de deux échanges possédant cette pro-
priété équivaut & un seul échange possédant la méme propriété. Le
nombre des échanges possibles, c¢’est-d-dire des substitutions du
groupe, est le degré du facteur irréductible de la résolvante.

A toute équation F(x) = o spéciale correspond donc un groupe de
substitutions G de n lettres, nommé groupe de rationalité, définissant
Parbitraire qui subsiste toujours dans la définition des racines al'aide
des relations rationnelles qu’elles vérifient. Ce groupe n’est déterminé
qu’a une permutation pres des lettres z,, @,, ..., 2,. Toutes les fonc-
tions rationnelles des x, invariables par les substitutions de ce groupe,
sont des nombres rationnels, ¢t réciproquement.

Une étude de la structure du groupe G, c’est-i-dire de la maniere
dont les différentes permutations

Ph PZ’ vy PZ,

qui appartiennent & ce groupe, s’échangent entre elles lorsqu’on
effectue sur les « 'unc de ces permutations, permet de ramener tout
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groupe de substitutions & une forme canonique : décomposition. nor-
male d’un groupe en facteurs, ol les facteurs seuls sont déterminés. 11
en résulte une solution du probleme qui consiste & parvenir a une
définition précise des racines d’une équation en faisant intervenir
d’autres nombres algébriques bien déterminés, c¢’est-i-dire de la réso-
lution algebrique. On démontre que les nombres algébriques qui con-
duisent 4 'une de ces solutions peuvent toujours étre choisis parmi
les fonctions rationnelles des racines.

Enfin tous les nombres algébriques sont des fonctions rationnelles
de certains d’entre cux, les nombres algébriques normaux, racines
des équations dont toutes les racines sont les fonctions rationnelles de
I'une d’elles.

11. Tous les résultats précédents s’étendent, reutatis mutandis, aux
Jonctions algébrigues d’une ou de plusieurs variables. On est conduit a
ces ¢léments en observant que la relation

(I) F(S, Zyy Loy ...,x,,):o,

olt F est un polynome & coefficients rationnels, irréductible méme apres
I'adjonction de nombres algébriques convenables, ou de fonctions algé-
briques de moins de n variables, ne peut &tre vérifice en mettant a la
place de z une fonction rationnelle de x,, x,, ..., z,.

Si l'on cherche, dans 'ensemble des fonctions arbitraires des n va-
riables z,, @,, ..., 2z, (c'est-a-dire dans ’ensemble des éléments qui
posstdent entre eux, et avec les fonctions rationnelles de ces variables,
les deux modes de composition, addition et multiplication, dont nous
avons mis en évidence les propriétés générales) des éléments qui peu-
vent vérifier la relation (1), on trouve, en opérant comme nous 'avons
fait plus haut pour les nombres algébriques, qu’il en existe p distincts
2y, By, « e, 5y, lorsque p est le degré en s du polynome F: ce sont les
fonctions algébriques de x,, ..., x,.

Les systemes d’¢quations & considérer doivent avoir une résolvante
générale de la forme

R(Z, =y, 9y ..., 2,) =0,

dnn. de I’ Ec. Normale. 3¢ Série. Tome XV. — Juuisr 1898, 35
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sinon les fonctions ne dépendraient pas des » variables. La notion de
Pirréductibilité subsiste sous la méme forme.

Les éléments z,, =, ..., 5, ne sont jamais définis, par les relations
rationnelles qu’ils vérifient, qu'a certaines permutations pres formant
un groupe G, qui est le groupe de rationaliié de I'équation (1).

On peut aussi indiquer une marche canonique, basée sur la décom-
position. du groupe G en facteurs, pour parvenir aux éléments sz,
Z4, ..., 5p, €0 faisant intervenir des fonctions algébriques bien déter-
minées.

Ces questions n’ont d’ailleurs jamais été traitées d’une maniere
complete et mériteraient une étude approfondie que nous ne pou-
vons faire en quelques pages.

Nous ayons seulement voulu indiquer ici les méthodes générales qui per-
mettent, en Algébre, d’introduire dans le raisonnement des éléments nou-
veauz et de fixer leurs propriétes, afin de mettre en évidence la parfaite
analogie qu’elles présentent entre elles et avec celles qui nous seryiront tout
a U'heure en Analyse.

12. 11 convient cependant d’insister, avant de passer & un autre
ordre d’idées, sur deux circonstances dont nous retrouverons plus
tard les analogues.

Lorsqu’on étudie les fonctions algébriques de n variables et leur
calcul, toutes les divisions par des fonctions de ces variables qui ne
sont pas identiquement nulles sont des opérations possibles. Il n’en
est pas de méme quand on considere les correspondances établies par
ces ¢léments entre des nombres algébriques ou des fonctions algé-
briques de moins de n variables, correspondances qu’on obtient en
fixant dans le systeme des nombres algébriques les déterminations
d’une ou de plusicurs variables. L'examen de ces divisions amene 3
considérer des domaines singuliers, définis par des fonctions algé-
briques de moins de n variables, qui jouent un trés grand role
dans I’étude des correspondances dont nous parlons. Tels sont, en
particulier, les domaines obtenus en égalant & zéro les divers divi-
seurs du discriminant de 1équation qui définit les fonctions algé-
briques elles-mémes. Les divisions par zéro sont d’ailleurs les seules
opérations impossibles, ¢’est-a-dire les seules 2 examiner.
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Dans les théories esquissées nous avons constamment distingué,
parmi les n + 1 variables z, x,, ..., a, qui vérifient une relation algé-
brique

(I) F(;"I'hxﬂa ---ywn):O;

I'une d’entre elles =, regardée comme une fonction de autres. Suppo-
sons que l'on passe des clemcnts z, 2 aux éléments =/, o' par des rela-

tions
"“/<~'7 "1),"‘7‘1.,”)’

zi= X (&), &y, ..., x) (i=1,2,...,n),

ou Z et les X sont des fonctions rationnelles de leurs arguments, qui
permeltont en se servant ou non de la relation (1), d’exprimer =’ et
les 2’ par des formules analogues; les propm,lcs essentielles de la fone-
tion = des @ et celles de la ton(,tlon " des 2’ seront évidemment les
mémes.

Un autre point de vue consiste i regarder dans une relation alge-
brique tous les ¢léments comme jouant Ie méme role, attention étant
portée non plus sur les éléments qui la vérifient, mais sur la relation
clle-méme ou sur son premicr membre. Il est clair qu’alors deux rela-
tions

J(x,y) =0, ¢(&n) = o,

telles que U'on puisse passer de U'une & 'autre par des transformations

z =Ry (&), E=nr(x,)),
y::RQ(E,‘I)), n=ry(z,y),

olt les R et les » sont rationnels, ne posséderont pas de propriétés
essentielles distinctes.

Ceci dit pour faire observer que, avec le point de vue, chanfvent
aussi les propriétés essentielles des éléments que I'on considere.
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CHAPITRE II

LES SYSTEMES COMPLETEMENT INTEGRABLES ET LE PROBLEME
DE LINTEGRATION LOGIQUE.

I. — Différentielles et dérivées des polynomes.
Fonctions dérivables.

1. Soient x une variable, y une fonction de  définie par I'identité
y=J/(x),

ot f(x) représente un polynome & coefficients rationnels ('); dési-

gnons par dx une nouvelle variable, indépendante de , et formons le

développement de /(2 + dx) suivant les puissances croissantes de dw
dx

X , {22
J(@ +da) =[(2) + = /(@) + Z= (@) +.
nous définirons une fonction de z ct de dx que nous représenterons
par dy en écrivant I'identité
dy = f!(x) dx.

La variable dx s’appellera différenticlle de 2, 1a fonction dy s’appel-
lera différentielle de y; dy représente, par conséquent, I'ensemble des
termes du premier degré en de dans le développement de /(2 + dx).

La fonction " de « définie par I'identité

dy — y' dx =o,
¢’est-d-dire
. y'=s"(z),

sera dite déripée premiére ou simplement dérivée de la fonction y.

(1) Dans fout ee qui suit, & moins d'indication expresse du contraire, nous appellerons
rationnels des ¢léments qui appartiennent & un domaine naturel pouvant renfermer des
variables, indépendantes de celles sur lesquelles nous raisonncerons explicitement.
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Répétons avec la fonction y’ ce que nous venons de faire avec y,

c¢’est-d-dire formons
dx
S(x+dx)=f"(z) + —I—f”(x) 4.,
et posons
dy'= f"(x)dx;

dy" sera la différenticlle de y” et la fonction y”, définie par I'identité

dy'—y"dx =o,

scra la dérivée premicre de y’ ou la dérivée seconde de y. On définira
de méme dy”, dy”, ... ety", y", ....

La théorie des fonctions algébriques a pu montrer déja Uintérét qui
s'attache & la considération des éléments y’, »”, ...; nous voulons
sculement mettre en évidence une propriété essentielle du calcul de
ces ¢léments.

_Les relations de définition

y=r(z), y=[(=), y=/"(2),

permettent de former en nombre illimité des identités

oz, ¥,y ...)=o0,

dont le premier membre est un polynome; si l'on remplace dans

lune quelconque de ces vdentités ax par x + dx, y par y +dy, y' par

Yy +dy', ..., Uensemble des termes qui sont, dans le premicr membre,

du premier degrée par rapport aux différenticlles, est identiquement nul.
Les relations

y=Js(), y=S(2), y=/"z) ..
dont I’identité considérée est une simple combinaison linéaire, traitées
par le procédé indiqué, conduisent, en effet, aux relations
dy =f!(x) dz, dy'= f"(z) dz, dy"=f"(z) dz, ce

qui sont des identités d’apres la définition des différentielles.
Nous ajouterons que, si, dans la relation différenticlle ainsi obtenue,
on remplace les différentielles dy, dy’, dy”, . .. par les expressions cor-
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respondantes y'dx, y"dx, y"dz, ..., on obtiendra une identité
Qut Q)+ pyy . Gy =0,

ui renfermera nécessairement v lorsque y“—" est la dérivée d’ordre
q
le plus élevé qui figure dans 9.

2. Tout ce que nous venons de dire peut, avec d’évidentes modifi-
cations, étre répété dans le cas de plusieurs variables.

Considérons, pour fixer les idées, une fonction z de deux variables
seulement x et y définie par I'identité

s=/(z,¥),

dont le second membre est un polynome i coefficients rationnels.

Nous désignerons par dz et dy deux nouvelles variables indépen-
dantes, et nous définirons une fonction dz de «, y, dx, dy en prenant
dans le développement de /(z + dx,y -+~ dy) U'ensemble des termes
du premier degré en dx et dy

ds = fydx + f,dy.
Nous posons d’autre part Uidentité

~ ~
~ ~

ds — -~ dx —

dx dy

dy = o,

et nous aurons défini ainsi deux dérivées premicres de la fonction =:
. . . Js . f ey .o
I'une, représentée par le signe 5=, sera dite dérivée de = relative 2 2,
Js
dy
Les deux identités

I'autre =~ dérivée relative ay.

Js Jds
%'—fx’ W‘*—fy

Jz

permettront de méme d’associer o et gj—/ deux fonctions d% et dg}::
définies par les relations

19):;

A5 = fazda - foydy,

d = .’:::jyxdx +fyy(ly,
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. : n . ds 03
et par suite de définir pour chacune des expressions 9z’ oy deux
dérivées premieres a 'aide des identités

Jz Jd [0s d [0z
"%‘ﬁ(o})”"&;(ﬂ)dy—o’
Jds d (0ds d (03
a5~ 35 () 2= = 53 (35) or=v

Nous remarquerons immédiatement que les polynomes £, et /.
sont identiques; il en résulte donc

9 95\ _ 9 [0z
9z (5}> ~ oy <5?>
et trois dérivées secondes seulement sont distinctes. On les représente
0*z 0z 0%s
Il est clair qu’en continuant de la sorte nous définirons d’une seule
maniere les dérivées de z d’un ordre quelconque ('); nous consta-
terons en particulier que (n + 1) dérivées d’ordre n seulement sont
distinctes et nous les représenterons par

A

par les signes

05 0"z 0"z

On verrait aisément qu’il n’existe pas d’autres relations entre les
dérivées d'un polynome de degré quelconque, que celles qui résultent
de la remarque précédente.

Le calcul des fonctions entieres de «, y, =z et des dérivées suc-
cessives de z jusqu’a un ordre déterminé possede encore la propriété
que nous avons signalée dans le cas d’une seule variable. St dans une
relation

0z 0"z
(P x,y,:, o—x,...,()—)ﬂ; =0,

dont le premier membre est un polynome et que I'on suppose vérifiée

(*) Lorsque z cst un polynome d’ordre m, les dérivées d’ordre supérieur & m sont
toules nulles, mais comme nous nous proposons de donner des définitions applicables &
tout polynome quel que soit son degré, nous devons regarder ce fait comme un simple
accident.
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par les éléments précédemment définis ('), on remplace 1‘especti-

(); dlz.-
vement z, 3’95’5-_"" 5o par @ + da, y—l—dy,.,—f—a’.,() —|—d s
g;; —l—a’() 2 lensem})lc des termes qui sont du premier deo'r(, par

rapport aux différentielles est identiquement nul.
On a, par conséquent,
ds 0" 53
02d2 4+ 0y dy + @2ds + @y, d=— ... Qpu. d ~— =0,
v o 7 o ons ()],n,
o ().y"-
et si 'on substitue aux différentielles leur expression a l'aide de do
et dy, on pourra en conclure, puisque dx et &y sont deux variables

indépendantes, deux relations aux dérivées

() ()25 du-ﬁ-l;—-
Ve Palp TR0 gur TN R0k gy = O
().L' l))u
J3 25 ()n—H:
wy““@:""“’“—@)»‘ - -+<j9):z;""‘—"_—' :O)
SRy %= 9x Jy 0 gyt
J ox 4 dyn Y

qui seront des conséquences nécessaires de larelation g = o. Ajoutons
que ces relations renferment nécessairement des dérivées d’ordre
(n+1) lorsque les dérivées qui sont dans ¢ de Iordre le plus élevé
sont d’ordre 7.

3. Un examen attentif des résultats qui précedent montre qu’on
peut les obtenir en faisant simplement les hypotheses suivantes :

1° A tout élément u, pris dans le systéme des polynomes a une ou plu-
steurs variables, est associé un clément du, sa différentielle, tel que 'on

ait identiguement
d(u—~+v) =du—+dy,

d(ue)=udy 4 ¢ du;

2° La différentielle d’une constante est nulle ;
3° Les différentielles des variables indépendantes sont de nougelles
variables indépendantes.

(1) C'est-a~dire qu’en remplacant dans le polynome ¢ ces élémenls par leur expression
en x et y, on obtient un polynome identiquement nul.
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Ces hypotheses permettent cn effet de former I'expression qui donne
la différentielle d= d’un polynome & n variables z,, x., ..., @,,

ds = a,dz,+ asdrs—+. ..+ a,dz,,

ol les @, sont des polynomes dépendant de toutes les variables =,
Ly, ..., 2, ou de quelques-unes d’entre elles seulement, mais dont
aucun n’est nul. Ces coefficients seront, par definition, les dérivées pre-
miéres du polynome z; ils ne dependent pas des dx,.

On parviendra de méme aux dérivées d’ordre supérieur.

Les relations qui lient les dérivées d’ordre n d’un polynome, rela-
tions signalées plus haut dans le cas de deux variables, expriment
simplement que les dérivations relatives a des variables indépendantes
sont échangeables.

Enfin toute relation

bydxy+ bydry+. .+ b,dc, =0
ol les x sont des variables indépendantes entraine nécessairement
by=by=...=b,=o.

4. Ces observations vont nous permettre de donner d’une maniere
précise la définition des éléments généraux dont nous allons mainte-
nant nous occuper : les fonctions derivables d’une et de plusieurs va-
riables. Nous désignerons ainsi tous les ¢léments qui satisfont aux con-
ditions suivantes : :

1° Ils se composent entre eux et avec les polynomes a coefficients
rationnels suivant deux modes distincts qui possedent les propriétés
générales de 'addition et de la multiplication de ces polynomes: pro-
priétés qui ont servi & définir les variables.

2° A chacun d’eux u, peut étre associé un élément du, qu’on appelle
sa dyférentielle, de telle sorte que I'on ait

d(w 4 ¢)=du—+ dv,
d(up) == ude + ¢du.

La différentielle d’une constante est nulle.
Les différentielles des variables indépendantes sont de nouvelles
variables indépendantes.
Ann. de UEe. Normale. 3° Série. Tome XV. — Aour 18¢g8. 36
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3° Lorsque = désigne une fonction dérivable des n variables z,,
Zyy «. .y Ty, on a identiquement

ds =a,dx,+ asdxs+. ..+ a,dx,,

et aucun des coefficients a,, a;, ..., a, n’est égal & zéro.
Ces coefficients @; sont appelés dérivces premieres de la fonction z et
représentés par les expressions

05 05 o5
oz, 0z, 0z,

ce sont encore des fonctions derwables des seuls éléments x,, x,, ..., x,.
4 Nous exigeons enfin que les deérivations relatives a des variables

indépendantes soient échangeables.

J%s 0%s

= ) g les 1 ité ‘ -
S dm = Gmiom et toutes les identités ana

On a, par exemple,
logues.

Toutes ces conditions étant satisfaites par les polynomes & une ou
plusieurs variables ne sont point contradictoires en elles-mémes. Nous
allons montrer qu’il existe effectivement d’autres fonctions dérivables
que les polynomes et, pour commencer, nous établirons que les fonc-
tions rationnelles et les fonctions algébriques sont dérivables.

5. Prenons, pour fixer les idées, la fonction rationnelle de deux va-
riables « et y définie par I'identité

As+ B=o,

dans laquelle A et B sont des polynomes sans diviseur commun. On

en pourra conclure
Ads + sdA 4+ dB = o,

ce qui définit la différentielle dz; comme, d’autre part,

_OA A
dA—-— 55 d.l -+ Wd'}’
0B OB
ClB = EE dx -+ 5“}7 (ly,

__ 0z
du——azdz‘—k-—()-};d),
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les deux équations

Ad: _O0A  JdB

e T Tz T
Af)i—l-'gé—l—f)—B——o
dy T dy dy —

03

détermineront 9= et %2 . Il n’est pas inutile de faire remarquer qu’elles
dx = dy

sont toujours résolubles en 95 o 93, puisque le coefficient de ces élé-
dx ~~ dy

ments est A.

En appliquant aux deux équations précédentes la méme méthode,
on obtiendra trois dérivées distinctes du second ordre par des équa-
tions du premier degré toujours résolubles, et ainsi de suite, chaque
dérivée étant donnée par une seule équation. Cela suffit a établir que la
Jonction = est dérivable.

Le systeme formé par ces équations est irréductible, puisque cha-
cune d’elles renferme au premier degré un élément qui ne figure pas
dans les précédentes; toute relation rationnelle entre z et ses dérivées
compatible avec ces équations en est donc une simple combinaison
linéaire. On voit alors directement que cette relation o = o entraine
nécessairement dg = o et la propriété du calcul des dérivées d’un po-
lynome, que nous avons établie au début de ce Chapitre, subsiste sous
la méme forme pour les dérivées d’une fraction rationnelle.

Passons aux fonctions algébriques et considérons, pour simplifier
I’écriture, une fonction y de la seule variable  définie par la relation
irréductible

S(z,y)=o.

Nous pouvons conclure de cette relation

% da + :—;‘3/7 dy = o,
9

le polynome oy n’étant pas nul; la dérivée premiere )y’ est donc dé-
finie d’'une maniere unique par ’équation

—= 0.

dx v

af  Of
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Celle-ci donnera de méme

0 f _f
0x? dxdy dy -+ dxdy

f 0}" du Y=

c’est-a-dire, en tenant compte des expressions de dy, dy/,

Pf foyt O O I

0x? 2" 0z dy oy? ())f =

et détermine y” d’'une maniere unique, etc.

La fonction algébrique y de x est donc dérivable.

Comme dans le cas d’une fonction rationnelle, le systeme des équa-
tions obtenues est irréductible et toute équation entre 2, y,y y”, ...,
compatible avec les précédentes est une combinaison linéaire de ces
derniéres.

On peut ajouter qu'aucune des dérivées ainsi définies n’est égale a
zéro.

Nous avons supposé que la relation /(x,y )= o, qui définit y, est
irréductible; le cas général se ramene & celui-Ia en observant que, si
I'on a

Sla,y)y=g(x, y) h(z,y),

on en peut conclure
df = g dh+ hdg

d’ott il résulte que le systéme
S=o.  df=o
se decompose en deux systemes
g=o, dg =o et h=o, dh = o.

Les mémes remarques s’étendraient aux fonctions algébriques de
plusieurs variables.

6. L’existence de fonctions dérivables autres que les polynomes
étant établie, nous allons présenter & leur sujet quelques observations
immédiates, mais d’une grande importance.

St l'on a

bidze, <+ bydxg+ ... 4 bydz,= o,



o
[*a
(%34

ESSAI SUR UNE THEORIE GENERALE DE L'INTEGRATION, ETC.

les x etant des variables independantes, on a auss:

O,=by,—=...—=b,—o.

St l’on a
bydx,+ bydzxy+...+ b,dx,= o,

et st b,, par exemple, n'est pas nul, x, est une fonction des éléments
Ly, ..., T, ou de quelgues-uns d’entre eux.

Soient z,, %,, ..., 5, des fonctions de » variables indépendantes,
ou de quelques-unes d’entre elles; nous avons les identités

05 93,
(lul——— ()J,id +() dx'o —+...+ -(m([l‘,“
_ os, 05, 0z,
fl—ul—— -()—xldx () dl’n—'}‘—...-i— mdﬁn,
d3p 93y
d.vp-—-()x‘d 1+(T;d$2+.‘ —F'()‘—/pnd.l',l,

nous dirons que les fonctions z,, z,, ..., 5, sont indépendantes, s’il
n’existe aucune identité de la forme

Mds,+ hdsy+. ..+ Apdz,—o,

o les coefficients N,, Ny, ..., X, ne sont pas tous nuls.

Les déterminants d’ordre p formés avec les coefficients des dz ne
sont done pas tous nuls et ’on peut résoudre les relations précédentes
par rapport a p des différentielles dx.

Il ne peut exister entre les éléments indépendants z,, =,, ..,
aucune relation

3]

S5 B2y «ovy 5p) =0,
car on en pourrait déduire, la fonction /'étant supposée dérivable,

k74 4

f 4o
()H1 )~") “IJ_—-O’

dzg=+.. .- )
»011

d"l —+

les coefficients —0—{-, e ;)(z‘—f- n’étant pas tous nuls.
~1 ~p

Nous venons de voir que, réciproquement, toute relation identique

Mds ...+ hydzs,= o,
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olt les A ne sont pas tous nuls, exige que l'un des éléments z,, z,, ...,
=, soit fonction des autres ou de quelques-uns d’entre eux. Il en résul-
tera qu'on peut définir U'independance de p fonctions =,, z,, ..., 3,
des n variables «,, 2., ..., z, en disant qu’il n’existe aucune relation

de la forme
f(’:"i: Tay ey 51)):0

entre ces fonctions, ou fest une fonction dérivable quelconque des
arguments z,, Zy, ..., Zp.

Il n’existe pas plus de n fonctions indépendantes de » variables
Xy Loy v vy Tne S1 By, Esy ..., 5, désignent de telles fonctions, les dx
peuvent s’exprimer linéairement a 'aide de ds,, d=,, ..., dz,; on en
peut donc conclure que les x sont des fonctions des ¢léments z,,

Ty ey Bpe

Les identités

).r; ox; .
dri= S—ds; +...+ 5—ds, (i=1,2, ..., 0)
~1

0 Jds,

permettront d’obtenir les dérivées 5 & I'aide des dérivées premiéres
~k

des = par rapport aux z, par des équations du premier degré toujours
résolubles.

~ L., Qg o .
Ces dérivées TF"L sont elles-mémes des fonctions de s,, z,, ..., 5,,
&/v

2‘73[
035,05
premitres et secondes des s par rapportaux . Les équations a résoudre
seront toujours du premier degré et résolubles; etc.

dont on obtiendra aisément les dérivées 3 I’aide des dérivées

7. Nous venons de voir quels sont les principes qui permettent de
définir les différentielles et les dérivées des fonctions de plusieurs va-
riables. Il résulte immédiatement des définitions données, qu’il est
possible de considérer plusieurs systemes de différentielles en prenant
pour dx,, dx,, ..., dx, plusieurs systemes de variables nouvelles.
Soient dw,, Sw,, ..., 0z, les éléments d’un nouveau systeme; on aura
évidemment si z désigne une fonction quelconque des =

ﬂ
13

5= @ 0%y~ Ay BXy . ..+ @, 07,
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et, st nous rappelons que les dérivdes de = sont des fonctions des seuls
élements x,, x,, ..., z, lorsque les dx sont des variables arbitraires, on
en pourra conclure

03 _0s hE

Q= — ) — —— ceey o, — ——
' oz, T 0y’ "7 Oz,

En d’autres termes, les dérivées ne dépendent pas du systéme de diffe-
rentielles consideré. Ceci s’étend manifestement aux dérivées d’ovdre
supérieur.

On considere parfois aussi simultarnément plusieurs systemes de dif-
férenticlles relatifs aux mémes variables indépendantes.

Supposons qu’ayantdéfini un premier systeme par les éléments dzx,,

dz,, . .., dz,, on en forme un second en considérant z,, ., . .., 2,
dx,, dz,, ..., dz,, comme les variables indépendantes. On devra
) . , . N ~ ~ N L N
regarder les différentielles ox,, cx,, ..., cx,, s dx,, odx,, ..., cdz,

comme de nouvelles variables indépendantes et appliquer les regles
données plus haut.
On aura, par exemple,
Js

N
05 - ox;
()x, !

ods 2‘ o, 0 . ox; cl.m—l—Z odx,,

Parmi les systemes obtenus de cette maniere, I'un des plus impor-
tants est celui olt 'on suppose éz; = dx;; on aura alors, en employant
le signe d pour les deux systemes de différentielles,

Zd.z,dw'
dds _20 — /dx,dx,c+20 /ddx,,

L’expression d dz,, est une nouvelle variable, indépendante des z et
des dx; on la représente par d®x, et on la nomme diférentielle
seconde.

Enfin on peut, dans le cas ol les « sont des variables indépen-
dantes, supposer, pour définir le second systeme de différentielles, les

(G hyh=1,2,...,n).

(& hyk=1,2,...,n).
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éléments dx,, dx,, ..., dx, constants; on aura alors

0 d.l'[: (o]
et, par conséquent,

2 -
S

2= Y ——-—0x;d Lh=1,2,...,0n).
od de,-d.:r,,.ox‘ L (" y 4y ’ )
L'expression ¢ds est alors identique 2 celle qu’on obtiendrait
pour d 3z, en supposant les Sx; constants.
Dans le cas particulier olt les d; sont identiques aux da;, on a sim-
plement

-
&

0%
Pz =) ———dx;dx,
€ Z d:l'[ ().Z‘/c : fer
et 'on obtiendrait aisément des formules analogues représentant d°z,
d'z, ...

II. — Systémes‘ complétement intégrables.
8. L’impossibilité de vérifier une relation algébrique entiere
(1) Sz, y)=o,

donnée arbitrairement, en mettant & la place de y une fonction ration-
nelle de o, nous a conduits & étudier directement les éléments y qui
possedent les propriétés générales de composition des éléments ration-
nels et peuvent satisfaire & la relation (1). Nous sommes ainsi parve-
nus & définir les fonctions algébriques d’une variable et a fixer, dans
la mesure ou il est déterminé, le calcul de ces éléments. C'est en trai-
tant par la méme méthode un probleme analogue que nous allons par-
venir aux éléments qui font I'objet essentiel de cette étude et que
nous appelons fonctions dérivables a définition algébrigue.

Les définitions données pour les dérivées et les différentielles nous
permettent aisément de former des relations entieres liant une fonc-
tion algébrique donnée a ses dérivées des différents ordres. Peut-on
inversement choisir arbitrairement 'une de ces relations, & condition
de laisser la fonction algébrique a déterminer? Il est facile de voir
qu’il n’en est rien.
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Si ’on écrit arbitrairement une relation algébrique entiere
(P(‘Zy Y }", ...)=o,

il n’existe aucune fonction algébrique y de la variable =, liée a ses
dérivées y', y”, ... par cette relation.

Un exemple simple de cette circonstance est donné par la relation
du premier ordre : y' =y.

Admettons, en effet, un instant, que la fonction algébrique y de «,
définie par la relation irréductible

S(z,y)=o0,
vérifie la relation y’=y; nous pourrons en déduire une identité
cn 2 ety

o _of

(l) ()—.-L‘ }-'}’(),:Cf,

dans laquelle ¢ est une constante & déterminer. Or, si ’on pose
Sz, y) =Ayr - A y" 4. .4 Ay,
I"identité (1) donnera, en égalant les coefficients de y”,

dA

— 4+ nA= CA,
dx

ce qui exige, puisque A est un polynome,
c=n et A = conslL.
On aura cnsuite, en ¢galant les coelficients de y*',

A
(c-l)j +(n—1)A,=nA,,

d’olu ’on conclut cette fois,
Aj=o;
on aurait de méme
Ay==A,=—=...=A,=o.
Le polynome /(z, y) se réduirait done & »”, ce qui établit la propo-
sition annoncée.
Ann. de I’ Ee. Normale. 3¢ Série. Tome XV. — Aour 18¢8. 37
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9. Considérons alors une relation algébrique entierc
(1) o(z, y,y's...)=o,
qui n’est satisfaite par aucune fonction algébrique de «; peut-on
trouver, dans ’ensemble des fonciions deérivables de x, des éléments qui
la vérifient? Quelles seront leurs propriétés?

Nous pouvons, dés & présent, répondre affirmativement & la pre-
miere question; il suffira pour cela de montrer que les conséquences
de la relation (1), ou 'on suppose y dérivable, ne sont pas contradic-
toires en elles-mémes. La seconde question est beaucoup plus déli-
cate; ce n'est que dans le Chapitre suivant qu’elle sera traitée et
qu’on donnera, pour les fonctions considérées, des propriétés carac-
téristiques.

Examinons, par excmple, le cas simple, signalé plus haut, ot la
relation donnée est y' = y.

On peut conclure de cette relation, en supposant la fonction y déri-
vable, toutes les identités

yiO=y
et celles-la seulement. Une fonction dérivable qui les vérific ne peut
satisfaire & aucune relation algébrique entiere

S(& 959 - )=0,
non conséquence des précédentes, car cette relation pourrait s’écrire

Sz, v,y ...)=o0,

et nous avons vu que y ne peut étre une fonction algébrique.

Les relations y = y qui déterminent toutes les dérivées de la fone-
tion y, définissent donc une fonction dérivable de z; on la nomme
Jonction exponenticlle.

La forme particuliere de la relation y'= y nous permet d’ajouter
une observation : si z désigne une autre fonction dérivable vérifiant la
relation "= 5, on pourra conclure de la

Yz-—~sy=o
et, par suite,
s==cy,

olic désigne une constante arbitraire.
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Toutes les fonctions qui vérifient la relation y =y s’obtiennent
donc en multipliant ’'une d’elles par une constante arbitraire; les
relations y® = y ne permettent pas de les distinguer I'une de l'autre.
Nous verrons plus loin de nombreux exemples d’une indétermination
analogue et nous mettrons en évidence le role qu’elle joue dans I'étude
des fonctions correspondantes.

Considérons maintenant une relation algébrique entiére

9(z, 7, y')=o0
quelconque, qui n’est satisfaite par aucune fonction algébrique de .

En supposant que y représente une fonction dérivable, on pourra en
déduire une suite hien déterminée de relations

99 L 99 . 99 , _
()—Z_—l—aj—/}’ﬁ—-&}—,y =o,
29 99 u_
'()?-i‘ +'()7y = 0,

qui définiront y”, ", ... par des équations du premier degré toujours
résolubles, 4 'aide des éléments z, y, y'; ce sont d’ailleurs les seules
conséquences de nos hypotheses.

Cela suffit pour établir qu’il existe au moins une fonction dérivable
satisfaisant & la relation

¢ (2, ¥, y)=o0,
et il est clair que les mémes conclusions s’étendent @ fortior: 4 une
relation
Q(z,y, ¥,y ...)=o0,
qui renfermerait des dérivées d’ordre supérieur.

Les fonctions y dont nous venons d’établir I’existence sont dites
Jfonctions de la variable , a dé¢finition algébrigue. D’une maniére géné-
rale, nous désignerons sous le nom de fonctions & definition algébrique,
les fonctions dérivables d’une ou de plusieurs variables, qui sont liées
a leurs dérivées et aux variables par des relations entieres. Les équa-
tions qui lient plusieurs de ces fonctions sont alors en nombre suffi-
sant pour qu'aucunc d’elles ne puisse étre choisie arbitrairement. Les
systemes qui possedent cette propriété seront dits & solutions détermi-
nées; on verra plus tard comment on les distingue des autres.
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10. Nous avons vu qu’une relation entiere entre les éléments x, y,
Y, ... est toujours vérifiée par au moins une fonction dérivable y de
la variable 2 ; il s’en faut qu’il soit toujours aussi simple de reconnaitre
Iexistence de fonctions dérivables vérifiant des relations entieres
données, en particulier quand ces relations renferment & la fois plu-
sieurs fonctions et leurs dérivées. Néanmoins, on peut toujours, par un
nombre limité d’operations, fixe a U avance, décider s'tl existe ou non des
Jonctions derivables qui vérifient des relations enticres donndes.

C’est 1» une des conséquences d’une tres remarquable proposition (*)
qui peut s’énoncer de la maniere suivante :

Soient z,, ..., 5, des fonctions dérivables des n variables x,, ..., x,,
qui sont lices a leurs dérivées et aux variables par des relations algébriques
enticres; il existe un ordre fini de dérivation P tel que toutes les équations
distinctes d’ordre (P + Q) s’obtiennent en derivant simplement jusqu’a
cet ordre les équations d’ordre égal a P.

Nous indiquons seulement ici les grandes lignes de la démonstra-
tion que nous avons exposée dans un autre travail (*).

On ramene d’abord le cas de plusicurs fonctions z,, ..., z, au cas
d’une seule fonction. Nous posons pour cela

L=uz+. ..+ upsp,
les u désignant de nouvelles variables indépendantes; il en résulte

o7

duy

=5
et les équations données ou figuraient z,, ..., z, se changent en rela-
tions ol ne figurent plus que les dérivées de Z. Il suffit d’ajouter les

équations
0*Z

()ui ()Lt/b~ -

(1) Cette proposition a été, sous une forme 1égerement différente, donnée et démontrée
pour la premiére fois par M. Tresse, Sur les invariants différenticls des groupes continus
de transformations ( Acta mathematica, t. XVII).

(2) Sur les systémes différenticls les plus générauz et le probléme de Cauchy (Annales
de UEcole Normale supdricure, 1898), Cf. aussi Comptes rendus (26 oclobre 1897).
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‘ , D 1 . ..
en nombre ;9_(/_2_) pour exprimer que Z est linéaire par rapport aux

variables w. ‘

A toute fonction Z qui vérifie les équations ainsi obtenues corres-
pond, si Z n’est pas une fonction des « seuls, un systeme de fonctions
Zys - ..y 5, qui vérifient les équations initiales et réciproquement.

Il suffira, par conséquent, d’établir la proposition de M. Tresse pour
une seule fonction = des variables «,, ..., =, (*).

Elle résulte alors des observations suivantes :

Soit ars

0x§rdx% ... da%n

rons le pords o, g" ' + o, 8" +...+ a,_, g + a,, Ol g est un entier
positif trés grand, et nous rangerons les dérivées d’ordre p de fagon
que leurs poids aillent en décroissant.

Si un systeme d’équations d’ordre p est résoluble par rapportd £ dé-
rivées d’ordre p, il est résoluble par rapport aux £ premieres.

Soit o, g" "+ o, "2 4. ..+ a,_, g + &, le poids de la £me dérivie
d’ordre p; le systeme qu'on déduit du précédent par une dérivation
est résoluble par rapport & toutes les dérivées dont lepoids surpasse

une dérivée d’ordre p de 5; nous lui attribue-

algn-l—l— azgn—Q -+ '+(“IL+I)'

En ajoutant un nombre fini et assignable d’équations nouvelles
d’ordre supérieur & p, on obtient un systeme résoluble par rapport &
toutes les dérivées d’un certain ordre p + p'. Il est manifeste qu’alors
le systeme ne peut plus renfermer qu'un nombre limité d’équations
nouvelles.

Un systeme formé d’un nombre limité d’équations étant donné, des
méthodes régulieres permettront de déterminer le nombre désigné
par P. Supposons que le systeme donné ne renferme pas d’équation
d’ordre supérieur a A et qu’en passant de I'ordre 2 a I'ordre (£ + 1),
¢’est-d-dire en dérivant les équations d’ordre A, qui sont en nombre k,
on obtienne précisément autant d’équations distinctes qu’il y a de
dérivées d’ordre (4 -+ 1) de poids supérieur a

a8 A o gt TRty § (2 1),

(1) Le principe de cette démonstration est da a M. Delassus (Cf. Annales de 1 Ecole
Normale supdéricure, 18906).
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ol ey g% 4.+, g + o, estle poids dela £m¢ dérivée d’ordre /; on
n’aura pas non plus d’équations nouvelles en passant de 'ordre 4 —+r
a lordre 2 -+ 2, .... On pourra, par conséquent, poser P = 4.

On sait donc, en définitive, au moyen d’un nombre assignable d’opé-
rations, reconnaitre si un systeme donné est formé d’équations com-
patibles, ¢’est-a-dire admet une solution au moins, ou d’équations
incompauibles. Un systeme formé d’équations compatibles et continué
jusqu’a T'ordre P sera désigné, dans la suite, sous le nom de systéme
complétement intégrable.

11. Les systemes completement intégrables offrent, a priori, une
diversité considérable; on peut cependant montrer qu’ils se ramenent
d un nombre de types assez restreint.

Nous avons déja vu qu'on peut se horner 4 considérer des systemes
2 une scule fonction inconnue; supposons pour un tel systéme
’ordre P fixé et soit » le nombre des variables. Prenons comme in-
connues toutes les dérivées de z qui sont d’ordre P ou d’ordre infé-
rieur ¢t ajoutons les conditions d’intégrabilité d’ordre (P + 1).

On montre aisément qu’on obtient ainsi un systeme completement
intégrable formé d’équations du premier ordre ('), mais avec un nombre
N d’inconnues.

Appliquons & ce systeme la transformation indiquée pourle ramener
4 une seule inconnue, en augmentant de N le nombre des variables.
On obtiendra un systéme d’équations du second ordre au plus, & une
seule fonction inconnue.

Tout sysiéme complétement intégrable se raméne donc & un sysiéme
du second ordre & une seule fonction inconnue. Le nombre des variables
devient alors le premier ¢lément de classification ; mais nous n’insiste-
rons pas ici sur ce sujet, qui demanderait d’autres développements.

(1) Nous renverrons, pour plus de détails, au travail ¢ité plus haut : dnnales de I ZEeole
Normale supéricure, 1898.
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III. — L'intégration logique (!).

12. Considérons un systeme completement intégrable S () formé
d’équations algébriques entieres entre les variables =, ..., x,, la fonc-
tion s de ces variables et ses diverses dérivées jusqu’d un ordre dé-
terminé et proposons-nous de rechercher ce qu'il faut faire pour par-
venir a une connaissance, aussi complete que possible, des propriétés
des divers éléments = qui vérifient les équations S. Nous nous atta-
cherons particulierement ici a celles de ces propriétés qui se traduisent
par des relations rationnelles entre les éléments s et leurs dérivées
d’ordre quelconque.

Nous appelons solution du systeme S toule fonction z dependant
des n variables x,, x,, ..., x,, ou de quelques-unes seulement d’entre
elles qui vérifie les équations S. 11 peut se faire que cette fonction dé-
pende de variables ou de fonctions arbitraires de moins de n ¢léments’
nous ne préjugeons rien sur son étendue.

Si nous envisageons d’abord I’ensemble des relations rationnelles
qui lient une solution z & ses dérivées et aux variables, deux cas
peuvent se présenter :

1° Toutes les relations rationnelles entre z, ses dérivées d’ordre
quelconque et les variables, compatibles avec les quations S, c’est-a-dire
formant avec ces équations un nouveau systeme completement inté-
grable, sont des conséquences récessaires des équations S. La ou les
relations considérées s’obtiennent alors par différentiation des é¢qua-
tions S et combinaison linéaire des résultats.

1l est.clair que, dans ce cas, les diverses solutions du systeme S ne
peuvent étre distinguées par la seule considération des relations ra-

(1) Le terme « intégration logique » st adopté ici par opposition 4 celui d’ « intégra-
tion géométrique » que l'on peut employer pour désigner le probleme de Cauchy. Il dis-
tinguo le probléeme que nous indiquons de lout probléme d'intégration, avec ou sans
conditions aux limites, ot on ne tient aucun compte de la nature (ranscendante deler-
minée des solutions.

(2) On pourra naturellement supposer lout de suile que le systéme S est algébrique-
ment irréductible et qu’il n’est pas le produit de sysiémes irréductibles identiques.
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tionnelles qui lient une quelconque d’entre elles a ses dérivées et aux
variables. Le systeme S envisagé a ce point de vue est irréductible.

2° ]l existe des relations rationnelles entre z, les dérivés de = et les
variables, compatibles avec les équations S et qui n’en sont pas des
conséquences nécessaires. On peut évidemment, pour chaque systeme
de telles relations, supposer qu’elles forment avec les équations S un
systeme irréductible S,, au sens que nous venons de préciser, sans
quoi on pourrait continuer le raisonnement et ajouter de nouvelles
relations.

Il est alors possible de distinguer, par la seule considération des
relations rationnelles vérifiées par une solution et ses dérivées, les
solutions du systeme S, des autres solutions du systtme S. L’étude des
solutions =z du systeme S est donc un probléme réductible.

La premitre recherche aura donc pour but de reconnaitre si le sys-
teme S, regardé comme définissant Ies solutions s, est ou non réduc-
tible.

Il faudra examiner les divers types de velations rationnelles que I'on
peut ajouter aux équations S, de maniere & former un systeme com-
pletement intégrable. Dans certains cas, la forme méme des équa-
tions S donnera immédiatement des indications sur les types possibles
a priori; nous en verrons des exemples plus tard. En général, on
n’aura d’indications que sur le nombre et Pordre des équations qu’il
est possible d’ajouter aux équations S (*); les conditions d’intégra-
bilité se traduiront par un nombre déterminé d’équations aux dérivées
partielles, toujours algébriques et entieres par rapport aux éléments
qu'elles renfermeront et formant un systeme completement inté-
grable o. Ces équations o devront, si le systéme est réductible,
admettre des solutions rationnelles ou des solutions entitres.

Il'y aura donc lieu de chercher des procédes pratiques permettant de
reconnaitre st un systéme d’équations voNNE admet des solutions ration-
nelles et de les déterminer si elles existent. CCest malheureusement un pro-
bleme que 'on ne sait résoudre que dans des cas trés particuliers : la

(1) Nous rencontrerons plus loin de nombreux exemples ot Ie nombre des types diffé-
rents de ces équations est fini: il n’en ost pas de méme dans tous les cas : nous y revien-
drons prochainement.
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résolution en est assurée quand on peut fixer & I'avance un nombre
limité d’essais, c’est-1-dire de calculs élémentaires, apres lesquels on
aura trouvé les différents systtmes de solutions, ou bien on pourra
affirmer qu’il n’existe pas de solutions. Nous aurons plus loin i revenir
sur ce sujet.

13. Supposons la question précédente résolue; admettons, par con-
séquent, que 'on ait formé un systeme irréductible S,, ce systeme
pouvant étre S lui-méme ; continuons & le désigner par S. Il est im-
possible de séparer les solutions de S par la seule considération des
relations rationnelles qui lient 'une d’entre elles, =, 4 ses dérivées et
aux variables. Que peut-on faire pour arriver & une connaissance plus
complete des propriétés de ces diverses solutions?

La méthode suivante s’offrira immédiatement :

Soit  une fonction transcendante des variables z,, @, ..., x,, dé-
finie par un systeme completement intégrable irréductible = nous
Uadjoignons (') au domaine de rationalité, ¢’ est-a-dire nous écrivons,:
a cOté des équations S qui définissent =, les équations X qui définis-
sent {, et nous étudions le systeme d deux fonctions inconnues, z et L,
formé par la réunion des équations S et X. Nous savons que le sys-
teme (X + S) peut étre remplacé par un systeme a une seule fonction
inconnue, mais il n’est pas nécessaire de faire cette transformation
pour le but que nous avons en vue.

Ce systeme (Z + S), & deux inconnues (s, (), peut étre réductible
ou irréductible. Nous disons qu’il est irréductible si toutes les rela-
tions rationnelles entre les variables, les fonctions z, { et leurs déri-
vées d’ordre quelconque, que I’on peut ajouter aux équations (X + S)
sans cesser d’avoir un systeme completement intégrable, sont des
conséquences nécessaires des équations du systeme (X + S).

Il est alors impossible de distinguer un couple (z,¢) de solutions
des équations (X + S) de tout autre couple vérifiant les mémes équa-
tions, par la seule considération des relations rationnelles qui lient les

(1) Insistons sur la différence entre I'opération algebrique que nous appelons adjonction
d’un élément au domaine de rationalité et Iopération idéale qu’on désigne parfois sous le
méme nom. :

Ann. de I’Ee. Normale. 3 Série. Tome X V. — Aout 18g8. 38
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variables aux fonctions 5, { et & leurs dérivées. L’adjonction de ¢ au
domaine de rationalité parait sans effet utile; examinons, d’un peu
plus pres, dans quel cas cette circonstance se présente.

14. Les équations rationnelles S et X permettent de calculer ration-
nellement certaines des dérivées de z et de {, que I’on nomme derigées
principales, » U'aide des autres, qui sont les dérivées paramétriques.
On peut donc se borner & considérer les relations nouvelles qui ne
renferment que les dérivées paramétriques.

Nous avons & chercher si 'on peut ajouter aux équations (£ +S)
des relations entieres entre les dérivées paramétriques de = et de €,

((I’) o(s,8)=o,

de maniére & obtenir un nouveau systeme compleétement intégrable.

Les conditions d’intégrabilité des équations S, 2 et ® donneront un
certain nombre d’éguations résolvantes, rationnelles par rapport a tous
les éléments qui y figurent, auxquclles devront satisfaire les fonc-
tions o. Il faudra donc reconnaitre si ces résolvantes admettent ounon
des solutions entiéres par rapport a tous les ¢léments dont elles dé-
pendent.

On voit tout de suite que, si 'on ne parvient pas & limiter 'ordre
des dérivées paramétriques de 5 et de ¢ qui entrent dans les fonctions ¢
que 'on doit considérer, il y aura pour les systemes (@) un nombre
illimité de types différents. La limitation dont nous venons de parler
n’est pas toujours possible, dés que les équations S ou X renferment
des arbitraires (constantes ou fonctions); mais il parait extrémement
probable que, dans chaque cas particulier, ¢’est-a-dire quand tous les
¢léments figurant dans S et dans X sont déterminés et définis algébri-
quement, or pourra se borner & considérer des fonctions enticres ¢ dans
lesquelles les dérivées paramétriques de = et de { ne figurent que jusqu'a
un ordre déterminé. Nous en verrons tout & I'heure, des exemples.

Supposons maintenant que; quelles que soient les dérivées paramé-
triques qui figurent dans les g, les équations résolvantes dont ils dé-
pendent n'admettent pas de solutions entieres. Il sera impossible de
former un systeme completement intégrable en ajoutant aux équa-
teurs (X + S)des relations entieres entre les dérivées paramétriques.
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L’adjonction de { au domaine de rationalité n’a pas d’effet utile; nous
dirons que les transcendantes = et { sont étrangéres U'une & Uautre.

Dans tous les autres cas, 'adjonction de { au domaine de rationalité
réduit les équations (S); en d’autres termes, le systeme (Z + S) est
réductible. Considérons I'un quelconque des systemes (@) de rela-
tions entieres, dont nous supposons l'existence; il est clair que les
couples (=, {) qui, avec les équations (2 + S), vérifient également les
équations (@), sont distingués des autres. D’ailleurs, si I’on cherche
4 éliminer { entre les équations () et (@), on ne pourra obtenir que
des équations du systeme (S); il suit de I que toute solution = de S
peut étre obtenue en associant & une solution convenablement choisie {
de () une solution du systeme (®). Nous dirons que le systeme (S)
est imprimuf et que I'adjonction de € met cette imprimitivité en évi-
dence.

Aux divers systemes tels que (®) correspondent naturellement
divers modes d’imprimitivité des équations (S). Il y aura licu d’¢tu-
dier les rapports qu’ont entre eux ces différents systemes (P).

15. Ces observations peuvent étre complétées si I'on fait appel a la
transcendante £ = az + b{, ol @ et b désignent des fonctions ration-
nelles arbitraires des variables et au systeme particulier X, nécessaire-
ment irréductible, qui la définit. On démontrera aisément que z et C
peuvent s’exprimer rationnellement & I'aide de £ et de ses dérivées,
¢’est-h-dire appartiennent au domaine [£]; soit 5= F(%), on aura en
méme temps

bL=E—al(£).

Supposons que la relation

E—aF (&) =& —al (&),

jointe aux équations X et X, qui définissent respectivement & ¢t Z,,

conduise nécessairement ‘
E: s

on pourra établir que & est une fonction rationnelle de & — aF (%) et
de ses dérivées, c’est-di-dire que & appartient au domaine [Z].
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La relation & = az -+ & montre alors que s appartient au méme
domaine. L’étude de la fonction s est donc ramenée a celle de la fonc-
tion .

Supposons maintenant que le systeme formé par les équations X,

X, et '
E—aF (&) =& —aF (&)

admette d’autres solutions que £ =%, (*). A deux solutions distinctes

£, et &, correspondent deux solutions =z, et =, également distinctes;

donc & une méme solution ¢ correspond plus d’une solution z.
Considérons alors le systeme formé par la relation

F(5)=F (&)

jointe aux équations X et X, ; ce systeme, qui admet la solution £ =£,,
peut ou non admettre d’autres solutions. S’il n’admet que la solution
£=E,, on peut affirmer que £ est une fonction rationnelle de z. Il en
résulte que C est aussi une fonction rationnelle de =, et la réduction du
systeme S par I'adjonction de { est manifeste.

Lorsque le dernier systeme admet d’autres solutions que £ =§&,, &
une solution = correspondent plusieurs solutions & et, par conséquent,
plusieurs solutions {. La réduction du systeme S obtenue par I'adjonc-
tion de { n’est plus aussi évidente.

16. Pourapprofondir cette question, considérons dans le domaine [£]
toutes les fonctions qui peuvent indifféremment s’exprimer a 'aide de =
et de ses dérivées ou bien & I'aide de C et de ses dérivées. Il en est d’évi-
dentes; ce sont les fonctions de [s] ou de [{] qui, en vertu des équa-
tions S ou Z, s’expriment rationnellement 4 'aide de %, @, ..., z,.
S’il y en a d’autres, c’est-d-dire s’il existe des fonctions de [z] qui,
sans pouvoir s’exprimer rationnellement i laide de x,, x,, ..., =,
appartiennent & [{], il y a effectivement une réduction de S produite
par I'adjonction de €.

Les éléments communs & [z] et & [{] forment un domaine de ratio-
nalité, puisque, d’une part, la somme, le produit, le quotient de deux

(1) Co systéme & deux fonctions inconnues est néecessairement réductible.
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de ces éléments, d’autre part, les dérivées d’un de ces éléments appar-
tiennent encore a [z] et & [{]. Ce domaine de rationalité est le plus
grand commun diviseur de [z] et de [{]; nous le désignerons par
A(z, D).

Il est facile d’établir que toutes les fonctions de A(z, {) peuvent
s’exprimer rationnellement & 1'aide d’'un nombre limité d’entre elles,
rationnellement indépendantes, de leurs dérivées et des variables.

Soient C,, C,, ..., C, les fonctions considérées; il est clair qu'on
aura des identités de la forme

Ci(E: -Z’) :Bi(CJ .Z') :A,-(s,x),

ol les A et les B sont des fonctions des domaines [ z] et [¢].

Posons maintenant
0= w Ay +... 4+ uiAy,

ol les w sontrationnels en «,, ..., x, et arbitraires; la transcendante 0
dépend d’un systeme irréductible T qu’il est facile de former, et il est
manifeste que les fonctions A,, ..., A; s’expriment rationnellement
4 Paide de 0 et de ses dérivées. Toute fonction qui appartient a [0]
appartient d’ailleurs évidemment & [z] et & [C] en vertu de I'identité

0= u,B,+...+ u;By.

Le domaine A(C, 5) est donc identigue au domaine [0].

L’adjonction de la transcendante 0, qui appartient ceite fois au do-
maine |z, produit donc une réduction du systéme S analogue a celle pro-
duite par Uadjonction de (. L’effet produit par cette derniére est ainsi

mis en évidence.

17. Le systeme (2 + S) étant remplacé parle systeme (® + = +S),
on poursuivra 'application de la méthode, si z n’appartient pas au
domaine [(], en adjoignant une nouvelle transcendante ¢, définie tou-
jours par un systeme irréductible; et ainsi de suite.

Il nous parait inutile d’insister sur ce fait que le nombre des déri-
vées principales de z augmente constamment et que, par conséquent,
le nombre total des adjonctions utiles est limité.

Signalons cependant, avant de quitter ces généralités, une circon-
stance remarquable qui se présentera parfois : il peut arriver que les
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¢quations résolvantes dont dépendent les ¢ admettent des solutions
dépendant rationnellement de constantes ou de fonctions arbitraires
d’arguments rationnels, de telle sorte que les équations (® + ) con-
duisent nécessairement par I'élimination de ces arbitraires aux équa-
tions (S). Nous dirons alors que les équations (¥ + S) admettent une
intégration immddiate partielle; nous n’insisterons pas ici sur le parti
qu’on pourrait en tirer.

Bornons-nous a faire observer que, en remplacant les arbitraires
par des éléments déterminés, définis algébriquement, on a une infi-
nité de systemes irréductibles tels que (® + = + 8).

18. Soient a étudier, par cxemple, les fonctions y de la variable qu
satisfont a la relation

(1) Y'=f(z 50"

ow [ représente, pour plus de précision, un polynome en x, y, y'. Toute
relation rationnelle entre x, y, ¥, y”, ... se rameéne immédiatement &
la forme

¢(2,y,y') =0,

olt ¢ est un polynome qui doit satisfaire & I'équation

(2) %9 09 11 27

Y r 7Y\ —

dans laquelle L est un polynome en «, y, y’ de degré inféricur d’une
unité au degré de /.

§’il n’existe pas de polynome ¢ vérifiant I'équation (2), I'équa-
tion (1) sera wrréductible.

Dans cette hypothese, adjoignons au domaine de rationalité la
transcendante = définie par 1’équation irrdductible (¢’est-a-dire sans
solution algébrique) du premier ordre

3 3= g(x,5),
ol g est une fraction rationnelle.

Toute relation rationnelle compatible avee les relations (1) et (3)

se ramene i la forme
@(x, z, J’,J")"—‘O,
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® désignant un polynome qui devra satisfaire  la relation

I® oD J®
(4) 5;4—?);57(1,‘)—%—@3

I+ 3—]@,/[(“,% Y= M®,
ot M est une fraction rationnelle dont les deux termes sont de degré
limité.

Si I'équation (4) n’admet pas de solution entiere telle que @, P'ad-
jonction de z au domaine de rationalité est sans effet : les transcen-
dantes y et = sont étrangeres 'une 4 l'autre.

Si I'équation (4) admet une seule solution entiere ®(x, z,y,y’), on
peut remplacer I’équation du second ordre (1) par le systeme des deux
équations du premier ordre

':I:: 57'(1,', :)’

®O(z,5,1,7")=o0;

I’équation irréductible (1) est imprimitive et réduite par 1’adjonction
de z. Les couples (z,y) qui annulent @ sont distingués des autres.

Il existe une fonction algébrique, et par conséquent aussi une_fonc-
tion rationnelle, de z, y, y’, dont la détermination dépend d’une équa-
tion du premier ordre.

Supposons enfin que 1'équation (4) admette plusieurs solutions
entieres @, ®,, ...; sans admettre, d’ailleurs, de solution ® qui ren-
ferme une constante arbitraire. ,

A chaque solution z de I'équation (3) correspondent les solutions
définies par I’équation

D, (x,z,y,y') =o.

Deux polynomes différents ®,, ®, font correspondre 2 une méme
solution = des solutions différentes.

A une méme solution y, y’ correspondent, par des polynomes diffé-
rents, des solutions =z différentes, et si I'on a

D, (z,5,,y") =0,
Dy (2, 50,7,y ) =0,
on en peut déduire algébriquement y et y’ 4 'aide des solutions z,

et z,.
Le cas exceptionnel ol la résolution n’est pas possible ne peut se
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présenter que si 5, et z, sont liées algébriquement, c’est-2-dire s’il
existe un polynome vy («, 3,, 5,) satisfaisant a la relation
9y 9z

g(a?,i";) -+ D‘;‘zé’“(@"s 3y) == NZ,

0

(_)% - 03,
on pourra supposer g(z, s) choisi de telle sorte que cette circonstance
n’ait pas lieu.

Il resterait & examiner le cas ot ’équation (4) admet une solution @
dépendant d’une constante arbitraire. L’élimination de = entre les
équations

O(z,5,c1,0, ) =0,
DQ(x, 3,09,y )=0

donnerait une relation entre «, y, ¥’ et les constantes; ce cas ne peut
donc se présenter quand on suppose I’équation donnée irréductible.

Examinons maintenant les circonstances qui peuvent se présenter
quand on adjoint au domaine de rationalité une transcendante ¢ dé-
finie par une équation irréductible du second ordre

(5) t" == h(x, ¢, l'),

sur laquelle on pourrait, d’ailleurs, faire d’autres hypothésecs restric-
tives. '
Les relations rationnelles possibles sont de la forme

Dz, t, U, y,y")—=o,
® étant un polynome qui satisfera a I'équation

9 9b  ob . 9D, 0b,
(6) '()“;—f'a:}jy "f—W‘/":— —()-l—[ i ;)"/,—"/l - LD,

ol L est une fraction rationnelle dont les termes ont des degrés limités.

S'il n’existe aucune solution entitre de (6) les transcendantes y
et ¢ sont étrangeres 'une a 'autre.

S'il existe une seule solution entiere ®, I'adjonction de ¢ réduit
I'équation imprimitive (1). Deux cas sont & considérer suivant que les
équations

Q(z, t, 1, y1, 7)) = o,
D(x, L, t, ¥y, yy) =0
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sont résolubles ou non en z et #/. Si elles le sont, z et # sont des fone-
tions 'algébriques de deux solutions y,, ¥, ¥, ¥, qui satisfont & des
équations du second ordre; il y a donc des fonctions rationnelles de
deux solutions qui posseédent cette propriété, 'une d’elles étant méme,
si ’on veut, la dérivée de 1'autre.

Sinon, il existe une fonction entiere de , ¢, ¢’ qui s’exprime algé-
briquement i I'aide de @, y,, ¥, ou de «, y., y,. Toutes les solutions,
distinctes de y,, de la relation

(D(x, t’ 5';)’1,}"1)—:0
sont liées & y, par une relation entiere
lIf(x’ }"17 ,)’,17,)/273/2) — 0.
On ramene donc I'équation (1) au premier ordre par 'adjonction de
I'une de ses solutions.
Supposons qu’il existe plus d’une solution entiere de (6); soient @,
et @, deux de ces solutions. Les équations

“I’l(x> [7£I7y, J’l):O, ‘1’2(1'3 ¢ 4',)’,.}"):0

peuvent : 1° permettre ou non la détermination de ¢ et de ¢ & 'aide de
z, v, ¥'; 2° permettre ou non la détermination dey et y” i I'aide de «,
teti.
Si les deux déterminations sont possibles, I’élimination de ¢ don-
nera une relation entiere
Q(x, t,y,y')=o0,

et, par suite, la seconde relation sera

et déterminera ¢'; ¢ est donc algébrique en x, y, y' et la réciproque
est vraie.

Les deux transcendantes ¢ et y sont de méme espece; si I'on se
donne arbitrairement ® (=, ¢, y, '), on se trouvera, en général, dans
ce cas.

Supposons la premiere détermination seule possible : z est algé-
brique en «, y, y’, mais la réciproque n’est pas vraie. Les équations

Adnn. de ’Ec. Normale. 3¢ Série. Tome XV. Aour 1898. 39
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®, = o, ®, = one renferment qu'une seule fonction de y ety’; I'éli-
mination de cette fonction donnera pour ¢ une équation du premier
ordre. Ce cas est donc a écarter.

Enfin, si aucune des déterminations n’était possible, on en déduirait

des relations algébriques entre «, ¢, ¢ ou entre x, y, y’. Ce cas ne peut
done se présenter avec nos hypotheses.
On verrait de méme que trois équations distinctes

¢, = o, O, = o, ®,—o

ne peuvent étre compatibles si les équations (1) et (5) sont irréduc-
tibles. Mais il nous parait inutile d’insister plus longuement sur ce
sujet, dont une étude complete ne semble pas présenter de difficultés.

19. La méthode précédente, qui repose sur des adjonctions de trans-

cendantes C, .. . définies indépendamment de la transcendante s que
I'on étudie, n’a d’intérét que si, pour une raison quelconque, ces trans-
cendantes ¢, ... peuvent étre regardées comme mieux connues que la

transcendante z ou possedent des propriétés plus simples. L’applica-
tion de cette méthode exige donc la recherche préliminaire de trans-
cendantes dont les propriétés sont simples; nous en définirons dans
la suite des classes étendues.

Il est possible d’indiquer, pour I’étude des solutions = d’un systeme
irréductible S, une méthode plus précise qui a avantage de ne faire
appel 2 aucun élément étranger & ce systeme S et qui parait justifiée par
les résultats auxquels conduit la méthode précédente. Cette méthode
consiste dans adjonction successive de solutions distinctes du systéme
wrréductible S [ui-méme, ou de jfonctions rationnelles de ces solutions et de
leurs déripees.

Le systeme S étant irréductible, on ne peut espérer le rendre réduc-

~tible par I’adjonction d’une fonction rationnelle de = et de ses déri-
vées; néanmoins, dans le cas ou il est umprimitif, une semblable
adjonction peut amener une décomposition du systéme.

Nous aurons donc & chercher s'il existe des fonctions rationnelles
de = et de ses dérivées
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dont I'adjonction ne suffit pas & déterminer =, c’est-2-dire telles qu’en
vertu des équations X qui définissent ¢, I'équation précédente ne per-
mette pas d’exprimer z et ses dérivées en fonction rationnelle des =,
de et de ses dérivées.

Considérons, parmi les fonctions qui posseédent la propriété indi-
quée, celles qui sont d’ordre minimum par rapport aux dérivées para-
métriques de z; le nombre de ces fonctions rationnellement indépen-
dantes est limité. On pourra donc en trouver une au motns, 0, telle
que I'on puisse calculer, en fonction rationnelle de 0 et de ses déri-
vées, le plus grand nombre possible de dérivées paramétriques de =.

Il est clair que I'adjonction de 0 permet de décomposer le systeme S
en deux autres : I'un T irréductible et définissant 0 en partant des va-
riables, autre Sy définissant =z dans le domaine [0] et qui sera certai-
nement, d’apres la définition de 0, irréductible et primacif (*).

Il suffira donc d’appliquer la méme méthode au systeme T pour
parvenir, apreés un nombre limité d’opérations, & un systeme T, qui
sera certainement irréductible et primitif.

Nous aurons donc remplacé tout systeme imprimitif par une chaine
de systemes irréductibles et primitifs. Il y aura lieu de continuer pour
chacun de ces systemes & une seule inconnue, les autres étant déja
adjointes au domaine de rationalité, I'application de la méthode,
comme nous allons I'indiquer.

Le systeme S étant irréductible et primitif, ¢’est-a-dire tel que I’ad-
jonction au domaine de rationalité d’un nouvel élément, dépendant
rationnellement de { et de ses dérivées, entraine nécessairement 1'ad-
jonction de = lui-méme, nous écrirons a coté des équations S, qui défi-
nissent z, les équations S, qui définissent une autre solution z,, et nous
étudierons le systeme & deux inconnues z, 5, ainsi obtenu.

Ce systeme S, , peut étre ou non réductible. S’il est irréductible
on devra rechercher, comme plus haut, s’il est imprimitif et le rame-
ner & une chaine de systemes primitifs, puis adjoindre une nouvelle
solution z, définie par le systeme S, et distincte de = et de =,, et ainse
de suite.

(1) 11 est clair qu'on aurait pu s’arranger également de facon que le systéme T soit
certainement primitif; mais alors Sy ne le serait pas.
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Si le systeme S, , est réductible, divers cas peuvent se présenter :

Il peut arriver que les équations S, ,, regardées comme définissant =
dans le domaine [z,], admettent une intégration immédiate complete.
Nous voulons dire par Ia que les équations S, , et leurs dérivées sont
les seules conséquences nécessaires des équations S, et de relations A
qui permettent d’exprimer rationnellement z a I'aide des variables,
de z, et de ses dérivées, de constantes arbitraires ou de fonctions ar-
bitraires d’arguments déterminés appartenant au domaine [=,] et des
dérivées de ces fonctions arbitraires.

En remplacant par des transcendantes bien définies ces fonctions
arbitraires, on aura un nombre illimité de types de systemes irréduc-
tibles contenus dans le systeme S, ,. Le systeme S étant irréductible,
toutes les transcendantes z sont de méme nature et leur étude est
simplement celle du systeme S,, faite plus haut.

En général, cette circonstance ne se présentera pas et il y aura lieun
d’étudier directement les divers systemes irréductibles que 'on peut
former en ajoutant aux relations S, , des relations rationnelles conve-
nables, dépendant & la fois de = et de z,.

Une recherche directe permettra, dans chaque cas particulier, de
trouver les relations possibles de cette nature. L’étude de chacun des
systemes irréductibles, auxquels on parvient ainsi, se poursuivra cn
appliquant la méme méthode. Nous nous bornerons & faire observer
qu’on ne rencontrera de systemes réductibles qu’un nombre limité de
fois, puisqu’on augmente chaque fois le nombre des dérivées princi-
pales.

Dans le cas ou les systémes S, ,, Sy 4.,, ..., sont tous irréductibles,
les opérations précédentes paraissent pouvoir se continuer indé-
finiment; il serait trées important de reconnaitre tous les cas ol il
suffit d’aller jusqu’a un nombre limité de solutions pour obtenir tous
les types de relations distinctes entre ces solutions, de telle sorte que
toute relation possible entre (p + ¢) solutions et leurs dérivées soit,
quel que soit ¢, une conséquence nécessaire des relations qui lient
entre elles p solutions prises parmi les (p + ¢) considérées. Pour ces
systemes particuliers, il est clair que la théorie qui précede gagnera
heaucoup en précision et en portée; nous pourrons nous en rendre
compte en étudiant les équations linéaires aux dérivées partielles.
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20. L’application réguliere de la méthode conduit d’ailleurs A consi-
dérer spécialement tous les systemes pour lesquels une solution arbi-
traire peut s’exprimer d’une maniére déterminée, toujours la méme, ow
Jigurent rationnellement, a céte des variables, un certain nombre de solu-
tions particulieres quelconques, leurs derivées des differents ordres et aussi
des constantes ou des fonctions arbitraires d’arguments bien détermines,
rationnels par rapport aux mémes éléments, ainst que leurs derivées.

Toutes les réductions possibles s’obtiennent alors dans le domaine
défini par un nombre determiné de solutions particulieres, et il suffira
de pousser jusque-la I’application de la méthode ou d’adjoindre des le
début au systeme S les équations S,, S,, ..., qui définissent les solu-
tions particulieres considérées.

Nous dirons que les systemes précédents posseédent des systémes
Jondamentaux d’intégrales. On peut ranger dans cette classe les équa-
tions différentielles linéaires, I'équation de Riccati et ses analogues,
enfin les équations linéaires aux dérivées partielles du premier ordre
et les systemes complets de ces équations. C'est a ’étude de ces der-
nitres qu'est particulierement consacré ce travail.

L’intégration logique du systeme S, c’est-a-dire I’étude des systemes
S, S¢,4» - -+, faite en suivant la marche que nous venons d’indiquer, est
un probleme en général inabordable. On devra se borner presque tou-
jours & étudier, non pas des solutions particulieres du systeme S, mais
des solutions étendues, ¢’est-a-dire qui dépendent de constantes ou de
fonctions arbitraires.

Il faudra, dans chacun de ces cas, mettre en évidence la généralité
de la solution que l’on étudie par la maniere dont on posera la ques-
tion, et remplacer, en conséquence, les équations S par de nouvelles
équations.

Par exemple, si I’on étudie des solutions de S qui dépendent d’un
nombre déterminé de constantes arbitraires, il faudra regarder ces
constantes comme des fonctions de z et des dérivées de =, et appro-
fondir la nature des transcendantes ainsi définies. L’étude des solu-
tions de I'équation rationnelle

y'=/(x,)),

qui dépendent d’une constante ¢, est ainsi remplacée par I’étude des
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solutions particuliéres de I'équation aux dérivées partielles

9e 99 —
‘0‘;+5}‘,f(x,)’)-—0,

probleme en apparénce, mais en apparence seulement, plus com-
pliqué.

21. Précisons par un exemple simple les généralités qui précedent.
Soit a étudier I équation du premier ordre

(n y'=r(zy),

ou [ est une fonction rationnelle de x et y. Toute relation rationnelle
en x,v,v.y", ..., compatible avec I’équation (1), peut étre ramenée
a l'ordre zéro, c’est-a-dire a la forme

9 (z,y) =0,
ol @ est un polynome. On déduit de la l'identité

do  ,0do
a9y T

P

(’I)CtQ

ou A est une fonction rationnelle, ou encore en posant /=

—

£

désignant des polynomes

99 9% _ ¢,
(2) Q%+l @_Lp,

L étant cette fois un polynome en z, y, de degré limité, inféricur
d’une unité & celui des polynomes P, Q, dont le degré est le plus
grand.

Si la relation (2) n’admet pas, pour un choix convenable du poly-
nome L, un polynome ¢ comme solution, I’équation (1) est irréductible;
elle n’admet aucune solution algébrique.

Dans le cas contraire, pour déterminer les solutions algébriques, il
faut former les polynomes 9, que I'on peut supposer irréductibles.
C’est Ia un probleme tres difficile et que I'on ne sait résoudre que dans
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des cas particuliers; nous renverrons, pour ce point, aux belles
recherches de MM. Painlevé, Poincaré et Autonne (*). Nous affirmons
sculement qu’il n’existe qu'un nombre limité de polynomes irréduc-
tibles, réellement distincts, satisfaisant & I’équation (2).

C’est la une conséquence évidente de résultats obtenus par M. Dar-
boux dans un Mémoire fondamental (*) et des recherches signalées
plus haut. M. Darboux établit, en effet, que si les polynomes o, ..., o,
sont des solutions de I'équation (2), et si leur nombre surpasse une
limite immédiatement assignable, la fonction y la plus générale, qui
satisfait & la relation (1), est définie par I’équation

ayloge,+ ... +a;logo=c,
ol logu désigne la transcendante s définie par

sz [

du — u’
%, ..., axdésignant des nombres rationnels ou algébriques. Sous cette
forme on voit que les seules solutions algébriques de I'équation (1)
sont données par les relations

©;==0 (6=1,...,k),

lorsque parmi les o figurent des nombres algébriques.
Si tous les « sont rationnels, I'intégrale générale de (1) est algé-
brique. Elle est alors définie par une relation

f(x,y)+cg(z,y)=o,

olt f et g sont des polynomes irréductibles. En dehors des polynomes
irréductibles f + cg, ol ¢ est arbitraire, qui sont tous du méme type,
il n’existe qu'un nombre limité de types distincts de solutions algé-
briques, car il n’existe qu'un nombre limité de valeurs de ¢, nécessai-
rement algébriques, pour lesquelles f+cg se décompose.

Nous ne pouvons insister ici sur ce point qu’on établirait aisément
d’une maniere élémentaire.

(1) Comptes rendus, PAINLEVE (mai 1890, 1891, etc.); PoINCARE (avril 1891); AUTONNE
(1890, ete.).
(%) Bulletin des Sciences mathématiques, 1876.
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22. Supposons maintenant qu’on introduise dans le domaine de
rationalité une solution de I'équation y" = f(=, y), c’est-a-dire consi-
dérons le systeme

(3) n=r&y),  yy= = (%5 02)s

qui définit deux solutions : y, et y.. Nous remarquerons encore que
toute relation rationnelle compatible avec les équations (3) peut étre

ramenée 2 la forme
o(Z, y1,¥2) == 0,

ol ¢ est un polynome irréductible. Si 'on néglige les relations évi-
dentes qui lient les solutions algébriques, lorsqu’il en existe, on peut
supposer qu’il existe une seule relation de cette forme. On en déduira
Uidentité en «, y,, ¥,

0<P

(4) +/( ’V’)o ~+ f(2, 2) ~0——1<{>,

ol A est rationnel en @, y,, y., son dénominateur n’admettant pas le

facteur ¢. En posant, comme tout a 'heure, /= %, I’équation

QU 79 Q@ 23) G5+ Qe 1) Pl 30 72+ Q@ 3) Pl ) S5 =L
devra, pour une détermination convenable du polynome de degré
limité L, admettre comme solution un polynome. Il existera parfois
alors un nombre illimité de polynomes irréductibles tels que ¢. Chacun
d’eux permettra d’associer a toute solution y, de I’équation (1) une
nouvelle solution y, de la méme équation, liée algébriquement &

etay(").

(1) Nous supposons, bien entendu, qu’aucun de ces polynomes ¢ ne renferme de
constante arbitraire, auquel cas la solution générale de (1) est une fonction algéhrique
de z et d’une solution particuliére quelconque yy.

Les équations du premier ordre dont la solution génerale est fonetion algébrique d’un
certain nombre de solutions particulieres quelconques et de la variable # se raménent,
par des transformations algébriques, & I’équation ' = A y2+ By ~ C dite de Riccati; cela
résulte des recherches de MM. Kcenigsherger et Vessiot (Acia mathematica, 111; Annales
de U’ Ecole Normale, 1893 ).
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Si nous admettons, en effet, qu’a Ia solution y, corresponde la solu-
tion y, définie par la relation

9’(1’7}’1,3'25 _ 0,
on pourra faire correspondre & y, la solution y, définie par
CP(‘T’ Yas }’3) =0,

etc.; les solutions y,, ... ainsi définies sont liées algébriquement a y,
et définissent de nouveaux polynomes ¢. Il existe des équations pour
lesquelles on obtient ainsi un nombre illimité de polynomes ¢; on
peut aisément en former. Il est néanmoins vraisemblable qu’elles se
ramenent toutes par des transformations algébriques a I'équation de
Riccati et qu’il existe alors des polynomes ¢ dépendant d’une con-
stante arbitraire.

Dans le cas ot 'on ne peut faire correspondre & la solution y, qu’un
nombre limité de solutions, par I'emploi du polynome 2, elles dérivent
manifestement de P'une d’entre elles par les transformations d’un
groupe. L’équation donnée est alors une relation entre les invariants
de ce groupe ou, d’une maniére plus précise, entre U'invariant de ce
groupe et sa dérivée par rapport & x. L’équation donnée est manifes-
tement imprimitive.

L’exemple le plus simple que 'on en puisse donner est I'équa-

tion
ym——l‘y/ f— C.O(T, ym ),

qui admet, avec la solution y = y,, lessolutions y =cy,, (¢"=1).

Lorsque deux solutions y, et y, sont des transcendantes étrangéres
I'une & 'autre, il faudra adjoindre une nouvelle solution y, au domaine
de rationalité et étudier le systeme & trois inconnues qui en résulte;
mais nous pensons que ce qui précede suffira pour faire comprendre
Iesprit de la méthode.

Ann.de U’ E¢. Normale. 3¢ Série. Tome XV. — Aouvr 18¢8. 4o
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CHAPITRE TIII.

LES EQUATIONS LINEAIRES AUX DERIVEES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE
ET LES GROUPES DE TRANSFORMATIONS PONCTUELLES.

I. — Généralités sur I'équation linéaire aux dérivées partielles.

1. Nous allons étudier les fonctions = liées aux variables =, x,, ...,

@, par une relation

) 0z 0z 03
(1) X<z):5§+A’bE+"'+Anc)xn:°’

linéaire et homogene par rapport aux dérivées premieres de la fonction
et dont les coefficients A,, A,, ..., A, sont des fonctions rationnelles
des variables; ces fonctions sont appelées solutions ou intégrales de
Péquation (1.

Enoncons d’abord relativement i ces solutions quelques propositions
immeédiates, qui résultent des définitions données pour les différen-
tielles et les dérivées.

Si =, est une solution, /(z,) sera encore une solution, quelle que
soit la fonction d’une seule variable indiquée par Ia lettre /5 si 5, et s,
sont deux solutions, g(=,, z,) sera encore une solution quelle que soit
la fonction de deux variables indiquée parla lettre g; ete.

Enfin, si z,, z,, ..., 2, sont n solutions indépendantes, ¢’est-a-dire
n fonctions dont les différenticlles d=,, dz,, ..., dz, sont des formes
linéaires indépendantes des différentielles dez, dz,, . . ., dz,, toute autre
solution z vérifiera la relation

0z  0Js 0z
dz  dxz; Oz,
03, 0%, 05,
(2) A= |0z dz, = dz,|=o,
03, 03, 03,
rra T




ESSAI SUR UNE THEORIE GENERALE DE L'INTEGRATION, ETC. 315

Réciproquement, toute fonction z qui vérifie la relation (2) dans
laquelle z,, z,, ..., 5, sont n solutions indépendantes de I'équa-
tion (1), vérifie aussi 'équation (r). I1 suffit pour le voir de remplacer

. . AV 0:‘ -
dans le déterminant A les éléments o (£==1,2,...,n)par les expres-
(L, 03; 05

o — A, PSR &,10 t correspondantes.

Mais la 1*elati0n (2) exprime sunplement qu’il existe entre les
¢léments de chaque colonne de A une méme relation linéaire et homo-
gene dont les coefficients ne sont pas tous nuls, relation qu’on peut
écrire d’apres les hypotheses faites sur =, 55, ..., 5

sions — A,

'~ n
03 0z d3, . .
Py bldl'_"'_}_b"dl‘{ (i=o0,1,...,n}
L 'L
nous pouvons done conclure de I
ds =b,ds,+. ..+ b,ds,,

et par suite affirmer que = est une fonction des sculs éléments =

e
~
Sy ey Spe

Auuunc restriction n’est apportée a la nature de cette fonction, car
si l’on pose

3=D(5), 39, ...y 5n),
on pourra en déduire
ds = gill ds ...+ QE(L,I,
d5, Sn
ou encore
Jd5 __ J9 Jdsy dP 0z,

..+ [=—=0,1, ..., 1),
9z = 03, dz 0z, du, T O L--on),
et ces relations entrainent A = o.
La solution la plus géncrale de I’ équation
Js Js
I X(z) = == +A—~«-{ 4+ A,— =0
( ) ( ) () 1 () n ()xn
est donc une fonction arbilrmre de n solutions independantes, choistes
d’une manicre quelconque.

2. La proposition précédente ramene I'étude des éléments = les plus

généraux qui vérifient la relation (1) dcelle d'un systeme de solutions
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indépendantes =, z,, .. ., 5,5 NOUS NOMMErons un tel systeme systéme
Jondamental de solutions de I'équation (1).

On obtient aisément les équations que doivent vérifier les éléments
d’un systeme fondamental ; il suffit ’identifier les formes (1) et (2) de
’équation considérée, ce qui conduit aux relations

D_D,_ D,

(O) I_X—l:_..._—"A—/;;

ou I'on a désigné par D, D,, ..., D, les coefficients des éléments de
la premitre ligne du déterminant A dans le développement de ce dé-
terminant. Les hypotheses faites sur z,, 2., ..., 5, exigent, cn outre,
que les divers déterminants D, D, ..., D, ne soient pas tous nuls.

Il est clair que, réciproquement, tout systeme de fonctions s,
Z4, « .., 5, qui, sans annuler tous les D;, vérifient les équations (3) est
un systeme fondamental de solutions de 'équation (1).

Ces remarques supposent qu’il existe pour toute équation
i cocllicients rationnels, un syst‘cmc fondamental de solutions. Pour
¢tablir ce point d’une maniere rigourcuse, il faut montrer que les
équations (3), ot D est différent de zéro, forment un systeme com-
pletement intégrable, quelles que soient les fonctions Ay, ..., A,.

La démonstration est immédiate : Les équations (3) sont résolubles
par rapport aux éléments %3’ %’ e (())”" toutes celles qu’on en peut
déduire par une dérivation sont en nombre n(n -+ 1) et résolubles

. , ?z s 95
par rapport aux n(n -+ 1) dérivées T 2’()xdc1 S

¢léments. 11 ne peut done y avoir de conditions d’ mtagrablllt(,.

Il résulte des observations que nous venons de faire qu’en désignant
par 3, 2y, ..., 5, les ¢léments d’un systeme fondamental parciculier ct
par Zy, Zy, ..., Z, ceux d’'un systtme fondamental quelconque, on a
nécessairement 2 relations

- de ces

(4) Li=Fy(51, 50, -y 50)  (i=1,2, ..., n)

dans lesquelles F,, F,, ..., F, sont des fonctions indépendantes des
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arguments s, %, ..., 2,. Inversement, il suffit que les fonctions F,,
F,, ..., F, soient indépendantes, c’est-a-dire que le déterminant fone-
d(Fy, Fey ..., F,)
(31 Bay ey 3p)
Z\,Z,, ..., Z, constituent un systtme fondamental.

tionnel

soit différent de zéro, pour que les éléments

3. On conclut de la que les équations (3) et leurs conséquences né-
cessaires, ¢’est-a-dire les équations qui peuvent s’en déduire par diffé-
rentiation et combinaison linéaire, ne permettent pas de distinguer
I'un de I"autre les divers systemes fondamentaux qui se déduisent de
I'an d’entre eux par les formules (4).

N’est-il donc pas possible de définir avee plus de précision les élé-
ments qui conslituent un systeme fondamental particulier? 4 prior
deux cas peuvent se présenter (') :

1° Toute relation rationnelle entre les variables x, z,, ..., x,, les fonc-
lons =, 34, ..., 5, el leurs dérivées des différents ordres, compatible avec
les équations (3), c’est-d~dire formant avec ces équations un systeme
completement intégrable, en est une conséquence nécessaire.

Le systeme formé par les équations (3) est irrdductible, au sens que
nous avons donné & ce mot.

Il est clair qu'alors aucane distinction ne peut étre faite entre les
divers systemes fondamentaux de l’équation (1); mous dirons que
Uéquation (1) est générale.

2° Il existe des relations rationnelles en x, ¢,y ..., 2,5 55 <.y 5
J3
D“Z_—IJ
séquences nécessaires.

Le systeme des équations (3) est réductible. On peut distinguer
parmi les divers systemes fondamentaux de I’équation (1) ceux qui
vérifient les relations nouvelles; nous dirons que I’équation (1) est
speciale.

Placons-nous dans ce dernier cas et considérons le nouveau systeme
complitement intégrable S qu'on obtienten ajoutant aux équations (3)
les équations nouvelles, dont nous supposons l'existence. Si ce sys-
ttme S n'est pas irréductible, c’est qu’on peut encore ajouter des

-+ +» compatibles avec les équations (3) et qui n’en sont pas des con-

(1) On verra dans la suite qu'ils se présentent effeclivement.
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équations nouvelles formant avec S un systeme completement inté-
grable et distinguer parmi les solutions de S celles qui satisfont aux
équations nouvelles. Nous pouvons done supposer tout de suite que
S estirréductible.

Désignons par s, z,, ..., 5, les ¢léments d’un systeme fondamental
particulier qui vérifie les équations S; les ¢léments Z,, Z,, ..., Z, dé-
finis par les relations

@) 7, =F; (5, 50y « -y 34) (Ez==1,2, ..., 1)

ne vérifient pas les équations S quelles que soient les fonctions indé-
pendantes F,, ¥,, ..., F,. Les conditions que doivent remplir ces
fonctions donnent évidemment la mesure de arbitraire qui subsistera
dans la définition des ¢léments z,, 5., ..., 5,, ¢’est-a-dire en d’autres
termes la mesure de la transcendance de ces éléments. Ces conditions
sont exprimées par un nombre limité de relations rationnelles entre
les ¢léments sy, 54, ..., 5,, les fonctions F,, F,, ..., F, de ces ¢lé-
ments et leurs dérivées des dillérents ordres, relations avee lesquelles
on peut former un systeme completement intégrable X; il est clair
qu’on peut les obtenir immédiatement si 'on connait les relations qui
constituent le systéme irréductible S.
L’étude des solutions de I'équation linéaire

05 03 ds
Iz - A,J;: +-..—1—A,,,a';n =

(1 X(s)= )
se décompose ainsi naturellement en deux parties :

1° Formation d’un systéme irréductible S, vérifid par un sysiéme fon-
damental de solutions z,, =, ..., 5, de ’équation (1).

2° Etude de 'arbitraire qui subsiste dans la définition des éléments =,,
Sys « ey By C0St-A-dive dtude du systéme complétement intégrable ¥ cor-
respondant au systéme S.

A1

4. 1l est essenticl de répondre immédiatement & une question que
suggere la méthode précédente : Powr une méme dquation (1), il peut
exister divers systémes irréductibles S; quels sont les rapports qui existent
entre ces différents sysiemes et y a-t-tl avantage a chotsir l'un d’cux de
préférence aux autres?
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Soient, par exemple,

dz .
(8) fz‘<51;~-~’-’~"n,—dj,--->20 (i=1,2,..., h),
les équations du systeme S vérifié par les éléments z,, ..., 5, et
/A .
(2) Wi<zi,...,:,I,ZI,...,Z,,,E_J,...>:o (Ii=1,2, ..., k),
~1

celles du systeme X correspondant qui expriment les conditions né-
cessaires et suffisantes pour que z,, ..., 5, vérifient également les
équations S.
Soient, d’autre part,
95
(8" f;-<sj,....z;,-d;1;...>::o (i=1,2,..., ")

et
4 7 oZ’ -
() W;(:l, T T, 08 ) =0 (=1, K)
~1
les équations analogues du systeme irréductible S’ et du systeme T
correspondant.
Nous savons a priori qu’il existera, entre les z et les z

’

, nrelations
5;=0,(50, 55, ..., 5,) (i=1,2,...,n),

ol les @, sont des fonctions distinctes des n éléments z), ..., =, et
d’ott 'on pourra déduire les dérivées des = relatives & a, 2, ..., 2,
au moyen des dérivées des 5’ relatives aux mémes variables.

Si I'on porte les expressions obtenues dans le systeme S, on retrou-
vera nécessairement le systeme S’, puisque ce systeme a été supposé
irréductible.

Il résulte de la que les fonctions @,(¢=1,2,..., ) devront satis-
faire & certaines équations aux dérivées partielles formant un systeme
completement intégrable (A); équations qu’on obtiendra en écrivant
I'identité du systeme S’ et du systeme déduit de S.

Ces mémes relations (A) exprimeront également qu’en posant

5 =0,(5, ...,4,), 2,=®,(Z,, ..., Z)) (i=1,2,...,n0),
et portant ces expressions des z et des Z, ainsi que celles des dérivées
/A S 1 , . 3 ,
57 qu'on en peut déduire, dans les équations X, on obtiendra les équa-
tions X'.
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Remarquons en outre que les équations X et X' sont rationnelles
par rapport & tous les éléments qui y figurent. Les fonctions ®; qui ve-
rifient les équations (A) sont donc choisies de fagon & transformer un
systéme de relations RATIONNELLES, lel que X, en un systéme X' possédant
la méme propricte.

II. — Existence et propriétés générales des groupes de transformations.
Le groupe de rationalité.

5. Suivant la voie déja indiquée pour I'étude des nombres algé-
briques, nous donnerons aux généralités qui précedent une forme plus
précise en introduisant d’une manicre explicite les éléments qui permettent
de definir Uarbitraire qui subsiste toujours dans la détermination des

solutions =,, =,, ..., 5, de l'équation

dz Js dz )
(I) X(~)_ ;): +A1E+...—FA,, Z)J'; = 0.
Considérons les formules
(F) W= (05 995 o0 oy 1) (i==1,2,...,n),

dans lesquellesTF,, F,, ..., F, représentent des fonctions indépendantes
des arguments ¢, ¢,,...,¢,: nous dirons qu’elles définissent une
transformation & nvartables qui, appliquée aux éléments u,, u,, ..., u,,
les remplace par les éléments ¢, ¢,, ..., ¢,. Les éléments u,, w,, .. ., u,,
étant des variables quelconques, la transformation est entitrement
définie par les fonctions F,, F,, ..., F,; nous la représenterons sou-
vent par la seule lettre F.

Envisageons maintenant unc deuxieme transformation, définie par
les formules

(G) Si:G'i(thtm-'-’tn) (i‘::J;Q’--"’L);

il est clair que cette transformation G, appliquée aux éléments o,
04y ..., ¥, les remplacera par les éléments w,, w,, ..., w, qui satisfont
aux relations

gz Gy (901, g,y « ooy Wn) (i=1,2,...,n).

Mais ces derniers éléments w,, w,, ..., w, peuvent s’obtenir immé-
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“diatement en appliquant aux éléments U,y Uy, - .., u, la transformation
H définie par les formules
(H) = H; (s, wa, ...
ol I'on a posé identiquement

H,=F;(G, Gy, ...,Gy) (E=1,2, ..., n).

11 existe donc un mode de composition des transformations i n va-
riables qui conduit des deux transformations F et G A une transforma-
tion H bien déterminée; nous indiquerons cette composition en
écrivant U'identité

H= (T, G).

On vérifie immédiatement que la composition est associative, ¢’est-
a-dire qu'on a, quelles que soient les transformations A, B, C,

(A, (B, C)) =((A, B), C)-

Deux transformations distinctes composées avec une méme trans-
formation donnent des transformations qui sont encore distinctes. On
peut. donc conclure des identités

I'=(G, H),
F=(G, K)
I'identité
H=K.

Ces remarques suffisent pour établir que les transformations a
n variables, composces entre elles comme il vient d’étre dit, forment un
groupe T',. Ce groupe est appelé groupe gencral a n variables; M. Lie,
pour des raisons géométriques évidentes, le nomme groupe ponctuel
genéral de 'espace E,.

6. Dans les formules
() W= Fi( 00, 02y o ooy V0) (i=1,2, ..., n),

qui définissent une transformation a n variables, supposons que les «
et les ¢ soient des fonctions de p variables quelconques x,, ., ..., z,;
Ann. de 'Ec. Normale. 3¢ Série, Tome XV. — SEpTEMBRE 1808. 41
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il sera facile d’exprimer les dérivées des u d 'aide des dérivées des ¢.
Nous pouvons, en effet, conclure des relations (F)

du; = -;F’ dey . 35‘ dy,,
et, comme, d’autre part,
du;— %(dexl e ()i).—ru_,[; dx,,
dyy = —3[7/1 dz, . .+ 3;’1 dz,,
nous en déduirons
(F)) 3;; = 3-5—: g—% +.F g%; (())—L’i (bm=1,2, ...,n; h=1,2, ..., p).

Le méme procédé, appliqué aux équations (F,), donnerait les
dérivées secondes, et ainsi de suite.

On peut d’ailleurs obtenir ces formules en faisant usage des diflé-
renticlles d’ovdre supéricur et partant des identités

JF; or;
du;=— ().V—l‘ doy 4. .. - ;ﬁidc’”,
oF; I AN
Ad? = a—"f Aoy, 3——‘ d*e, + ) Ll ~dyndoy,

e 09

Les formules (F), (F,), ..., ainsi trouvées, définissent une trans-
du tL *u;

i () Xp ()J"/L()Tﬂ

formation F prolongée ou étendue en regardant les u comme des

fonctions de p variables non transformées. I1 est clair que, si les trans-

formations F forment un groupe, il en sera de méme des transformations

qu’on obtient en prolongeant ou étendant les F d’une maniere quel-

conque.

formation des éléments w; -5 ondit qu’elle est la trans-

7. Nous revenons maintenant & I’équation

s )z )5
(1) X(:):a‘i “l'A1(‘)(§;+--.-—['—A,L-()(—1-“— =0,

pour laquelle z,, z,, ..., z, forment un systeme fondamental de solu-
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tions. Toute transformation & » variables effectuée sur z,, z., ..., 5,,
conduit & un nouveau systeme fondamental. Comme les éléments d’un
systeme fondamental quelconque vérifient les équations

(3) D D, D;L,
T A,y A,
. D D . .
on peut en conclure que les expressions 35> -+ -» 55 demeurent invariables

D
pour toute transformation & n variables poriant sur les éléments =

~1

-~

Bgy eeey Bpe

. . D D . . oy
Nous dirons que les expressions Ty sort des invariants dyfe-

rentiels pour le groupe Ty, formé des transformations & n variables z,,
Soy ..y Z,, quand on dlend ce groupe en y regardant les z comme des
Jonctions des (n ~ 1) variables x, x,, ..., x, non transformées.

Il est clair que les dérivées des fonctions 1y prises par rapport aux

variables «, x,, ..., x, non transformées, sont également des inva-
riants différentiels du groupe précédent; nous ne les regarderons pas
comme indépendants des précédents.

Le sens du mot « invariant différentiel du groupe I', » étant fixé par
ce que nous venons de dirve, proposons-nous de rechercher s’il existe
pour ce groupe I',, étendu comme il a été dit, d’autres invariants diffé-

. . D; L
rentiels que les expressions 37 et leurs dérivées par rapport aux .
Nous allons montrer qu’il n’y en a pas, c’est-a-dire que tout invariant

o ) . D,
dyfférentiel du groupe T', est une Jonction des expressions 3 et de leurs
dérivées par rapport auz x. On traduira ce fait en disant que les expres-

. D; . . T
sions T)i forment, pour le groupe I, étendu comme il a été dit, un sys-

téme complet d’invariants dufferentiels.
Admettons en effet que la fonction

J(z,,.. AT 0% >

vy Bns v 3 vty T
P 0x” Dy oz,

demeure invariable par une transformation quelconque du groupe T',,.
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Les équations

Js; 0s; 03, .
5;+A15§L;+“'+A"()_xizo (i=1,2,...,n),

et celles qui s’en déduisent par différentiation, permettent d’exprimer
rationnellement toutes les dérivées des z, prises une fois au moins par
rapport & @, 4 aide des dérivées de ces fonctions relatives & x,, .. .,

Yy D D P
x,, des éléments A, = »ﬁ‘, A, = T)ﬁ et de leurs dérivées.
La fonction J peut donc se mettre sous la forme

()A ()31
K(Al,g‘;:) ety DBy v eny Bpy 5;;7 ‘),
nous allons montrer qu’elle ne peut dépendre d’ aucun des eléments =, ...,
’ 0z,
Il est clair, en premier lieu, que si I'on remplace 5, par z, + «,,
a, étant une constante arbitraire, K ne doit pas changer; on a donc

Z,

JK _

da,
et, par suite,

JK

Jz, O

la fonction K ne peut renfermer aucun des éléments z,, z,, ..., 3,.
Faisons maintenant sur les z une transformation arbitraive, définie par

Zi= (55, -..y Zn) (i=1,2,...,n);

nous devons avoir, identiquement,

05 Ps N\ g (9% 97,
K(daa, ’d.z',dxﬂ"">_K<?)‘;&l) T G 0wy >1
quelles que soient les fonctions indépendantes @;. Supposons que
les @; dépendent d’un parametre variable ¢, et désignons par {,, G, ...,

y (e, doy do, do, .
Ca les dérivées —t, —f%, -+, —F*; nous pouvons affirmer, si les ¢; sont

arbitraires en z, z,, ..., 5, ¢t ¢, que les dérivées ¢,, C,, ..., G, sont
arbitraires en z,, z,, ..., 5,, ou encore en Z,, Z,, ..., L,, ¢ est-d-dire
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ne sont liées & leurs dérivées relatives & Z,, Z,, ..., Z, par aucune
relation. C’est 1a une conséquence des formules du changement de

variables.
Exprimons alors queK(ozl . 0Ly ) est indépendant de ¢
dx, > 0z, 0z, ’
ainsi qu'il résulte de l'identité precedente, nous aurons la relation

identique

dK _ 0K 9% ) S
i = L 9x, T TP dmom, T
()xl ()‘rid"xﬂ
% 9*%
Nous allons, dans cette relation, remplacer 52, - -+, S—=—, -.. par
dx 0x, 0z,
AT avnreceiane S ()Zi . dwl <
leurs expressions & laide de 5= 707 dmowy T due donnent les
formules
dC, __ 0%, 07, ¢, 0%,

Dz, 0l 0z, T 0z, 0=,

Pl 0 0% 0l | 5 0% O
0X, 0y L 07,; 0Ly, Oz; 0y 02, 0z, 0z,

dK
et nous remarquerons que —- s'annule identiguement, et, par consé-

o 0 9%

quent, que les coefficients deb éléments 9z S ez | sont
in 1 9

tous nuls.

Supposons que les dérivées d’ordre maximum qui figurent dans K
soient d’ordre p, et considérons les équations obtenues en égalant a
zéro les coefficients des dérivées d’ordre p de (,, s, ..., {, par rapport
aux élémentsZ,, Z,, ..., Z,. Ces équations sont linéaires et homogénes
par rapport aux dérivées de K, considéré comme fonction des dérivées
d’ordre p de Z,, Z,, ..., Z, relatives & x,, @, ..., x,, ¢’est-d-dire aux

éléments
oK

9 orL, ) )
0z 0z . . . dxsn

De plus, le déterminant des coefficients de ces derniers éléments
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est précisément le déterminant des coefficients des éléments

()1) Cl’
073 04% . [ L%’

dans les formules du changement de variables écrites plus haut, ou
I'on a changé les lignes en colonnes; il est donc essenticllement dif-
férent de zéro.

Les équations considérées entrainent alors nécessairement

- 0K
0 9L
0% Qzls. ‘ax“)
et K ne peut renfermer de dérivées d’ordre p des Z.

Nous avons donc établi que K ne peut renfermer que les éléments A,
0A;

y o
()xlz

=0,

-+, et, par conséquent, que lout invariant différentiel rationnel

. . , D D
du groupe T, est une fonction rationnelle des éléments 2

1,,)1, R et de

leurs déripées par rapport aux variables x, x,, ..., x,.

8. Reprenons maintenant ce qui a été dit au début sur I'équation

05

n ()SC',, -

(1) X(z):g;:-x—A oo A 0.

Or
Supposons d’abord 'équation (1) générale, ¢’cst-a-dire le systéme
D_ D, D,
(3) TER T,

irréductible; toutes les relations rationnelles qui lient les éléments z,,
Zy, ..., 5, d’un systeme fondamental particulier sont vérifiées par tout
autre systeme fondamental. L’ensemble de ces relations demeure inva-
riable par toule transformation du groupe ponctuel général T,,.

Un raisonnement analogue & celui que nous venons de faire pour
établir que les %l sont les sculs invariants indépendants de I', montre

immédiatement que towt invariant du groupe T',,

i = 054 03, >
el 2, =R L),
1 " *ny ()J’ ()wn )
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qui dépend rationnellement de tous ses arguments, peul s’ exprimer RATION-
NELLEMENT @ ["aide des coefficients A et de leurs déripées. Tout invariant
rationnel du groupe I',, est donc égal 4 une fonction rationnelle de z,
Lyy ooy Ty

Supposons ensuite I’équation (1) spéciale, ¢’est-a-dire le systeme (3)
réductible et considérons I'un des systemes irréductibles S vérifié par
les éléments z,, ..., z, d’un systeme fondamental particulier. Les
équations qui constituent le systeme S ne sont vérifiées par les élé-
ments Z,, ..., Z,, o I'on a posé

Zi=Fi(s ..., 3,) (i=1,2,...,n),

que si les fonctions indépendantes F; vérifient les équations X. Les
seules transformations du groupe T, qui laissent invariables les équations S
sont donc celles ou les fonctions ¥; verifient les équations X. Ces transfor-
mations de T, forment manifestement un groupe, car la composition
de deux transformations qui n’altérent pas 'ensemble des équations S
donne une transformation qui possede évidemment la méme propriété.
Ce groupe I' dont les transformations appartiennent & I',, et qui est
dit pour cela sous-groupe de T',, nous le nommerons le groupe de ratio-
nalité de I'équation (1). Il possede des propriétés tres remarquables
que nous allons établir.

Considérons, pour cela, les relations nouvelles qui, ajoutées aux
équations
0z;

"0,

931
0z,

()Z,j

+...+ A
dx

-+ A.1 =0,

constituent le systeme irréductible S. Si nous y remplagons toutes les
dérivées des z prises une fois au moins parrapport a  parleur expres-
sion en fonction des autres dérivées et des variables z, z,, ..., x,, les
équations S peuvent se mettre sous la forme

(9) Vi .. oy Vp+yi=0 (f=1,2,...,4),

ot l'on désigne par v, ..., Ypir v: des polynomes entiers en x,
Ty «.., @, ¢t par V,, ..., V, des fonctions rationnelles de 2,
Za, ..., 5, €L de leurs dérivées successives par rapportaux variables x,,
Lyy oeny Ly
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Quelles sont, par conséquent, les relations distinctes qui existent
entre deux systemes fondamentaux z,, %o, ..., 5, et Z,, Z,, ..., Z, qui
vérifient les équations (S)? 1l est clair qu’elles sont toutes comprises,
pour un choix convenable des V, parmi les conséquences des relations

(T) yaVi(z)+.. .y, V(@) +vi=7aVi(L)+. ..+ y:p V(L) + y:

(i=1,2,...,%),

que 'on obtient en égalant les premiers membres des équations (S) a
ce qu'ils deviennent quand on y remplace les =z par les Z de méme
indice.

Ces relations entre les s et les Z, indépendantes des variables ,
Zyy .., X, seront donc exprimées par un certain nomhbre d’égalités
de la forme

0 o A . :
(6) 9[(“’17”‘,“113 H;’ > ‘—91<IJU ""LIH Wl, > (“—"7“7 -"’/‘)s

dont les premiers membres sont des fonctions rationnelles des = et de
leurs dérivées par rapport aux n variables x,, z,, ..., @, et qui con-
stituent un systeme (@) équivalent au systeme (T). Ainsi, chacune des
relations © est une combinaison linéaire des équations T et récipro-
quement.

Les équations (@) expriment d’ailleurs que, par les transformations
du groupe T', les premiers membres Q,, ..., Q; demeurent invariables;
ces premiers membres sont, par suite, des inyariants différentiels du
groupe T

Tout autre invariant différenticl du méme groupe I', rationnel par-
rapport & tous les éléments qu’il renferme, peut s’exprimer rationnel-
lement & Paide de ceux-la et de leurs dérivées en «,, z,, .. , z,.

En effet, la relation

. . 9% _ , 0L
U<~““.,“’“d$’l,”.>—U<Z“”"L"’5‘;—(;‘; --.>

est une conséquence nécessaire des équations (0). Eliminons de U,
en tenant compte des équations (@) et de leurs dérivées, le plus
grand nombre possible d’¢léments, nous obtiendrons évidemment
une identité. La proposition est donc établie.
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Les invariants Q,, ..., Q; forment, par conséquent, pour le groupe T,
un systéme complet d’inyariants (*).

Nous avons vu que les systemes (T) et (0) sont équivalents; on
peut conclure de cette équivalence la possibilité de déduire du sys-
teme (T) un systeme de la forme

Bul(Ri(5) — ()] +. ..+ Lu[Qu(5) — 2 (Z)] =0 (i=1,2,..., k),

ou les B;; sont des polynomes en @, x,, ..., x, dont le déterminant
n’est pas nul.

Il en résulte immédiatement qu’on peut déduire des équations (S),
par de simples combinaisons linéaires, des équations de la forme

(8y) By (3) 4. .. 4 BuQs(3) +B:=o0 (i=1,2, ..., k),

ou les 8; sont également des polynomes ou des fractions rationnelles
des variables «, «,, ..., @,. Ces derniéres équations peuvent donc
étre résolues par rapport & Q,, Q,, ..., Q, et donnent, pour ces inva-
riants, des fonctions rationnelles des variables. Il est clair qu’on
pourra, inversement, déduire les équations (S) des équations (S,).

Ainsi, les relations rationnelles (S), inyariantes par les transforma-
tions du groupe T', peuvent se meitre sous la forme canonique

053, .
Q[(Sl,...,s,,,ag_—;'-->:di(32‘,.%'1,...,.%‘,,,) (i=1,2,...,k),
1

dans laquelle les Q; sont des invariants différentiels de T formant un
systéme complet, et les o; des fonctions rationnelles des variables.

Les résultats auxquels nous sommes parvenus peuvent aussi s’énon-
cer de la maniere suivante, qui met en évidence deux propriétés
essentielles du groupe de rationalité T'.

1° Touwt invariant rationnel de I est égal a une fonction rationnelle
des variables x, x,, ..., x,.

2° Toute fonction rationnelle de z,, ..., =, et de leurs dérivées, qui est
égale a une fonction rationnelle de x, x,, ..., @,, est un invariant ra-
tionnel de T.

(1) Ajoutlons que rien n’autorise 4 les regarder comme fonclionnellement indépendants :
il existe, en effet, des cas ol ils sont liés par une ou plusieurs relations algébriques.
Ann. de {’Ec. Normale. 3°Série. Tome XV. — SEPTEMDRE 1893, b2
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9. Les équations canoniques
0s 5 07 .
(®) Qi(‘—"u'“’:ma—&l‘l?"'>:Qi(zl;~--,[/zyﬂi’"'> (L:I,Q;"'7k>7

qui renferment toutes les liaisons entre deux systemes fondamentaux
de solutions z,, ..., 5,, Z,, ..., Z, des équations (S), sontévidemment
équivalentes aux équations (X) signalées plus haut, qui expriment les
mémes liaisons. On obtiendrale systeme X, ou un systeme équivalent

i

en remplacant les dérivées ., au moyen des formules

déﬁb‘]l,, .o
O 0l 0n 90,
()'r/t - 051 ()xln T ()z/z, ()x/L,

et en observant que les équations obtenues sont des identités par

rapport aux dérivées 5, -
d"""l - .

Il n’est pas nécessaire de faire cette transformation pour déduire
les équations (X) des équations (@). Si I'on remarque, en effet, que
les liaisons entre les 5 et les Z, exprimées par ces dernieres, sont les
mémes, quelles que soient les variables x,, x,, ..., #,, il suffira de
prendre, pour ces variables, les fonctions z,, z,, ..., 5, clles-mémes.
On obtiendra ainsi un systeme canonique

. . , 07 .
(}‘) Qi(‘n---y */z)‘()Tﬁi7"‘>:wi<zly-'~7'3n) (‘:!,2"-'7/")’

qui est équivalent au systeme X ¢t qu'on peut, par conséquent, re-
garder comme étant le systeme X lui-méme.

Les équations canoniques (0) ou (£), que nous venons de former,
sont dites équations de définition du groupe I'; leur forme particuliere
met aisément en évidence un grand nombre de propriétés de T, et,
réciproquement, on peut conclure du fait qu’elles définissent un
groupe, des propriétés des fonctions rationnelles Q;(s). Nous nous
bornerons 4 énoncer ici quelques-unes de ces propriétés dont 1'éta-
blissement n’offre aucune difficulté :

Les équations (Z) admettent la solution Z;= z;, qui correspond &
la transformation identigue de T'. Les équations (£) ne changent pas
de forme lorsqu’on yremplace les éléments z,, ..., 5,, ou les éléments
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Zy, .., Z,, ou simultanément les uns et les autres, par ceux qui en
dérivent, a I’aide d’une transformation quelconque de I'.

Inversement, toute transformation i » variables qui, effectuée sur
les 5 ou sur les Z, n’altere pas les équations (X), appartient au
groupe I'.

10. Nous avons fait observer déja qu’il existe, pour une méme
équation
_ 0z dz dsz
(I) X(»)——d——;—l—Aigw—l—l—..-"l—Ana;;—O,
différents systemes irréductibles tels que S, et différents systemes T
correspondants. On passe des équations (X) & celles d’un autre sys-
teme X’ en faisant sur les z et les Z la méme transformation

r 7 ’
Si=®,(5,, Shy e ey 5L),

' i r
Zi=0,(Z,, 7, ..., 7,),

ol les ® sont des fonctions indépendantes, des n éléments qui y figu-
rent.

Toute transformation de cette forme qui change les équations (%)
en d’autres équations (X') rationnelles par rapport a tous les éléments
qui y figurent, permet de remplacer le systeme S par un autre sys-
teme S’ également irréductible.

Précisons la nature des rapports qui existent entre le groupe I' dé-
fini par les équations (Z) et le groupe I défini par les équations (X').

Rappelons, dans ce but, que, si la lettre F désigne la transforma-
tion

Z;=F;i(51,...,%5n),
qui remplace les = par les Z, on définit les puissances successives de F
en posant

FP=(F,F) =F.F (1),

3= (F* F)=F.F,

(1) On emploie ici, pour représenter la composition des transformations, le signe ordinaire
de la multiplication; il ne faut pas oublier que celte composilion n’est, en général, pas
commudtative.
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La transformation zneerse de F se représente par F~', et 'on a
I=(F-,F)=F-LF,

en désignant par I la transformation identique.

Soit maintenant F une transformation quelconque de I' remplagant
les z par les Z. Il est clair qu’on peut remplacer cette transformation
par les suivantes, effectuées successivement :

1° La transformation @, qui remplace les z par les z';

2° Une transformation F’ de I, qui remplace les 5’ par les Z';

3° La transformation ®—*, qui remplace les Z’ par les Z.

On a donc I'identité

F=®r o
ou l'identité analogue

F'= @—1Fq);
on dit, pour exprimer ces identités, que la transformation F est la
transformée de V' par la transformation ®, ou encore que I’ est la trans-
Jormée de T par la transformation ®-'.

Les transformations de I" sont donc les transformées des transfor-
mations de I' par la transformation ®. On écrit souvent cela, d’une

maniere abrégée,
I'=a.I".0-.

Faisons encore remarquer en passant que, si I'on a, entre trois
transformations de I', la relation

A.B=(,
on a, entre leurs transformées par ®, la méme relation
OPA.O1.OPBOP1=D.C.D.

Deux groupes I' et I”, tels que 'on puisse passer de 'un & l'autre
par unc transformation ® convenablement choisie, sont dits appartenir
au méme fype. Nous voyons donc que, @ toute équation

0z —0
”‘().Z’,l —

0z 03
(I) X.(Z)_M()'—x—i—A.l—(jz-i——f-A

correspond un TYPE de groupes I, qui est seul bien déterminé; on pourra
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choisir arbitrairement un groupe appartenant i ce type, sous la seule
condition que la transformation @ transforme les équations ration-
nelles () en d’autres également rationnelles.

11. L’étude des éléments =, z,, ..., 5, d'un systeme fondamental
de solutions de I’équation
0z 0ds

(1) X(G):JE—I*AI%:—}—-—FA

03

= —o0
"oz,

se décompose maintenant, d’une maniere fort nette, en diverses par-
ties qui paraissent indépendantes, et que nous étudierons séparé-
ment :

1° Formation effective des systemes X différents, c’est-a-dire des
équations de définition d’un représentant I' de chaque type de groupe
contenu dans le groupe ponctuel général T',,.

2° Détermination du systeme X, qui correspond au groupe de ra-
tionalit¢é T' de I’équation (t); par conséquent détermination de ce
groupe I

3° Etwde particulicre du groupe de rationalité T, ainsi déterminé,
permettant d’approfondir les liaisons des transcendantes z,, z,, ..., 5,
avec leurs dérivées des dilférents ordres et les variables, et, par con-
séquent, de préciser la nature de leur transcendance.

III. — Détermination du groupe de rationalité.

a. Formation des types de groupes ponctuels a n variables.

12. Nous avons & nous occuper d’abord de la détermination effective,
pour une valeur de n donnée, des équations de définition () de tous les
TYPES de groupes contenus dans le groupe ponctuel genéral a n variables.
La théorie précédente exige, en effet, la connaissance des invariants
différentiels indépendants pour chacun de ces types. Ce probleme géné-
ral n’est pas encore résolu d’une maniere compléte; les recherches de
M. Lie et de ses éleves, notamment de M. Engel, résolvent des ques-
tions voisines; mais, méme quand on suppose le groupe finz, c’est-
a-dire formé de transformations qui dépendent seulement d’'un nombre
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limité de parametres arbitraires, le probleme que nous venons de poser
reste a traiter ().

Nous donnerons simplement quelques indications générales, dont
une étude qui ne peut trouver place ici élablirait I'utilité, et un résumé
rapide des résultats obtenus par MM. Lie et Engel.

Nous savons que tout groupe de transformations 4 n variables
Z,, ..., 3, est entierement défini par un systeme completement inté-
grable d’équations rationnelles

0z 0z .
(2) 9:‘(51"--;511,3—51;’"'>29i<zi7-'~:zmg‘zi’"'> (f=1,...,p)

ou les Z sont les variables transformées des z, et ol les variables
@y, ..., T, ne sont pas transformées. Les Q; constituent pour le groupe
considéré un systéme complet d’invariants difféerentiels qui conduit, par
de simples dérivations, aux invariants fonctionnellement distincts d’un
ordre quelconque, supérieur a I'ordre maximum des Q.

Les équations (X) établissent des relations entre les z et les Z; elles
ne dependent donc des variables x qu’en apparence. 1l suit de la que, si
I'on fait sur les « une transformation quelconque

Ti=¢; (yt: . ~,yn)7
ce qui entraine, d’une maniere générale,

Jdu _2 u dyq

()"Tv’[

o ()yu ()J;’i ’
7 O*u_ dyq 0yp du  0*yq
dx;0x, _Ea.p dyadys 0z; 0z Z ____

le systeme transformé est équivalent au systeme

(e, 22 ) =2 7, %, ... =
Ql("h"‘i"'m 0},17 ‘ ""QL<Z13"'7LII.()}/17 ° > (‘—17"'71-7)
quon déduitde () en remplacant simplement les  par les y de méme
indice.

(Y) Cf. 8. Lig, Transformationsgruppen, Erster Abschnitt, Kap. 28.



ESSAI SUR UNE THEORIE GENERALE DE L’INTEGRATION, ETC. 335

La condition précédente, nécessaire pour que les équations (X)
soient les équations de définition d’un groupe, est aussi suffisante. En
effet, la composition de deux transformations qui laissent les Q; inva-
riables, donne une transformation qui possédera évidemment la méme
propriété. Posons

) . _ .
®(2) =2 (51, ..y 20 (%-‘l ) - (/1 73—2 s

N /

la détermination des types de groupes a n variables revient & celle de tous
les systémes d’équations rationnelles, complétement intégrables

(%) D,(xz)=o, (i=1,...,p),
tels que U’on ait, pour toute transformation des x en 'y
(I)[(y) st E/L-Ai/‘-(l)ﬁ (.Z‘).

On observe immédiatement que les coefficients A; ne peuvent
dépendre, ni des z et de leurs dérivées, ni des Z et de leurs dérivées;

. 0 . dy; .
ce sont des fonctions des élements de la transformation Z)% » -+ -« Dailleurs,
o

il est clair que le déterminant des A; ne peut s’annuler si les y sont
n _fonctions distinctes des x.

On peut faire sur les équations (X) d’autres remarques faciles qui
ne sont pas sans importance : Les formules de transformation des

, ., du 0%u

dérivées ——, ———

9y: 0yi0y
vées d'ordre égal a & et des dérivées d’ordre inférieur. Par conséquent,
si les équations (X) ne sont pas toutes du méme ordre, celles qui sont
d’ordre égal ou inférieur a k, prises isolément, forment un systéme inva-
riant pour toute transformation des x ; elles definissent donc un groupe.

Par exemple, les équations (£) qui sont d’ordre minimum p. définis-
sent un groupe; les équations d’ordre p et d’ordre (p. + 1) définissent
un nouveau groupe compris dans le précédent, etc.

Supposons maintenant que, pour toute transformation des x, cer-
taines des équations d’ordre p du systeme () forment un systeme in-
variant; elles définiront un groupe qui comprendra parmi ses trans-
formations celles du groupe défini par toutes les équations d’ordre p.
La remarque s’étend naturellement & tout systeme compris dans (Z)
qui reste invariant par toute transformation des x.

... remplacent des dérivées d’ordre £ par des déri-
p
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Observons enfin que les fonctions ®; ne renferment pas les va-
. . (e, 05
riables @,, ..., x,, mais seulement les dérivées '0_:21’ --+; les transfor-
1

mations & considérer sont donc les transformations lincaires et homo-
),
7

genes des deripces ==, ... qui résultent d’un changement arbitraire des

ox, )
. ;o dy;: (2,%'
variables z,, ..., z,. Ony peut regarder les dérivées oz dmiaz

comme des paramélres arbitraires indépendants.

13. Nous avons jusqu’a présent conservé les deux séries de variables s
et Z; il est facile de se restreindre 2 la considération des z et de leurs
dérivées. En effet, I'expression

Qi (y) — Zahi (),

ou figurent seulement les z, ne change pas quand on y remplace les =
: : 14 (o Vi 9y
parles Z; elle ne dépend donc que des éléments 0T derday

avons alors, pour toute transformation des « en y,

.... Nous

Qi (y) = 2p A 1 (2) + By,

ou les A et les B ne dépendent que des dérivées %Zi; J)—l’—; -+ La
dxy . dxy,

recherche des fonctions rationnelles Q; est évidemment un simple pro-
bleme d’Algtbre des qu’on limite I'ordre des dérivées qui peuvent y
figurer. Mais il nest pas certain que sans autre donnée que le nombre n
on puisse limiter I’ordre des Q; pour tous les types de groupes contenus
dansT,;lestypesde groupesimprimitifssemblent devoir faire exception.

Nous disons, comme en Algebre, qu'un groupe G contenu dans T,
est imprimitif quand il existe des fonctions indépendantes, de z,, .. ., 3,,
en nombre inféricur a n qui s’échangent les unes dans les autres par les
transformations de G. Quand on recherche les types de groupes, on
peut supposer tout de suite que ces fonctions sont z,, ..., z.; les
transformations du groupe G laissentalors invariant le systeme d’équa-

tions
af of

=o, ceny o5

—— == 0.
03 fraey

Ces transformations consistent en une transformation des élé-
ments z,, ..., z, associée & une transformation de z4.,, ..., 3, qui dé-
pend, en général, des éléments de la premikre.
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Un groupe qui n’est pas imprimitif est dit primizif. Il résulte évidem-
ment des observations générales déja faites que dans Ia recherche des
Q; on peut commencer par en considérer un nombre minimum, qui se-
ront alors transformés par un groupe linéaire primitif lorsqu’on fera
sur les & une transformation arbitraire. Ce groupe linéaire primuif
sera manifestement isomorphe (') au groupe des transformations que
subissent les dérivées (729 .-+ quand on fait sur les y une transforma-
tion quelconque.

On continuera a déterminer les Q; en ajoutant chaque fois le plus
petit nombre possible d’équations d’ordre minimum de facon & définir
un groupe, ct nous savons qu’'au bout d’un certain temps on ne pourra
plus ajouter d’équations nouvelles sans obtenir autant d’équations que
de dérivées, c’est-a-dire sans tomber sur la transformation identique.

Ces remarques mériteraient, d’ailleurs, une étude que nous n’avons
pas U'intention de faire ici (?).

14. M. Lie a déterminé effectivement, par des méthodes sur les-
quelles nous ne pouvons insister (*), tous les types de groupes finis

(1) Pour la signification de ce terme, on peutl se reporter 4 la théorie des substitutions,
ou aux pages suivantes consacrées a I'étude du groupe de rationalité.

(2) Ajoutons un beau théoreme dt a M. Lie duquel il résulte que, parmi les équations
de définition d’un groupe a n variables, il y en a toujours du premier ou du second ordre ;
théoreme 6labli par 'emploi des transformations infinitésimales et de leurs développe-
ments au voisinage d’un point. On peut I'énoncer aussi en disant que le groupe général I'y,
scul renferme loutes les transformations quadratiques.

On peut déduire immédiatement de la qu’dl suffit d’exprimer que les equations () de-
meurent invariantes par toute transformation quadratique des x pour qu'elles définissent un
%y
oxp 0z ) 0
de transformation des dérivées; la recherche des Q; en se servant des transformations in-
finitésimales est aussi ramenée par cette remarque d une forme simple. Mais ce sont la
des questions dont nous devons remettre I'étude & un autre moment. Il en est de méme
des rapports de la méthode adoptée avee celle employée par M. Engel pour former les
équations de définition des transformations infinitésimales d’un groupe et aussi avee celle

due a M. Picard (#); nous ne pouvons que renvoyer le lecteur 4 ces Lravaux.

(®) Cf. Transformationsgruppenr, Dritter Abschnitt, p. 1 & 313.

groupe. L'adjonction des relations = o simplifie considérablement les formules

(%) ENGEL, Math. Ann., Bd. 27, 1886; E. PICARD, Journal de Liouyille, 1892 ; P. MEDOLAGHI,
Annali di Matematica, t. XXV, 1897.
Ann. de ’Eec. Normale. 3¢ Série. Tome XV. — SEPTEMERE 1898. 43
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a une et deux variables et sauf une classe particuliere de groupes impri-
mitifs, les types de groupes finis a trois variables.

1l a formé, d’autre part ('), tous les types de groupes infinis (dont
les transformations dépendent de fonctions arbitraires) 4 deux va-
riables et déterminé des classes importantes de groupes injfinis primitifs
a n variables.

Iy aurait lieu de préciser dans les tableaux des groupes imprimitifs
donnés par I'illustre géometre norvégien, la nature des fonctions deter-
mindes qui figurent dans les transformations du groupe, de fagon que
les équations de définition (X) des transformations finies sotent ration-
nelles par rapport @ tous les éléments qu’elles renferment; nous avons vu,
en effet, que c’est seulement sous cette restriction que ces résultats
peuvent nous servir. Cette observation immédiate ne s’applique pas
aux groupes primitifs qui possedent, en général, des équations de défi-
nition tres simples. Enoncons & leur égard, les résultats obtenus par
M. Lie :

Groupes primitifs finis & deux variables : 1° groupe projectif général,
formé des transformations '

al= GOy e o LE by o
T d'x + b//y__l__c//’ Yy = a’x + blly+clli

2° groupe linéaire général :
r'=—ax+by-+c, Y'=dx - by+
3° groupe linéaire spécial :
2'=ax+ by +c, y=dx+by+c, ab — ba' =1.

Groupes primitifs finis a trois variables : 1° groupe projectif général,
4 quinze parametres; 2° groupe linéaire général & douze parametres;
3 g inéaire snéci 3 7 otroc - 4© 3 i3
3° groupe linéaire spécial & onze parametres; 4 groupe projectif &
dix parametres qui laisse invariant le complexe linéaire

ds + x dy — y da == o;

(1) dbhandlungen d. K. S. Gesellschaft d. Wissenschafien zu Leipzig, XXI; 1895.
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5° groupe projectif a six parametres qui n’altére pas la surface
S—2y=—o;

6° groupe des mouvements euclidiens; 7° groupe a sept paramétres
formé des déplacements et des homothéties; 8° groupe & dix para-
métres des transformations conformes de I'espace z, y, =.

Groupes primilifs infinis a deux wvariables : 1° groupe général T;
2° groupe des transformations qui multiplient les aires par une con-

stante :
oX, )
d[d(x“,im]—"’

3° groupe des transformations qui n’alterent pas les aires :

(X, Y)

d(xz,y)

Ces trois types de groupes existent quel que soit le nombre 7 des va-
riables.

15. L’étude que nous aborderons tout & I’heure du groupe de ratio-
nalité montrera I'importance d’une classe de groupes : les groupes
simples, lorsqu’il s’agit de définir des transcendantes de nature essen-
tiellement nouvelle. Rappelons, tout de suite, les résultats classiques
obtenus dans la détermination des structures de groupes simples par
MM. Lie, Killing, Cartan, Engel, etc.

Groupes infinis : 1° groupe général T',; 2° groupe des transformations
de contact en z, 2, ..., x,; 3° groupe des transformations de contact
homogenes en x,, ..., ©,, p,, ..., p,; 4° groupe qui n’altere pas les
volumes & n dimensions : il est défini par la seule équation

d(XH LR ] Xn) —
0(&yy « ooy xn)
Groupes finis (*): 1° groupe linéaire et homogene spécial & (n* —1) pa-

n(n—1u)
2

rametres; 2° groupe linéaire et homogene 2 parametres, qui

(1) Cf. pour plus de détails : E. CARTAN, Sur la structure des groupes de transformations
fenis et continus, p. 147.
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LI TN 2 2,
n’altére pas x] +...+ @, ;

\ L n(n—+1 N - N -
gene a Lo——) parametres qui n’altere pas I’expression

3¢ sinest pair, le groupe linéaire et homo-

Xy dxy — Xy AX 4. . Xy AXpy— Xy A2y

En dehors de ces types, qui peuvent ne pas étre tous distincts
(n=2,3,4,5,6), il en est d’exceptionnels : («) G,, pour n=17;
(B) G;. pour n=126; (y) G.s pour n= 27, G5, pour n =56, G
pour 2 = 248.

b. Formation des résolyantes.

16. Quand on a fixé, pour chaque type de groupes contenu dans le
groupe général I',, des invariants différentiels formant un systeme
complet, que reste-t-il & faire pour déterminer le groupe de rationalité
d’une équation linéaire donnée?

Nous savons qu’il faut : 1° former les équations résolvantes dont
dépend, pour chacun de ces types, la détermination des invariants deffé-
rentiels, puis 2° reconnaitre pour lequel d’entre eux ces équations résol-
vantes admettent un systéme de solutions rationnelles. Ces deux problemes
sont de difficulté tres inégale; le premier n’exige que des calculs algé-
briques immédiatement réalisables, le second est un des problemes
les plus difficiles de ’Analyse et n’a été résolu que dans des cas tres
particuliers, par MM. Painlevé, Poincaré et Autonne (loc. cit.).

Les invariants différentiels d’un groupe I' se partagent, suivant leur
ordre, en différentes classes, ceux d’un ordre donné et d’ordre inférieur
définissant 4 cux seuls un groupe qui renferme I'. Considérons parmi
les invariants de T, ceux qui sont d’ordre minimum (on sait que cet
ordre est un ou deux) et parmi ceux-la ceux qui, associés en nombre
minimum, définissentun groupe. Soient @, ..., ®,, cesinvariants et G,
le groupe défini par les équations

(o 02 (s P,

si les ® sont du second ordre, G, n’est contenu dans aucun groupe
plus grand, sauf I',, car les invariants de ce groupe plusgrand devraient
étre des fonctions des éléments ®,, ..., ®,; si les @ sont du premier
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ordre, il peutarriver que certaines fonctions des @ et de leurs dérivées
définissent un groupe G contenant G, et qui ne sera, lui, contenu dans
aucun groupe autre que I',. On commencera, dans tous les cas, par
former les résolvantes pour un groupe mazximum dans T, (G, ou G) de
la maniere suivante : les équations

q)i:(l)[(ﬁi, sy %%) '-‘>

étant écrites, on les différentie par rapport aux (n —+ 1) variables ,
%y, .., 2, 6t Ponyremplace les dérivées relatives i 2 par leurs expres-
sions a ’aide des autres dérivées et des invariants différentiels de T,
déduites des équations X(z;) = o, et des équations dérivées.

<1
9z,
faire apres un nombre limité de dérivations, on aura les équations ré-
solvantes que vérifient les ®;. De plus, le groupe considéré (G, ou G)
étant maximum dans I, il n’est pas possible de réduire I’ordre des
résolvantes en faisant choix de fonctions rationnelles des ® comme
nouvelles inconnues; le nombre des invariants ®; d’ordre égal a un ou
a deux qui définissent le groupe est également invariant.

On continuera I’application de la méthode en n’ajoutant jamais que
le nombre minimum d’équations nouvelles et en les supposant d’ordre
minimum. Le raisonnement fait sur G, peut étre répété sur G,; on peut
donc toujours s’arranger pour que chacundes groupes I, G,, G,, ..., T
soit maximum dans le précédent : le systeme formé par les résolvantes
est alors primuttf.

Nous n’insisterons pas sur le développement des remarques qui
préctdent, mais nous ferons remarquer, en passant, que /’adoption
d’une méthode régulicre dans la formation des équations résolvantes est
indispensable pour reconnaiire exactement quels problémes précis on
deyra traiter pour déterminer effectivement le groupe de rationalité T
d’une équation donnée. Le plus simple de ces problemes, celui qu’il est
nécessaire d’avoir résolu pour fixer le groupe de rationalité de I’équa-
tion g; -+ A—g} = o, consiste en la détermination des solutions parti-
culitres algébriques de I’équation y’ = A, et n’a pas encore été traité.

En éliminant les dérivées <=, ---> ce que I'on pourra évidemment
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IV. — Etude du groupe de rationalité.

a. Décomposition normale du groupe I

17. Le groupe de rationalité I" de I'équation

.\ __ 05 9z, Js __
(I) X(u)——-'();—l—Aq—()—;—f"'...—l—And—.x;-—O,
défini par les équations (X) étant déterminé, la nature des transcen-

dantes z,, ..., z;, qui forment un systeme fondamental de solutions
de (1) vérifiant les relations

d5,
(S) 91’<31,---y5/1’(7‘177"' = (&, X1, ..., Zp),
Xy

est également déterminée et ne depend pas du systeme fondamental
choist.

Pour étudier ces transcendantes attachées au groupe T, il suffit d’étu-
dier'le groupe T lui-méme; c¢’est ce que nous allons faire en suivant
pas a pas la marche adoptée pour I’étude.des groupes de substitutions.

Donnons d’abord quelques définitions, qui fourniront la géndérali-
sation naturelle des notions communes relatives aux substitutions.

Soient F et G deux groupes de transformations entre lesquels nous
supposons qu'il existe une correspondance telle que :

1° A toute transformation g de G correspond une transformation bien
détermince [ de F;

2° Au produit gg' de deux transformations de G correspond le pro-
duit [ des transformations correspondantes de F.

Nous dirons que le groupe F est isomorphe a G.

A des transformations de G formant un groupe G’ correspondent
alors des transformations de F formant un groupe F'.

Considérons les transformations de G qui correspondent & la trans-
formation identique de F. Soient g, et g, deux de ces transformations;
le produit g, g, aura pour correspondant dans IT' le produit 1.1, ¢’est-
a-dire la transformation identique. Les transformations de G qui corres-
pondent a la transformation identique de ¥ forment done un groupe H.
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Soit g l'une des transformations de G qui correspondent  la trans-
formation £ il est clair que le produit g2, ol  est une transformation
quelconque de H, correspond aussi & f. La méme observation s’ap-
plique & toute transformation Ag et ces transformations sont évidem-
ment les seules qui peuvent correspondre i f.

Sil’on considere, d’ailleurs, la transformation ghg=' de G, la trans-
formation correspondante de F sera f/~*, c’est-d-dire la transformation
identique. On a done

ghg='= hy
ou encore
gh="nhgy,

ce qu’on exprime en disant que le groupe H demeure invariant lorsqu’ on
le transforme par une transformation de G.
Un‘sous—groupe H du groupe G, qui possede la propriété exprimée
par I'identité
ghg='=hy,

est dit sous-groupe invariant de G. Nous venons d’établir que, s’il existe
un groupe F isomorphe a G, les transformations de G qui corres-
pondent & la transformation identique de F forment un sous-groupe
invariant H de G. La réciproque est évidente. Si G posséde un sous-
groupe invariant H, il existe un groupe ¥ isomorphe a G pour lequel H
correspond a la transformation identique.

Associons, en effet, les transformations de G en faisceaux de la ma-
niere suivante. Deux transformations g, et g, appartiendront au méme
faisceau si I’on a une identité de la forme

g1 =gl

h appartenant & H, & des faisceaux différents s'il n’y a pas d’identité
de cette nature.

Désignons par une méme lettre / I'une quelconque des transforma-
tions gk ou hg, ou g est déterminé et h arbitraire dans H. Ces conven-
tions faites, il est clair que si l'on a

ol — ol
88 =8

on a aussi

=
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les faisceaux de transformations J se composent donc entre eux de ma-
niere a former un groupe F.

Ce groupe F sera, comme dans la théorie des substitutions, appelé
quotient de G parH, et’on écrira F = G/H pour rappeler sa formation.

Ajoutons une observation sur Visomorphisme. Lorsque T est iso-
morphe & G, la réciproque n’est vraie que si & une transformation /
de F ne correspond qu’une transformation de G; on dit alors que F est
holoédriquement isomorphe a G.

18. Supposons que le groupe de rationalité I' possede un sous-
groupe invariant G; quelles conclusions pouvons-nous en déduire
relativement au systeme (S)?

Le groupe G est entitrement défini par un nombre limité d’inva-
invariants de I'. Nous supposerons ces invariants nouveaux classés de
la maniere suivante :

riants rationnels par rapport 4 z,, . -++> qui s’ajoutent aux

ny invariants d’ordre v, I, ..., L3

ny invariants d’ordre v -1, I3, ..., I, qui ne s’exprimnent pas avec les
invariants de I' et les dérivées des précédents;

n, invariants d’ordre v + 2, 13, ..., I, etc.

Soit, en définitive, N le nombre des invariants nouveaux jusqu’a un
ordre tel que tous les invariants distincts d’un ordre supéricur s’ob-
tiennent en dérivant jusqu’a cet ordre ceux déja obtenus et les inva-
riants de I'; soit, d’autre part, J une fonction rationnelle quelconque
de ces invariants.

Nous savons que, si g est une transformation quelconque de G ety
une transformation quelconque de I', on a

rEYTI=8&1 ou yg=giy,
& appartenant encore 4 G. Appliquons la transformation y g aux élé-

05 .
ments z,. ..., 5,, d—j: +++5 qui figurent dans J; nous aurons
1

78I =g7vU),
et comme
g(J)=1J,



ESSAI SUR UNE THEORIE GENERALE DE L’INTEGRATION, ETC. 345

il en résulte
y(I) =g yI).

La fonction transformée v (1) est donc un invariant de G et s’exprime i
I'aide des invariants de G qui sont au plus d’ordre égal 2 celui de J,
puisque la transformation ne peut élever I'ordre de dérivation. On doit
naturellement comprendre ici, parmi les invariants de G, ceux de T';
mais on remarquera tout de suite qu’ils sont inaltérés par les trans-
formations .

. . ()I ’ ’ N
Les invariants I,, ..., 1,, (—);1, - I, .0, 1, ... du groupe G, qui
1

sont en nombre N, sont donc transformés entre eux lorsqu’on trans-
forme z,, ..., z, parles transformations de T', et les transformations
quils subissent forment un groupe isomorphe a T, dans lequel la trans-
formation identique correspond a une transformation quelconque de G.
Si 'on compare ce groupe au groupe des transformations subies par
les faisceaux y g, considéré plus haut et représenté par I'/G, on constate
qu’ils sont holoédriqguement isomorphes. Nous désignerons dans la suite
les deux groupes par le méme signe T'/G.

Le groupe de transformations des invariants de G que nous venons
de définir possede des invariants différentiels, qui sont évidemment,
5, 25,

dx,
invariants du groupe I'. Ceux d’entre eux qui s’expriment rationnelle-
oI,

o g
fonctions rationnelles des variables =, x, ..., z,.

Considérons un systéme complet de ces invariants (*'); les relations

correspondantes

lorsqu’on les regarde comme dépendant de z,, ... -» des

ment i ’aide des éléments Q,1,, ..., 1 - sont donc aussi des

' ol
(A) A, <Q Loy T gt - ) — o (@, Try ey X))y

d’olt I'on a exclu les équations évidentes,

Qi=wi(@, Ty, ..., X)),

(1) On obtiendra manifestement un tel systéme en exprimant tous les @ & T'aide des
invariants nouveaux Iy, ..., I,,; 1}, ... du groupe G.
Ann. de U’Ee. Normale. 3° Série. Tome XV. Sepremsre 18g8. 44
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sont des équations aux dérivées partielles qui définissent les élé-
mentsI,, ..., T, ;I,, .... Toute solution du systéme (A) s’obtient d’ail- .
leurs en appliquant 4 une solution particuliere une transformation
convenable du groupe I'/G.

Les éléments I,, ..., I, ;5 I, ... étant ainsi définis, on définira les
transcendantes z,, ..., 5, a I'aide des équations

0z,
QL'(Z“'..,:",E;-’..‘ :Q,',
1

I (s o, 23 ) =1
Lk 15 =+ > na():l‘1 ks

ot les seconds membres sont tous les invariants distincts du groupe G.

L’introduction explicite des invariants nouveaux I,, ..., 1,51}, ...
du groupe G permet donc une décomposition des équations (S). Nous
observerons que les équations (S) définissent les éléments z,, ..., 5,,
¢’est-d-dire les invariants de la transformation identique, au moyen des
invariants de I, et nous énoncerons les résultats obtenus de la maniére
sulvante :

Sotent T un groupe quelconque de transformations des éléments =,, . ..,
5,, G un sous-groupe invariant de T'; considerons le systéme (S) qui
definit z,, ..., 5, en partant des invariants de I', on peut 'y mettire en
évidence :

1° Un systéme (A) qui definit les invariants de G en partant des inya-
riants deT';

2° Un systéme (B) qui definit =,,. ..., 5, en partant des invariants
de G.

Ces deux systemes sont entierement analogues au systeme initial ez
les groupes de rationalité correspondants sont respectivement T'[G et G.

(B)

19. Si l'un ou l’autre de ces groupes possede un sous-groupe inva-
riant, on peut continuer la décomposition. Pour n’avoir a faire cette
opération que dans un sens, il suffira de choisir G de fagon que I'un
des groupes G et I'/G soit simple, c’est-i-dire ne possede pas d’autre
. sous-groupe invariant que la transformation identique.

Montrons, par exemple, que le groupe T'/G est simple, si le groupe G
n’est pas contenu dans un autre sous-groupe invariant F de T et sculement
dans ce cas.
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Supposons, en effet, F invariant dans T" et renfermant G; considé-
rons les groupes que nous avons désignés plus haut par T'/F, T/G
et F/G, il est clair que les faisceaux fg de F/G appartiennent a I'/G;
mais, d’autre part, on a

vIE T =T
le groupe F/G est donc invariant dans T'/G.

Enfin, si nous faisons correspondre & la transformation identique
de I'/G le groupe F/G, on obtiendra précisément le groupe I/F iso-
morphe a I'/G.

Supposons maintenant que I'/G possede un sous-groupe invariant H;
parmi les faisceaux yg, il en est qui se transforment entre eux. Soient
Y1 8ar Y2 8y deux de ces faisceaux

71 éra'}/2 So= 71 72 'é"L"
puisque l’on a, G étant invariant dans T,
Fat2= 12 &a-

Les transformations v, gu» Y28, ..., 0U g est quelconque dans G,
(orment donc un groupe I qui renferme G.
Si H est invariant dans T'/G, on aura, par exemple, pour tout v

T 8a T =280

ce qui exprime que F est invariant dans T'.

Lorsqu’un groupe G invariant dans I' n’est contenu dans aucun
sous-groupe invariant F de I', on dit qu’il est un sous-groupe invariant
maximum de T'. Il résultera donc des propositions établies que tout
groupe I' donne une suite limitée (') de groupes

r’ G, Gl: st Gp.’ T,

dans laquelle chaque terme est un sous-groupe inyariant maximum du

(1) La limitation de la suite résulte des deux observations suivantes :

Tout groupe de transformalions est entidrement défini par un nombre limité d’inva-
riants différentiels.

Tout sous-groupe invariant d’un groupe posséde au moins un invariant différenticl
nouveau.
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précédent. Les groupes T/G, G/G,, ..., G,/1 correspondants sont, par
conséquent, des groupes simples.

A lasuite T, G, Gy, ..., Gy, 1 correspond une décomposition nor-
male du groupe T, que nous indiquons en écrivant

T =T/G.G/G; . ... . Gy/1,

et qui nous permet de mettre en évidence dans les équations (S), par
I'introduction explicite des invariants nouveaux des groupes G, G, ...,
Gy, 1, des systemes d’équations pour chacun desquels on a un groupe
de rationalité simple. D’une maniere plus précise, la détermination
de 5, ..., 5, en partant des invariants de I (groupe de rationalité I')
se ramene aux opérations suivantes :

1 Détermination des invariants de G en partant de ceux de T
(groupe I'/G); '
2° Détermination des invariants de Gy en partant de ccux de G
(groupe G/G,);
(» +2)° Détermination des invariants s,, ..., 5, de la transformation
identique en partant des invariants de Gy, (groupe Gp/1).

D’apres la définition que nous avons donnée de 'adjonction, on peut
encore résumer les résultats qui précedent en disant :

Les transcendantes z,, .. ., 5, qui_forment un systéme fondamental de
solutions de l'équation

X(/):%—FA,%—!—...%—A”JZL = o,
el quu sont attachées au groupe de rationalité T, peuvent éire amendes d
faire partie du domaine de rationalité par des adjonctions successives de
transcendantes attachées a des groupes simples (-

Il resterait & montrer comment, lorsqu’on donne les invariants diflé-
rentiels du groupe T', on peut former effectivement une décomposition
normale du groupeT', ¢’est-a-dire déterminer les invariants nouveaux
des groupes G, G,, .... C’est Ia un probleme algébrigue qui exige une

. (1) A .quclque point de vue que I'on se place pour I'élude des transcendantes 31, ..., Zn,
il est elair que cette proposition doit gouverner toutes les recherches.
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étude spéciale (*). Nous nous bornerons a faire observer que lorsqu’un
groupe H est un sous-groupe invariant maximum de G, les tnvariants
nouyeaux de H sont necessairement tous du méme ordre.

b. Invariants de la décomposition normale.

20. Revenons & la décomposition du groupe de rationalité T et pro-
posons-nous d’étudier les différentes décompositions normales pos-
sibles d’un méme groupe.

Soient done
r, ¢, G, ..., 1,

r, H, H,, ..., 1

deux décompositions normales du groupe I', ol nous supposons que G
et H ne coincident pas, sans quoi il suffirait de considérer les suites &
partir du moment ou elles different.

Les transformations de la forme g% forment évidemment un groupe
contenu dans I'; ce groupe est invariant dans T', car on a

yghyt=ygyt.yhyt=gh.

Mais, d’autre part, ce groupe contient G qui est un sous-groupe
invariant maximum de T'; il se confond donc avec le groupe T lui-
méme. Ainsi, zoute transformation de I" peut étre obtenue comme produit
d’une transformation de G et d’une transformation de H (*).

Considérons maintenant les transformations communes 4 G et a H,
elles forment un groupe K; montrons que ce groupe K est un sous-groupe
invariant de G et de H.

Soit £ une transformation quelconque de K; la transformation gkg=*
appartiendra & H puisque £ appartient 2 H qui est invariant dans I';
mais elle appartiendra aussi & G puisque £ appartient a G. Cette trans-

(1) Dans un beau Travail, publié par I'4merican Journal of Mathematics (t. XVIII,
1896), M. Cartan a fait cette étude pour les groupes dont les transformations dépendent
d’un nombre fini de paramoires, en partant des résultats relatifs a la structure de ces
groupes.

(2) Cette conclusion subsiste sous la condition que le groupe G, seul, soit un sous-groupe
invariant maximum de I'.
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formation est donc une transformation de K :
ghkg=t=ky,

ce qui exprime que K est invariant dans G. Le méme raisonnement
montre que K est invariant dans H.

Nous pouvons également conclure de la que K est un sous-groupe inva-
riant de T'. On a, en effet, manifestement puisque, pour tout+, on peut
posery = gh

gh k. h=g'=gk g~ '=k,,
c¢’est-a-dire
},A.},_1 = ks,

ce qui établit la proposition.

Envisageons maintenant les transformations des faisceaux que l'on
peut faire correspondre d’une part aT' et H, d’autre parta G et K, c’est-
a-dire les deux groupes I'/H el G/K.

Un faisceau du premier groupe I'/H est défini par les transformations
vk ol y est déterminé, et & arbitraire dans H. Si I'on remarque qu’on
a toujours y = gk, on peut également le définir comme I’ensemble des
transformations gk ou g est fixe et % arbitraire dans H.

Soient g et g, deux transformations différentes de G; a quelle con-
dition donneront-elles des faisceaux différents? Il faut et il suffit évi-
demment qu’il n’existe aucune identité

&= /Ll;

mais une telle identité exprime que %, est égal a g7'g, c’est-a-dire
appartient & G : 4, appartenant a la fois & G et & H appartient 34 K. On
conclut de 1, que deux transformations différentes g et g, de G donne-
ront dans T'[H deux faisceaux différenis s’il n’ exisie aucune identité

g =gk
ot k appartient a K.

On reconnait manifestement la la condition nécessaire et suffisante
pour que les deux transformations g et g, de G donnent dans G/K deux
faisceaux différents.

Si nous regardons comme correspondants deux faisceaux de I'/H et
de G/K qui correspondent & la méme transformation g de G, il résul-
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tera de cette correspondance que les deux groupes T'/H et G[K sont
holoédriquement isomorphes.

Nous avons supposé le groupe H maximum dansT et par conséquent
le groupe T'/H simple; on peut donc conclure des propositions qui
précedent, que le groupe G/K est simple et par conséquent que le
groupe K est un sous-groupe invariant maximum de G.

En résumé, nous avons établi que sz

r, G, GI! [N I,
r, g, H, ..., 1,

sont deux décompositions normales de T et si 'on désigne par K le groupe
des transformations communes a G et a H :

1° Le groupe K est un sous-groupe invariant de I';

2° Les groupes I'/H et G/K sont holoédriqguement tsomorphes;
et il est bien clair que la méme conclusion s’applique aux groupes

I/G et H/K.

21. 1l est facile de déduire dela les propriétés invariantes d’une dé-
composition normale.

Supposons en premier lieu que K se réduise & la transformation
identique. Les deux décompositions se réduiront manifestement a

r, G, 1,
r, H, 1,

les groupes I'/H et G seront holoédriquement isomorphes et il en sera
de méme des groupes I'/G et H. En passant d’une suite a I'autre, on
permute seulement I'ordre des groupes simples qu’il y a & considérer.

Supposons maintenant que K ne se réduise pas i la transformation
identique et formons une décomposition normale de K :

K, K, ..., 1.
Nous pourrons en déduire les deux décompositions normales de T

r, G, X, Ky, ..., 1,
T, H, K, K, ..., 1,
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pour lesquelles les deux suites

T/G, G/K, K/K, ...,
T/H, T/K, KK, ...,

renferment, 3 L'ordre pres, les mémes éléments ou du moins des
groupes holoédriquement isomorphes. Pour établir que cette pro-
position subsiste pour deux décompositions quelconques

F; G’ Gl’ ] I,
r, O, H, ..., 1,

il suffira de comparer chacune d’elles 21’une des décompositions inter-
médiaires que nous venons de former.

Mais les suites
r, G, G’i, ey I,

I, G K, ..., 1

ont deux éléments identiques; il en résulte manifestement que, sil'on
suppose la proposition établie pour le groupe G, c’est-d-dire pour un
groupe dont toute décomposition normale renferme m termes, elle sera
vraie pour tout groupe I' dont la décomposition normale renferme
(m + 1) termes. Or la proposition est évidente pour un groupe simple,
c¢’est-a-dire lorsque m = 2; elle est donc générale.

Soit T un groupe de transformations et

r, G, G, ..., 1

une décomposition normale quelconque de T'; dans cette décomposition,

les élements de la suite
TG, G/Gy, ...,

qui sont tous des groupes simples, sont détermines a Uordre preés, chacun
d’eux pouvant, tout au plus, étre remplacé par un groupe qui lui est holoe-
driquement isomorphe.

Cette proposition, qui est a4 peu pres évidente, est d’une grande
importance dans ’étude des transcendantes z,, ..., 5, atiachées au
groupe T'; elle établit en effet que toutes les adjonctions de transcen-
dantes, auxquelles nous avons ramené 1’adjonction de z,, ..., z,, sont
essentielles.
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22. Cherchons & compléter les résultats quiprécedent. Nous venons
de voir que, dans aune décomposition normale, I’ordre des groupes
simples T'/G, G/G,, ... n’est pas completement déterminé. Toute
permutation de ces éléments est-elle possible; sinon, quelles sont
celles que I'on peut obtenir?

I1 est bien évident d’abord que si H est un sous-groupe invariant de T,
on peut former une décomposition normale de T' qui ren ferme H. En effet,
si H est un sous-groupe invariant maximum de I', on le prendra pour
premier terme de la décomposition; sinon, on prendra pour premier
terme le plus grand sous-groupe invariant de I', G, qui renferme H.

Si I est maximum dans G, on le prendra pour second terme; sinon,
on prendra pour second terme le plus grand sous-groupe invariant
de G qui renferme H, cte.

Cela posé, dans une décomposition normale quelconque de I', chaque
terme est un sous-groupe invariant du précédent, mais non de tous les
précédents. Les termes qui sont, comme le premier G et le dernier 1,
des sous-groupes invariants de T', méritent une attention particuliere;
¢’est sur eux que va porter notre étude.

Soit G,_, un terme de la décomposition qui est un sous-groupe inva-
riant de T, le terme suivant G; étant invariant dans G,_,, mais non
dans T'. Considérons le groupe transformé de G; par une transforma-
tion v de I" qui n’appartient pas a G,_,; ce groupe v G; vy~ est encore un
sous-groupe invariant maximum de G,_,.

En effet, les deux groupes transformés yG.,y~" et vG;y~' sont
respectivement isomorphes holoédriquement aux groupes G,—, et G;; le
groupe yG,y~'est donc un sous-groupe invariant maximumdeyG,_,y~";
mais ce dernier groupe est simplement G;_,, puisque G,_, est invariant
dans T'.

Il suit de la que si G, est invariant dans T, mais non G;, or
peut remplacer G; par un quelconque des transformeés vG,y~'. Qu’en
résulte-t-il pour les termes suivants de la décomposition? Nous dési-
gnerons par K le groupe des transformations communes a G; et a tous
ses transformés yG;y~*, et nous remarquerons que ce groupe K est in-
gariant dans I

Considérons ensuite le groupe H des transformations communes &
G, et ayG,y~'; ce groupe H sera, d’apres des propositions précédentes,

Ann. de I’fic. Normale. 3° Série. Tome XV. — Seprempre 18¢8. 45
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un sous-groupe invariant maxwnum de G; et de yG,y~'. Nous pouvons
done prendre, pour continuer la décomposition, les termes

Gy, G;, H ou hien Gy, yGiyt, H,

et il importe de remarquer que les groupes G;-,/G; et yG;y~'/H sont
holoédriquement isomorphes. Comme il en est de méme des groupes
G;_/G; et G,—,/yG;y~", on peut en conclure que les deux groupes G;_,/G;
et GyfH, qui se suivent, sont holoédriguement isomorphes.

Supposons que le groupe H des transformations communes a G; et a
vG;v~" nesoit pasidentique A K, groupe des transformations communes
4 G; et a tous ses transformés dans I'; considérons alors un autre groupe
transformé de G;, v, G,v;', et désignons par H, le groupe des transfor-
mations communesaux trois groupes G;, YG,v~', v, G;v;'. Ce groupe H,
est contenu dans H et n’est pas identique 2 H lorsque v, est convena-
blement choisi; il peut ou non étre égal & K. Représentons d’une
maniere générale par H, le groupe des transformations communes aux
groupes
Gi: }’Gi}/_ly ]/[Gi'/—ﬂ’ ey YIGl'?T1’
en supposant les transformations vy, v,, ..., v, de T choisies de telle
sorte que I, soit contenu dans H,_,, H,_, dans H,_,, etc. 11 est clair que
I'un des groupes de la suite

H, H, ..., N,
se réduira & K et que tous les groupes suivants seront égaux i K;
en cffet, le groupe K étant completement défini par un nombre limité
d’équations et chaque groupe Hy possédant au moins un invariant de
plus que le précédent, le nombre 1, tel que H,=XK, est nécessairement
limuze.

Nous allons établir que 'on peut faire figurer, dans une décomposition
normale de T, la suite

Gi—u Gl" IL I'Ih ceey III»H K;
et que tous les groupes
Giv/Gy, G/H, H/M, ..., W/K

sont holoédriquement isomorphes.
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23. La proposition est démontrée pour les trois premiers termes;
supposons-la vraie pour toute suite

G-y, G, H, H,, ..., H,,,
et démontrons-la pour la suite
G-y, G, H, H,, ..., H,-,, H.
Le groupe H,_, est formé des transformations communes aux groupes
Gy Gy o Ye-aGeyit,
et le groupe Hy des transformations communes aux groupes
Gy Gy o a1 Gyt Gyt

Considérons le groupe H)_ , formé des transformations communes
aux groupes G, vG,v~', ..., Vi Givelss vaGevy's il est clair que la

suite
G[—n G[: lla lIIa L) l{/:—-?.a H,.:—i

figure dans une décomposition normale de I' et donne les groupes

simples :
Giot/Gs, Gy, ..., H_ i,

qui sont holoédriquement isomorphes, puisqu’on suppose la propo-
sition vraie pour toute suite de £+ 2 termes.
Par définition, Hy est formé des transformations communes a H_, et

a Hy_, : ¢’est donc, d’apres un théoreme établi plus haut, un sous-
groupe invariant maximum de chacun de ces groupes et sil’on con-
sidere les suites

Hi-yy Hyey, Hy

H—,, Hj_,, H,

les groupes H;_,/H;_, et H,_, /H; sont holoédriquement isomorphes,
ainsi que les groupes Hy_,/H,_, et Hy_,/H,.

Comme, d’autre part, H;_,/H;_, est holoédriquement isomorphe a
Hy—./H,_,, on peut en conclure que H,_,/H,_, et H,_,/H; sont holoé-
driquement isomorphes, ce que nous voulions démontrer.
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Toute décomposition normale de T' peut donc s’écrire sous une forme
I‘, G, le? PP I,

pour laquelle G, est un sous-groupe ingariant de T' chaque fois que
G;_,/G; et G;/G;, ne sont pas holoédriquement isomorphes.

24. Nous sommes parvenus a la détermination de z,, ..., z,, trans-
cendantes attachées au groupe I', par des adjonctions successives de
transcendantes attachées & des groupes simples : les invariants nou-
veaux des groupes G, G,, ..., G, qui forment une décomposition nor-
male de I'. On peut arriver au méme résultat par une voie un peu dif-
férente qui présente un intérét particulier.

Considérons, & coté de la décomposition normale

r, G, G, ..., G(J.: 1,

la suite de groupes F, F,, ..., Fy, F,,, o F; représente le plus grand
sous-groupe de G,_, qui renferme le groupe G;. Ce groupe F; existe tou-
jours, mais il peut se réduire & G,.

SoientJ,, J,, ..., J; les invariants de G; qui ne sont pas des inva-
riants de G;_,; ces invariants sont tous du méme ordre et subissent,
quand on transforme z,,..., s, par les transformations de G,_,, les
transformations du groupe simple G,_,/G;. Le groupe I;, qui a évidem-
ment G; comme sous-groupe invarial_lt maximum, est défini par des
invariants

Dy Qay oo Py

qui n’appartiennent pas 4 G, et qui sont des fonctions de J,, ..., J; et
de leurs dérivées, toutes du méme ordre de dérivation. Ce sont préci-
sément les invariants différentiels du groupe simple ¥;/G; de transfor-
mations des éléments J,, ..., J,.

On peut former les résolvantes dont dépend la détermination de
@4s .., @y en partant des invariants de G,_,; ce sont ces résolvantes R
que nous allons étudier.

Tous les groupes I;, T, ..., transformés de F; par une transfor-
mation de G,,, n’ont en commun que les transformations de G;; on
peut d’ailleurs en choisir un nombre limité m, de telle sorte que les
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transformations communes 2
¥, Fi, ..., Fp-n

soient seulement celles de G;. Il résulte de la que les invariants J,, ...,
J, de G; peuvent s’exprimer rationnellement & 'aide des m2 svstemes
k v

de solutions

o’{,...,cpf” [h=o0,1, . .., (m—1)]

T

des résolvantes R.

Comme, d’autre part, les invariants d’un transformé quelconque de
F; dans G,_, sont des fonctions de J,, ..., J, et de leurs dérivées, tow
systéme de solutions des résolvantes R s’exprimera rationnellement
Uaide de m systémes convenablement chotsis (V) de solutions particuliéres.
Les résolvantes R possedent des sysiémes fondamentaux d’intégrales ct
I'adjonction de la solution la plus générale de ces résolvantes réduit le
groupe de rationalité & G;, ¢’est-a-dire produit le méme effet que I'ad-
jonction de J,, ..., J,.

Les observations précédentes permettraient de voir, d’'une manitre
générale, ce qui se passe lorsqu’on veut adjoindre au domaine de ratio-
nalité les invariants nouveaux d’un groupe G qui n’est pas invariant
dans le groupe de rationalité I'; il est nécessaire d’adjoindre en méme
temps la solution la plus générale des résolvantes dont ils dépendent.
On parviendrait ainsi & la généralisation du théortme bien connu de
Lagrange; nous n’insisterons pas sur ce sujet. Pour le moment, nous
nous bornerons & faire observer que les groupes simples F,/G;,
F;/Gy, ..., F"7V[G; sont des sous-groupes maxima de G._,/G; et qu’ils
n’ont en commun que la transformation identique. Toute transforma-
tion de G,_,/G; peut étre obtenue comme produit de transformations
de ces m groupes. Enfin ces groupes sont permutables.

La manitre dont nous les avons définis suffit & mettre en évidence :

1° L’invariance du nombre m,

2° L'invariance du type de Uun des groupes F;[/G;, lorsqu’on passe
d’une décomposition normale de I' & une autre, puisqu’on remplace

(1) lls ne sont assujetlis qu'a ne pas vérifier des rclations d’égalilé faciles 4 former.
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simplement les groupes simples G, /G; par des groupes qui leur sont
holoédriquement isomorphes ().

¢. La résolpante générale.

25. La théorie générale des équations linéaires que nous venons
d’esquisser pourrait étre présentée en suivant de plus prés encore la
voie ouverte par Galois en Algtbre et adoptée par M. Picard dans sa
théorie des équations différentielles linéaires. Nous nous bornerons &
indiquer rapidement la méthode 4 suivre.

Soit toujours

(1) X(z)=?

Js 05
)

e A
dxy } " ox,

.‘"‘ "*‘ A1
7
’équation & étudier, dont les coefficients sont rationnels, el 5, ..., z,
un systeme fondamental de solutions.
Posons
Lo== w3y 4. .o Uy Gy,
ou les u sont des fonctions rationnelles arbitraires des variables z,
2y, ..., 2,5 la fonction Z vérifie, quel que soit le systeme fondamental
Sy, -5 5, une équation facile & former et qui suffira a la définir.
Nous remarquerons, en effet, qu’on a identiquement
X(Z) =X () s, +...+ X(up)s,,
et ¢’est 1a, d’ailleurs, la seule équation indépendante des dérivées pre-
mitres de z,, ..., 5, que I'on puisse former en dérivant une seule fois.
La méme remarque donnera donc aussi
Xi(Z) == X2(5’1)51+- . -+X2(“n)3m
Xo(Z) = Xy(uy) 514 .o+ Xy (un) 50

.................................

si ’on convient d’écrire
X[Xi(e)] =X g (et

(') On pourra comparer les indications qui précédent avee la généralisalion, donnée
par MM. Lie et Vessiot, du théoréme de Jordan, pour la décomposilion normale des groupes
Jinis : Vessior (dnnales de I’ Ecole Normale, 1892); Lig (1Lransformationsgrappen, 11,
pe 104).
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On conclut de 1a que Z vérifie 'équation aux dérivées partielles
d’ordre n,

| Z uy U,
(=) R@y=| TR0 R
X, (Z) Xa(w) .. Xp(un) |

C’est cette équation que nous appelons la résolvante genérale de
Péquation (r).

Il résulte de la remarque faite plus haut que cette équation est
I'équation d’ordre minimum que vérifie Z; il est facile de montrer que
toute équation d’ordre supérieur a n satisfaite par Z est une combi-
naison linéaire de la résolvante générale et des équations dérivées.

Toutes les équations indépendantes des dérivées des z; appartiennent
évidemment & la suite

Xi(Z) =X (uy) s +. oo+ X (1) 503
toutes les équations en Z qui peuvent s’en déduire s’écrivent sous
forme de déterminant analogue & R; mais, d’autre part, I’équation
R(Z) == o et cclles qui s’en déduisent en appliquant 'opération X (/),
c’est-a-dire
X[R(Z)]=o, X.[R(Z)]=o,

permettent d’exprimer X, (Z), X, (%), ... en fonction linéaire et ho-
mogene de Z, X(Z), X, (Z), ..., X, (Z). L’équation considérée d’ordre
supéricur & n se raméne ainsi & Uordre (7 — 1); elle ne peut étre alors
qu’'une identité.

26. La fonction Z regardée comme dépendant des éléments z,, ..., z,
ne demeure invariable par aucune transformation de ces éléments; c’est
un invariant caractéristique pour la transformation identique.

A toute solution Z de (2), ol les u sont fixés, correspondent n solu-
tions z,, ..., 5, de I’équation (1). Pour les obtenir, nous considérons
les relations, en nombre 7,

7 = U By~ o Up Sy,
X(Z)= X(uy)s+...+ X(u,)zn,

X—1 (Z) - Xn—i(”i)si 4.t Xn--l(un)zn’
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et nous les résolvons par rapport a 5,, ..., 5,. Cela est possible & la
seule condition que le déterminant

[ e, X(tt2)y o vvy Xpmy(20n) ||

soit différent de zéro, ce qui a évidemment lieu pour une infinité de
déterminations des .

Remarquons aussi que cette condition exprime simplement qu’il est
impossible d’éliminer les z entre les équations

Xi(Z)=X;(u)z+. ..+ X;(u,) 3, (i=o0,1,...,k)

tant que % est inférieur & n.

Toute solution Z de la résolvante générale conduit donc a un systéme
de solutions z,, ..., z, de Iéquation X(z) = o; ces solutions s expriment
rationnellement a Uavde de Z et de ses dérivées jusqu’a U’ ordre (n — 1).

Pour que le systeme ainsi obtenu soit fondamental, il fautet il suffit
que tous les déterminants fonctionnels des z pris par rapport a n des
variables z, «,, ..., x, ne soient pas nuls simultanément. Si I’on ob-

> . (): ygr ;s \ 9 -
serve que le coefficient de 5= dans X (=) a été supposé égal & I'unité,
de telle sorte que

D,=AD, ..., D,=A,D,

on voit qu’il suffira d’écrire que D n’est pas nul.
En portant dans
D — (515 -5 50) —%
d(&yy «-.y2y) ’
Pexpression des z au moyen de Z et de ses dérivées, on trouve une équa-
tion d’ordre n
A(Z)=o,

que nous appellerons équation discriminante. Toute solution Z de la ré-
solvante géncrale qui n’annule pas A(Z) donnera un systéme fondamental
de solutions de I’équation (1).

27. Soit Z une solution de R(Z) =0 qui conduit & un systeme
fondamental z,, ..., 5,; toute autre solution Z’, de méme nature, de la
résolvante générale pourra s’écrire

“1?1(5“ ceey 5/1) U Q= U Oy,
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ol les ¢ désignent ~ fonctions indépendantes de z,, ..., 5,. Elle
s’exprimera donc avec Z et ses dérivées jusqu'a l'ordre (7 — 1) sous
une forme déterminée, qu'on obtient en remplacant =, .. ., 5, par leur
expression a I'aide de Z, X(Z), ..., X, (Z). Inversement, o, ..., 9
étant des fonctions indépendantes de z,, ..., 5,, la solution Z peut
s’exprimer rationnellement & I'aide de Z', X(Z'), ..., X, (Z').

L’équation résolvante R(Z) = o possede, par conséquent, la pro-
priété remarquable suivante : La solution la plus génerale de ceile équa-
tion peut s’obtenir par une formule déterminée ou figurent n fonctions
arburaires de n arguments détermines qui dépendent rationnellement
d’une solution fondamentale 7 et des combinaisons X (Z), ..., X,_,(Z).

La résolvante appartient donc & la classe si importante des équations
qui possedent des systemes fondamentaux d’intégrales.

28. Ces préliminaires établis, nous pourrions interpréter, dans le
domaine [Z] d’une solution fondamentale de la résolvante, les résultats
démontrés par d’autres voies; mais 'application de la théorie générale
esquissée au Chap. II sous le nom d’intégration logique suffit 2 obtenir
les points essentiels sans aucune difficulté.

D’abord, pour déterminer la solution générale de R(Z) =o, il
suffira d’en étudier une solution fondamentale Z. Le systeme R(Z) =o
qu’il y a licu de considérer est irréductible ou réductible.

Dans le premier cas, les scules relations rationnelles vérifiées par Z
sont les conséquences nécessaires de R(Z)=o; aucune réduction
n’est possible.

Dans ’autre cas, il existe des relations rationnelles en Z et en ses
dérivées compatibles avec I’équation R(Z) = o et qui n’en sont pas
des conséquences nécessaires. Considérons 1'un des systemes irréduc-
tibles en lesquels R(Z) = o se décompose, et les fonctions rationnelles
de Z et de ses dérivées qui s’expriment rationnellement en z, x,, ...,
x,, en vertu des équations de ce systeme. Ces fonctions s’expriment
rationnellement a I’aide d’un nombre limité d’entre elles, A,, ..., A,
rationnellement indépendantes et de leurs dérivées; si 'on pose

@:V1A1+...+VkA/-,

ou les V sont des fonctions rationnelles arbitraires de =, x,, ..., z,,
Ann. de I'Fe. Normale. 3¢ Série. Tome XV, — Ocronre 1848. 46
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on peut affirmer que tous les A s’expriment rationnellement en © et ses
dérivées. L'équation

(3) @<Z,(;)7€,--->:a(.z.‘,x,,...,;z?,,)

est irréductible et définit compleétement la réduction de I'équation
R(Z) == 0. Les transformations qui font passer d’une solution fonda-
mentale Z de (3) & une autre solution fondamentale Z’ de la méme
équation, forment un groupe qui est holoédriquement isomorphe au
groupe de rationalité T déja défini. La fonction ® est, pour ce groupe, un
invariant caractéristique; d’ott la double propriété du groupe de ratio-
nalité.

Enfin, si Uon fait sur Z, X(Z), ..., X,—, (%) une transformation qui
n’appartient pas 4 I', on obtient une autre équation

N
(3" ®’<Z’, :)Z—f? ---):z(:z', Xy ey ),
qui définit un groupe de rationalité I'" transformé de I' el qui lui est,
par conséquent, holo¢driquement isomorphe.

La théorie de la réduction aux (ranscendantes attachées a des
groupes simples se poursuivrait manifestement sans difliculté. Nous
n’insisterons pas davantage sur ce point, (uitte & y revenir ultérieure-
ment.

V. — Applications diverses.

a. Iitude de Uéquation

9f G _
(1) ('j; —l-—A'd‘:}—/—.—O,

o A est rationnel en x et y.

29. Les types de sous-groupes du groupe ponctuel général & unc
variable, dont la transformation générale est

F=o(/),
o désignant une fonction arbitraire, renferment tous un nombre fini
de parametres, au plus égal & trois. Ces types sont :
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a, le groupe projectif général, formé des transformations

A e
Tef+d’

B, le groupe linéaire général
F=af+ b;

v, le groupe complexe des transformations
F=0f~+0b,
ol 0 est une solution de I'équation 07 =1;
¢, le groupe linéaire et homogene
F=af
qu’on peut remplacer par le groupe de translation
F=/f+0b;

e, la transformation identique
F=/.

Il existe donc six classes de fonctions de deux variables a et y qui
peuvent vérifier une équation de la forme (1).

Classe générale. — Le groupe de rationalité est le groupe ponctuel
général. Quelle que soit la solution particuliere /(z, y), elle ne vérifie
pas d’autres relations rationnelles que celles qu’on obtient en combi-
nant linéairement I’¢quation (1) avec ses dérivées.

Classes specrales. — o. L'équation de définition des transformations

du groupe est

OT /0T
sl
oy* \df /

92 VAN
_ o3[ a9y,
=97 "3\ of |’
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la résolvante dont il dépend et qui doit admettre une solution ration-
nelle est

ﬁ_FAgl-LoIQiS_I_()?.A‘_—O
oz TAG TRy T g =0

B. L’équation de définition des transformations du groupe est

0*F
af*

= 0.

L’invariant caractéristique

la résolvante dont il dépend et qui doit admettre une solution ration-
nelle est

‘)—’1+~‘)~<AI+%>—O
oz dy \"" oy )T

Les invariants I et J sont liés par la relation

v. L’équation de définition du groupe complexe

F=0f+0, ol On==1

/

peut s’écrire

L’invariant caractéristique K sera

larésolvante dont il dépend et qui devra avoir une solution rationnelle
sera

oK oK JA
;):’L' -{-A})—:V-P’rnK.by === Q.
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On a, d’ailleurs, entre K et J, la relation
_ 1 0K
= 2K Jy
Il est bien évident que le type v, dont I'équation de définition ren-
ferme un entier arbitraire » est, au fond, le représentant d’une infinité

de types distincts, correspondant aux diverses valeurs de cet entier.
¢. Le groupe de rationalité est le groupe de translation

F=f+a

dont I'équation de définition est

oF _
af -
L’invariant caractéristique
a _
5"

vérifie la relation
L 9 B

qui n’est autre que I’équation au multiplicateur de Jacobi. Il y a donc
un multiplicateur L qui est rationnel.

Ajoutons que ce type peut étre regardé comme compris dans la
famille précédente, lorsqu’on y fait n =1.

e. Le groupe de rationalité étant formé par la transformation iden-
tique, I’équation (1) admet une solution rationnelle en x et y.

30. La classification précédente constitue également une classifica-
tion des divers types de transcendantes qui peuvent vérifier’équation
différentielle ordinaire

(2) Y — Az, ),

et qui dépendent d’une constante arbitraire c. La fonction y étant, en
effet, définie par I'équation implicite

Sz, y)=c,
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la fonction fsatisfait a I’équation

of ()f
(M 5 TA S
et réciproquement. Il y a donc cinq types de transcendantes qui
peuvent vérifier 'équation (2).

Nous ferons remarquer, en passant, que I’équation générale dite de
Riccati :

d
d—f;-‘_ =X+ X,y + X,y

appartient toujours au type (). L’équation en I dans laquelle - A A =0

admet, en effet, la solution rationnelle I = o.

Il suffit, au contraire, de prendre pour A une fraction dont les deux
termes sont des polynomes généraux du troisieme degré en x et y
pour obtenir des tmnscendantes du zype géncral, c’est-a-dire pour

lesquelles l’équation a—— + A -—/—- = o appartient & la classe générale.

Les types que nous venons d établir sont évidemment tres généraux;
il suffit pour s’en convaincre de considérer le plus simple, qui est formé
de toutes les fonctions définies par une quadrature de différenticlle
totale exacte portant sur une fonction rationnelle de deux variables

dz=Adx + Bdy avec A = oB ;
dy — Jdz
le groupe de rationalité I' est =, = 5 -+ const.

Cet exemple nous montre aussi de quelle nature seront les classifi-
cations ultéricures. En effet, le cas ot 'intégration se fait algébrique-
ment étant écarté, une simplification ne peut se présenter que st la
transcendante z peut s obtenir & l'aide de transcendantes attachdes a diffe-
rents sous-groupes de T', mais dépendant d’un moins grancl nombre de
variables (*).

Dans I’exemple que nous adoptons les seules transcendantes atta-
chées au groupe z, =z+cet qui dépendent d’une variable se réduisent

(1) 1l faut naturellement que ecs sous-groupes soient choisis de telle sorte que toutes
les transformations de T puissent résulter de la combinaison de leurs transformations.
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a la fonction logarithmique. Nous devons donc rechercher si I’on n’a

pas :
. du due, du

ds=dR + oy —! +ay—2 +. ..+ a,—L,

u, Us w,

ou les éléments R, u,, ..., u, sont des fonctions rationnelles de x et y
et les éléments «,, «,, .., «, des constantes nécessairement ration-
nclles ou appartenant au méme domaine de rationalité que les coeffi-
cients de A et de B.

Si I'on introduit, dans le domaine de rationalité, une fonction algé-
brique 0 de « et y, on augmente beaucoup le nombre des types qui
correspondent & I’équation du premier ordre, écrite cette fois sous

la forme
y' ._f( X, ¥, 0) avec (?(L, Y FJ) — 0.

Ainsi, dans le cas d’une seule variable «, on trouve pour transcen-
dantes attachées au groupe de translation toutes les intégrales abé-
liennes; dans le cas de deux variables on aura toutes les intégrales de
différenticlles totales attachées & une surface algébrique, étudiées par
M. Picard.

Le groupe de rationalité étant 5, = z + ¢, les réductions ultérieures,
s'il en existe, ne peuvent que ramener ces derniers éléments, qui dé-
pendent des variables « et y, & des sommes d’intégrales abéliennes qui
dépendent d’un seul argument algébrique en « et y et a des fonctions
alg¢briques et logarithmiques. Bien entendu, I'étude du domaine [0]
amenera aussi & considérer des cas analogues & ceux qui se présentent
dans la réduction des intégrales abéliennes d’un certain genre a4 un
genre inférieur; toutes ces réductions n’affectent en rien le groupe de
rationalité.

31. Il existe évidemment pour une équation linéaire aux dérivées
partielles quelconques
Js 0z
—_ oA
9w T

Ap 3T —
dx,

() X(s) = 92 - A,

a coefficients rationnels en x, x,, ..., x,, des cas remarquables de ré-
duction identiques & ceux que nous venons de trouver pour I’équation
a deux variables et qui se présentent quand on étudie les relations
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rationnelles qui lient & ses dérivées etaux variables une seule solution =
de Péquation (1). Nous nous bornons & les signaler pour montrer le
parti que l'on peut tirer de la connaissance de la transformation
Z= f(=) qui laisse invariante I’équation (1), quelle que soit la fonction
d’un seul argument, désignée par /.

Ces cas se présenteront quand le groupe de rationalité T' de I’équa-
tion (1) sera umprimitef, l'une des solutions étant attachée au groupe
ponctuel géneral a une variable ou a l'un de ses sous-groupes.

Sil’on pose

93 Js 95
1 B, T B,

on aura
1+AB,~+...4~A,B,=o,

et les résolvantes dont dépend la détermination de B,, ..., B, admet-
tront une solution rationnelle.

On aura évidemment des réductions analogues dans tous les cas ol
le groupe I' est imprimitif.

b. — Equations différenticlles ordinaires du second ordre.

32. L’étude de I'intégrale générale (avee deux constantes) de I’équa-
tion

(1) y'=L(2y,070)

ol / est rationnel, amene & considérer, lorsqu’on la définit par les
deux équations
c?l(x"}” ,}’,) - cl’ (.92(1'9 )/9.)',) - 02:
les divers zypes de groupes contenus dans le groupe ponctuel T,
puisque ¢, et ¢, forment un systeme fondamental de solutions de
I'équation
do do , Jdo

2 —he — —_ Sy — .
(2) gz Tyt T g/ (@) =0

Le nombre de ces types est d’environ soixante, alors méme qu’on
néglige les groupes comp’exes qu’on obtient en associant i un groupe
défini par un systeme d’équations algébriquement irréductible un
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groupe fini g (composé d’'un nombre limité de transformations)
contenu dans le plus grand groupe G qui renferme H comme sous-
groupe invariant. Nous ne pouvons songer  faire une étude tant soit
peu complete de ces différents types.

Les types primitifs, finis ou infinis, sont au nombre de six. Les
types primitifs finis sont linéaires ou projectifs; ils ne donneront rien
de particulier. Quantaux autres, on les caractérise en quelques mots :
Le groupe général T', correspond & I'équation (2) générale; le groupe

défini par la relation
d(@,,¢2)]~_
d[ (0,02 |~ °
correspond 4 une équation (2) pour laquelle les derivées logarith-
miques d’un multiplicateur de Jacobi sont rationnelles; le groupe défini
par la relation
(D, ;)

0001, )

correspond 4 une équation (2) pour laquelle il y a un mudtiplicateur
rationnel et un seul.

Ces observations évidentes faites, nous indiquerons quelques réduc-
tions remarquables pour lesquelles le groupe de rationalité de I'équa-
tion (2) est imprimitif. On peut alors se proposer de déterminer
successivement @, et @,; ¢’est d’ailleurs le seul cas ol il en est ainsi.

Les deux groupes imprimitifs et infinis que nous signalons sont
formés des transformations (*) @, =F(¢,) ou F est arbitraire, avec

02,
_ 1 Jdo}
P=gw | #F oa
chl dc?l
ou bien
* O, 02, *
— ! dei 3 _99%
“’"(dmi)ﬁ L TR W
094 99, 9%,

(1) Cf. abhandlungen der K. S. Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig, XXI, 1895.
Ann. de U’Ec. Normale, 3¢ Série. Tome XV. — Octonre 1898. 4y
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Pour ’'un et pour I'autre, il existera une équation linéaire
do Jdo
= Alx, v, v') = =
().L‘+ ( >):7)0y
ol A est rationnel, compatible avec I'équation (2) et qui définira la
solution g,. Or, si I'on forme ’équation que doit vérifier A, on trouve

JA  0A Y ] w(9f 0/
f[()x + oy - ———_]"(.%', AL :I_(A -7 )<;)x A dy>
Les autres invariants différentiels des groupes considérés sont sim-
plement

(291 03(?1 ’ (_)_2__(?1 \‘ 2 7
()cp1 Jdy* ] . doi\* 1))/ _ 3 oy? .
I=af g o t=e(R) - E il e ) |
dy Dy dy

on formera aisément les résolvantes dont ils dépendent et qui devront
admettre des solutions rationnelles. Observons seulement que la déter-
mination de ces invariants ¢quivaut a celle de la solution g,, lorsque
o, est déterminé.

Dans le cas général ot le groupe de rationalité est imprimitif, on ne
sait rien sur I’équation rationnelle A(x, y, y") = const., qui est une
intégrale premicre de I’équation (1) : on aura en particalier tous les cas
d’abaissement considérés pour le premier ordre.

c. — Equations différentielles linéaires.

33. Nous nous proposons d’indiquer rapidement ici comment on
peut rattacher a la théorie générale donnée pour I'équation

) ) )
X(f)= :‘)‘f“*‘/\ ;%%*--.4—1\,,_-{% -=o,

la théorie classique donnée par M. Picard pour les équations différen-
tielles linéaires.
Soit, par exemple,

d" u
nTr —
dx

() SJlu)=2ru—+ ),-~ e
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I'équation & étudier. Cherchons les relations de la forme
o(x,u, u, ..., u»=Y)=const.,

du d*u dr—tu

owu,u', ..., u" désignentrespectivement ——, —— -+ ———p com-

patibles avec I'équation
S(u)=o.

On obtient immédiatement pour ¢ I'équation linéaire aux dérivées

partielles
do  do , J9

2 == +~Lu 4. 4+ ——uP=o0
(2) oz T o T G ’
ol u™ doit étre remplacé par son expression déduite de (1). 11
résulte de 1a que, sig,, ¢,, ..., g, désignent les éléments d’un systeme
fondamental de solutions de (2), les équations

oz, u,uy o, YY)y = (2g, Uy, Uy, ..., wT) (t=1,...,n)

sont compatibles avec I'équation (1) et définissent une solution de
cette équation qui dépend de n constantes arbitraires, c’est-a-dire la
solution générale.

[’étude de I’équation (1) se ramene donc, & ce point de vue, i celle
de I'équation (2).

Nous allons profiter des résultats acquis par M. Picard pour fixer
le groupe de rationalité de I’équation (2). 1l suffit, pour cela, d’ob-
server qu'on peut définir un systeme fondamental de solutions de
I’équation (2) de la maniere suivante :

Exprimons que le produit ¢ /(u), ol ¢ estune simple fonction de «,
»stla dérivée exacte, par rapporta z, d’'une fonction de u, ', ..., u(*"):
Une suite d’intégrations par parties donnera

: dd
vf(u)y—ug(v)= 72’
ol l'on a posé
e d(hy o) A2 (hyv) o dr ()
g(w) =1y — Tm T Td C— o+ (—T) i
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d dr=1(A, v
D(u,0)=u [)\lv —-—Ir-(kgv) “+ .o (1) -——(—‘—Z]

daxpn—1

dxn—f.’

i n—2 »
+l£’ [).:_;('—-—‘%(}.3(:)_%_1_‘_*_(__‘)"__2‘1, ()\nt)]

—+ wn=UT%, ],

Il suffit de prendre pour ¢ une solution particuliere de /’équation
dyfferentielle linéaire d’ordre n

(3) g()=o

pour obtenir une solution ®(«, ¢) = const. de I’équation (2).

A n solutions ¢y, ¢,, ..., ¢, formant un systeme fondamental cor-
respondent 7~ solutions formant également un systeme fondamental ;
un calcul facile le montrerait.

La détermination des ¢léments ¢,, ..., 9, est donc ramenée i celle des
solutions particulieres ¢, ..., ¢, de ’équation (3). Cette équation (3)
est dite adjointe de Lagrange de I'équation (1), et I'on démontre que
la liaison entre ces équations est réciproque; 'intégration de I'équa-
tion (2) et celle de (3) sont donc deux problemes équivalents. D'une
maniere plus précise, les équations

dP;
o f(u) = dz
montrent que ce groupe de ratwnalite de I'équation
do . 99 , 99 ) —
(2) ;ﬁ"——t—o—uu +"'+(),¢w~1)” 1) =0

relattf aux solutions linéaires ®;(u,v) est identique au groupe de ratio-
nalité G de M. Picard pour I’équation linéatre

(3) g(v)=o;

ce groupe est donc, dans tous les cas, un groupe linéaire. Les deux
groupes subissent d’ailleurs simultanément la méme réduction.

34. Quand on n’impose plus aux solutions de I’équation (2) la con-
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dition d’étre linéaires en u, u’, ..., u(*"), le groupe de rationalité
de cette équation n’est plus nécessairement le groupe G. Il pourra
étre un sous-groupe de I’un de ses transformés non linéaires.

Cette circonstance se présentera toujours s’il existe des combinai-
sons homogenes des intégrales linéaires de I’équation (2) qui admet-
tent des transformations de G. Ces intégrales homogenes sont, en
effet, déterminées par un systeme incompatible avec celui qui définit
les intégrales linéaires.

Ainsi, dans tous les cas ol il existe un sous-groupe de G qui admet
des invariants homogenes en ¢, ¢,, ..., ¢,, ces invariants, ou plutot
ceux du groupe commun & H et i ses transformés dans G, conduiront
a des intégrales de (2) qui correspondront & un groupe plus simple
que G. Le groupe de rationalité de (2) sera, en général, intransitf.

Dans le cas particulier ol le groupe G possede des invariants homo-
gtnesene,, ¢,, ..., ¢,, ces invariants donneront des intégrales ration-
nelles de I’équation (2). S’il y en a r fonctionnellement distincts, le
groupe de rationalité de (2) sera & (n — r) variables et transformé
d’un groupe linéaire & n variables.

On peut rattacher ces observations 4 deux Notes importantes de
M. Darboux ('), dans lesquelles I'éminent géometre s’est proposé de
déduire les propriétés des intégrales de 1’équation (2) de celles de
I'équation différentielle linéaive (1).

d. Systémes complets.

35. Les considérations qui nous ont conduit & I'intégration logique
de I’équation linéaire aux dérivées partielles

9 of af

()= 4+ A= +... = =0

)\(/) d$+110w1+ +Allr()xu

permettent aussi de classer les transcendantes qui satisfont simulta-
nément 3 plusieurs équations linéaires, ol nous supposerons toujours,
pour fixer les idées, les coefficients rationnels.

(1) Comptes rendus, 1880.
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Soit un systeme de la forme

(9 i 9 i 9 _ -
l-x—l+a25}-;+...+a,,m~0 (i=1,...,9),

() Xu(f)=a

ol nous supposons les équations indépendantes, c’est-a-dire telles qu'’il
n’existe pas d’identité
}1Xl+‘ R )\(IX,l: 0;

proposons-nous d’étudier les propriétés des intégrales communes a ces
q équations.

Le nombre ¢ ne peut étre supérieur a n; si 'on a ¢ = n, le déter-
minant des @ étant différent de zéro, on peut conclure des équations

données
of of

=0 «oe
dx, ’ ? dx,

La solution commune / est une constante.
Supposons donc ¢ inférieur & n : Toute solution / commune aux

équations
Xi([)=o0, Xu(f)=o

vérifie aussi I'équation linéaire du premier ordre

X[ Xa (N =X [Xi(S)] =0,

qu’on écrit simplement
[X:(f), Xi(f)]=o.

Si parmi les équations nouvelles, qu'on déduit des ¢quations (1) de
cette maniere, il en est qui soient indépendantes des équations primi-
tives, il faudra les leur adjoindre et recommencer les mémes opérations
sur le nouveau systeme. Apres (n — ¢) opérations au plus ('), deux
cas peuvent se présenter :

1° On aura au moins n équations distinctes; la solution commune
sera une constante;

(*) Sil'une des opérations ne donne pas d’équation nouvelle, les suivantes n’en don-
neront évidemment pas.
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2° On aura moins de » équations distinctes, donc un systeme de
r équations
Xi(f)=o (¢=1,...,71),
avec des identités
[Xl(f), Xl.(f)] - O(I;I':Xl i o ﬁ;’./‘.X/,-,

ou les o sont des fonctions rationnelles des x. Ce systeme s’appelle
systéme complet.

Tout systeme équivalent a un systéme complet est encore complet. Cette
proposition permet de remplacer tout systeme complet de m équations
a (m -+ n) variables @,, . .., @,,., par un systeme équivalent

X, (f)= -5)—/{-: +al 9 o+l of

.. e
()'L'm+1 OZ

—=o0 (t=1,..., m),

oul’on arésolu les équations par rapport a m dérivées convenablement
choisies

a, ..., Y

b . b
dxy dx,

Sous cette forme, les expressions [ X;( /), X,( /)] sont nulles; on
dit que le systéme est jacobien. C'esti ces systémes que nous bornerons
notre étude ().

36. Un systéme jacobien de m équations a (m + n) variables admet
n solutions fonctionnellement indépendantes. — Cette proposition se dé-
montre exactement comme on a démontré qu'une seule équation i
(m + 1) variables admettait 7 solutions distinctes.

On reconnait immédiatement que si /,, /5, ..., f» sont n solutions
du systeme, pour lesquelles tous les déterminants fonctionnels relatifs
a n des variables ne sont pas nuls; tout autre systeme de solutions
distinctes se déduit de celui-la par une transformation ponctuelle des
éléments /1, foy -o oy Jfo-

Les raisonnements déja employés montrent alors que les coeffi-
cients @, du systéme jacobien sont des invariants différentiels, formant un

(1) Les généralités qui préecdent forment la théorie classique des systémes complets,
due essentiellement a Jacobi et & Clebsch.
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systéme complet, pour les éléments f,, f,, ..., [, considéres comme fonc-
tions des (m —+ n) variables x,, ..., 2,, ..., Z,.,, lorsqu’on transforme
ces éléments par le groupe ponctuel général T,.

Cela peut d’ailleurs se conclure de la remarque suivante : L’équation

af
oz

$+a} of “+...+ al 9f

— 0
n ),
()‘Zm +1 ()vcm-!-n

Xi(f)=
a pour solutions f, /s, ..., fo» @2y ..., @y elle admet done (m—1)
solutions rationnelles et son groupe de rationalité est le groupe ponc-
tuel général en /,, /s, ..., f, ou I'un de ses sous-groupes, quand on
regarde les variables a,, ..., «,, comme des cons(antes. Les invariants
différentiels du groupe I',, lorsqu’on regarde /,, /., ..., /» comme des
fonctions des (n + 1) variables @,, @), . .., Z}1n, sONt précisément
ai, ..., a, Iapres la théorie des équations linéaires.

Nous pouvons & volonté, maintenant, ou appliquer la théorie générale
d’intégration logigue du Chapitre 11, ou répéter les raisonnements faits
dans le Chapitre 11T quand nous avons défini le groupe de rationalité.
En résumé, il existe un groupe I' de transformations en f,, /s, ..., /2
entierement défini par un nombre limité d’invariants rationnels par
rapport aux f et i leurs dérivées relatives aux variables (*) @4, - - -,
Ty ins et possedant les propriétés suivantes :

Toute fonction rationnelle des f et de leurs dérivées qui peut s’ex-
primer rationnellement 4 I'aide de «,, ..., %,,,, est un invariant de T
et s’exprime rationnellement a 1’aide des invariants formant le systeme
complet et de leurs dérivées.

Tout invariant rationnel de I' peut s’exprimer rationnellement en
Lyy oney Lppine

Les transcendantes /,, /3, ..., /, sontdonc des fonctions, de (m + n)
variables, de méme nature que celles que nous avons étudiées; elles
peuvent également s’obtenir par [’ adjonction de transcendantes attachées
a des groupes simples.

Il est d’ailleurs manifeste que, lorsqu’on les considere comme fonc-

(1) En effet, toutes les dérivées des f relatives aux variables zy, ..., 2, se calculent
rationnellement 4 T'aide des dérivées relatives & Tm+e1y .., Zm+n et des invariants du
groupe T'5,.
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tions des (n + 1) variables «;, 5., ..., z,, elles sont les mémes que
celles qui se présentent dans I’étude d’une équation linéaire a (2 —+ 1)
variables. '

La seule différence qui apparaisse entre cette étude et celle d'une
équation linéaire, c’est que, dans la détermination du groupe de ratio-
nalité, les invariants différentiels étant exactement les mémes, il y a
n systemes de résolvantes identiques relatifs aux variables z,, ..., a,
au lieu d’un seul.

CONCLUSION.

1. La théorie générale d’intégration que nous avons essayé d’esquisser
présente des lacunes considérables, et plusieurs d’entre elles nous ont
paru, pour longtemps encore, au-dessus de nos forces. C’est pourquoi
nous nous sommes résigné a présenter ce travail sous sa forme actuelle,
bien que la disproportion entre la longueur des parties et leur impor-
tance soit manifeste ct que beaucoup de démonstrations ne soient
qu’ébauchées.

Nous espérons qu'une étude plus approfondie permettrait de
défendrele point de vue, un peu étroit au premier abord, auquel nous
nous sommes placé pour définir les fonctions dérivables, et justifierait
en quelque mesure les développements considérables donnés a des
théories élémentaires. Disons tout de suite que, dans la voie purement
formelle ol nous nous sommes engagé, la théorie algébrique de la
divisibilité et les beaux travaux de M. Dedekind sur les idéaux se pré-
teront & une extension naturelle et que les propriétés des transcen-
dantes que 1'on pourra atteindre par cette voie sont loin d’étre aussi
superficielles qu’on pourrait le croire 2 un premier examen.

Essayons maintenant de dégager quelques conséquences positives
des théories que nous avons indiquées. Si I'on considere d’abord la
théoric des équations linéaires aux dérivées partielles ou des systemes
complets de telles équations, dont les coefficients sont rationnels, on
voit qu'en général les transcendantes z,, ..., 5,, qui en constiluent un
systéme fondamental de solutions, sont des éléments inséparables.

Toute tentative faite pour déterminer un ou plusieurs d’entre cux,
sans déterminer les autres, n’a de sens que dans des cas particuliers,

Ann. de U'Ee. Normale. 3¢ Série. Tome XV. — Ocroere 1898. 48
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lorsque le groupe de rationalité corvespondant est imprimitif ou intran-
sitif et il nous semble que la seule maniere réguliere de faive I'intégra-
tion soit de déterminer le groupe de rationalité.

2. La méme observation s'applique aux éléments qui définissent
une intégrale compléte d’une équation non linéaire du premier ordre
ou d’un systeme en involution.

On sait qu'une intégrale complete de I'équation

(1) L(5, &y, ooy Tpy Piy ooy Po) =«
est définie par un systeme d’équations
(2) X5, @y ovey Ly Pry oo vy Pr) = (E==1,..., 1)

ou les X satisfont aux relations

(3) [Z, X;]==o, [X: Xy] ==o0.

A tout systeme de fonctions X; on peut associer des fonctions Py,
qui s’expriment rationnellement a 'aide des X; et de leurs dérivées,
de telle sorte qu’on ait identiquement

(%) dl — P dX;—. .. —PodX,=p(ds — pyde,—...— p,day,).

On passe d'un systeme X,, ..., X, de solutions des ¢quations (3) &
tout autre systeme de solutions Y, ..., Y, en satisfaisant simplement
a I'identité

(3)  dL—P,dX,—...— P, dX,=o(dl— Q,dY,—...— Q.dY,),

mais cette identité exprime que les éléments Y, ..., Y, dépendent
a la fois, en général, des X et des P. Les ¢quations (3) ne définissent
pas les X seuls. Les ¢léments X et P determinds par Iidentité (4) sont
des éléments inséparables; ils sont définis & un groupe de transforma-
tions de contact pres, qui, dans le eas général, est le groupe des trans-
formations en Z,X,, ..., X,, P,, ..., P, qui n’alterent pas Z. Ce
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groupe de transformations de contact peut étre regardé, comme le
groupe de rationalité de I'équation linéaire & (22 + 1) variables :

(6) [Z, ®]=o,

pour un choix particulier: Z, X,, ..., X,, -:;—: R IT))—’ des éléments
d’un systeme fondamental. ‘ l

Lorsque Z est de la forme =+ F(x,, ..., 2, p,, ..., p,), ou, d’une
maniere générale, lorsque I'équation dont dépend

. o,
(7) [Z, pl=p 57 — 2%

admet une solution rationnelle, le groupe de rationalité est simplement

le groupe de transformations homogénes en X, P, défini par I'identité
PodX 4.+ PudX,=QdY 4. ..+ Q,dY,,

ou l'un de ses sous-groupes (dont, comme toujours, le type seul est

défini).

On ne peut déterminer les X seuls que s¢ le groupe de rationalité est
un groupe ponctuel a n variables étendu, et non un groupe irréductible
de transformations de contact; I'équation (6) fait alors partie d’un
systeme complet de 2 équations linéaires i coefficients rationnels.

La détermination d’une intégrale complete d’un systeme en invo-

lution
l=a, X, = ay, ca, Xy == agy,

conduit de méme & résoudre 'identité (4). Les éléments X, ,, ..., X,,
P,, ..., P, sont encore inséparables ¢t définis, en général, aux transfor-
mations pres du groupe des transformations de contact en Z, X, ...,
. RS P .

X,, Py, ..., P,, qui n’alterent pas Z, X, ..., X,.

3. Les considérations qui nous ont servi jusqu’a présent trouvent
encore leur application dans 'étude d’un probleme classique, le pro-
bléme de Pfaff, qui, au point de vue des intégrations qu’il exige, ne
parait pas non plusavoir jamais ¢té traité d’une maniere satisfaisante.
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On sait qu'il s’agit de ramener une forme différentielle donnée

O,=X,dx,+...+ X, dx,,
a I'un ou a 'autre des types

dy — zydy,—...— 5,dyp,
51AY ...+ 5pdyy,

ot les y et les 5 sont des fonctions indépendantes de x,, .. ., x,.

On détermine aisément a priori celui des deux types qu’il faut
adopter, ainsi que le nombre p.

Cette opération faite, nous voyons qu’on passe d’une forme réduite
2 une autre en satisfaisant 4 I'identité ’

dY —72,dY—... —Z7,dY,=dy — s,dy,—...— 35,dy,,

ou i I'tdentité

Z,dY .. .+ Z,dYy = zdy, +. . .- 5,dy,.

Les ¢léments Y et Z sont donc en général inséparables; ils sont
définis & un groupe de transformations de contact prés, qui est un
sous-groupe du groupe général & (2p —+1) éléments ou du groupe
homogene & 2p éléments, suivant le cas. Toute tentative de détermi-
nation successive des y ou des = n'a de sens que dans les cas excep-
tionnels olt le groupe considéré est imprimitif ou intransitif; I'¢tlude
de ce groupe (dontle type seul est défini) conduit d’ailleurs & une
méthode réguliere pour déterminer la transcendance des éléments
y etz ete.

4. Un grand nombre d’équations du second ordre (d’une manicre
précise toutes celles qui se rameénent au premier ordre ou s tntégrent par
les méthodes de Monge, d’Ampére ou de M. Darboux) peuvent étre
traitées comme celles du premier.

Considérons, pour fixer les idées, une équation & deux variables de
la forme de Monge

(1) HI'—%-ZKS—I—LZ‘—I:-M—{-N(I‘[—-—SQ)::O,



ESSAI SUR UNE THEORIE GENERALE DE L’INTEGRATION, ETC. 381

ou les coefficients H, ..., N sont des fonctions (rationnelles) de =, y,
5, p, ¢; supposons que, les racines de I'équation

R4+ oKi+HL—MN=o0
étant confondues, on se trouve dans le cas ol les équations linéaires

V. LoV 39V __

oV
oy \mrE N N oo
“ (d OV _ %oV _ 1oV
oy 799 TNd N g
forment un systeme complet, c’est-d-dire admettent trois solutions
distinctes.

Si lon désigne par «, v, w ces solutions, les équations
u=a, v =20, w=—c

définissent une solution de (1) dépendant de trois constantes, d’olt
I'on peut déduire une solution qui dépend de deux fonctions arbi-
traires. La détermination de «, ¢, ¢, ¢’est-a-dire I'intégration du sys-
teme complet (2), est un probleme dont notre théorie donne tous les
cas d’abaissement. Nous pouvons done classer d'une maniére précise
toutes les transcendantes =z, dépendant de trois constantes a, b, ¢ qui
vérifient I'équation (1).

Si 'on rappelle qu’on peut toujours associer aux éléments u, ¢, w
des éléments g et o, tels que 'on ait

dw —pdu —odv=1~(ds—pde —qdy),
on voit que la transformation de contact, définie par les formules
X=—np, Y=—o, L=w—pu—av, P=u, Q=y,
ramene l’équation donnée a la forme
82 —RT =o.

Les éléments X, Y, Z, P, Q sont donc définis & un groupe de trans-
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formations de contact pres, qui n’altere pas la relation S* — RT = o.
Cette remarque permettrait de faire I'étude de I'équation (1) directe-
ment, c¢’est-a-dire sans utiliser les résultats que nous avons obtenus
sur les systemes complets.

Pour une équation du second ordre guelconque, on ne connait jusqu’a
présent aucune classe de solutions (dépendant de constantes ou de
fonctions arbitraires) dont on puisse préciser I'indétermination, c¢’est-
a-dive pour lesquelles on connaisse la nature des opérations (formant
nécessairement un groupe) (ui permettent de passer d’une solution
de la classe & une autre solution quelconque de la méme classe. La
recherche de ces classes est manifestement liée & celle des transforma-
tions, portant sur 2, ¥, 5, p, ¢, r, 8, {, qui changent une équation du
second ordre donnée en une autre quelconque, par exemple en I'équa-
tion S = o. Mais c’est la un sujet qui n’a pas encore été abordé.

5. D'une maniere générale, nous avons constaté que les éléments
qui se présentent dans la théorie des équations différenticlles, faite au
point de vue spécial auquel nous nous sommes placé, sont toujours
indissolublement liés & d’autres, dont ils ne peuvent étre distingués
algébriquement. C’est D'arbitraire qui subsiste dans leur definition
algébrigue, qui est la véritable mesure de leur transcendance.

Nous avons vu également que le calcul des fonctions rationnelles de
ces ¢léements et de leurs dérivées d'ordre quelconque, rend manifestes,
par les transformations qu’il admet en lui-méme, leurs propriétés les
plus importantes ct donne, en particulier, pour des équations qui
renferment des indéterminées, tous les cas possibles d’abaissement ou
de dégénérescence.

Si I'on fait maintenant appel, pour représenter les transcendantes
que nous ¢tudions & des développements en série de puissances ou &
toute autre expression analytique qu’on pourra continuer, au sens de
Weierstrass, on reconnaitra que ces transcendantes ne sont en général
pas wuniformes. En partant d’un point de situation générale dans le
champ des variables et y revenant aprés avoir déerit des chemins fer-
més quelconques, on ne relrouvera pas les développements initiaux.
Par exemple, pour les équations lincaires aux dérivées partielles, les
développements des ¢léments d’un systeme fondamental subiront une
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transformation ponctuelle déterminée. Les transformations qu’on
obtient ainsi forment un groupe qui sera le groupe de monodromie de
I"équation donnée. Ce groupe est évidemment un sous-groupe du
groupe de rationalité et il importe pour 'étudier de partir des équa-
tions qui définissent ce dernier, en d’autres termes de n’étudier que
des systemes différentiels irréductibles. Les recherches faites sar les
¢quations différentielles linéaires & coefficients algébriques, four-
niront un guide naturel pour cette étude.

Ajoutons enfin que la méthode qui nous a servi pour ébaucher la
classification des transcendantes qui vérifient des équations dilféren-
tielles algébriques a une portée beaucoup plus générale. Elle s'appli-
queraencore, sans modifications essentielles, a 1" « tntégration logique »
des cquations aux différences fintes, aux différences mélées, et, en
genéral, de toutes équations fonctionnelles, a condition de préciser con-
venablement le domaine de rationalite; il en résultera également une
classification naturelle des transcendantes que l'on peut définir alge-
briguement de cette maniere. Mais nous en avons dit assez pour mon-
trer que nous n’avons fait qu’effleurer un sujet tres vaste qui, nous
espérons, pourra étre pendant longtemps Poccasion de recherches
fécondes.

Nous considérons comme un devoir de rappeler en terminant
quelques lignes de la célebre lettre écrite par Galois, la veille de sa
mort (29 mai 1832), & son ami Auguste Chevalier. Dans cette lettre,
comme on sait, Galois, avec une divination sans égale, n’a pas seule-
ment donné son admirable théorie des équations algébriques; il a
encore indiqué, d’une maniere extrémement nette, les propriétés
essentielles des intégrales de différentielles algébriques, et ses indica-
tions ont été, vingt ans apres, entierement confirmées par les travaux
mémorables de Riemann et de Weierstrass. Nous serions heureux si
notre travail pouvait appeler I'attention sur les quelques lignes qui
terminent la lettre de Galois, et s’il pouvait étre regardé comme une
premiere tentative d’éclaircissement de la pensée qu’elles expriment :

« Mes principales méditations, depuis quelque temps, étaient
dirigées sur I'application & I'Analyse transcendante de la théorie de
Pambiguité. Il §agissait de voir, a priori, dans une relation entre des
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quantités ou jonctions lranscendantes, quels échanges on pouyait faire,
quelles quantités on pouvart substituer aux quantités donnees, sans que la
relation pit cesser d’avoir liew. Cela fait reconnaitre de suile I’impossi-
bilité de beaucoup d’expressions que I’on pourrait chercher. Mais je n’ai
pas le temps, et mes idées ne sont pas encore bien développée s sur ce
terrain qui est immense. »



