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CHAPITRE III.

KÉSEAUX S^T CONG1UJENCES C; RÉSEAUX, ET CONGKU^NCIÎS K .
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est, s i i f î is i in fc. — or). DfUinilion dos roscanx (•t con^riioiicos K.

16. Deux réseaux A f . ^ , x^ ..., x,,) et B (.y^.y^ ...,.//.) sorU di t s
applicables si l 'O î i a
( i ) dx\ -h (fx^ - } • - . . . • 1 1 1 - • dx^ :r:: dy\ 4- . . . ~1- dy'], —- ^ da1 --1- 'î V d(( (lv -{-{} d^.

CoiiinK; les coefficienl.s de l'équalion de I.îiplacc ne dépendent que de
E, F, G, on en conclut qoe x^ x,, ..., ^/, Y^y^ " ' ^ y ? sont sohi-
lions d'une rnérne équat ion

(PO ()0 ^^^^
( 'J au ()^ ( ) ( ( ' " ^v
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Ces réseaux sont donc correspondants ; prenons deux congruences
harmoniques correspondantes ayan t pour foyers R.S, R'S'. Les deux
t r iangles ARS et BR'S 'ont leurs côtés égaux. Soient X , , X^, . . . , X ^ ,
Y ^ , YÛ, . . . , Y/, les paramètres d i rec teurs de ces deux congrue nces, on
peut écrire

ùx, ()Q à.c/ à0 . .
^Ju ^-^:^ (^,,.,...,,/)

Y =: ̂ ^.- ()yk à0-..
ou àv eh' au

Les q u a n t i t é s X/, Y/(. s a t i s fon t à la même équat ion de Laplace et sont ,
en outre , liées par la re la t ion
(3) x î + X ^ + . . . + X ^ = r Y Ï + V | . . .+Y^

Soit P un po in t qu i décri t un réseau dérivé de A . Ses coordonnées
sont de la forme

(4 ) .,.;=.,,+}.̂ .,-̂ ,̂

où X et [M sont définis par les é ({nat ions

n ^ ()0 ù()
0 ~=..:0 + À —— -h H -7- î(}u • ôv

. . ()0i ()Q^o == 0,-\- Â-— -1- a— •
()u ' <}p

Cela posé, le p o i n t Q dont les coordonnées {y\, . . . , y./) ,sont
/ - à r/.. /} r/,.(^ j.-,n+^-^+^^

déc r i t u n réseau d é r i v é de (B). Ces deux réseaux dérivés seront ap-
pelés correspondants. Les po in t s P et Q occupent la même posi t ion
re la t ivement aux tangentes aux réseaux A et I). Enf in les coordonm os
x^ . . . , x^, y^ . . . , y\ sa t is font à la même é q u a t i o n aux dé r iv (e s
partielles et cette équat ion admet la s o l u t i o n

^ + ...")- x^ — y 7 - - . . . - r^.

17. Un reseau nul est un réseau tel que son r/s2 est i d e n t i q u e m e n t
n u l . Si x^ x^ . . . , x,^ sont les coordonnées du réseau, on a

dix'\ -\- dx\ 4-. . . +• dx\ •--r: o.



SUR LES SYSTÈMES OKTIIOGONAUX ET LES SYSTÈMES CYCLIQUES. ï 8 f

II n'existe de tels réseaux qu'à -partir de n ==: G. Prenons une con-
gruence liarmonique à ce réseau, on aura ici

Xf -4-Xj -4-. ..-h X^ -=o.
Donc :

Jb^/<? con^ruence harmonique à un réseau nul est II .0.

Il en résulte immédiatement :

Tout réseau dérivé (Fan réseau nul est 0.

Un réseau sera. semi-nul ^\\ est applicable sur un réseau a. une seule
dimension, c'est-à-dire si les coordonnées x^ ,2^, ...,,z',, sont (.elles
que l'on ait

'd.r\ ~\- ^/,rj -h . . . 4- d.r^ =:: r l y ^ .

Un tel réseau est la, |)rojeclion du réseau niîl de l'espacci a (n -1-1) di-
mensions qui a pour coordonnées /r,, .ï̂  ...,.r^, iy^

II n 'ex is te de tels réseaux (ju'à partir de // -= 5. Pour une con^ruence
liarmoniquc à ce réseau, on a

X? -i-"...-l-X;;=:Yf.

Y, ne peut éî re nul que pour 0 =.- j', -h const. ; donc

Parmi les congruences ffannonùfues à un réseau semi-nul, il y a une
série de congruences 1 1 . 0 , correspond a ni à 0 =,: j; foules les autres sont.
des con^ruences 0.

Soit (A) le réseau, semi-nul, H, S les foyers d'une consmence har-
monique 1 1 . 0 . Les coordonnées (s,, ..., ̂ ) de R et ( / , , . . . , ^) de S
sont

, .,..„.. /,, .̂ri à.r,
/ 1 ~ '"^ ~ 1 ^ >

On en d é d u i t

Le tr iangle AR.S est isoscele.

AJr^-AS'rr^rf
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Enfin, nous appel lerons réseau hyper cyclique ou s i m p l e m e n t ré-
seau H ,C un réseau appl icable sur l'espace à deux d imens ions . Pour
un tel réseau, on a

dx\ 4" . - . -t- dx], -— cly\ -+~ dy\.

Il n 'existe de tels réseaux qu'à part i r de n == (\. Pour les congruences
harmoniques à tels réseaux, on a

X?+. . . -hXJ i -==Yî4-Y^

Si 0 ==y, =L iy^, le second membre est: n u l , la congruence est 11.0;
si 0 == ay i -4- &/a, ci et 6 é tant constants, le second membre est carré
parfai t , la congruence estO.

Donc :
y Parmi les congruences harmoniques à un réseau H .C , il y a deu.^
séries de congruences H.O correspondant aux droites isotropes du réseau
plan applicable ; il y a aussi ce1 série de congruences () correspond a nf aax
droites du plan.

Dans les t rois cas que nous venons d ' é tud ie r , le réseau est enve-
veloppé par u n p l a n qu i c o n t i e n t deux normales a un réseau 0. Nous
al lons é tab l i r l ' inverse.

18. Soient, en eilét, L et N d e u x n o r m a l e s à u n réseau (0) , y,,
;)^, . . . , ,y/z les paramètres d i rec teurs de L, s, , ^, . . . , ^ ceux de N.
La droite menée par l e po in t du réseau 0, a y a n t pour pa ramét res d i -
recteurs

a y , "i- b G/:

est une droi te du plan L, N normale à 0. On peu t . tou jours , et d ' u n e
i n f i n i t é de manières , choisir deux de ces normales de façon qu 'e l l es
so ien t r e c t a n g u l a i r e s ; n o u s pouvons supposer- que ce sont les d ro i t e s
L, iN el les-mêmes- On a alors»
(.6) , Ij,5,=o.- '

Désignons par X i , .. .,"X,; les coordonnées du po in t M du réseau 0.
On a alors ?

( ()X,
^ \ ^ u = " •( / ) , <-=.,.,...,..

-^=/r,
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Un p o i n i que l conque P du p lan L, N a. pour coordonnées

(8) . Y/;— X/:-+- pj,-i- /^/.

On a d ' a i l l e u r s , en ver tu des formules ( i i ) du Chapi t re précédent des
é q u a t i o n s de la (orme

l O y ' j ;- ôzi .. ûa , Oc
y-11- — ^c<, — == ec,, "p •== hm, -.-- -= m,

} Oit. ou ' 0^ (}^
(q ) <

i Or, , 0^, , <)h ùf,— = bn,, . - :—/rj/, — = ̂ / / / , —- ̂  en.
\ ()^ ô^ on <ïu

En d i t l e r e n t i a n t les formules (8), on trouve

()Y, , . , / ôo <)r
- . -.-- -:::.:: c/(^ "1- ^p -1- e r ) + }^ - - . - -\- ^, -.-,
< ) ( i " l on ( ) { /

^Y/ ., , .. , 6>,o ^/•
^^..,,^(/+^p4-y.-)+r/^,4^/^

On voi t que , si l 'on pose

j h 4- <7p -l-" € / ' " " = . o,
; / „!„ ^p ..^.. f/' -:-::,.: Q^

on a u r a s i m p l e m e n t
, ()Y, ( ) r j <)r\ "ou, ^y1^, +^^ î

(n) 1 < A r ' , ^p , ( ) r
\ -^ ^ .7'̂ ; 4-^ /^-

D e s fo r m n 1 e s ( r o ), o n d é d u i t

1 <)çj or
\ ̂ ;,+^,-o.

( I 2 } \,^ ,0r
( h -Ou + - 1 Oa - 0'

Par sui te , la d i f f e r e n t i a l i o n de ( r î ) donne

^^Y/ ^ ^p ^ ^ : ;/>

( i .̂  ^^11"'J(; ~ -?// j1^"'^ 4"' ^^ ̂ •••^ •

L(ÎS fo rmu le s ( î i ) et (i:3) m o n t r e n t que le p o i n t de coordonnées Y^
décri t un réseau; I n é q u a t i o n aux dérivées p a r t i e l l e s de ce réseau est



184 c. GuiciiAno.
celle à laquelle sat isfont p et r. Pour ce réseau, on a

04) ^ = ̂  ^/Y? = 42 Iĵ  -h ̂  î ̂ .

Remarquons que si L ou N ne sont pas des droites- isotropes, on
pourra supposer

^yf-=-=ï ou :s^m.

Donc :

Si les deux normales L et N .s'o/z/ isotropes, le réseau fY) 6<y/ /?7//.
Si une seule des deux est isotrope, le réseau est semi-nul.
Si aucune des deux n'est isotrope, le réseau est If. C.

Dans le premier cas, toutes les normales du plan L, N sont iso-
tropes; dans le deuxième, il y en a une seule; dans le troisième,
deux.

19. Nous avons vu que, parmi les réseaux liarmoniques a une con-
gruence H.O peuvent se trouver des réseaux nuls, semi-nuls on I 1 . C .
Nous allons montrer qu'il n'en existe pas d'aulres.

Soienî , en effet, M (.y,, ..., ̂ ) un réseau harmonique \ (G) qui est
une congruence H.O; (x le réseau point correspondant i M; ('^) la
congruence harmonique a (^, parallèle à (G) ; r(r),, ..., ̂ ) .v(^, ..., ̂  )
ses foyers. On a des formules de la forme

àxi — /, 'r^-,,_/^,

(i5) \ ôxi
— = Iru,^^ --«,

^(c /~r ) / ) 2 =o.

Cela posé, nous considérons trois cas :
1° La droi te rs est s i t u é e sur l 'hypercône

X \ -4- Xi 4- ... 4- X^ = 0 ;

toutes les droites du plan ((x) sont isoîropes. On a, dans ce cas,

^c? =-o, ïnf ̂ o, ^'^ru-.o;

les formules (i5) montrent que le réseau est nul.
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2° La d ro i t e rs est sur Fbyperspbere

X ? - t - X | - i - . . , 4 - - X ^ = = c o n s l .

Soit alors (/i) un p o i n t de rs qu i d é c r i e un réseau. La droi te On,
(pli va de l 'origine à ( n ) , est une n o r m a l e de ce réseau s p h é r i q u e ; le
p lan p- c o n t i e n t donc deux normales à un réseau O . S ; donc, le plan
de (H) c o n t i e n t deux normales d 'un réseau 0. On retombe sur un
cas é t u d i é précédemment: . On vérifie f a c i l emen t que On est perpendi-
c u l a i r e à /'.y; donc le réseau. (M) est semi -nu l .

3° La, d r o i t e /".y est q u e l c o n q u e .
Nous nous a p p u i e r o n s sur le lemrne su ivant q u i , dans le cas de l'es-

pace a t ro i s d i m e n s i o n s , est dû a. I l i baucour .

C/icique droite d^ une con^'ruence rencontre ime hypersp/iêre en deux
f)oints A et 15 ; si A décrit un réseau, il en est de même de B.

Q u a n d u varie seul , les t angen tes en A etB, étant d a n s nu même plan
loca l , se rencont ren i en M'; de même, si y var ie seul , les tangentes aux
sys tèmes A et, B se renconi ren i en ^/>; de p lus , les t r i ang les MAB,
NA'B sont isosceles.

Cela posé, si A décri t un réseau, ce réseau est 0; soit ci un réseau
para l l è l e ; le p o i n i A, inverse de a, décrit un réseau; marquons les
langentes ci/n, {in, hm, bn aux réseaux ( a ) et ( & ) ; les [riangles rnab^
nah sont isosceles d'après u n e propriété de l ' i nvers ion ; donc b et B
d é c r i v e n t des courbes p a r a l l è l e s ; par su i t e , (B) est un réseau.

(.Iliaque d ro i t e d ' u n e congruence H.0 rencontre l 'bypersphère en
deux p o i n t s don t l ' u n est à l ' i n f i n i . Ce dernier , é t a n t dans un hyper-
p l a n , déc r i t un réseau; i l en est de même d u premier . Donc :

Les points d'intersection d'une congruence H . 0 et d'une hypersphêrç
quelconque dècwent un réseau.

Ann. de ^Àc. NormaU. 3" Ser i (S . Tome XV. — MAI 1898. ^4
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Coupons alors la droite rs par une hypersphère ayant pour cen t re
l 'origine 0; soit n le p o i n t d ' in te r sec t ion . Le plan de [M con t i en t deux
normales rs^ On au réseau (/z); le p lan de (M) c o n t i e n t deux normales
à un réseau 0. Donc le réseau M est H. C.

20. Nous appellerons réseau cyclique ou, p lu s s i m p l e m e n t , réseau G,
de l'espace à /?/, un réseau applicable sur l'espace à t rois . Si. x ^ , x ^ , . ..,
^ sont les coordonnées du réseau, y ^ , j^, y 3 celles du réseau a p p l i -
cable, on a H cl e n f i l é

( 16 ) , dx\ -4- dx^ 4-. . . + dxj, == dy'\ + dy\ -h dy^.

Ce réseau est la projection de réseaux H . C de l'espace à / À - + - T ; en
effet, un tel réseau est la project ion du réseau H . C q u i a pour coor-
données .r^, x.^, ...,.z^, i y ^ . Comme on p e u t , par un c h a n g e m e n t de
coordonnées, prendre pour j^ la dis tance d ' un p o i n t du réseau ( y ) a
un plan fixe que l conque , on voit que chaque réseau C est d ' u n e i n f i -
n i t é de manières projection d 'un réseau ILC.

Il résulte de l ' i d e n t i t é (16) que l 'on a
//

dx^ + dx^ + dx^ •=: (ty^ + ̂ jj -h-. . . "•l1-- dy^ — ^d^'f ;

donc, le réseau (œ^x.^oc^) de l'espace a trois, est a p p l i c a b l e su r le
réseau ( y ^ y ^ y ^ i x ^ , . . . , i x ^ ) qu i . est, par conséquen t , cyc l ique .
Les deux réseaux de l'espace à trois (^,,^, /r;/) et (.y^j^j.^) seront
dits conjugués; comme on peu t e f f e c t u e r u n e s u b s t i t u t i o n o r t i io^ona le
sur^ , ^2, . . . , x,^ on voit q u ' u n réseau a une i n f i n i t é do conjugués .

S o i t M un réseau, C, c'est la projection d ' u n réseauM', qui. e s t f H . C ) ;
il existe donc une congruence G ^ h a r m o n i q u e a Mi et H . 0; ce t te con-
gruence G^ se projette suivant une congruence (G) qu i est 0. Donc :

II y a une infinité de congruences 0 harmoniques à un réseau C.

Nous é tudierons la d i s p o s i t i o n de ces congruences dans le Cha-
pi t re su ivant .

Inversement, chaque congruence 0 p e u t être considérée comme la
projection d 'une congruence H.C). Donc, d'après le numéro précé-
dent :
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Tout réseau harmonique à une congruence 0 est un réseau semi-nul,
réseau ILC ou réseau C.

Pour former ces réseaux C, p renons un d é t e r m i n a n t orthogonal A
dans l 'espace à n •-{- i d i m e n s i o n s

( - 7 ) A=
// -1 '" // -1
c1 e

Supposons que, dans cet espace, un point M décrive un réseau 0 pa-
rallèle aux réseaux 0. S de A. Soil X\ X.2, ..., X/^' les coordonnées
de M. On aura

( ^' / . /
'ôd

(^) (/= i, 2, . . . , / / . -i- i).àX1
- I r t 1

^}7

Menons le plan des deux normales h^x\, .. .9 ,x^1) et fi^'^ ..., ̂ CM)•
(Je plan enveloppe un réseau H. G ayant pour coordonnées

Y7 == X/ H- p .2^ + rx'^ { i == i, a, . . . , / / . 4- i ),,

ou F (.îl / -sont défi ni s (n° 18) par les équations

II -|- ^ip + u^r ^=. <•>,

(n1

'au
(n1
^

fi
i

-\- ^ip + a^r ^

+ b

:=== .y

r= .z'

p+
,^p
1 <9M

, ̂
' ^(^

/Ig /• =

+ •4

+ .̂ i

= 0,

: 0.

^r
Ju'

()r
à^ '

/ .4... /^ p 4-. /^ /• ::;::: o.

On au ra alors

Le réseau. (A) décri t par le p o i n t de coordonnées ( Y < , ..., Y/^} est
cycl ique; i l est app l i cab le sur le réseau (B) décrit par le point qu i a
pour coordonnées (p, r, î'Y^^).

I l résulte de ce q u i précède qu'on obt ient ainsi tous les réseaux
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cycliques. Les cosinus directeurs des tangentes au réseau B sont

dp àr àr'à?.• ^ ^ -t-i • ^ ̂ -ri ,

au ou \ au " a u }

àp àr ./ àp
-J-? -r-ï < ^1 -J- +^(7c àv \ - a^

^•i^'
2 ô^

II en résulte que ceux de la normale au réseau B sont

- l ? ^" 2 ?

On trouve de même que ceux de la normale au réseau conjugué (A/) ,
qu i est la projection de A, sont les mineurs de la matrice

a", a:; x.

x^ x:. xî,

On peut aussi, à par t i r de n === 5, former d 'une façon analogue dos
réseaux cycliques sans passer par l'espace à n 4" ï d i m e n s i o n s . Pre-
nons, en efTet, un dé te rminan t o r thogona l et un réseau 0 correspon-
d a n t à /?.

""• ï

09) A :
^'fl-'-î

^

Soient X1 , X2 , . . . , X/' les coordonnées d 'un po in t M du réseau 0.
On a

( w ' > "
, , \ au

:/^
(20) (/,==i, 2, . . ., n).â^ == In1

àv

Prenons alors trois normales 1^, L^ La rectangulaires deux à doux ,
par exemple celles dont les cosinus directeurs sont les trois pre-
mières lignes de A. Prenons alors le point P(Y1 , Y2, Y. . . , fl} tel que

(ai) Y^X^À^ -i.-̂  + ̂  ^=j, 2, ..., n),
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d'où l'on dédu i t , en t enan t compte de la formule (20) et des foi-
mules (i ï ) du Chapitre II,

(H1 , <n. , ô[j. , ()v . , ,^=^^^+.^^+^^^(A+^^^^+^,^^

W := xi{ ̂  4" xïî Ï + ̂  ̂  + (^4- M + b^.+b,v)^\

On voit que, si l'on suppose que "X, (J,, v sont liés pa r l e s deux rela-
tions

\ h -|- Oi À -+- r/2 ̂  -H (̂  ^ == o,
(22) \( / 4. ^}, „„(_ /^^ ̂  /^^ ^Q^

on au ra s i m p l e m e n t

(23 )

^Y' . ôh , au. . (h
—— := .r ~— 4- .2-2 -i- -4- .'rî, -Y-- 5
(?/^ ' c/// ait " au

ô^.1 , H , à\j, , (h
——— :::::: X\ —— -h X\, -,'- -1- .2-' —~ •

(,(V 1 ^( î *• <)V ^ Ô^

En d i f î e r e n t i a n t les équat ions (22) et en tenant compte des équa-
t ions ( r ï ) et (3:s) du Chap i t r e I I , on aura

<)/. Ù\J. ()V..+. rt L .̂  ^
<h' ^f ôvW)

, <)À , ^y. , ()vi) „..., ,.4- [) ' „)..„ ^ -rr: 0 ;
OU OU. (}^

î t , ensu i t e , en d i f î e r e n t i a n t les équa t ions (23),

, ., ^Y7 . on , à^. /. ô^
1 ,..^; \ „__. ,.y,l 1 y.l l 1 y « <l 2*J ) —..——— -.-.- <t-, -.——•,""̂  -•r- '.</>> —,——>—1- -f- .-c-., -,——ç—"'

()u (}^ 1 ^^ ()p " au àv au à^

Cela posé, prenons le p o i n t Q de l'espace à trois d i m e n s i o n s q u i a
pou r coordonnées À, [j., v. 11 résulte des formules (^3) que les sur-
faces décrites par P et Q o n t le même A2. Si m a i n t e n a n t //. et ^ sont
f ixes , les p o i n t s P et Q, d o n t les coordonnées s a t i s f o n t aux relat ions
(21)01(22) , décr iven t des droites p et y ; on voi t f a c i l e m e n t que ces
droites décr ivent des congruences (/?) et (y). Faisons correspondre
sur ces droites p , q les po in t s P et Q qu i correspondent aux mêmes
systèmes de valeurs de A, p-, v. Si le point Q décri t un réseau, il en
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est de même de P, et i n v e r s e m e n t ; ces réseaux sont applicables l 'un i
sur l 'autre. Donc :

Tous les réseaux conjugués à Çp) sont cycliques.
Tous les réseaux conjugués à (y) sont nppliealîles sur des réseaux

de l'espace à n dimensions.

21. Nous appellerons congruence cyclique ou c o n ^ / ' u e / u ' c C t o u t e
congruence h a r m o n i q u e à un réseau 0.

Soient M un réseau 0, G une congruence h a r m o n i q u e ; prenons le
réseau p o i n t [M de M; so ien t 0^, OT] {fig- î , î ) les droi tes de ce ré-

seau; ^, ^ 2 » • * • ? Ïrij ^ i » ^ 2 » • • • » Y)^ leurs cos inus d i r ec t eu r s ; ces q u a n -
t i tés forment les deux dern iè res l ignes d 'un d é t e r m i n a n t o r thogona l ,
de sorte que l'on a
(r^\\ ^l ^i •rW ^^nr^ ^==/^,

Soient r, s les loyers d/une congruence parallèle a (G) et harmo-
nique à ([x). Les coordonnées ( X ^ , ..., X^), (Y,, . . . , Y^) des points
re t .y sont de la forme

Y '̂ V Y '̂X,^^ Y,=^-.

Pour dé t e rmine ra et r, écrivons que ces po in t s sont foyers. On a

àX.i i i ^ àq \ r)Y, ï / àr , \
W = <? ̂  à. ~ fjn'fii) - Ju^r- (:ru Ju M r m ^ ) ;

écrivons que ces q u a n t i t é s sont proport ionnel les aux paramètres di-
recteurs Z , , . . . , Z,, de rs
(27) Z,===/•$,-./ri,.
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On t rouve
l ùfl\ -•7 •=, nr,\ ( î ^

(^)

de sor te q u e les ( o n c t i o n s q et r sont celles q u i on t été i n t r o d u i t e s au
n0 13.

En d i f ï c r e n t i a n t les é q u a t i o n s ( 2 7 ) et en t e n a n t compte des cond i -
t ions (sG), (28) et de ce l l e s q u i s'en d é d u i s e n t par d i t Ï e r e n t i a t i o n ,
o n 1 r o i l v e s u c c e s s i v e ni e n t

()7^i f)Et <}<i
-—- —. f -,-— — - , - Tj •,
U ( f ( ] l l i ) l l

<)7.i ( ) / ' „ ( JT ] ,^ :,:_ ̂  ̂  _ ^ .̂ .,

c}""1// f)r ô'^ i ô<i () ' f i ,—.. . :::̂  „.., „ .,„..- . . „ . . „ ^rnn/.i,
{ ) ( l ( ) ^ ()^ ( ) l l UK ()^

On en conclut que les n f onc t i ons Z^ sont so lut ions de

<)ï7' ï < ) r <)7' 1 ()^ M ( • L ()^ ( ) l ' \ 7
( ) a r)c /• <h' <^^ </ ^^ <h' \ /y/ ' J^ < ^ /

D'autre part, on a, d'après ('27),

( :k),) Z f ~|- Z ;; -h. . . "h Z;; =: 7'2 -i- /•2.

D'au t r e part , si l ' é q u a t i o n a l a q u e l l e s a t i s f o n t Z , , . . . , Z ^ est écrite
sous !a ( ' ( ï r rne
/., . ^Z i /M o>Z i ( } l M , n r '( 31 ^ .̂ : -..)-,. 4., l.^ ^

ôitd\' h ôv ou, l Off ()^

on a forcé in ont
r=:.hU, 7= /V 1 ,

et, p { i r c o n s é q u e n t , on aura

( ̂  ) Zf --h Z^ + .. . -h 7^ = ̂  O2 + t2 V^

(.^ette propriété subsiste si l 'on m u l t i p l i e ensu i te les fonct ions
Z ^ , Z ^ y . . . , Z,/ par un même facteur. Donc :
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Pour quune congruence soit cyclique^ il faut que ses paramètres di-
recteurs Z,, Z^, . . . » Z^, qui satisfont à F équation

C. GUICHARD.

à^L j àh 0-7. i ai (̂ • R Z
au à^ h àv au l au àv

soient tels que l'on au

( 82 ) Z? +. Zj -+-...+• Z2, == A2 U2 + l2 V2,

II et V 67^/1^ respectivement des fonctions de u seul et de ç seul.

Nous verrons plus loin (n° 24) que cette condition est suffisante.

22. Soient x ^ , x.^ .. ., œ^ les coordonnées d 'un po in t M de l'espace
il n d imens ions ; ses coordonnées homogènes seront

j, =;-= ?, X i , y^i = ?> (^ '=1,2 , ..., //. ).

Si le poin t M n 'appart ient pas à l 'hypersphbre S dont l 'équation est

*T^ -t- iT^ -+-. .. -i- <'y^ -}-- i m": o^

on pourra choisir À de te l l e sorte que l'on a i t

y\ +7l+•••+J;i+riM::=JI•

Ces quantités y^ ja, ..., y^ y/^, seront appelées les coordonnées
non euclidien/les de M.

Cela posé, considérons un dé terminant orthogonal à ( n 4-1) l ignes

A=2

x\
x\

f.\
' n~ l

i:l

-/i1

••y;
x

^2'̂  ̂ ,... ^

'CÏ

ri

2

2
2

2

.^./M-l... .Z^

,,y.rt-t~l

^'•î

/y.//-4-1

* ' ' •-''•' n-l

Ïrt-t-1

.. . r^4-1

Désignons par A^., P, Q les points qui ont pour coordonnées non
euc l id iennes respectivement (x\, ...y^41), (^,..., ̂ ll+{), (r^ ..^r/^1).
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Ces Ç/i 4- i) points sont deux à deux conjugués par rapport à l'hyper-
sphère S.

Cela-posé, les formules

^ , à'f}1 ...— :=z n r/, -,—•==. m ̂
à^ ou

mont ren t que PQ décrit une congruence qui a pour foyers P et Q; ces
foyers sont donc conjugués par rapport à S.

Il est f a c i l e de montrer que, inversement , les coordonnées non
euclidiennes des foyers d'une congruence dont les foyers sont conju-
gués par rapport à S forment les deux dernières lignes d^un détermi-
na n i orthogonal.

Prenons m a i n t e n a n t les fo rmules

/),4
-^—.^
( ) j ' ^ . ^ ô'^r1/, ^ r àa/, àx'/, 'î ôh/, ()x\,
Ôff 1 '' ( ) ( ! ()^ (île ( ) { ' OU 1) /,, àll OU

Elles m o n i r e n t que le po in t A^ déc r i t un réseau don t les tangentes
sont A/,.?, A^Q. Ces réseaux sont tels que

i :=; /; -t- 1

V ch^ ̂  - r
^ à a "ô^ '" î

' i ;=: l

i l s sont or thogonaux au poin t de vue non euc l id ien ; nous les appelle-
rons réseaux (0 .E). De tels réseaux sont les projections de réseaux 0 .S
de l'espace à n + i.

En efïet , les q u a n t i t é s

, y.l y.ï y , / ' i 1 - 1I , ./ /,„ .Z^,, . . . , X ̂

sa t i s font à une équa t ion de Laplace. Il en sera de même des quantités

(33) .^:=^ ,,.^i^__ et i (/=i,^...^,).
,Z. ̂  .2/ ̂

Ann, de l'Éc. Normale. 311 Série. Tome XV. — MAI 1898. ^5
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On a, d 'ai l leurs,
,;' == n •+• i

2 ^•=='-
z==l

Le poin t B/, de l'espace à 72+1 qui a pour coordonnées

^ \ 9 ^ -2? • • • y w n-\-\

décrit un réseau O.S. Il se projette au po in t B^, de coordonnées

Ce point est homothétique de AA; donc le réseau A/c est la project ion
d 'un réseau 0. S.

On peut remarquer que les formules (33) permet ten t de trans-
former un réseau O.S de l'espace à n-^ri en un autre, et , par s u i t e ,
un d é t e r m i n a n t orthogonal en un autre . Je n ' insis te pas sur cett^
transformat ion, qu ' i l est facile d 'effectuer.

Prenons deux de ces réseaux, A/ç et A ^ ; la droi te A/^ rencontre
l'I.ijpersphere en deux po in t s C et D; les coordonnées du poin t C sont

.z'̂ 'i"^ x\, 4- i'x'/,

On a, par conséquent ,
à r ' 1
^^(^4,^)^

!^=(^^)r^

0:1 en conclut que ce point C décrit un réseau, qui . est n a t u r e l l e -
m e n t O.S. La congruence PQ est harmonique à ce réseau et est, par
conséquent, cyclique.

On prouve faci lement que toute congruence h a r m o n i q u e à un
réseau O.S a ses foyers conjugués par rapport à l 'hypersphere S;
c'est donc une coni-çruence C.S.

Toute congruence cyclique est parallèle à une congruence C.S, car
tout réseau 0 est parallèle à un réseau O.S.

Les paramètres directeurs (Li, L^ ..., L^) de la droi te PQ sont

(34 ) L^^'n^-'^-n1.
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En différent iant , on trouve
A- ,.== n — 1

àL(
(35) ^r=--^ ^ ^•^-t-^^^^"1"1-

< == 1 /c

(36) ^ == ^-1-1 ̂  ̂ 4- ^ 2 ̂ rlï

^1 ^,-t-i „ ^^..i<^ ^
07) ^ — -^-1 ^^-r- ̂ .r 1 b l - x l t

+ mn'' ̂  /^..r^1 - n^1 ̂  a/.-rï-'1.

On en conclut que L^ L,, « . . , Ï^sont s o l u t i o n s de l 'équation

r}2L 1 c^"411 <)L __ •î_ ()L
(3^) 57^ ̂  ^TT-î-r -^T~ ̂  ~t- ^TT ̂

/ ^ /̂/....)..Ï ï J ^ ^ 1 - 1 ^ ,
+^n,,^^.-^,^^

On vérifie que, conformément à la remarque déjà faiK^ on a

H + LJ ^...+ L; '= (r^-^)^.!- (^+-1)3 .

On en conclut que, si l'on pose

^:=^ ( Â - = I , 2 , ...,7l-l),
L/,

(39) - n+ï 'ai-\-i
^ -_='——, r/=ç—,

Lre 1-';;.

lys (ra — i) quantités x\ ,<,..., .<_, sont solutions

^(3 _ r <)£' àQ i ()_{}_ àO
^ 'àu'ù'v ~ '£,'' ~àÏ à~u + •n' 'ou à7''

Comme, d'ailleurs, on a
xî -1- x^ + . . . -I- .<2," + ̂  + r,"2 =- >,

on en conclut que .̂ , .<, ..., <-., '̂  ^/ Co""6"1 la dernière colonne
d'un déterminant orthogonal.

Cette remarque permet, à l 'aide d'une opération différentielle
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d'ordre ^-" i , de déduire de chaque dé t e rminan t orthogonal A, un
nouveau dé t e rminan t orthogonal A'.

23. Introduisons m a i n t e n a n t des quan t i l é s analogues aux coor-
données pentasphériques de M. Darhoux. Prenons 1/hypersphere de
centre A(a , , . . . , a^) et de rayon IL Son é q u a t i o n est

(41) (.^ - a,Y 4-. . . 4- ( x,, — a,y - ]{2 == o.

Ecrivons-la sous la forme su ivan te :

(4^) 2ap.z-i4~. . .+ a^/, .r , ,+a//+i( .2^-h- . . 4- .ri? — î )
4- l^n^ ( X\ + . . . -1- X^ 4- 1 ) •=. ,0.

En, i d e n t i f i a n t les é q u a t i o n s (4-i) et (4-2), on t rouve
„- y .

€ii = -———^^^^^^^^^——- Ci = i , o . . . n:\
y.^-^iy^^ v y h

P = ̂ f -4- . . . 4- ̂  ~- I:̂ = - ̂ tiL-,.,̂  ,
a//..n 4-̂ .7/,..,,

l̂ rr: ̂ ÎJll̂ -̂ î,.:!..̂ !̂ '±^111 .
\ ' ""'"" (^^-l+^n+2^

Si. la sphère se réduit à un point , on aura

(4 /i ) aï ~.h a| +. . . 4- a;;, 4- ̂  ,̂  4" a^ ::= o.

Ces quanti tés a , , a^, . . . , a,/, a,^,, a/,.,^ q u i sont d é f i n i e s à un (ac teur
près, sont les coordonnées pen tasphér iques du p o i n t , .

Si, au contraire, R. n'est pas n u l , on pourra supposer

( 4 ^ ) ^ 4- ̂  4- . . . 4- ̂  41- <.,i 4- ̂  ,„, •̂  ï .

Ces quan t i t é s a^ aa, .... a,,, a^,.,, a/^ sont les coordonnées de la
sphère. On aura son centre et son rayon par les formules

(4.6) ^ --... r:̂ -̂-.-..,̂ .,..., R =,^^^^^^^^^^^^
^//. .i , i 4- ic/.,^^ a// ^ ï 4- ^ a / / i^

Pour que deux splières soient or thogonales , il f a u t et il suf t i t que la
somme des produi ts des coordonnées correspondantes soit n u l l e . Cet te
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condi t ion donne comme cas l i m i t e la c o n d i t i o n pour qu 'un point soit,
s i tué sur une sphère.

Cela posé, considérons un d é t e r m i n a n t or thogonal à n -r- 2 l ignes

" • . »

Désignons par (A/) la sphère qui a p o u r coordonnées x\, a'^ . . . ,
x'1^ x ' ^ ' \ ^./l'li; soi t A^ son centre. De môme, s o i e n t (R) et (S) les
s p 11 e r e s q u i o i î t r e s p e c t i v c m e n t p o u r c o o r d o n n é e s les d c u x d e r -
nières l ignes de 1); B. et S leurs centres. On a ainsi, nn système de
(/?/4" 2) sphères deux à doux orthogonales. Les coordonnées honio-
genes des p o i n t s B et S é t an t

•;i - ^ .-// - / / - i - 1 i. / ;/.
Çf "••, î • • • f ' ^ 7 '- 1 l 4

ï/, rr, ..., •c\\ ^ / / t l

les formules

on

prouvcnl , que la d ro i t e BS déc r i t une congruence qui a pour foye r s R,
et S.

Le p o i n t A , , par exc inp ic , a pour coordonnées l iomogenes

les for mille s

on
^ / /.-^ =^

m o n t r e n t que w p o i n t décr i t un réseau h a r m o n i q u e à la, droite BS.
I l en est de méine de tous les autres points A^ ...., A^. La droi te qui
j o i n t deux q u e l c o n q u e s de ces po in t s décrit donc une congruence qui
est dér ivée (n° 7) de la congruence BS.
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Prenons m a i n t e n a n t les (n + i) quan t i t é s
r/, == ^••/;' -I" ix ^ ( /r = i, 2, . . ., n 4- 2 ).

On a

S^^0-' /.;
i

Ces q u a n t i t é s sont les coordonnées pentasphôr iques d 'un p o i n i lî
s i tué .sur la droi te A ^ A ^ , Les f o r m u l e s

^P ̂  ( a, + la, ) ̂ , à}- == ( b, 4- i b, ) •/•/••

prouvent q u e ce p o i n t décri t un réseau qui est 0 et c o n j u g u é a la
congruence RS. Donc :

La congruence RS est cyclique.

Réciproquement, toute congruence CYclique peut être obtenu c
ainsi. Soit, en efret, BS une congruence cyclique harmonique a 1 1 1 1
réseau harmonique B {fig. 12) .

FiiC. i^.

Désignons par ^ ' . ' î ; 2 , . . . , ^ / / '+ '1, ^//'+"2 les coordonnées do la sphén1

dt* cent re R et de rayon RB, par (•y]1, . . . , rf^, y^4-2) celles de la
sphère do centre S et de rayon SB. Ces deux sphères sont év idem-
men t or thogonales . De sorte que l 'on aura

n -\-1 // -I- 2 n -^•l-î

(/,7) ^ (^)»= ,, ^ (y/.)'= ,, ^ ̂ V.- o.
1 1 l

D'autre part, pu i sque K est foyer, on a des fo rmules
/) Ï A- /•) / '€ il 4-1 »L- / Ï ri + 2 ^
—— = a'^-^ br^\ ^———i——^ == a^--1-1^^42) + ^(Yj"-1"1-!-^^ 1 1 • : ' )

(Â ' r= î , 2, . . .,^).
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La première (.les formules (47) m o n t r e que l 'on aura aussi

àC^^—i'^-^) ___
-^aC^1^— i^2) -4" bÇ-n'1^'1— i-fi11^),

6^

de sorte qu'on a u r a , en d é f i n i t i v e ,

^ a '^ 4- ^ ri/1' ( /' == î , '2, . . .. n + î , îi -1- a ).^

On voit facilement que a doit ôire nul ; en raisonnant de même sur
les quanti lés T|, on trouvera

(^; <)^

Les formules (47 ) <-^ (W) prouvent que les quant i tés ^ et r| sont , les
deux dej:'fêieres l ignes (l'un déterminaul orlliogonal.

l^ 'c^nosis înainlenant un réseau 0 dans l'espace a. n "h ï. dimensions :
soieril M(Xi, ' .X^ .«., X^..n ) le point qui décrit le réseau; MN^MN^ ...,
MN,/,...., les /î — B normales du réseau; MR. et MS ses tangenles. Les
cos inus d i r e c t e u r s de ces dro i tes sont (n° '1,3) les é léments d ' u n dé-
terrriinant ort i îo^onal a n -4" î lignes

y\

y t i - 1
^is.i

J'î

y'î> - î
Ïî

^

. . . r'r

• • • JÏ'Î
;"//.+ 1

" • " ^1

'r n +1
• " • ^-2

A==

S o i e n t m a i n t e î î a n t A i , A^, . . . , A^,...i les traces de M N , , . . . , MN^..,
sur l 'esitace a 11 d i m e n s i o n s , ( A ^ ) , ( A ^ ) , . . . , (A^.,.,...^) les sphères qui
on! i ^ou r centres A,, , A,>, ..., A//_, et pour rayons A i M - , A ^ M , ...,
A,/..._.,M; so 'nïnfc, de p lus . A,, la projection de M, (A//) la sphère de
centre A^ et de rayon iA^M ; so i en t en f in R et S les traces de MR etM.S,
(B.) el: ( S ) les sphères de centres R et S et de rayons MR etM.S. Ces
ri -4- 2 sphères sont deux à d e u x ortSsogonales ; je dis , de p lus , que
leu r s coordonnées sont les é léments d 'un dé te rminan t I).

.En effet, u n ca l cu l faci le permet de calculer les coordonnées de ces
sphères. On t rouve :
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Pour la sphère A^ :

/X, (/t:=: r,9., . . ., / / ) ,

— — » ,r ̂  < ,j'̂
/ .\^..4-i " // ""• /< ,Y^•••(-1 /A//- |^

Pour la sphère A/ :

5o)

,,, ,, X^r1 ^//.M.^' /^ •= r , ̂  ..., /^
/ """ X,^M ! " \ / = r , '̂  . . . , / < -- î ^

x'!-^ +/..r?•(-;

X./,4 i

Pour les sphères (R) el (S) :

1 ^-^Ï'"1-^//--'^'^ _ ..,̂ ,.,,̂ .̂

) i - , _ 'X ,Y^ + l , . -X , / „ , • ^ •^ „_ _——.,_.„..
' • ^ l l - \ \

On vérifie faci le inent , en t e n a n t cornpie dc.îs forîmiles ( l u C h a p i t r e
p récéden t , que ces quanl i t és sont les é léments ( l ' u n d é t e r m i n a n t I).

Les formules (.49) m o n t r e n t , inversement , que t o u t dé terminant 1.)
p e u t s 'obtenir ainsi .

Ce résultat appelle les deux remarques suivantes :

REMARQUE I. — Chacun (les réseaux A/( peul être considéré sou comme
la projection d'un réseau 0 de l'espace à n + j , soit comme la trace
d'une normale à un autre réseau 0 ; de là une tra/us formation des ré-
seaux 0, analogue à celle que Ribaucour a donnée pour F espace à trois
dimensions.

REMAnQUE II. — Si l'on couruul un déterminant orthogonal dans l'es-
pace à n "h î , puis une solution de U équation d'un réseau OS de ce dé-
terminant, on pourra, à l'aide de quadratures seulement, délermuier un
réseau 0 de l'espace à n 4- î , et, par suite, un déterminant orthogonal
dans F espace à n + 2.

Cette remarque donne la loi de Formation des d é t e r m i n a n t s ortho-
gonaux. En r e m o n t a n t de proche en proche, on voit que, si l'on con-
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na î t p surfaces de l'espèce à 3 qui ont même représentation spbérique
de leurs lignes de courbure; on pourra, à l 'aide de quadratures seule-
ment , former un déterminant orthogonal à p + 3 lignes.

On trouve fac i lement que les coordonnées des points R et S sont

/ r> \ V V ^n-^-l rk( H ) Y A ~= A/, — -̂ -.Y Ç i ,
c!

/ Q \ 7 — Y X^+i ,,{0 ) ^fc — ̂  — ^4-T fj i.

Les cosinus directeurs de la droite RS sont donc
•^c^ft+l __ .^k'rfl-\-i^ i 'h lï i c i

La congruence cyclique du déterminant D est parallèle à la con-
gruence C.S du déterminant A ; nous obtenons ainsi toutes ces con-
gruences parallèles.

I l résulte d 'ai l leurs de ce qui précède :
La trace du plan tangent à un réseau 0 de l'espace à n -h ï sur l'es-

pace à n décrit une congruence cyclique.

Inversement :
Toute congruence cyclique de l'espace à n est, d'une infinité de ma'

nières, la trace du plan tangent à un réseau 0 de l'espace a n 4- i.

Soient main tenan t p , , p^ . . . , p,, des constantes ; posons

(5a) y\ -== pi ̂ { -l-p2^ -t- • - • +P^ ( ^ = = 1 , 2 , . . . , n + 2 ).

On aura, en tenant compte des formules du Chapitre précédent,

(.") ^e- ^-"s'-
ou l'on pose

1 n r>

A =: ̂  a k p k ' ) B = 2 bkpkf

i i

Si l'on suppose que
^-4-^J +... 4-^=0,

on aura aussi,
(y1 ? + (j2)2-^-* " • + (.y^-'2)2^ o;

Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome X.V. — JUIN 1898. 26
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y\ y2, ..., j"4"2 sont les coordonnées pentasphériques d'un point B,
qui, d'après la formule (53) décrit un réseau harmonique à RS. Tous
ces points (B) se trouvent à l ' intersection des sphères ( ^ ) , ( Y ) ) ; pour
tous ces points , les triangles tels que BRS sont égaux, car

"m"> _ •I i>c _ I!
0 1. <• —— Y——————~~,^——— f ^y ^j ^«»-. -1—1——————•—,——-——— •

Çrt-+-i "+" ^^4-2 '^/i+i ~1~ ^'^/t-i-a

On obtient ainsi un système (B) de réseaux 0, dépendant de n—2
constantes arbitraires harmoniques à RS.

Prenons dans ce système B, le système (C), formé des points G,
pour lesquels p,,, /^, . . . ,p^ sont nuls. Les coordonnées pentasphé-
riques d'un tel point sont

yï=p^x\ ̂ -p^\ 4-/.̂ ;p

P\^PÏ-JrPl=Q'

Ces points se trouvent à la fois sur les sphères A,,, A;;, ..., A^, B, S.
Ils décrivent un cercle; soit II le plan de ce cercle. Si C, et Cy sont
deux des points C, la droite C< C^, qui j o i n t deux réseaux harmoniques
à BS, décrit une congruence (n°7) ; or, le po in t Cy peut se rapprocher
autant qu'on le veut de C , , la tangente au cercle en (^ est donc une
normale du réseau 0 de Ci ; le plan H, qui cont ient deux congruences
conjuguées à C^ enveloppe un réseau; ce réseau est cyclique, parce
qu ' i l est conjugué à des congruences 0. On a une nouvelle manière
de former des réseaux cycliques. D'une congruence cyclique telle
que RS on déduit ainsi une infinité de cercles dont les plans enve-
loppent des réseaux cycliques. Ces cercles dépendent de 3n — 9 con-
stantes arbitraires.

Peut-i l exister, en dehors du système (B) , des réseaux 0 harmo-
niques à B? Tout d'abord on peut montrer qu'i l n'en existe pas dont
les points sont situés sur les sphères (î;), (T]).

En effet, de tels points ont des coordonnées pentasphériques de la
forme (5a) où p^ ̂ , ..., ̂  sont des fonctions de u et 9 reliées par
là relation

p\ -h/?i+...-+-^=-o.

Pour qu'un tel point décrive un réseau harmonique à RS, il faudra
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que l'on ait des formules de la forme

g=A^v, ^B.'+,.r,

ce qui donne, en d i f fé rent ian t ,

7,=-'^ ,,-J^-,
pi ôa pi (/{f

et, par suite, après suppression d'un même facteur c o m m u n , les
quan t i t é s p i seront des constantes.

Si donc il existe un autre réseau 0, décr i t par un po in t B' harmo-
n ique à RS, le triangle B'RS n'est pas égal au t r i ang le BRS. H y
aura un nouveau dé te rminant D, qui, condu i t à la même congruence
cycl ique . La congruence BS serait cyclique de plusieurs manières.
Nous reviendrons, dans la deuxième Partie, sur ce problème, auquel
nous donnons le nom de problème de Ribaucour. Nous verrons que,
pour cela, il f a u t et il suff i t que l 'équation à laquel le sat isfont les pa-
ramètres directeurs de la congruence cyclique a i t ses invariants
égaux.

24. Nous a l lons démontrer que la condition nécessaire, établie à la
fin du. n° 21, pour qu 'une congruence soit cyclique, est aussi suffi-
sante. Prenons d'abord âne congruence quelconque d o n t les foyers R
et S ont pour coordonnées homogènes ( X < , X.a, . . . , X,,, X^) et
( Y ^ . Y , , . . . ,Y^Y^, ) . On aura

[ ^X, .̂  , y.-^,=aX,^^.
(54) ^ (,:=i,^...^+r).

"^=:<-X.+/Y,
\ ô^

Posons
X,==À.^, Y,=^yo

Ô\ . Ôy- r

0^^ -Ôa^-^-

Les formules (54) prennent la forme plus simple

w ^'=^. %="".•
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Les coordonnées x et y qui donnent cette forme simplifiée sont
déterminées respectivement, à des facteurs près, qui sont fonctions
de u seul et y seul.

Prenons les paramètres directeurs L , , L^, . . . , L,, de RS sous la
forme

r .— '̂ VL / /_ . « « \^i — "~—— ^." "" \ 1 — ' ? -'-? . . . , n ) .
^n+l jn-^-l

Un calcul i den t ique à celui qui a été fait au n° 23 montre que les
quant i tés L, , L^» ..., L^ sont solutions de l 'équat ion

,/ i \ , r^ —...-.- ^ .,-».̂ ,,̂ .,
/ . / . . ^'L i \^-M/ ^L ï y/,+i ^L . y
(Ï)0) -.——r- •=: -——- ————.———-" -"— 4- ——— ——~—-1- "—-- "1- 1,11^

àuôv t àv àv i au àv
^/H-i y/t-^i

où il est inu t i l e de calculer R.
Par hypothèse, on aura

vL^f—yo-4^^.-^^ v^+.i7 \j/.+i/

Coinrne ̂ .̂  est définie à une fonction près de u, j,,..,,, a un (ac teur
près, fonction de v, on aura

(57) ^Lj^( L V ^
—'• . v'/z+.i/ -;)2--^/z+.i/ \y^i-i/

Cela posé, introduisant les quant i tés '^, ^, . . . , ^, ^^, ^^
7]!» '^^b» • • • » y]/t' ^ / z+ i? "y]/z.h.2 définies par les formules

{ ^=,^, ru-=yi ( l - ^ ï , ^ , . . . , /z) ,

1 Ç/jt4-I "'"̂ " ^^^,-(-2 "=: '^"/î-.l-i î '^^4-1 "'!"' ^n^î. "^ y ri. •'[• 1 ?

( .'} 8 ) / n 4- 2 //. 4- 2

î=^ ^^^;:-ll'j9
i i

la condi t ion ( 5 7 ) condu i t à la relation
H -^Ï

^'^'n/c'^o'
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Des formules (55) on dédui t d 'a i l leurs

à'Ei à-fîf ^ . . .
-^ =n'f\i, -^ =m^i ( ^ = = 1 , 2, . . ., /z, n + i, // -4- 2).

Les quantités Ç, T) é tant les deux dernières l ignes d'un d é t e r m i n a n t
orthogonal, la congruence RS est cycl ique.

Prenons un dé te rminan t orthogonal à (n •+- i) lignes; les quant i tés

(5g) i, iœ'^\ ix11^, ix'^

sont solutions de l 'équat ion

()îo ^ I ^?"t'l ào ï ()r^+{ ^^-^ — ^^^. —^- ̂  4- ̂ ,̂  -..-.-̂ -̂ — ̂  .

Comme d ' a i l l eu r s

t __ (.rï-'-1)^- (.^-»-1)2_._ .__ (^4-;)2^ (^-,-1)2^ (.^.4-1)^

on en conclut que les quanti tés ($9) sont les paramètres directeurs
d ' u n e congruence cyclique.

Nous avons vu. aussi (n°i3) que les quanti tés

i , pi, p^ . . . , /)„,, ). =: p\ -\- p\ 4-... + p\ + </2 + /•2

sont solutions de l 'équation
ÔÎQ _ ï à(^ ôe ! ôr àe

àuàc q àv au î' aie àv

II en sera de même des quantités

(60) A.i, Xa, . . * - i X// , A-/;;,.),.-! X^.+.a,

ou 1/on a posé

X^== ^ ( i -1- À ) , X^^O.--^ X/,=-z/?/c, ( /cm,2, . . . , / z ) .
2 2

Comme on aura ici

X'f + Xj -r... + •X^ + X^i + X^, = ç2 + r\
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i l en résulte que les quantités (Go) sont les paramètres directeurs
d'une congruence cyclique.

25. Nous appellerons réseau K tout réseau conjugué à une con-
gruence cyclique; tous les réseaux dérivés d'un réseau 0 sont des
réseaux K.

De même, nous appellerons congruence K tou te congruence con ju-
guée à un réseau cyclique.

Les principales propriétés de ces réseaux et congruences sont étu-
diées au Chapitre suivant.

CHAPITRE IV,
RÉSEAUX ET CONGRUENCES p , 0; p ,C ; p, K.

SOMMAIRE.
26. Définition des reseaux et congmcnccs p , 0; / } , G ; p , K . — 27. Congnieri.cos conjug'iido.s aux i'(î"

soaux //, 0. —28. Roseaux conjugues aux congruences^, 0 . — 20. Con^Tucnecs harmoniques aux
réseaux p , 0 . — 30. Congruences harmoniques aux réseaux//, G. — 31. Réseaux harmoniques aux
congr nonces /-?, 0. — 32. Réseaux harmoniques aux coii^ruonccs p , G. — 33. Roseaux (t f ; (•on-
^•rueiices K. — 34. Propriel-cs spdcialcs rolativcs à l'o-spaco à trois ( ' l inKiriKious. — 3."). I^'oiiï'i/'toH
de l'espace à trois dimensions qui so déduisent de la th(k»ric ^•enoralc. — 36. Indications sur lo but
do la deuxième Partie.

26. Nous appellerons réseau p , 0, dans l'espace à n dimensions, la
projection dans cet espace d'un réseau 0 de l'espace à n +p — x di-
mensions.

De même, une congruence p , 0 dans l'espace à n dimensions est la
project ion d 'une congruence 0 de l'espace à n 4- p — i dimensions.

Mêmes déf ini t ions pour les réseaux et congruences /^C; pour les
réseaux et congruences/?, K.

Soient x^ x^, ..., x^ les coordonnées d'un point d'un réseau p , 0;
celles du réseau 0 de l'espace à n +p— r seront x^ x^, ..., x^
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y,, ja, ..., y^_i . Toutes ces quant i tés satisfont, ainsi que

x^ 4- œ^ -\- . . . 4- ̂  4-jj -4- y| 4-. . . -t- y^i

à une même équat ion aux dérivées partielles. Donc :
Pour quun réseau soit p, 0, il faut et il suffit que F équation

à'Q „ 00 ^àO„-_ p _^_ Q ,
ou ov à a uv

à laquelle satisfont ses coordonnées x^ x^, ..., x,^ admette en outre
p — i autres solutions y ^ , y^, ..., y p^^ et la solution

x\ 4- ̂  -\-... 4- ̂  -l- r^ + yj; -t-. . . 4-- y; ...i.

On trouve de même les résultats suivants :
Pour quune congruence sou p, 0, il faut et il su/fit que l'équation

^-p^-,Q^-,:,^,
au àv ()u ' ô^ ùv

à laquelle satisfont ses paramètres directeurs X^ Xa, .. ., X,^ admette en
outre p solutions Y, , Y^, ..., Yp telles que

X? 4- X^ 4- ... 4- X^ + Y^ + Y|; 4-... 4- Y^ = 0.

Pour qu une congruence soùp,C, il faut el il suffit que F équation

l̂i == ! ^A àç) 4- I ̂  ^ -h II Ê/
^rj^ 7^ ô^ au l ou ()^

à laquelle salis/ont ses paramétres directeurs X ^ , X^, ..., X^, admette en
outre ? — i ^/^r^? solutions Yi, Y^, ..., Y^i ^^/c^ y//^

Xî 4- X.j 4- ... 4- X^ + Y^ + YJ 4". . . .4- Y;L, - À2 U2 + l2^,

U ^/ V ^/a/^ respectivement des fonctions de u seul et de v seul.

Il est i nu t i l e d ' indiquer les propriétés qui caractérisent les autres
éléments i n t rodu i t s .

Remarquons qu 'un même élément peut j ou i r de deux propriétés
dis t inc tes ; un réseau peut être, par exemple,/?, 0 et y,0. Nous lais-
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serons de côté ces cas particuliers; nous y reviendrons dansia deuxième
Partie, et nous verrons comment les propriétés générales, trouvées
dans la première Partie, doivent être modifiées.

27. Nous allons chercher les congruences conjuguées aux ré-
seaux /?, 0. Prenons d'abord un réseau 0.

Il y a d'abord les normales isotropes, qui engendrent des con-
gruences HO; de telles normales n'existent qu'à partir de n == 4; pour
n=L\, il y a seulement deux normales isotropes; à part i r de là, ces
normales forment un système ce'2-4, c'est-à-dire un système dépendant
de n — 4 constantes arbitraires.

Nous aurons ensuite les congruences 0 engendrées par les normales
ordinaires du réseau. Pour / i==3 , il n'existe qu'une seule normale;
pour ^ = = 4 » elles forment une série plane; enf in , en général, elles
forment un système oc/'""'3.

Je dis que toutes les autres sont des congruences 5.0.
En etfet, soit G une telle congruence; menons, par l'origine, une

droite g para l lè le à G; i l y aura s u r ^ u n p o i n t M ( ^ , . r a , . . . , ; r ^ ) qui
décrit un réseau parallèle à 0. L'équation à laquel le satisfont les para-
mètres directeurs x^ x^, ..., x^ de G admet, en out re , les solut ions

ï et À == x\ -+- a:\ -h-. ..+ x^

Posons alors
y,=- ( i -À) , j,^(,+À).•'& *&

On aura bien
x\ -+- x\ +. .. -h^ -+- y\ -hjj== o ;

cette condition prouve (n° 25) que G est sO.
Prenons, d'une manière générale, un réseau/?, 0. Soient G une con-

gruence conjuguée, g la représentation spbérique de G; il existera
sur g un point p-(^,, ...,^) qui décrit un réseau parallèle; ce ré-
seau ([^) est la projection d'un réseau M de l'espace à n +•/? — i di-
mensions. Désignons par (^, ̂  • • •. -^Jo^ • • ^J/^i) I^s coor-
données de M; l 'équation à laquelle satisfont ces quantités admet, en
outre, la solution

1=^ + x^ +. . .-f-^ +j? ̂ y\ ̂  . .4-jJL,.
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Remarquons , en outre, que x^ ;z^, . . . , .r.̂  sont les paramètres direc-
teurs de G et appl iquons le c r i t é r ium du numéro précédent. Nous dis-
t inguerons trois cas :

i° \ est nu l . Le réseau M est sur un hypercône. La congruence G
est p — î , 0.

2.° A = i. Le réseau M' est OS. Posons j^== i, on aura
•̂  + ̂ | +... -4- x^ -h y\ +. . . + j^, — y ] , ==- o,

G sera p, 0.
3° 1 n^est pas cons tan t ; M.' est un réseau 0 que lconque .
Posons alors

y?^- ^( '-+-H r^=: ̂ (i-}.),

.r? 4- A? 1 +...-+- .̂  ~i-... -h- jjLi -+-JJ, + j/lu = o.

Le réseau est (p -+- ï )0.
'En pa r t i cu l i e r , les congruences conjuguées aux réseaux, 2() se ré-

par t i ssent a ins i :
Un système ce"""3 de congruences 0; pour fi =-: 3, i l y a deux. telles

con g rue nées ;
Un système ce"-2 de congruences 20;
Enf in , toutes les autres sont '30.

28. E tud ions les réseaux conjugués aux congruences/^, 0.
Prenons d'abord u n e congruence 0.
C'est la projection d 'une congraence HO de l'espace à n -+-1 d i m e n -

s ions ; les réseaux conjugués à cette dernière sont tous des réseaux 0;
donc les réseaux conjugués de la congruence donnée sont des ré-
seaux 20; i l y a exception pour la série parallèle à la trace de HOy ce
sont des réseaux 0.

On peut d 'a i l leurs t ra i ter la question d i rec tement .
Soient M f X ^ , Xa, ..., X^) un réseau 0, (.z^,^, . ..,^) les cosinus

directeurs d 'une normale G qu i décrit une congruence 0. On a (Cha-
pi t re II) les formules

/ àX/ .,... à Xi . à h , à a ,
| -J/7 ~ ̂ " ~à^ == a^ aï -= lmf ^ = bln'
i à^.i , àxf ., ai , ùbi ... ̂  /.^ „ ̂  (^ -^ ^^ ^ ̂ ,̂
t ô^ à^ ou ou

^nn. de l'F.c. Normale. 3e Série. Toniu X V . — JI-IN i<Sg8. 27
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Les coordonnées d 'un p o i n t que lconque N(Y, , . . . , Y,,) de la d ro i t e G
sont

Y/== Xy-t-p^/,

p désignant la longueur MN. On trouve, en d î f f é ren t i an t ,

( 2 )

et ensuite

l ^i / i ^- ào
\-d1I~-(h+a^c'i-{-àaxh

\ f)Y' , l 7 \ <)0

•( ^^-^P^'-*-^"

( 3 ) s-^^^^^^-^)^^^-'-
Si ce poin t N décrit un réseau, l 'équat ion de ce réseau d o i t être

(.0 -q-^o^+.p) ^4--^+Ao)^.
OU ()^ ()^ Q v l / ^^ <^/ V • , ^ ^,

Pour qu 'e l le soit sat is tai le , i l f a u t

'-•i &=^'-^^-'-^'-"'•^•
Cette cond i t i on (5) donnera i t les valeurs de p œîTesporulant a u x

réseaux conjugués. Cette condi t ion est sat isfai te de deux façons :
j° Si p est constant, on a une série paral lè le de réseaux 0;
2° Dans le cas cont ra i re , on a, d 'après ( 2),

^ (}Y, àXf _ ()û à^
^ ()fz ô^ aie f)^

Posons alors

On aura alors
Y/>,L-l== ^P.

^ ôNî âV, _iau àç

Le réseau décrit par le point (Y,, Y,, .../Y,,Y^} est donc 0; par
su i te , N décrit un réseau 20.

Soit ma in tenan t G une congruence 20; N un poin t de G q u i décr i t
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u n réseau; G est la project ion d 'une droite g' qu i décrit une con-
^ruence 0; soit n le p o i n t qui se projet te en N ; les coordonnées de //
se me t t en t sous la (orme

Y, -l X/ -h p-K-/ (/= 1 , •Î, . . . , / / H- 1 ).

Posons
Y,,-^-= /p.

L'équation du réseau N admet» outre les solut ions Y , , Y^, .* . , Y/<+2»
aussi la solution

Yf +YI -h . . . -4-Y^-hY^. , , 4-YJ^.
Cela posé, si

( ( i ) Y/,-.^-"= ±: i Y / / . ,,..i,

l 'équation admett ra la s o l u t i o n

Y'i ̂ ^...-^1;;.

Le réseau N est 0; il y a ainsi, deux séries de réseaux 0.
Si l'on pose ensuite

/ , v _ /-v
(J ) l /l+î -— /t i //-M »

k é t an t une constante , le réseau sera 2Û. On a ainsi une cc^ série de
réseaux 2Û.

Tous les au t res seront des réseaux 30.
ïl f a u t , pour j u s t i f i e r ce r a i s o n n e m e n t , que les valeurs de p fourn ies

par les f o r m u l e s (G) ou (7) vér i f ient la re la t ion (5). Le calcul ne pré-
s e n te a u c u n e (.11 fÏi c u 1 té.

II. est facile d ' i n d i q u e r la s i t u a t i o n des deux séries de réseaux 0
conjugués à G. Soit 1VI un tel réseau ; prenons la représentat ion sphé-
r ique G' de G ; un point M/ de G' décrit un réseau paral lè le à M; soit
W l ' inverse de M\ i l décri t aussi u n réseau 0; i l y aura donc sur G
des réseaux parallèles à M'. Les deux séries de réseaux 0 sont donc
parallèles à deux réseaux inverses l 'un de l 'autre; les tangentes cor-
respondantes de ces réseaux sont également inc l inées sur la droi te G.

En pro je tan t de proche en proche, on voit que , sur u n e congruence
/?(), il y aura des réseaux p — 0, pO et ( p -h î )0 . D'après le numéro
précédent, i l ne peut pas y en avoir d'ordre moindre.
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^9. Congruences harmoniques aux réseaux p^ 0.
D'abord, si le réseau est 0, toutes les congruences h a r m o n i q u e s

sont cycliques. C'est une d é f i n i t i o n (n°21) .
Prenons, d 'une manière générale, un réseau/?, 0. Soient^, .y^, ...,

x^ les coordonnées du réseau; l ' équa t ion du réseau

e s ) ^ p ^ - , Q ^
OU (7F OU, 0^

admet , en outre, les so lu t ions .y^.y^ ...,j'y.-i et la so lu t ion
(9) ^ H-.r| -+-.; .4-^ +,/ï +.. .4-j^.

Les paramètres directeurs ( X , , ..., X,/) d 'une congruence harmo-
n ique au réseau donné , sont
. . Y à^/ àC ,̂ à0 , .( l 0 } X/ rr -.—— — — —— — ( i^ i 2, . . . , / < J .

6^ <?(' ^(î ^^ ' î '

Posons, de même,
, ày^ ô9 àf, ()Q(i i ) y^. -^ .-.l/- .— -„-. ,̂ .; / ̂  :̂  j 9 ^ ^ ? _ i \

^^ àv ov ()u l '

Les quantités X,, Y^sent solutions de l'équation

(„,) ^ 0 I ^ ^ . „ _ ^ ^ u , ,
auôv fi (7c ou l ou ô^

et l'on a
( 1 3 ) X^ + X.| +... + Xjl + Y^ + YI 4- .. + Y .̂.,, = /^ O2 + /2 V2.

En général, i l n'existera pas de relat ions l inéa i r e s entre Y^ , Y,,, . . . ,
Y^ ; la somme Y^ -+- Y: + .. . -+- Yj,^ ne peut pas se réduire à un
nombre moindre de carrés. La congruence est p , G.

Mais si
(9.-=aiyi4-^j2+,. .+ a^ij^,

a^ a^ ..., â^.^ étant des constantes, les fonc t i ons Y < , Y^, ..., Y^.^
ne sont p lus i ndépendan te s ; la somme Y: 4- Y; +.. .-+- Y^ peut
être réduite à un nombre moindre de carrés. Deux cas sont à d i s t i n -
guer :
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La réduc t ion est d ' une u n i t é . (On le voit en f a i s a n t ()==y^ ce qui
annu le Y^. ) La congruence est p — r , G. On a un système ce71'2 de
telles congruences;

2° a\ -+- <2j 4-...-+- < .̂̂ == o.

La réduc t ion est de deux un i t é s . (On le voit en faisant 0 •=== Y^ 4- iy^
ce q u i , a n n u l e la son'inie Y^ 4- Yï. ) La congruence est/^ — 2, G; i l y a
cc7^3 de ces congruences.

En p a r t i c u l i e r :
Pouf un réseau 20, il y a une seule série harmonique deco/iffruencesC.

Taules les autres sont 2 G.

Les congruences G sont la trace, sur le réseau s0, du réseau 0 qu i
le projette.

Pour un réseau 30, il y a deux séries harmoniques de congrue nées G
correspondant aux valeurs 0 ==j^ ± iy^.

ce1 systèmes de congruences 2 G, correspondant à 0 -=; c^y^ 4- &)^.
/.̂ .y eongruences ^C font partie de la série harmonique des deux con-

^'menées G.
Toutes les autres sont 3 G.

30. Congruences harmoniques aux réseaux p^ G.
Prenons d'abord un réseau hypercyclique (^i, ...,^)^; i l e s t appli-

cable sur le réseau p lany^j^ . Pour deux congruences harmoniques
correspondantes, on aura (n° 16)

X.,f ~h Xj 4-... -+- X.^ - Yf - Yj =: o.

Pour les droites isotropes du plan 0==j^ ±:/y^, Yf 4-'Y; est nul ,
la congruence correspondante est HO; aux droites du plan corres-
pondent des congruences 0; enf in , toutes les aut res sont 20.

Prenons e n s u i t e un réseau cyclique Çx^x^, .,., x,^ applicable sur
le réseau Cy^.y^.y.'i)" ^n allra Ic l :

X^ 4- X^ + ... 4- X/l — Y^ — Y^ — Yj = o.

Dis t inguons les trois cas suivants :
i,° Q =: a^)\ +• a..ij2 -f- ^3j3, r^2 4- ^^ 4- a\ == o.
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Ce qui revient à prendre les congruences qui correspondent à l ' in -
tersection do réseau (,r) avec un plan isotrope ; la somme Yf -4" Y2 4- Y"^
devient carré parfa i t ; la congruence est 0;

a" Ô •== Oiji ~\- a^Yî -h- ^3.)";), ci} 4- a\ -h- a| ? o.

Ce qui rev ien t à prendre l ' in te rsec t ion dii réseau (y) avec un plan
fixe non isotrope. La somme Yf 4" Y; •4- Y;; peut se réduire à une
somme de deux carrés; la congruence est 2Û ;

3° 0 est quelconque.

La somme Y1"; -4- Y; 4" Y:; ne peut se réduire à un nombre moindre
de carrés; la congruence est 30.

Ains i , i l y a :

oc1 séries de congruences 0 harmoniques. Elles correspondent aux
sections du réseau applicable par des plans isotropes fixes.

oc2 séries de congruences 2 0 harmomcfues. Eiles correspondent aux
sections du réseau applicable par des plans fixes.

Toutes les autres sont 30.

Nous savons aussi (n° il) que , sur deux réseaux appl icables , les
réseaux dérivés sont correspondants . Prenons, sur le réseau (y}, le
po in t M q u i décrit une droite fixe I). Ce p o i n t M ( Y , , Y^Y;{ ) décri t
év idemment un réseau; i l en sera de même du po in t cor respondanî ,
N(X,i , X^, ..., X,,). La somme Yf + Y: +- Y; est, à u n e constante addi-
tive près, un carré par ta i t . Le réseau N sera 20. Si la d ro i t e D est
isotrope, Y^ -h- Y; -+- Y; est cons tan t ; le réseau N sera 0.

Cela posé, coupons le réseau ( y ) par les. génératr ices d/un cône
isotrope fixe; les po in t s d ' in tersect ion se t rouvent sur un cercle: les
points correspondants (y) du réseau x se t rouven t sur le cercle cor-
respondant C.

Ces points décrivent des réseaux 0, dont l ' une des normales est la
tangente au cercle C. Nous avons déjà t rouvé de tels systèmes (n° 23).
(Pour le cas de l'espace à trois d i m e n s i o n s , le résul tat a été donné
par M. Darboux, Leçons.)

Parmi les réseaux dérivés d'un réseau C se t rouvent , en outre, des
réseaux 30 et 40.
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Prenons • m a i n t e n a n t un réseau p , C(ci^, x^, . . . , rr,/), app l icab le sur
le réseau (y,, ja» • • • » y ? ' Vp+^ v?^)' O11 aura (no 1̂  P01111 une con'
gruence h a r m o n i q u e que l conque ,

X^ + Xj -h . . . -t- X^ - YÏ - Y| -.. . - Y^,,, = o.

Cela posé, d i s t i nguons trois cas :

i° 6 == Oiji ~|-... -t- a ^ y ^ 4- ̂ -ij/^i + ^/,+2j/.-h2.
a^ -i-. . . -4- ̂  -{- ^^,, 4- ^^.,^ -= o.

La somme Yf 4- Y;; +... •+- Y';.^,, se f é c l u i t à une somme de p carrés.
La con gruence est /?, 0.

-^ 0 =: ^iji -+- . . . -|- C^,^Yp.+^ a\ -i- . . . +• ^,,a ê 0-

La somme précédente se r é d u i l à p -h- r carrés. Z/a congruence est
( / ^ + i ),(:).

3° 0 est quelconque.

.11 n 'y a pas de r é d u c t i o n . La congruence est (^4-2), 0.
Les réseaux dérivés seroni/;», 0; ( p -i- i), 0; ( p -+- 2), 0; (/?+3),0..

31. Réseaux harmoniques aux co/igruences p , 0.
Prenons d'abord une congruence 0, décr i le par u n e d ro i t e L qu i

est la normale d 'un réseau M qu i est 0. Les réseaux, l i a r m o n i q u e s à L
se t r o u v e n t dans les plans menés par L et une au t r e congruence
conjuguée à M. Nous d i s t i ngue rons alors trois cas :

i° Le plan mené par L c o n t i e n t u n e normale isotrope à M' perpendi-
culaire à L. Le réseau sera semi-nul. 11 y a un système cc^'"-' de tels ré-
seaux; i l n 'en existe qu'a, par t i r de p == 5; pour n == 5, i l y a seule-
ment deux réseaux semi-nuls.

^° Le plan mené par L con t i en t u n e a u t r e normale ord ina i re de M.
Le réseau sera HC. Il y a un système ex/'-4 de tels réseaux ; pour n == ^
il n'en existe q u ' u n seul.

3° Le plan mené par L ne con t i en t pas d'autres normales à M. Le
réseau sera G.
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En projetant , on en dédui t les résultats pour les réseaux 20. On
obtient :

1° Un système co^^ de T'es eaux ETC. Pour n == 4» ^ Y a deux de ces
réseaux.

2° Un système cc^~3 de reseaux C. Pour n == 3, il y ci un seul réseau.
3° Tous les autres sont des réseaux 26.

On t rouve de même que les réseaux ha rmon iques à un réseau/?, 0
peuven t être ( p — 2 ) , G; ( p — î ) , C ; ou p , C.

On pourra i t objecter qu'il peut se produire des r é d u c t i o n s de degré
en projetant ; les résul tats du numéro précédent mont ren t q u ' i l n'en
est pas ainsi.

32. Réseaux harmoniques aux congruences p , C.
Prenons d'abord u n e congruence cyclique et reprenons les no ta t ions

du n°23.
Parmi les réseaux h a r m o n i q u e s , nous avons d 'abord un système

cc^"2 de réseaux 0 formant le système (B). I l n 'en existe pas d 'autres
si la congruence n'est pas une congruence de R i b a u c o u r ( n ° 23).

Posons m a i n t e n a n t

04)
Xi-=-ip^\-}- p^x[ -+-. . .4-/.^^ [i-=z: ,i, a, . . ., (n + a)],

p] -+-/^ -|-.. .^•p'J,-=-.ï,

p^ p<^ .... p^ é tant des constantes. Les n 4- ^ q u a n t i t é s x^ sont les
coordonnées d 'une sphère (A) dont le centre A décr i t un réseau. 9.0
h a r m o n i q u e à RS. Nous obtenons a i n s i u n système ex"""'(A) de ré-
seaux 20 ha rmon iques à la congruence. Tous ces p o i n t s A sont dans
l 'hyperplan qu i passe par l ' in tersect ion des sphères (R) et (S). Pour
tous ces réseaux, la différence Al.{ =AS est la même.

Je dis qu ' i l n'existe pas d 'au t res réseaux 20, harmoniques à RS,
dans le cas général. En effet, soit m un autre réseau; c'est la projec-
t ion d'un réseau M qui. est 0. Avec les coordonnées des deux sphères
de centres R et S et de rayons RM,RS, on peut fo rmer les deux der~
niëres l ignes d ' u n d é t e r m i n a n t orthogonal. Si ces deux dern ières
lignes dii ïerent de celles du d é t e r m i n a n t donné, la congruence RS est
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cycl ique de p lus ieurs maniè res , c'est le cas que n o u s avons exclu.
Dans le cas contraire , (m) appartient forcément au système (A).

Tous les autres réseaux harmoniques sont 30. En effet, soi t H u n
tel réseau; joignons le p o i n t H à un po in t B; la d ro i t e BU engendre
u n e congruence, conjuguée à B, et, par conséquent , 20. Le réseau H
est forcément 30.

La droi te qu i j o i n t le p o i n t A,, au po in t A, est la pro jec t ion de la
normale MN, (n° 23) à un réseau de l'espace à n 4- i ; c'est donc u n e
congruence 20 dérivée de RS; t o u t e congruence sO p e u t évidemment
être o b t e n u e a i n s i . Comme r ien ne d i s t ingue les po in t s A , , A ^ , . . . , A,/,
les u n s des autres, on peu t d i re que toute congruence 20 est obtenue
en j o i g n a n t deux de ces p o i n t s . Donc :

Toute congruence 2 0 peut être considérée comme kl trace du plan clé
deux normales à un réseau 0 de l'espace à (n 4- r).

Prenons deux de ces points Ai et A y par exemple. Posons

Xi~=. coscp.z'^ + sintp.rf,,

où y est cons tan t . Ces quan t i t é s x^ sont les coordonnées d 'une sphère
don t le centre déc r i t un réseau h a r m o n i q u e a, RS. On obt ient ainsi une
série h a r m o n i q u e a, RS; dans cette série se t rouvent deux réseaux 0
dont les coordonnées pen ta sphé r iques sont

.a?/.— x^± lx'^

On montre fac i lement que , si u n e série harmonique à une con-
gruence cycl ique c o n t i e n t deux réseaux 20 ou un réseau 20 et un.
réseau 0, elle cont ien t deux réseaux 20 et tous les aut res sont 20.
La congruence dérivée correspondante est ^0; elle est s i tuée dans
riryperpla 'n passant par les po in t s communs (R) et fS) .

II. existe d'autres congruences a0 q u i sont dérivées de RS, te l le est
la congruence BU. La série h a r m o n i q u e ne con t i en t , en dehors de B,
que des réseaux 30.

On d é d u i t fac i lement , par des projections, que les réseaux harmo-
n i q u e s a une congruence /?, C sont/?, 0, ( p 4- i), 0 ou ( p +2), O*

^ i i f i . df i 'Kc . Normale. 3" Série. Tome1 XV . - - JL - IN 1898. 28
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33. Réseaux et congrue'nces K.
Considérons un réseau K conjugué à une congruence L qui, est G.

Soit G u n e autre congruence que lconque con juguée à K; le plan LG-
enveloppe un réseau M q u i est h a r m o n i q u e à L : donc M. est 0, 20
ou 30.

Si M est réseau 0, la série LG est formée de congruences G. Si M.
est 2Û, la série LG est formée de congruences 2 G, s a u f L;

Si, enf in , M est 3-0, deux. cas peuven t se présen te r :
T° La seconde série de congruence c y c l i q u e h a r m o n i q u e à M passe

p a r K , alors la série comprend deux congruences G; les autres sont 2C;
2° Si la seconde série ne passe pas par K, la série ha rmon ique ne

comprend , en dehors de L, que des congruences 3 G.
Donc :

Les congruences conjuguées à un réseau K sont G, 2 G ou 3 G.
Les réseaux dérivant d'un réseau K sont 0, 2(), 30.

Prenons " m a i n t e n a n t une congruence K conjuguée à un réseau cy-
c l ique M; soit [j, un réseau con jugué de K; le p l an de [j. coupe le p lan M.
su ivan t une dro i te D, qui décr i t une congruence h a r m o n i q u e à M. La
congruence I) est donc 0, 20 ou 30. Par sui te , p- p e u t être G, 2 G
ou 3 G.

On vo i t que, si l 'on c o n n a î t la congruence K et le réseau M, on peu t
en déduire une i n f i n i t é de n o u v e a u x réseaux G. Prenons, en ede t^ une
congruence de normales D, h a r m o n i q u e à M, ce q u i peu t se f a i r e de
ce1 maniè res . Sur K, i l existe une série h a r m o n i q u e à D, q u i est corn-
posée de réseaux G; on pourra raisonner sur ces réseaux, comme sur
le réseau Ûl.

Nous p o u v o n s conclure de là :

Les réseaux conjugues à une congruence K peuvent être G, 2 G ou 3 G.

Les trois cas ne se p résen ten t pas toujours . Nous avons vu, en effet,
que, à pa r t i r de n == 5, il existe (n° 20) des congruences par t i cu l i è res
dont tous les réseaux conjugués sont cycl iques .

34. Nous terminerons cette première Partie en i nd iquan t les résul-
tats relatifs à l'espace à trois d imens ions . 11 en existe qui n 'ont pas
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l eurs analogues dans les autres espaces; ce sont celles qui sont rela-
tives au p a r a l l é l i s m e des réseaux et congruences ( n° 9). Nous démon-
trerons, à ce sujet , les théorèmes su ivants :

I. Toute congîuenee parallèle à un réseau p, 0 est p, 0 et, inverseme/u.

Le théorème est vrai si/; m i ; il sudit donc de démontrer que, s'il
est exact jusqu'à la valeur/^, il est vrai pour la valeur L> 4- - r .

Soit A un réseau (p 4- :r), (...); (a) une congruence parallèle. [1 existe
une congrucnce G', conjuguée à A et p, 0; donc il existera (n° 9) un
réseau ( g ) parallèle à G et conjugué à (a ); ̂  sera/.», 0 par hypothèse;
donc ( a ) doit être ( / ^ -—i ) ,0 ; /?,(); (^ -4-s) ,0 . Mais, le théorème
étant admis jusqu'à, la valeur /), ( a ) est forcément (p + i),0.(.)n dé-
montrera de même que tout réseau parallèle à une congruence
(^-+- i),0 est ({) + r),0.

(.^ela posé, projetons d'un même espace lin dimensions, par exemple
une con^ruence 0 et un réseau 0. Les paramètres directeurs de la
projection de la congruence seront, par exemple :

( i f S ) .r;, .̂ , ^.

Ceux des tangentes a la projection du réseau 0 sont :

c', ^ ^
•r\\ •n1, rj-\

et, par conséquent , ceux de la n o r m a l e sont :

( i ( :>) ^rr'—^rr, ^:^ l-ç l^;{, ^Y)2-^^1 .

Les q u a n t i t é s CiG) d e v r o n t être p r o p o r t i o n n e l l e s aux quan t i t é s ( i5)
d 'un au t re dé t e rminan t or thogonal . De là une nouvel le transforma-
t ion des dé t e rminan t s o r thogonaux que je ne développerai pas i c i .

II. Toute congruence parallèle à un réseau p, C est p, C, et inverse-
ment.

Si // = p -4- 2, t o u t réseau p , C est project ion d ' u n réseau G de Pes-
pace à / / ; t ou t e congruence p , C est projec t ion d'une congruence C
de l 'espace à //. Or, nous avons vu que les paramètres directeurs de
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la normale à la projection d'un réseau G sont (n° 20)

l , X

D'autre part (n° 24), les quant i tés

, /yt/M-l ,.»// ^ 1 ^,lï-\- 1é, .z/ ^ , a .̂  , . . ., •-<• / / -1

sont les paramètres directeurs d^une congruence G: donc les para-
mètres de la projection sont les quan t i t é s (17), ce qu i démontre le
théorème.

D'un au t re côté, les projections d 'un réseau cyclique sont aussi les
mineurs de la matrice (n ° 20)

( i8)
/y. 1 ,"y> 'î -yi ' i.Z ^ ^ , J. ^

x\ x^ x^

Les quant i tés (18) sont donc propor t ionne l les a u x q u a n t i t é s (17)
d ' u n a u t r e d é t e r m i n a n t or thogonal . De là encore une nouve l l e trans-
format ion des dé te rminants o r thogonaux .

.Enfin il résulte de ce deux ième théorème et des résu l ta t s du n0 9
le théorème s u i v a n t :
III. Toute congruence parallèle à un réseau p, K est p^K, et Irwî'rse-

menL

Ges théorèmes établissent, dans l'espace à trois d imens ions , une
réciproci té en t re les réseaux et les con^ruences; de telle sorte que ,
a chaque propr ié té des réseaux, on peu t fa i re correspondre une pro-
priété des congruences , et inversement .

35. Il nous reste à i n d i q u e r r ap idemen t les résul tats de la théorie
générale qui s ' app l iquen t à l'espace à t ro is d imensions . ' N o u s intro-
duirons trois sortes de dé te rminan ts or thogonaux.

1° Les dé te rminan t s A< à trois l ignes :

A,
.TI i}C^ X 3

'^ '^ ^
'<i\ 'rtî 'ri;s
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avec les fo rmules

( ^•/ •r ^i ^/1^-=^, ^^^ax^m^^ ^ =: rn^

^ïàr ,r .) ( .=1^,3),e u'zt' ï (j^ <r(\i , ,-
( -^ ^Ï3/? ^ ̂ ^ 7^ ——^— /1^

avec les condi t ions
( ôa
\ — -=. b m,

/ - . 1 (h> f)în à ii( a i ) < -., + -j- ab -=. o.
i à h à^ ôv
! — = a n,
'\ uif

Le p o i n t (^,1, .z'^, ,T-;() dôcri t sur la sphère de rayon, ï un réseau
or thogonal (réseau OS).

Il d é f i n i t la r ep résen ta t ion sphér ique do réseaux (0) (surfaces
rapportées a. leurs l i gnes de courbure ) . Si X.,, X ^ , X;, sont les coor-
données d 'un tel réseau, on aura

/ r )X, ,, à h ,
\ -:— = fi c / , -Y- ==- lin
\ ou ' àv

(^) < _ ./ ( i = i , 2 ,3 ) .
J ^ A / ai
9 — :=. I r i , , . - = /in
[ ()^ au

Les quan t i t é s X ^ , X.j, X..t sat isfont à l ' équa t ion

020 } ôfl ào ^ L ( ) l ()0
( 2 Ô ) })({ ô^ = h ̂  ou. + 7 ̂  ^'"

E n f i n , les q u a n t i t é s X^ ̂  satisfont à l ' équa t ion
( ) ï r ) — ï (yEL()Q. _L ̂ ' (w

ou ô^ 'c^i àv ait- 'f]i ()a ()^

On peut encore dé te rminer les réseaux 0 en posant

( 25 ) X/ —. p X, 4- (] ̂  4- r ' ( \ i ( i -==. \, a, 3 ),

avec les c o n d i t i o n s
/ ôp or , àq
\ ' —: aq^ — •=. ma, h = ap 4- —- 4- mr\
1 au au ' ' ou

1 ()p , àq , , or
! ~/- rr: 6 > / . - • - - i-r nr, i rr y ^7 4- y" 4- ^(/.
' ^(? ô^ ' à^
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Les quant i tés /? , x^ oc^x^ sont so lu t i ons de l 'équat ion

( 3 7 ) ^(5 1 àa à9 l ̂  ̂
()u ôv ~ a ôh' au ~b ou ()^

Enfin p est aussi so lu t ion de l 'équat ion

6^ i <)r/ àQ i ^/ - ^0
;28) <^/ ( ) { ' """ // r f t 7 ^^ /• ôif ô^

Les équa t ions (28) et (28) a d m e t t e n t , en outre, la solut ion

À = X^ + "XI -+- XJ; =: /)2 + ̂  4- /-2.

11 en résulte (n° 24) que les quan t i t é s

^ ( i + ' À ) , ^-( i-}.) , ^

sont les paramètres directeurs d'une congruence cyclique.
2° Les déterminants Aa à quatre lignes :

(29)

'^l ^2

avec les formules

^/ //. ^ / • . .—— -..r C/ch " - ) , —^^hOu. ()u
à Xi ÔYi ,^..^^, ^^J^

avec les conditions

(4o )

àa .-,- -=.bm,
ûv

àb
—— rr a ri,
ou

A^

^?,^^ f f ,^ , -
à'ii— -= /(•/]„
<A'

àe .
^ -=//»,

^/-;/- — en.,
ou

J^ .̂

Jl .7-2

£. ^

,r;i .2"^

.r;t ,r'.
•f- 'r
C;! -4

^;t '̂.,

, Ô'f\ { •rbyi — m, r] /, y- ~==. m C i ,

o^, i- , - := — ^ ,̂
()^

()rn ()n .. ..— 4- .—. 4- aô-\- e •— o.
/)t' ^//

?

Ces dé te rminan t s dé f in i s sen t les réseaux OS de l'espace à quat re d i -
mensions , pe rme t t en t de fo rmer les réseaux de cet espace, et, par
su i t e , les réseaux jO de l'espace a trois. E n f i n , i l s p e u v e n t s ' inter-
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prêter au p o i n t de vue non e u c l i d i e n dans l'espace ordinai re . Rappe-
Ions , en ou t r e , q u e les q u a n t i t é s

^ .^"4, r^
ou bien aussi

C 1 'f\ 4. —— '̂  J C',, C î 'H 4 —— Tj î i: ̂  ^3 Ï],. —- Ti 3 Ç',

sont les paraniëfcres d i r ec teu r s d 'une congruence cycl ique. (Voir. à ce
suje t , î t i o n Mémoi re su r la dé fo rmat ion des surfaces, Journal de Ma-
i l i érn a l i(f n es, i 8 < ) ( ) ) .

3° Les d é t e r m i n a n t s A 3 à c i n q l ignes :

(40

•r'\ ^-'î -^'3 'ir',. •^o

.ri j ' - j : ./:$ y\ ,y;>

Ci C.^ C;{ 'C\ ^;)

'f\\ ^î ^;{ Y^- YÏ;>

avec les 1 or mille s

/ àx,
'ou

ô:r,

<)^/
^ == ^^?

^^/

-.- rrz a a,
un ou

ï =./•""
- /^o

^r^̂  ^

<)rj/-^ .̂

- a x, - l ) y , — g Zi — m Y]/, /?? ^/

^£/ ...- :::=: n^-,
\ (h1 =,-- /^r,— /y/— /<.s,~ /^E/,

avec les c o n d i t i o n s

/ on

( 4 3 )

()e .
— r-r //;?.,
ÔV v

<\f „„ ..

: h m.
ou

àfi
ou ~ ? ^f

, à m. on- g h + —— + .— —àv au
, à m. an

a b 4- ef -l~ g h + —- + ;. = o.

Ce dé te rminan t nous permet d ' in t rodui re cinq sphères deux à deux
orthogonales. Désignons par (,2?), (y), (^), (^) , (;r\) ces cinq sphères.
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La sphère (a?), par exemple, touche son enveloppe aux deux poin ts
qui se trouvent à l ' intersection des sphères (^), ($), (Y]). Ces deux
points B et B' ont pour coordonnées pentasphériqucs

yf,±izi,.

Ces points décr ivent des réseaux 0. La sphère touche ses deux enve-
loppes suivant des lignes de courbure.

Le centre de cette sphère décrit un réseau 2(). La dro i te qu i j o i n t
les centres de deux sphères, (.%•), (r) par exemple, décri t u n e con-
gru en ce 2Û.

Enfin, la droite qui j o i n t les centres des sphères ('$), (ï]) décr i t u n e
congruence cyclique. Le cercle d ' in tersect ion de ces deux sphères est
normal à une série de surfaces. Les coordonnées pentasphér iques des
points de ce cercle sont

x'i == a xi 4- byi 4- c z,,

a, b, c é tan t des constantes liées par la re la t ion

CtÏ 4- /^.-.-.j- (^^ (-^

Le plan de ce cercle enveloppe un réseau, cycl ique ( R i b a u c o u r ) .
Voici m a i n t e n a n t les propriétés qu i se rapportent aux cas les p l u s

s imples :

RÉSEAUX 0.

Congru enc es harmonie] lies. — Congruence s C.

Congru.en.ces conjuguées. — Une congruence 0; les autres sont des
congruences 20.

CONGR'UENCES 0.

Tous les réseaux harmoniques sont C.
Parmi les réseaux conjugués se t rouvent :
i° Une série paral lèle de réseaux 0.
â° Tous les autres sont réseaux 2Û.
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RÉSEAUX 20.

Les congruences conjuguées se par tagen t en trois groupes :
i° Deux congmences 0, qui ont pour paramètres directeurs

x^ ± i j i , x^ ± iy^, ^"3 ± i y ;

(dé te rminan t A^).
Ces deux droites sont dans un plan normal a la surface et égale-

men t incl inées sur la surface ( D A R B O U X , Leçons).
2° oo1 systèmes de congruences 20; ces congruences appar t iennent

à la série des deux congruences 0.
3° Toutes les autres sont congruences 30.
Les congruences ha rmoniques se composent :
i° Une série paral lè le de congruences C. Ces dro i tes sont perpendi -

cula i res au plan des deux congruences 0.
2° Toutes les au t res sont congruences 2C.

CONGRUENCES 20,

Les réseaux conjugués comprennen t :
ï° Deux séries de réseaux 0. Les plans de ces deux réseaux sont

également inc l inés s u r la droi te de la congruencc. I l s sont parallèles
à deux réseaux 0 inverses l ' un de l ' au t r e . La d ro i t e d ' in tersec t ion de
ces deux réseaux décrit une congruence cycl ique C.

2° co1 séries de réseaux 20. Les p l ans de ces réseaux sont paral-
lèles à C.

3° Tous les autres sont réseaux 30.
Les réseaux ha rmon iques comprennent :
i° Un réseau C perpendicu la i re à la congrucnce C.
2° Tous les autres sont 2C.

RÉSEAUX 30.

Les congruences conjuguées comprennent :
i° Un système co1 de congruences aO. Les paramètres directeurs de
Ann. de l'Èc. Normale. 3e Série. Tome XV. — JUIN 1898. 29
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ces congruences sont (dé te rminant A.^) :

ciXi -h byi -i- es, ( ^ == T , 2, 3 ),

a, /?, c étant des cons tan tes liées par la re la t ion

a^-j[-y-^-c2-^ o.

Elles forment, en chaque po in t , un cône du deuxième degré, S.
2° oo2 systèmes de congruenees 20, ayant pour paramètres direc-

teurs
uXi^r byi-\- c z î , a2-!- b14- c^o.

3° Les autres sont des congruences 40.
Les congruences harmoniques c o m p r e n n e n t :
1° Deux séries A et.B de congruences G.
Prenons la congruence A e l l e cercle a, qu i est n o r m a l a u n e série

de surfaces; les droites qui jo ignen t le réseau a u x points de a engen-
drent des congruences au ; elles se t rouvent sur le cône S. Donc les
sections c i rcula i res du cône S ont leurs axes d a n s le p l an tangent au
réseau. Ce sont les droi tes des séries A et B.

2° Toutes les congruences h a r m o n i q u e s appa r t enan t à la série A, B
sont sC.

3° Toutes les autres sont 3C.
On aurait des résultats analogues pour les congruences 30.
Enfin , les congruences 30 sont , comme on le voit f a c i l e m e n t , les

mêmes que celles que j ' a i appelées congruences associées (Comptes
rendus, 1897).

36. Il est bien en tendu que les résultats q u i précèdent s ' a p p l i q u e n t
au cas le plus général. Il f a u d r a i t les modif ier si p l u s i e u r s propriétés
s 'appliquaient à la fo is à un même réseau ou à une même congruence ;
par exemple, si un réseau étai t à l : a fb ls /? ,0 et y ,0 ; ou î ) i en /? ,C et
y, C; ou encore/?, 0 et q, C. Le but de la seconde Par t ie sera d'étu-
dier ces modif icat ions et de dé terminer ces éléments particuliers.

Dans le cas de l'espace à trois d imensions , on peut , en vertu de la
loi de réciprocité établie au n° 33, se borner à considérer les réseaux.
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Si Jonc on laisse de côté les réseaux K, on aura les trois types sui-
vants de problèmes :

ï ° Trouver les réseaux p , 0 et y, C.

Nous donnerons à ce problème le nom de problème de Bonnet, parce
que B o n n e t a trouvé les réseaux qu i sont 0 et C.

2° Trouver les reseaux p , 0 et y, 0.

3° Trouver les réseaux p^ C ei y, C.

Ces deux derniers p rob lèmes se r a m è n e n t l ' u n a l ' au t re . Ce de rn ie r
problème sera a p p e l é problème de Ribeaucour, parce que Ribeaucour
a, le premier , donné des propr ié tés des congruences qu i sont C et C
(cyc l iques de p l u s i e u r s manières ) .

E n f i n , nous cbcrchcrons aussi :
Les réseaux p , (.„) el y, K. ;
Les réseaux p , C el y, C.

( A suivre.}


