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SUR LES

SYSTEMES ORTHOGONAUNX

ET LES

SYSTEMES CYCLIQUES

(SUITE ).

Par M. C. GUICHARD,

PROFESSEUR A L'UNIVERSITE DE CLERMONT-FERRAND.

e

CHAPITRE 1.

RESEAUX ET CONGRUENCES C: RESEAUX ET CONGRUENCES K.

SOMMAIRE.

16, Réseaux applicables. — 17, Réseanx nuls, semi-nuls of 1LC. — 18, Formation de cedviseauy. —
Il )
19, Réseaux harmoniques i une congruence 1.0, — 20, léseaux C. Premicr wmode de formation.

— 21, Congruence eyelique  Condition nécessaire  pour quiune congruence  soit  eyelique, —
22, Goordonndes  non cuclidiennes. Deuxieme interprétation des  délerminants orthogonaux. —
23, Coordonndes penlasphériques, Troisicme interprétation des déterminants orthogonaux. Forns-

tion des congruences eyeliques et des réseanx eyeliques. -~ 24, La condilion néeessaire du n* 21
est o suffisante. — 5. Délinition des véseaux et congruences K.

[6. Deux réseaux A(e,, @y, oo, ,) eLB (v, ., oo y,) sont dits
applicables si I'on a '

(1) drd ded - del o= dyt o dy ) Bdet - 08 ducde - Godet

Comme les coefficients de I'équation de Laplace ne dépendent que de
I, F, G, on en conclut que 2, ., <.y Zys Vi YVar -« ¥, SOnt solu-

tions d'une méme ¢quation

%0 , 00 a0

D) - R () -
) de v du mR

Jy
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Ces réseaux sont donc correspondants; prenons deux congruences
harmoniques correspondantes ayant pour foyers RS, R'S’. Les deux
triangles ARS et BR'S” ont leurs cotés égaux. Soient X, Xy, ..., X,
Y., Y., ..., Y, les parametres divecteurs de ces deux congruences, on
peut écrire

dry 09 dx; 00
du dJy Jdv du
vy ()f/ . {)yk (_)2

Vi Du e dv du

(i==1,2, ..., 1)

Les quantités X;, Yy satisfont & la méme équation de Laplace et sont,
en outre, liées par la relation
(3) X2 X2 X2 = Y YEo kY2

Soit P un point qui déerit un réscau dérivé de A, Ses coordonnées
sont de la forme

e d.r;

o.r

/ e 4

/ A e A et e L ety
(1) ‘ ! " du f IS

olt A et wsont définis par les équations

00 A0

[/ e TR
o= 7()u s Jy
. dJ0 J0

e e b e 0L
0 =0~ )‘()u = Jo

Cela posé, le point Q dont les coordonnées (y,, ..., ¥,).sont

5 s AL IV
© N A T

décrit un réscau derive de (B). Ces denx réseaux dérives seront ap-
peles correspondants. Les points P et Q occupent la méme position
relativement aux tangentes aux réseaux A et B. Enfin les coordonnées
Xy ooy Xy Yy oy y, salisfont i fa méme équation aux dérivées
partielles et cette équation admet la solution

) 1o

22 P IV L B
E R T S e R

17. Un réseau nul est un reseau tel que son ds® est identiquement
nul. Six,, 2, ..., z, sont les coordonnées du réscau, on a

dat + dad 4. .o+ del = o.
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Il n’existe de tels résecaux qu'a partiv de n = 6. Prenons une con-
gruence harmonique i ce réseau, on aura ici

X1+ X3 +...+ X2 =o.
Done :

Toute congruence harmonique « un réseauw nul est H.0.
Il en résulte immédiatement :
Tout réseau dérive ’un réseaw nul est 0.

Un réscau sera sermi-nul s'il est applicable sur un réseau i une seule
dimension, ¢’est-a-dire si les coordonnées x,, x,, ..., x, sont telles
que Pon ait

1/,1";' A=l A= drt = r(_y';'.

Un tel résean est la projection du réseau nul de Pespace & (r2 4-1) di-
mensions qui a pour coordonnées x,, x,, ..., x,, Ly,.

I n’existe de tels réseaux qu’a partir de 2 = 5. Pour une congruence
harmonique & ce réscau, on a

Xf oo = X2 = Y f

n
Y, ne peut étre nul que pour 0 == y, + const.; done

Parmi les congruences harmoniques « un réseau semi-nul, o y a une
série de congruences 1.0, correspondant a ) == y; toutes les awtres sont
des congruences 0.

Soit (A) le réscau semi-nul, R, S les foyers d'une congruence har-
monique . 0. Les coordonnées (z,, ..., 5,)de Ret (¢, ..., ¢,) de S

sont
Y1 ()-l',‘

S L — e -

! T ov ou’
Jdu

d.r;

iy — \E’Zl =t
Dy de
oy

On en déduit
s -2

Le triangle ARS est isosctle.
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Enfin, nous appellerons réseau hypercyclique ou simplement ré-
seau H, C un réseau applicable sur I'espace a deux dimensions. Pour
un tel réseau, on a

dz? ...+ dx?—=dyi + dy;.

[l n’existe de tels réseaux qu’a partir de n = 4. Pour les congruences
harmoniques & tels réseaux, on a

X - XZ= Y- YE

St 0=y, %= iy,, le second membre est nul, la congruence est H.0;
si 0 =ay, + by,, a et b étant constants, le second membre est carre
parfait, la congruence est O.
~ Donc :

£ Parmi les congruences harmoniques @ un réseau H.C, il v a deux
series de congruences H.O correspondant aux drovtes isotropes du réseau
plan applicable ; o y a ausst =
droites du plan.

série de congruences O correspondant awx

Dans les trois cas que nous venons d’¢tudier, le réscau est enve-
veloppé par un plan qui contient denx normales & un résean 0. Nous
allons établir 'inverse.

L8. Soient, en elfet, L et N deux normales & un réseau (0), y,,
Yar oo s o les parametres directears de L, =z, z,, ..., 5, ceux de N.
La droite menée par le point du résean O, ayant pour paramitres di-
recteurs ,

ay;+ bs;
estune droite du plan L, N normale & 0. On peut.toujours, et d'une
infinité de manicres, choisir deux de ces normales de facon quelles
soient rectangulaires; nous péuvons supposer que ce sont les droites
[, N elles-mémes. On a ajors

(6) 3 2 yiziTmor

. - “yr \ , . ’
Désignons par X, ..., X, les coordonnées du point M du réseau O.
N 1
On a alors

‘ (w):&-l =N E‘-

(7) ¢ ou ‘ (=1, n

7 (f)‘_{.,_—l T, ...y N
g
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Un point quelconque P du plan L. N a pour coordonnées
(8) : Y= N+ p)u+ s
On a d’ailleurs, ¢n vertu des formules (11) du Chapitre précédent des

¢quations de la forme

[ Oyi r Js; . da de X
a1 —— = g — = bm =
(9) A P P LN T
( ¢
9 ( Jdv; b J3; I ab oy A .,
Ty == S A (N —— I ( e en.
Jy o ge e Ju ’ Ju
En dilférentiant les formules (8), on trouve
aY; . it er) v o - ar
Ju S0 Apmer) ey Ju o]
DY o Jar
O i (L bpade 1) ey 2 2 O
Do i (L= bp - fr) = yi g s

On voit que, st 'on pose

(10 ‘ fo 4= p = Cr==o,
10 )
) I bo - [r— o0,

on aura simplement

dge Vo0
(11) «
| N o or
L oe Y0

\’ JY, /‘()p 7 ar

Des formules (10), on déduit

( ~ Coe T e T
(12) ) ‘
( l do  por — 0

Jp Jar
o

) - |
Jdu 7 du

Yar suite, la différentiation de (r1) donne

(13 Y, )*p . O*r
) dude P oudy TS duade

Les formules (11) et (13) montrent que le point de coordonnées Y,
déerit un réseau; Péquation aux dérivées partielles de ce réseau est
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celle a laquelle satisfont p et 7. Pour ce réscau, on a
(14) ds* =32 dY} = dp* Sy} +dr* Lz},

Remarquons que si L ou N ne sont pas des droites isotropes, on

pourra supposer
Syi=a ou T3

9

¢

Done :

Siles deux normales 1. et N sont isotropes, le reseau (Y) est nul.
St une seule des deux est isotrope, le réseau est semi-nul.
St aucune des dewx n’est sotrope, le réseaw est . C.

Dans le premier cas, toutes les normales du plan L, N sont iso-
tropes; dans le deuxieme, il y en a une seule; dans le (roisivtme,
deus.

19. Nous avons vu que, parmi les réscaux harmoniques & une con-
gruence H. O peuvent se trouver des réseaux nuls, semi-nuls ou H.C.
Nous allons montrer qu’il n'en existe pas d'autres.

Soient, en effet, M (2, ..., ,) unréscau harmonique & (G) qui est
une congruence H. O; . le réseau point correspondant i M; (:;;') la
congruence harmonique & @, parallelea (G)sr(qy, ooy, s(50, .. 5D
ses foyers. On a des formules de la forme

().I',' g
\ o = e

(5) “Coxp
) I = L,

Cela posé, nous considérons trois cas :
1° La droite rs est située sur 'hypercone

X; -+ Xj +...~ 7\,’: =20
toutes les droites du plan (1) sont isotropes. On a, dans ce cas,
Ef ) X n; == o, E:“ i 03

les formules (15) montrent que le réseau est nul.
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2¢ La droite rs est sur 'hypersphere
X? -+ X:+...+X2=consl

Soit alors (r) un point de rs qui décrit un réseau. La droite On,
qui va de Iorigine & (n), est une normale de ce réscau sphériques; le
plan . contient done deux normales & un résean 0.S; done, le plan
de (H) contient deux normales d’un réscau 0. On retombe sar un
cas étudié précédemment. On vérifie facilement que On est perpendi-
culaive & rs; done le réscau (M) est semi-nul.

3¢ La droite r5 est quelconque.

Nous nous appuierons sur le lemme suivant qui, dans le cas deles-
pace i trois dimensions, est da & Ribaucour.

Chaque droite d’une congruence rencontre une hypersphére en dewx
potnts A et By s¢ A déerit wun réseaw, o en est de méme de B.

Iig. o,
A x-.
~
\\.
>N
/
-
B&T \
—\,,

Quand wvarie seul, les tangentes en A et B, étant dansun méme plan
focal, se rencontrent en M de méme, si ¢ varie scul, les tangentes aux
systemes A et B se rencontrent en B; de plus, les triangles MAB,
NAB sont isosceles.

Cela posé, st A déerit un réseau, ce réseau est O; soit @ un réseau
parallele; Te point b, inverse de @, déerit un réseau; marquons les
tangentes am, an, bm, bn auxréscaux (a) et (b); les (riangles mab,
nab sont isosciles d’apres une propriété de Uinversion; donc b et B
déerivent des courbes paralleles; par suite, (B) est un réseau.

Chaque droite d’une congruence H.O rencontre 'hypersphere en
deux points dont 'un est & Uinfini. Ce dernier, étant dans un hyper-
plan, déerit un réseaus il en est de méme du premier. Done:

Les points d’intersection d’une congruence H.0 et d’une hypersphére

quelconque deécrivent un réseau.
Ann., de U'FEe. Normale. 30 Série. Tome XV. — Mar 18¢8. 2-/4
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Coupons alors la droite 7s par une hypersphere ayant pour centre
Porigine O; soit » le point d’intersection. Le plan de @ contient deux
normales rs, On au réseau (n); le plan de (M) contient deux normales
aun réseau O. Donc le réseau M est . C.

20. Nous appellerons réseau cyclique ou, plus simplement, réseau C,
de Pespace & 2, un réseau applicable sur 'espace & trois. Siz, x,, . . .,
x, sont les coordonnées du réseau, y,, y,, v, celles du réseau appli-
cable, on a I'tdentité

(16) de? +dxi ... +dzi=dy? + dy? -+ dy;.

Ce réseau est la projection de réseaux H.C de Uespace & n + 15 en
effet, un tel réseau est la projection du réseau H.C qui a pour coor-
données z,, x., ..., x,, iy,. Comme on peut, par un changement de
coordonnées, prendre pour y, la distance d’un point du réscaun (y) i
un plan fixe quelconque, on voit que chaque réscau G est dune infi-
nité de manieres projection d’un réseau I1. C.
Il résulte de I'identité (16) que 'on a
"
drt 4 die? +da? = dy? + dy? .. ¢ dy? — Z”"'f”‘

B
o

done, le réseau (z,,z,,2,) deUespace & (rois, est applicable sur e
réseat (¥, Yus ¥us iy, oo, La,) qui est, par conséquent, cyelique.
Les deux réseaux de 'espace & trois (@, 2, x,) et (¥4, ¥4, ¥,) seront
dits conjugucs; comme on peuat effectuer une substitution orthogonale
Sar ., Ty, ..., X, 0N VOIL qu'un résecau a une infinité de conjuguds.

Soit M un réscau G, ¢’estla projection d’unrvéscau M, qui est (H.C);
il existe donc une congruence G, harmonique a M, et I[. O; cette con-
gruence G, se projette suivant une congruence (G) qui est O. Donc :

Ily auneinfinité de congruences O harmoniques a un réseau (.

Nous étudierons la disposition de ces congruences dans e Cha-
pitre suivant.

Inversement, chaque congruence O peut étre considérée comme la
projection d’une congruence H.O. Donc, d'apres le numéro préce-
dent :
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Tout réseau harmonique a une congruence O est un reseau semi-nul,
reseau H.C ou réseau C.

Pour former ces réseaux C, prenons un déterminant orthogonal A
dans Pespace & 72 + 1 dimensions

o | 2 M1

! xi . et
) P N T

(17) A=

/ ol 2 NS
R o
El 52 L. zn—f—l
1 1 T"Z 7 n-rt

Supposons que, dans cet espace, un point M déerive un réscau O pa-
rallele aux réscaux 0.8 de A, Soit X', X2, ..., X7+ [es coordonnées

de M. On aura
! l)X’ )

Sl e i EE
(%) S =)
: ( ) (SR :
NaAp— Y
L dye

Menons le plan des deux normales A,(x), ..., 20" et hy(xy, ..., 2)™).
Ce plan enveloppe un réseau I G ayant pour coordonnées

Y= X+ put - rual (C=1,2, ..., n-41),

ot g et rsont définis (n° 18) par les équations

/i
(19) ; { A bip+byr=o.

= ap A=y 1t == 0,

On aura alors

gﬂt o I“'-(-)OE + xt —()—,-7

’ ) die T T lou o T ou

(20) ( oYh o Jdp S, ar
L de T Thage T TR e

Le réscau (A) décrit par le point de coordonnées (Y, ..., Y, ) est
cyclique; il est applicable sur le réseau (B) décrit par le point qui a
pour coordonnées (g, r, £Y,py).

Il résulte de ce qui précede qu'on obtient ainsi tous les réseaux
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cycliques. Les cosinus directeurs des tangentes au réseau B sont

(IP (),I ; S ()P ‘ n+1 ()I'
o7’ da’ ( o T ga)

()P ()/‘ ; A1 ()P n+1 ()I.
G RS )

Il en résulte que ceux de la normale au réseau B sont
alttty ittt L

On trouve de méme que ceux de la normale au réseau conjugué (A'),
qui estla projection de A, sont les mineurs de la matrice

3

W1 2
al a2t
x) al ol

On peut aussi, & partiv de 2 =15, former d’'une facon analogue des
réseaux cycliques sans passer par I'espace & n~+ 1 dimensions. Pre-
nons, en effet, un déterminant orthogonal et un résean O correspon-
dant a n.

o1 N/
e Xy
xl an
2 2
(19) A=
ol w2
’l’n—’ 'I‘IL 2
El Z,'L
,‘l T)"’

Soient X', X2, ..., X” les coordonnées d’un point M du réseau O.

On a
oX¢

(20) [T (¢ ;
2 ()Xi__l,,v LT=1,2, ., ).
e T

Prenons alors trois normales L, L,, L, rectangulaires deux i deux,
par exemple celles dont les cosinus directeurs sont les (rois pre-
mieres lignes de A. Prenons alors le point P(Y', Y2, Y..., ") tel que

(21) Y=X+ el + pal vzl (E=1,2,...,n),
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d’ou 'on déduit, en tenant compte de la formule (20) et des for-
mules (11) du Chapitre II,

JY¢ L Jh s 0k v .
Vd T F g gy T gy (@l dap - an)
JY¢ ; JA ; O ; 0V )
Sy = o _—()i, = o (L by - by by )

On voit que, sil'on suppose que X, ., v sont liés parles deux rela-
tions
S fe A=y ko= ayp = agv = o,

(22)
[ L~ 0,2~ by + byy =0,

on aura simplement

dY¢ N I-i A -+ 'l'i l_)"J. | IJ' v
(23) R TN A O
20 ) ' !
9Y! —; D4 o oy o o
\ cy Yov "2 Jy I

En différentiant les équations (22) et en tenant compte des équa-
tions (r1) et (31) du Chapitre II, on aura

143 ();'_ |_ 1 {.).[.J. - i{ ol §
. e 290 s ae 9
(24) ¢
(,QlﬂAb0&4_,szwy
1 D You B 7

et, ensuite, en différentiant les équations (23),

YO 0% ;o0 4 0%

25 e Tt e 4= 2! —+ 2t .
(23) duw v Ydu dy 2 u v S du de

Cela pose, prenons le point Q de Pespace & trois dimensions qui a
pour coordonnées A, ., v. Il résulte des formules (23) que les sur-
faces déerites par P et Q ont le méme ds®. St maintenant « ct ¢ sont
fixes, les points P et Q, dont les coordonnées satisfont aux relations
(21) et (22), décrivent des droites p et ¢ on voit facilement que ces
droites décrivent des congrucnces (p) et (¢). Faisons correspondre
sur ces droites p, ¢ les points P et Q qui correspondent aux mémes
systemes de valeurs de A, ., v. Si le point Q décrit un réscau, il en
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est de méme de Py et inversement; ces réscaux sont applicables I'un
sur ['autre. Donec :

Tous les réseaur conjugues a (p) sont cycliques.
Tous les réseaux conjugues a (q) sont applicables sur des réseaux
de Uespace a n dimensions.

21. Nous appellerons congruence cycliqgue ou congruence G toule
congruence harmonique & un réseaun O.

Soient M un réseau O, G une congruence harmonique; prenons le
réseau point p de M; soient O%, O (fig. 11) les droites de ce ré-

Fig. tr.

au:E L o
SCAU; &ys Say vy Spy Moy Ny - oy 1 lours cosinus directeurs; ces quan-
tités forment les deux dernieres lignes d’'un déterminant orthogonal,
de sorte que I'on a

(26) % — (,;“%

= mé;.

Soient r, s les foyers d’une congruence paralléle & (G) et harmo-
nique a (). Les coordonnées (X, ..., X,), (Y,, ..., Y,) des points
ret s sont de la forme

.

- Ci 1

X, == =, Y‘-:-_—._f.
v ”

Pour déterminer ¢ et r, éerivons que ces points sont foyers. On a

oX; 1 /. d \ Y, : A
=) = ()

7\ a0 Jdu 2\ " Ju !

éerivons que ces quantités sont proportionnelles aux paramétres di-
recteursZ,, ..., Z, de rs

(97> Z[::rtzf—(/'f[,'.
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On trouve

L/

) s;ﬂ»_’“’
“ [or _,

U ou “l

de sorte que les fonctions ¢ et 7 sont celles qui ont été introduites au
ne 13.

En différentiant les équations (27) et en tenant compte des condi-
tions (26), (28) et de celles qui s’en déduisent par différentiation,
on trouve successivement

i Jdii dy.

,,,,,,, S ALI
e Adu du "
L, dr. X

71, )ro0F; )y Oy ,
2 L R TR,
Ju e de du du dve

On en conclut que les 2 fonctions Z; sont solutions de

DL dr dY,

(%) Judv

q du de

v dg JdE (/mu 1 dy ()/-') "

Crde du
Dlautre part, ona, d’apres (27),
(30) e Y A R AT AL e

D’autre part, si Uéquation a laquelle satisfont Z,, ..., Z, est écerite
“sous la forme

0*l 1 dh dY. ! ol ;)Z ~

dude ~ h e du T du d¢

(S1)

on a forcément
r=~"nU, qg=1LV,

¢l, par conséquent, on aura
(32) 13 42 L= U V2

Cette propriété subsiste si on multiplie ensuite les fonctions
Z,,%,, ..., L, par un méme facteur. Donc :
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Pour qu'une congruence soil cyclique, 1l faut que ses paramelres di-
recteurs L,y Ly, - . ., 2y, qui salisfont a I équation

L 1ok ol 10003 gy
dude N dv du T du dv ‘
sotent tels que U'on ait
(32) 22 72 .+ L2 =R U 2V,

U et V élant respectivement des jfonctions de w sewl et de ¢ seul.

Nous verrons plus loin (n° 24) que cette condition est suffisante.

22. Soient z,, @, ..., 2, les coordonnées d'un point M de I'espace
2 n dimensions; ses coordonnées homogenes seront

Yim= g, Vo1 == M ({==1,2, ..., n).
Si le point M n’appartient pas a Uhypersphere S dont I'équation est
at 4@ Al 1=,
on pourra choisir A de telle sorte que I'on ait
e e e S

Ces quantités y,, ¥a, -+ Yur Your Seront appelées les coordonndes
non euclidiennes de M.

Cela posé, considérons un déterminant orvthogonal & (n -+ 1) lignes

ol 2 i1

& Zy N
21 2 ottt

Xy Xy oo Xy
A= 1 .2 ot ]
1'”‘ 1 Z n-1 € n—1
71 4] Zn-t1

¢ ¢ 4

.{I'( .{l‘z - .nll-i-l

Désignons par A4, P, Q les points qui ont pour coordonnées non
euclidiennes respectivement (xy, ..., 23*"), (§', ..., 5+, (v, .., ).
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Ces (n +1) points sont deux & deux conjugués par rapport a ’hyper-
sphtre S.
Cela-posé, les formules

il on’

—— =nTt, 2)—7:: met

Jdv

montrent que PQ décrit une congruence qui a pour foyers P et Q; ces
foyers sont donc conjugués par rapport a S.

Il est facile de montrer que, inversement, les coordonnées non
euclidiennes des foyers d’une congruence dont les foyers sont conju-
cués par rapport & S forment les deux dernieres lignes d’un détermi-
nant orthogonal.

Prenons maintenant les formules

day, -

D TS

Ok g, O Lk dx 1 by 9y
due e diedy T ap dv du br Qu du

Elles montrent que le point Ay décrit un réseau dont les tangentes
sont AP, A, Q. Ces réscaux sont tels que

lz=n+4-1 . .
O Jrl ozl
Z — L —0;
du  Jy
i==1

ils sont orthogonaux au point de vue non euclidien; nous les appelle-
rons réscaux (O .K). De tels réseaux sont les projections de réscaux O .S
de Uespace an + 1.

in effet, les quantités

NN}
g,

satisfont & une ¢quation de Laplace. 11 en sera de méme des quantités

. L, I .
p ALY A 4 A e . .
(-’53) LAy A— -1—;”7 3 x' = T/;TT el 1 (t =1,2,000, II).

Ann. de ULec. Normale. 3* Série. Tome X V. — Mar 18¢8. 20
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On a, d’ailleurs,

Le point B, de I'espace & » +1 qui a pour coordonnées

’ ’ i
x,, Xy vy Ty

décrit un résean 0.S. Tl se projette au point B), de coordonncées

Y, &, ... xp.
Ce point est homothétique de Ax; done le réseau Ay est la projection
d’un réseau 0. S.

On peut remarquer que les formules (33) permettent de trans-
former un réseau 0.S de U'espace & n+1 en un autre, ct, par suile,
un déterminant orthogonal en un autre. Je n’insiste pas sur cetle
transformation qu’il est facile d’effectuer.

Prenons deux de ces réseaux, A, et Ay; la droite AzA, rencontre
Phypersphere en deux points G et D les coordonnées du point G sont

L A P

On a, par conséquent,

dx't s

ke (ap—+ ta;)él,
dx'l . )
oI = (bp+ b))’

On en conclut que ce point G déerit un réscau, qui est naturelle-
ment O.S. La congruence PQ est harmonique & ce réscau et est, par
conséquent, cyclique.

On prouve facilement que toute congruence harmonique & un
réseau .S a ses foyers conjugués par rapport & 'hypersphere S;
¢’est done une congruence G.S.

Toute congruence cyclique est parallele & une congruence C.S, car
tout réseau O est paralléle & un réseau 0.8S.

Les parametres directeurs (L,, Ly, ..., L,) de la droite PQ sont

(3!‘ ) I_‘l.z'él'.nn—i—l__ Iéuq—l.n[.
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En différentiant, on trouve

0[ k=n—1
(33) "(5;5 =—tt Z arxy +n' Z apritt,
A =1 k
o oL; . N\ ;o
({;0) D—‘:}i = g”""l Z l}/;.l‘l/‘.——- g 2 [)/t-\’l:}f,“‘,
*L; dnn+1 . 0EnL
2 L— i = Sl
: —— o — a4+ —=— b
(37) du v o Z EEETT T 0w Ve

k
—+ mnt Z braitt — nki Z apatth,
On en conclut que L,, L, ..., L, sont solutions de I'¢quation

(58 L 0 Jgarit oL 1 oL
55) dudy — *tt Jde Ju g+l Qe
();;u‘-rl I ()'ﬂ” |-l> [

+ (’”'l T gu e Tor

On vérifie que, conformément & la remarque déji faite, on a
L2 L oo ook L2 == (0 1)2 e (En 002,

On en conclut que, si I’on pose

, Ly .
.tk::l - (k=1,2,...,n—1),
PR “4n
(39) LRS! 28
e —_ » nl:: —
[JIL LII.

les (n — 1) quantités x, x, ..., z,_, sont solutions

1~4

’ 00 _ 10z s 1o 09
(40) TE de du ' du de

Judy
Comme, d’ailleurs, on a
X AP bt e R
on en conclut que ', 2, ..., «,_,, &, n' forment la dernitre colonne
d’un déterminant orthogonal.
Cette remarque permet, d Paide d’une opération différenticlle
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d’ordre n — 1, de déduire de chaque déterminant orthogonal A, un
nouveau déterminant orthogonal A’.

23. Introduisons maintenant des quantités analogucs aux coor-
données pentasphériques de M. Darboux. Prenons 'hypersphere de
centre A(a,, ..., a,) et de rayon R. Son éqnation est

(41) (z)—a )+ ...+ (r,—ay)*— R*=o.
Eerivons-la sous la forme suivante :

(‘/“a’) 20,2 +...t+2o,0, 4 &1 ('l".f .. J',“," —_ l)
A (Apa (XF == A= 1) == D,

En identifiant les équations (41) et (42), on trouve

—
A = e (E==1,9, ...,1),
Ayt = Ly gy
; 3 . ; Oy = Ly
(43) P=a+..  al—R¥=— 200,
Gppgey 2y
o o L BEL SR
Reo 230 T T T Tt Ty
\ (.7-111 1z, '6-‘.!);

Si la sphere se réduit & un point, on aura

2

(44) af —|~a§ R el sl & “;”):4-3 0.

Ces quantités o, %y, .y %yy Zypyy %ypas qui sont définies o un facteur
pres, sont les coordonnées pentasphériques du point.
Si, au contraire, R n’est pas nul, on pourra supposer

(45) e e S R ) T Sy PN I
Ces quantités o, oo, «.vy Oy %y, Zas sont les coordonnées de Ia
sphere. On aura son centre et son rayon par les formules

. — I
(’l(J) ;= - o . | § g —— S—
D1 Uy ey D1t Ly iy

-

Pour que deux spheres soient orthogonales, il faut ct il suftit que la
somme des produits des coordonnées correspondantes soit nulle. Cette
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condition donne comme cas limite la condition pour qu'un point soit
situ¢ sur une sphere.

Cela posé, considérons un déterminant orthogonal & n + 2 lignes

A 2 o NIE NES]
‘l'l R4 i o 1 o 1 2 1

. 2 . L M2
2 S T P

l) = /I'l 2 o s 1 P2
n T e n o o

o o2 on e T2

.I’l .[‘;' . o 0" 1 -{“I’i“—'

Désignons par (A;) la sphere qui a pour coordonnées x}, a3, ...,
i, !, a2l soit A; son centre. De méme, soient (R) et (8) les
spheres qui ont respectivement pour coordonnées les deux der-
nicres lignes de D3 R et S leurs centres. On a ainsi un systeme de
(n +2) spheres deux & deux orthogonales. Les coordonnées homo-
genes des points R et'S ¢lant

el et} “n Sl -2
Co = R ] L] :_l - ‘(g »
% 1 o2 P P 1 —+ ['. "2
Iy 1Ty ey () i 1 P

les formules

e P on’ -t
= = nnt, = 2
Jy Jdn >

prouvent que la droite BS décrit une congruence qui a pour foyers R
et S.

Le point Ay, par exemple, a pour coordonnées homogenes

B T T R Lt
les formules
e e
'.)i’f_ — W ———()'[" T
=2, =0
du oy

montrent que ce point déerit un réseau harmonique & la droite RS.
Il en est de méme de tous les autres points A,, ..., A,. La droite qui
joint deux quelconques de ces points déerit done une congruence qui
est dérivée (n© 7) de la congruence RS.



198 . C. GUICHARD.

Prenons maintenant les (n + 1) quantités

ype=ah - ik (k=1,2, ..., 0+ 2).

On a

ne2

23'};’,::0.
1

Ces quantités sont les coordonnées pentasphériques d’un point B

situ¢ sur la droite A, A,. Les formules

W
Jdu

. oY . :
= (ay+ ia)tt, T (b (00

Jdy

prouvent que ce point décrit un réseau qui est O et conjugud
congruence RS. Donc :

La congruence RS est cyclique.

Réciproquement, toute congrucnce cyclique peut étre obtenue
ainsi. Soit, en ellet, RS une congruence eyclique harmonique i un

réseau harmonique B (fig. 12).

&} <‘];———‘—‘~-/ R

Désignons par &', 52, ..., ', 22 Jes coordonnées de la sphire
de centre R et de rayon RB, par (7', ..., 7", 7"**) celles de Ia
sphere de centre S et de rayon 8B. Ces deux spheres sont évidem-

ment orthogonales. De sorte que 'on aura

n--1 n--2 "o
-l QU " i
(47) PACOEIIEED WD ETHE ST LE
1 1 1

D’autre part, puisque R est foyer, on a des formules

()'E/.' . : ()('E/L«H_}_ [En+e . I .
gy = @El bt *“’“;ﬁr”c’*—“) == (B EE) o b ()

(k=1,2, ...,n).
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La premitre des formules (47) montre que Pon aura aussi

()(l:_n—H_ [En2 ; N .
= (_)V 4 ) __—__(Z(E’n—i-l_ l;-n-wz) + [)(T)u+1 — [+,

de sorte qu’on aura, en définitive,

ok .
—():~:a’g"‘—|—l;-r,’-' (h=1,2, ....n—+1,n +2).
¢ .

On voit facilement que « doit étre nul; en raisonnant de méme sur

les quantités 7, on trouvera

ik on* ]
48 LEo= ek B s
(4%) Jv " Ju >

Les formules (47) el (48) prouvent que les quantités 2 et v sont les
deux dernitres lignes d'un déterminant orthogonal.

Prenons maintenantun réscau O dans Pespace 4 n -+ 1 dimensions:
soient M(X,, Xy, ..., Xy ) e point qui déerit le réscaus MN,,MN,, ...,
MN,_, les 2 — 1 normales du réscau; MR et MS ses tangentes. Les
cosinus directeurs de ces droites sont (n® 13) les ¢léments d’un deé-
terminant orthogonal & 7z + 1 lignes

1 2 RS
Vi 21 'y
- 1 2 n41
A — ,) H—1 .,VII 1 .yll ]
=1 = 1l
=1 Gl =1
ol 2 1
=) Ca Ca

Soient maintenant A,, A, ..., A,_, les traces de MN,, ..., MN,_,
sur espace & 1 dimensions, (A,), (A,), ..., (A, ) les spheres qui
ont pour centres Ay, Ay, ..., A, ¢t pour rayons A M, A M, ...,
A, Mj soient, de plus, A, Ia projection de M, (A,) la sphere de
centre A, et derayon £A,M;soient enfin R et S les traces de MR et MS,
(R) ¢t (S) les spheres de centres R et S et de rayons MR et MS. Ces
n 42 sphires sont deux a4 deux orthogonales; je dis, de plus, que
leurs coordonnées sont les ¢léments d’un déterminant D.

Iin effet, un caleul facile permet de calculer les coordonnées de ces
sphires. On rouve :
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Pour la sphere A, :

X

I N e

.1‘,,-«—7“‘;‘—— (/l»«-.l,),...,ll),

(, ) (2R

49 ) ¢ <2 -9 -y ;o
et 1 N ! eS| R X+ N3+ = XG4 X7 .
A e A M N

L EX gy

Pour la sphere A, :

L=—1,2 ..., n

)
- = P N
(Ho)

Pour les sphires (R) et (S):

. (ot ¢ ok
\ . \/~:_’1' '— X, 12
gt = ; 2
(.., ) \n i1
DI ¢ ~r . .
I \A"’l,[” Lo \n 1 l'fl/]‘
P . .
\/1—‘1

On vérifie facilement, en tenant compte des formules du Chapitre
précedent, que ces quantités sont les éléments d’un déterminant D.

Les formules (49) montrent, inversement, que tout déterminant D
peut s’obtenir ainsi.

Remarvoue I. — Chacun des réseaux A, peul ére considére soit comme
la projection d’un réseau O de Uespace a n —+ 1, soil comme la lrace
d’une normale & un aulre résean O; de la une transformation des re-
seaux O, analogue a celle que Ribaucour a donncée pour Uespace a trots
dimensions.

Revswque II. — Se lon connait un déterminant orthogonal dans ['es-
pace a n + 1, puis une solution de Uéquation d’un réseau OS de ce dé-
terminant, on pourra, « l'aide de quadratures seulement, déterminer un
réseaw O de Uespace a n 1, et, par swite, un déterminant orthogonal
dans Uespace a n + 2.

Cette remarque donne la loi de formation des déterminants ortho-
gonaux. En remontant de proche en proche, on voit que, si l'on con-
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nait p surfaces de I'espece & 3 qui ont méme représentation sphérique
de leurs lignes de courbure; on pourra, a I'aide de quadratures seule-
ment, former un déterminant orthogonal & p + 3 lignes.

On trouve facilement que les coordonnées des points R et S sont

X’L+1

_— clk

(k) Yie=Xp— prrr G
Q- . . X1 g

(5) Lp=X; — _nn’:'; k.

1
Les cosinus directeurs de la droite RS sont donc

e 1 e
Elnttt —miEr.

La congruence cyclique du déterminant D est parallele a la con-
gruence C.S du déterminant A; nous obtenons ainsi toutes ces con-
gruences paralleles.

Il résulte d’ailleurs de ce qui précede :

La trace du plan tangent a un réseaw O de Uespace a n + 1 sur [ es-
pace & n décril une congruence cyclique.

Inversement :

Toute congruence cyclique de 'espace @ n est, d’une infinité de ma-
niéres, la trace duw plan tangent a un réseau O de U’espace a n + 1.

Soient maintenant p,, p., ..., p, des constantes ; posons
(52) Yi=p &t - prxl 4. A paxh (=1,2,...,n4+2).
On aura, en tenant compte des formules du Chapitre précédent,

. ot ayi »
(53) Du =AE o5 = B&,
ot ’on pose

n

n
N O
A= ARP s B= z Orpi-
1 1
St I'on suppose que
pEpil-...+pir=o,
on aura aussi
(PP (PP = ()=05
Ann. de I Ee. Normale. 3¢ Série. Tome XV. — Juix 1898. 26
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¥y ¥* ..., y** sont les coordonnées pentasphériques d’un point B,
qui, d’apres la formule (53) décrit un réseau harmonique a RS. Tous
ces points (B) se trouvent & 'intersection des spheres (&), (%); pour
tous ces points, les triangles tels que BRS sont égaux, car

BR=,— ', BS= ' —.
Cnt17 ECns Npr == E s
On obtient ainsi un systeme (B) de réseaux O, dépendant de n—2
constantes arbitraires harmoniques 4 RS.
Prenons dans ce systeme B, le systeme (C), formé des points C,
pour lesquels p,, ps, ..., p, sont nuls. Les coordonnées pentasphé-
riques d'un tel point sont

yi=pxi—+ Pz“"f:z ~+ pyah,
pi -+ pi-+ps=o.

Ces points se trouvent & la fois sur les sphtres A,, A;, ..., A,, R, S.
Ils décrivent un cercle; soit IT le plan de ce cercle. Si C, et C, sont
deux des points C, la droite G, C,, qui joint deux réseaux harmoniques
a RS, décrit une congruence (n°7); or, le point C, peut se rapprocher
autant qu’on le veut de C,, la tangente au cercle en C, est donc une
normale du réseau O de C,; le plan II, qui contient deux congruences
conjuguées a C,, enveloppe un réseau; ce réseau est cyclique, parce
qu’il est conjugué a des congruences O. On a une nouvelle manitre
de former des réseaux cycliques. D'une congruence cyclique telle
que RS on déduit ainsi une infinité de cercles dont les plans enve-
loppent des réseaux cycliques. Ces cercles dépendent de 3n — g con-
stantes arbitraires.

Peut-il exister, en dehors du systeme (B), des réseaux O harmo-
niques 2 B? Tout d’abord on peut montrer qu’il n’en existe pas dont
les points sont situés sur les spheres (£), (9).

En effet, de tels points ont des coordonnées pentasphériques de la
forme (52) ol py, ps, ..., p, sont des fonctions de u et ¢ reliées par
la relation

Prpi—+...+pi=o.

Pour qu’un tel point décrive un réscau harmonique a RS, il faudra
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que 'on ait des formules de la forme

d’yi — ?I. ;l. ()-yi —_ - I‘ i
'JE—AQ—}—)), U;—.Bﬂ -+ LY,
ce qui donne, en différentiant,
1 Jdp; 1 dp;
) — L 9P p— 2

T oa’

et, par suite, apres suppression d’'un méme facteur commun, les
quantités p; scront des constantes.

Si done il existe un autre réseau O, décrit par un point B’ harmo-
nique & RS, le triangle B'RS n’est pas égal au triangle BRS. Il v
aura un nouveau déterminant D, qui conduit & la méme congruence
cyclique. La congruence RS serait cyclique de plusicurs manitres.
Nous reviendrons, dans la deuxieme Partie, sur ce probleme, auquel
nous donnons le nom de probléme de Ribaucour. Nous verrons que,
pour cela, il faut et il suffit que 'équation & laquelle satisfont les pa-
rametres dirvecteurs de la congruence cyclique ait ses invariants
¢gaux.

24. Nous allons démontrer que la condition nécessaire, ¢tablie a la
fin du n° 21, pour qu’une congruence soit cyclique, est aussi suffi-
sante. Prenons d’abord une congruence quelconque dont les [oyers R
et S ont pour coordonnées homogenes (X,, X,, ..., X, X,;,) et
(Y., Yo, -0y Yo Yuur)- On aura

g {)(’))i[ =aX;+0Y;
(54) <y (E==1,9, ..., 1),
¢ [ » X ., 3 .
Posons
X =\ ;, Y,-—-[Jyn
172 5 e __ .,
Jo " Ju =/

Les formules (54 ) prennent la forme plus simple

ox; dy:

=44 e s . e o X
55 S = = mux;.
(55) Jis Ju !
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Les coordonnées z et y qui donnent cette forme simplifiée sont
déterminées respectivement, a des facteurs pres, qui sont fonctions
de u seul et ¢ seul.

Prenons les parametres directeurs L,, L,, ..., L, de RS sous la
forme

i o Yi

Li: —

(e=1,2,...,n).
Lypeq y/H-l

Un calcul identique & celui qui a été fait au n® 23 montre que les
quantités L,, L,, ..., L, sont solutions de I’équation

()(~~~1 > 9

. NL Ty ) OL I y;; oL

(36) T TR T Sl T T
Xy yn-l»l

ou 1l est inutile de calculer R.
Par hypothese, on aura

itﬂ . 1\?2 . o\ 2
zg b= <r) Ui <y,:;:) Ve

Comme ,., est définie & une fonction pres de «, y,,, & un facteur
pres, fonction de ¢, on aura

n

~ N2 ro\?
(57) 21}:(.«__) -‘.< ______ ) .

LR Yt
1
. s - ites .. F £t x
Cela posé, introduisant les quantités 2., Z,, ..., ., &, 11 Epons

Ty Mas oo Nas Nawrs Nare définies par les formules

S Ei== 0= Yi (i=1,2,...,n),

ol 7 JUSS, . e —
Cnt-1-1 Conie == Tpiqs Npet =F Ulpps ™= Yoo 1
n-p2 N2

‘
-~ ~
2 9 .. 2 %
( =1, N =21,
1

1

(58)

la condition (57) conduit & la relation

n 2

z E/c‘fm == 0.
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Des formules (55) on déduit d’ailleurs

ot; on;
- ==nn;, —()(—1

v

=mé; (f=1,2,...,n,n 41,10+ 2).

Les quantités &, n étant les deux dernieres lignes d’un déterminant
orthogonal, la congruence RS est cyclique.
Prenons un déterminant orthogonal & (n + 1) lignes; les quantités

(%9) N AR
sont solutions de I’équation
020 1 dn+1 90 1 0"+ 99

dude L 0o du a0ttt T du de
¢
Comme d’ailleurs

[ — (‘"I’.,l,.' 1)2 — (L"_f 1 )2 — L — (,Lzl-:)ﬁs ('E/H—i)a_f_ (,ﬂ/z—M ‘)2,

on en conclut que les guantités (59) sont les parametres directeurs
d’une congruence cyclique.
Nous avons vu aussi (n°13) que les quantités

o

I, Py Pr -eor Pay h=pl e py e PR

sont solutions de I’équation

0*0 1 dg a0 1 dr 09

dude — q dv du 0w o
Il en sera de méme des quantités
(60) Xh Xﬁ» LIRS Xll’ X/z+1 XIH-‘_H

ol I’on a posé

Xpwr== = (1 4), Xu-wz:;l("“)-)’ X =1Ipr, (k=1,2,...,n).

b

[~

Comme on aura ici

X2 X2+ - X4+ XD+ Xy =2 1
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il en résulte que les quantités (Go) sont les parametres directeurs
d’une congruence cyclique.

25. Nous appellerons réseaw K tout réseau conjugué a une con-
gruence cyclique; tous les réseaux dérivés d’un réseau O sont des
réseaux K.

De méme, nous appellerons corngruence K toute congruence conju-
guée a un réscau cyclique.

Les principales propriétés de ces réseaux ct congruences sont étu-
diées au Chapitre suivant.

CHAPITRE V.

RESEAUX ET CONGRUENCES p, O; p,C; p, K.

SOMMAIRE.

26. Définition des réscaux et congruences p, 0; p, G; p, K. — 27. Congruences conjuguées aux ré-
seaux p, 0. — 28. Réseaux conjuguds aux congruences p, 0. — 2. Congruences harmoniques aux
réscaux p, 0. — 30. Gongruences harmoniques aux réscaux p, G. — 31. Réscaux harmoniques anx
congruences p, 0. — 32. Réscaux harmoniques aux congruences p, C. — 33. Rédscaux ¢t con-
gruences K. — 34. Propridlés spéeiales relatives a Pespace a trois dimensions. — 35, Propriélds

de Pespace & trois dimensions qui se déduisent de la théoric générale. — 36. Indications sur le bul
de la deuxitme Partic,

26. Nous appellerons réseau p, O, dans I'espace 4 n dimensions, la
projection dans cet espace d’un réseau O de I'espace & n +p — 1 di-
mensions.

De méme, une congruence p, O dans U'espace & n dimensions est la
projection d’une congruence O de 'espace & n + p — 1 dimensions.

Mémes définitions pour les réseaux et congruences p, C; pour les
réseaux et congruences p, K.

Soient z,, @,, ..., , les coordonnées d’un point d’un réseau p, O;
celles du réseau O de Uespace & n+ p — 1 seront x,, @y, ..., @,



SUR LES SYSTEMES ORTHOGONAUX ET LES SVSTEMES CYCLIQUES. 207
Yis Yar -+ ¥ p—i- Toutes ces quantités satisfont, ainsi que
i R R T T al A i ol I S s S
A une méme équation aux dérivées partielles. Done :
Pour gu’un réseau soit p, 0, il faut et i suffic que I’ équation

jf'ﬁ_ 5 07 0 a0
Jude T Jdu +R 00’

a laquelle satisfont ses coordonnées x,, xs, ..., x,, admelte en oulre
p — 1 autres solulions vy, ys, ..., ¥ -, et la solution
E I R S . T aly 4T TP
On trouve de méme les résultats suivants :

Pour qu’une congruence soil p, 0, faul et il suffit que U'équation

0*0 00 20 20
PIR T AR TRk T

a lagquelle satisfont ses paramétres directeurs X,, X,, ..., X, admette cn
outre p solutions Y, Y,, ..., Y, telles que
Xi+= X5+ = X0+ Y=Y 4. .+ Y, =o0.
Pour qu'une congruence sout p, G, il faut et il suffit que ['équation

2*0 1 9k 97 1 0l J0

PR I I RO
Jdu Jdy T h oy Ju { du Oy + R 7,

a laquelle satisfont ses paramétres directeurs X,, X,, ..., X,, admelte en
outre p — 1 autres solutions Y, Y,, ..., Y,_, telles que

XE b X2 X2 Y Y - Y =20 2V
U et V ciant respectivement des fonctions de u seul et de v seul.

Il est inutile d’indiquer les propriétés qui caractérisent les autres
¢léments introduits.

Remarquons qu’'un méme élément peut jouir de deux propriétés
distinctes; un réscau peut étre, par exemple, p,0 et ¢, 0. Nous lais-
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serons de cOté ces cas particuliers; nousy reviendrons dansla deuxieme
Partie, et nous verrons comment les propriétés générales, trouvées
dans la premiere Partie, doivent étre modifiées.

27. Nous allons chercher les congruences conjuguées aux ré-
seaux p, O. Prenons d’abord un réseau O.

Il y a d’abord les normales isotropes, qui engendrent des con-
gruences HO; de telles normales n’existent qu’a partir de » = 4; pour
n =14, il y a seulement deux normales isotropes; a partir de la, ces
normales forment un systeme o="~*, ¢’est-a-dire un systeme dépendant
de n — 4 constantes arbitraires.

Nous aurons ensuite les congruences O engendrées par les normales
ordinaires du réseau. Pour n =3, il n’existe qu’une scule normale;
pour » =4, elles forment une série plane; enfin, en général, elles
forment un systéme oo,

Je dis que toutes les autres sont des congruences 20.

En ellet, soit G une telle congruence; menons, par I'origine, une
droite g parallele & G il y aura sur g un pointM (=, z,, ..., %,) qui
décrit un réseau parallele a O. L’équation & laquelle satisfont les para-
metres directeurs z,, ., ..., ©, de G admet, en outre, les solutions

1 ct h=al+ a4+ .42k
Posons alors

N=10=2),  yi=c()),

P
On aura bien
2tz 4zl Yt yi=o;

cette condition prouve (n°25) que G est 20.

Prenons, d'une maniére générale, un réseaup, O. Soient G une con-
gruence conjuguée, g la représentation sphérique de G; il existera
sur g un point p. (2, ..., x,) qui décrit un réseau parallele; ce ré-
seau (1) est la projection d’un réseau M de I'espace & n +p — 1 di-
mensions. Désignons par (@, Z,, ..., Tp Y1y Yo, - -y ¥p—y ) les coor-
données de M ; I'équation & laquelle satisfont ces quantités admet, en
outre, la solution

A=zl 2]+ hxl Yyt eyl
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Remarquons, en outre, que x,, «,, ..., a, sont les parametres direc-
teurs de G et appliquons le criterium du numéro précédent. Nous dis-
tinguerons trois cas :
1° A est nul. Le réscan M est sur un hypercone. La congruence G
est p — 1, O.
20 A =1. Le réseau M cst OS. Posons y,==1¢, on aura
X} AL A Y A YR — V=0,
G serap, O.
3° h n’est pas constant; M est un réseau O quelconque.
Posons alors
i 1 5
¥p== ;(l-i—?.), Yo = o (1—1),
I R R e i T ol & Y =0,

Le réseau est (p +1)0.

En particulier, les congruences conjuguées aux réseaux 20 se ré-
partissent ainsi :

Un systeme «"=* de congruences O; pour 2 = 3, il y a deux telles
congruences ;

Un systeme «="* de congruences 20 ;

Enfin, toutes les autres sont 30.

28. Etudions les réseaux conjugués aux congruences p, O.

Prenons d’abord une congruence O.

(’est la projection d'une congruence HO de I'espace & n -+ 1 dimen-
sions; les réseaux conjugués a cette derniere sont tous des réseaux O ;
done les réseaux conjugués de la congruence donnée sont des ré-
secaux 203 il y a exception pour la série parallele & la trace de HO, ce
sont des réseaux O.

On peut d’ailleurs traiter la question directement.

Soient M(X,, X,, ..., X,,) un réseau O, (x,, 2, ..., x,) les cosinus
directeurs d’'une normale G qui décrit une congruence O. On a (Cha-
pitre IT) les formules

0Xs B, dre; ak, oh Im da bin
(1) du — 7= da — TS0 Jde T Jde T
1
? QXJ =n (———)J)[ = 0n o . hn ok = an
' ()U o b ()‘,1 - 4 ;)_(—l '"— 4 ;)l_l .

dnn. de ' Ee. Normale, 3° Série. Tome XV, — Juix 1898, 27
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Les coordonnées d’'un point quelconque N(Y,, ..., Y,) de la droite G
sont

Y[’* X[+ P&,

¢ désignant la longucur MN. On trouve, en différentiant,

ATHE . dp
\ 'J(T - (II i ((P)gz - '(')l’t’trn
(2) ¢ Wi _. g H,)_r‘_}‘{)g -
et ensuite
o »?*Y, _d o o o D
(%) T il TA 28l A DRl P rlei

St ce point N décrit un réseau, 'équation de ce réseau doit étre

‘ PY D voathaan) Y o L rno Y.
(4 duadv Qe log (/i +ap) Jdu l Jdu (L+bp) ade
Pour qu’elle soit satisfaite, il faut

. do 0 " g do )
(o) ()”‘(}—‘—; f— -(*)—‘7 l“n (/I -+ fll(J) ()(( - ()(; I(ih([ -t /}p ) (—_)T' .

Cette condition (5) donnerait les valeurs de g correspondant aux
réseaux conjugués. Cette condition est satisfaite de deux fagons :

12 Si p est constant, on a une série parallele de réseaax O;

2° Dans le cas contraire, on a, d’aprés (2),

N OY, AY 0o dp

Qi Jv T du 0o
1
Posons alors
Y= ip.

On aura alors

"1

¥ oYi Y |
Jdu Jdv
1
Le réseau décrit par le point (Y,,Y,,...,Y,, Y, ) est donc O3 par
suite, N décrit un réseau 20.
Soit maintenant G une congruence 20; N un point de G qui déerit
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un réseaus; G oest la projection d’une droite g qui déerit une con-
graence O; soit 2 le point qui se projette en Nj les coordonnées de n

se mettent sous la forme

Y, = NX;+pux; ({=1,2,...,0n441).

Posons

r .
P NN
\u—r_’ 1,-’

L’équation du réseau N admet, outre les solutions Y,, Y,, ..., Y,..,
aussi la solution
Yi+ Y+ Y+ Yo Y,
Cela posé, si

(6) Yoo 2 Yy,
I'équation admet(ra la solution
Yi+ Y+ - Y2

Le réseau N est O il y a ainsi deux séries de réseaux O.
Si ['on pose ensuite

(7) Y/z-(--.::": LY i,

£ ¢tant une constante, le réseau scera 20. On a ainsi une =' série de
réseaux 20.

Tous les autres seront des réseaux 30.

I faut, pour justifier ce raisonnement, que les valeurs de g fournies
par les formules (6) ou (7) vérifient la relation (5). Le calcul ne pré-
sente aucune difficulte.

Il est facile d’indiquer la situation des deux séries de réscaux O
conjugués i G. Soit M un tel réseau; prenons la représentation sphé-
rique G’ de G; un point M de G’ décrit un réseau parallele & M; soit
M” Uinverse de M, il décrit aussi un réseau O; il y aura done sur G
des réseaux paralleles & M'. Les deux séries de réseaux O sont done
paralleles & deux réseaux inverses I'un de Pautre; les tangentes cor-
respondantes de ces réseaux sont également inclinées sur la droite G.

En projetant de proche en proche, on voit que, sur une congruence
pO, il yaura des réseaux p — O, pO et (p -+ 1)0. D'apres le numéro
précédent, il ne peut pas y en avoir d’ordre moindre.
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29. Congruences harmoniques aux reéseaux p, O.

D’abord, si le réseau est O, toutes les congruences harmoniques
sont cycliques. C’est une définition (n° 21).

Prenons, d’une maniere générale, unréseaun p, O. Soientx,, x,, ...,
x, les coordonnées du réseau; I'équation du résean

Y q f
029 d9 0 09

dude du Sy

—
oz
~—

admet, en outre, les solutions y,, y., ..., ), et la solution
(9) i o PR S i AT TR o

Les parametres directeurs (X, ..., X,)) d’une congruence harmo-
nique au réseau donné, sont

;o ().If,' 29 ()(L'i a9 . N N
(10) Xi= T ov T de Ju (=1,2,...,n).

Posons, de méme,

\ Ay 09 dyr d9 -
(o) Vo= 00 e T e oa KE LA o T

Les quantités X;, Y, sont solutions de I'équation

(12 00 v oh9b 10l 00 py
) dude T dv du T T du ov ’

et on a

(13) X34+ XS X, + Y - YA Y = U 2

En général, il n’existera pas de relations linéaires entre Yy, Y., ...,
Y,—; la somme Y; + Y] ...+ Y;  ne peut pas se réduaire 4 un
nombre moindre de carrés. La congruence est p, C.

Mais si

==,y Yo+ o oy Y pey,
@y, @y, -y @,y btant des constantes, les fonctions Y,, Y,, ..., Y, ,
ne sont plus indépendantes; la somme Yi + Y +...+ Y, peut
étre réduite 3 un nombre moindre de carrés. Deux cas sont & distin-

guer :
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La réduction est d’une unité. (On le voit en faisant 0 = y,, ce qui

annule Y,.) La congruence est p —r,C. On a un systeme o’ de
telles congruences;

2° ai-+aj+...4+a,_,=o.

La réduction est de deux unités. (On le voit en faisant 0 =y, + iy,
ce qui annule la somme Y3 + Y3.) La congruence estp — 2,C; il ya
=% de ces congruences.

In particulier :

Pour unrescan 2.0, il y a une seule scrie harmonique de congruences C.
Toutes les autres sont 2C.

Les congruences C sont la trace, sur le réseau 20, du réseau O qui
le projette.

Pour un réseau 30, il y a deux scries /Larm()niques de congruences G
correspondant aux valeurs ) =y, 2= 1iy,.

= systémes de congruences 2C, correspondant a) = ay,~+ by,.

Les congruences 2G font partie de la série harmonigque des deux con-
gruences G,

Toutes les awtres sort 3C.

30. Congruences harmoniques aux réseaux p, C.

Prenons d’abord un réseau hypercyclique (z,, ..., 2,); ilest appli-
cable sur le réseau plan y,, y,. Pour deux congruences harmoniques
correspondantes, on aura (n° 16)

XX X2 =Y —Yi=o.

Pour les droites isotropes du plan 0 ==y, =iy,, Y2 + Y] est nul,
la congruence correspondante est HO; aux droites du plan corres-
pondent des congruences O; enfin, toutes les autres sont 20.

Prenons ensuite un réseau cyclique (x,, x,, ..., x,) applicable sur
le réseau (yy, ¥s s )- Onaura ici :

X2 X2 o+ X2 — Y2 — Y2 — Y=o,
Distinguons les trois cas sulvants :

JR— . 2 2 2 —
10 O=da,ys+ ayys+ ayys, a4+ ai -+ a;=o.
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Ce qui revient & prendre les congruences qui correspondent & I'in-
tersection du réseau (v) avec un planisotrope ;lasomme Y; + Y, + Y3
devient carré parfait; la congruence est O;

2° O=a,y ~+ a,y,+ az )y, at +aj-+ajo.

Ce qui revient & prendre 'intersection du réseau () avec un plan
fixe non isotrope. La somme Y7+ Y -~ Y peut se réduire & une
somme de deux carrés: la congruence est 20 ;

3o 0 esl quelconque.

La somme Y; + Y3 + Y; ne peut se réduire & un nombre moindre
de carrés; la congruence est 30.
Ainsi, ilya:

=! séries de congruences O harmoniques. Elles correspondent awx
sections du réseau applicable par des plans isotropes fixes.

%* series de congruences 2O harmoniques. Elles correspondent aux
sections du réseaw applicable par des plans fixes.

Toutes les autres sont 30.

Nous savons aussi (n° 11) que, sur deux réscaux applicables, les
réseaux dérivés sont correspondants. Prenons, sur le réseau (y), le
point M qui décrit une droite fixe D. Ce point M(Y,,Y,,Y,) déerit
évidemment un réseaus; il en sera de méme du point correspondant
N(X,, Xy, ..., X,). Lasomme Y§ + Y} + Y est, & une constante addi-
tive pres, un carré parfait. Le réscau N sera 20. Si la droite D est
isotrope, Y; + Y3 -+ Y; est constant; le réseau N sera O.

Cela posé, coupons le réseau (y) par les génératrices d’un cone
isotrope fixe; les points d'intersection se trouvent sur un cercle: les
points correspondants (v) du réseau x se trouvent sur le cercle cor-
respondant C.

Ces points décrivent des réseaux O, dont 'une des normales est la
tangente au cercle C. Nous avons déji trouvé de tels systémes (n® 23).
(Pour le cas de Pespace & trois dimensions, le résultat a été donné
par M. Darboux, Legons.)

Parmi les réscaux dérivés d’un résean G se trouvent, en outre, des
réseaux 30 et 40.
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Prenons ‘maintenant un rvéseau p, C(x,, @,, ..., 2,), applicable sur
le réseau (1, Yas « - s Vpo Vpwrs Vpso). On aura (n® 16), pour une con-
gruence harmonique quelconque,

XP-+-X0+. . X — Y — Y2 —.. . —Y!

T

prd

™
I
o

Cela posé, distinguons trois cas :

1Y U= ay¥i-tee i@y )+ Ay Va1 =+ Qs ¥ pevas

2 2 2 2 —
ai +...-~ap 4+ ag,, + aj,,=o.

La somme Y7 + Y, +...+ Y, se véduit & une somme de p carrés.

p+2

La congruence est p, 0.
20 U=ty )y oo oo Wpin Y ps at 4. .. Aal ., Zo.

La somme précédente se réduil & p -1 carrés. La congruence est

(p-+1),0.

30 ¢ est quelconque.

Il n’y a pas de réduction. La congruence est (p + 2), 0.
Les réscaux dérivesseront p, 05 (p+1),05(p+2),0; (p-+3),0.

1. Réscaux harmoniques aux congruences p, 0.

Prenons d’abord une congruence O, décrite par une droite L qui
est la normale d’un réscau M qui est O. Les réseaux harmoniques a L
se trouvent dans les plans menés par L et une autre congruence
conjuguée i M. Nous distinguerons alors trois cas :

1° Le plan mené par L contient une normale isotrope 4 M perpendi-
culaire i L. Le réseaw sera semi-nul. 11 'y a un systeme =<~ de tels ré-
seaux; il n’en existe qu’a partir de p==5; pour n=1>5, il y a seule-
ment deux réseaux semi-nuls.

2 Le plan mené par L contient une autre normale ordinaire de M.
Le réseau sera HC. 11 y a un systeme ="~ * de tels réseaux; pour n = 4,
il n’en existe qu’un seul.

3> Le plan mené par L ne conticnt pas d’autres normales a M. Le

reseau sera C.
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En projetant, on en déduit les résultats pour les réseaux 20. On
obtient :

1° Un systéme ="' de reseaux HC. Pour n = 4, il y a deux de ces
reseaux.

2° Un systeme ="~ de réseaux C. Pour n =3, il y a un seul réseau.

3° Tous les auires sont des réseaux 2C.

On trouve de méme que les réseaux harmoniques & un réseau p, O
peuvent étre (p —2),C; (p — 1),C; oup,C.

On pourrait objecter qu’il peut se produire des réductions de degré
en projetant; les résultats du numéro précédent montrent qu’il n’en
est pas ainsi.

32. Réseaux harmoniques aux congruences p, C.

Prenons d’abord une congruence eyclique et reprenons les notations
du n® 23.

Parmi les réseaux harmoniques, nous avons d’abord un systeme
=% de réscaux O formant le systeme (B). Il n’en existe pas d’autres
si la congruence n’est pas une congruence de Ribaucour (n® 23).

Posons maintenant

04 [ @i=p12+ paxl 4. pux), ((=1,2, ..., (n-+ 2)],
(14 i ) ) :
Prpi o pl=a,

Pir Pas «-s P €tant des constantes. Les 7 + o quantités x; sont les
coordonnées d’une sphere (A) dont le centre A décrit un réscau 20
harmonique & RS. Nous obtenons ainsi un systeme «="~'(A) de ré-
seaux 20 harmoniques a4 la congruence. Tous ces points A sont dans
Uhyperplan qui passe par intersection des spheres (R) et (S). Pour
tous ces réseaux, la différence AR =AS  est la méme.

Je dis qu’il n’existe pas d’autres réseaux 20, harmoniques & RS,
dans le cas général. En effet, soit 7 un autre réseaus; ¢’est la projec-
tion d’un réscau M qui est O. Avee les coordonnées des deux spheres
de centres R et S et de rayons RM, RS, on peut former les deux der-
nieres lignes d’un déterminant orthogonal. Si ces deux dernitres
lignes different de celles du déterminant donné, la congruence RS est
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cyclique de plusicurs manieres, c¢’est le cas que nous avons exclu.
Dans le cas contraire, (/) appartient forcément au systeme (A).

Tous les autres réscaux harmonigues sont 30. En effet, soit H un
tel réseau; joignons le point H & un point B; la droite BH engendre
une congruence, conjuguée i B, et, par conséquent, 20. Le réscau H
est forcément 3 0.

La droite qui joint le point A, au point A, est la projection de la
normale MN, (n° 23) & un réseau de espace & 22+ 15 ¢’est donc une
congruence 20 dérivée de RS; toute congruence 20 peut évidemment
étre obtenue ainsi. Comme rien ne distingue les points A,, A,, ..., A,
les uns des autres, on peut dire que toute congruence 20 est obtenue
en joignant deux de ces points. Done :

Toute congruence 20 peut ére considerce comme la trace du plan de
deux normales @ un réseaw O de Uespace a (n—+1).

Prenons deux de ces points A, et A, par exemple. Posons
;== cosguxl - sing.rl,

ol g est constant. Ces quantités x; sont les coordonnées d’une sphéere
dont le centre décritun réseau harmonique & RS. On obtient ainsi une
série harmonique & RS; dans cette série se rouvent deux réseaux O
dont les coordonnées pentasphériques sont

P
1=

L= X (k.

On montre facilement que, si une séric harmonique & une con-
gruence eyclique contient deux réscaux 20 ou un réseau 20 et un
réscau O, clle contient deux réseaux 20 el tous les autres sont 20,
La congruence dérivée correspondante est 20; elle est située dans
"hyperplan passant par les points communs (R) et (S).

Il existe d’autres congruences 20 qui sont dérivées de RS, telle est
la congruence BH. La séric harmonique ne contient, en dehors de B,
que des réseaux 30.

On déduit facilement, par des projections, que les réseaux harmo-
niques & une congruence p, Csont p, 0, (p—+1),0 0ou (p +2),0.

Ann, de UEc. Normale. 30 Série. Tome X V. — Jus 18g8. 28
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33. Réseaux et congruences K.

Considérons un réseau K conjugué & une congruence L qui est C.
Soit G une autre congruence quelconque conjuguée a Kj le plan LG
enveloppe un réseau M qui est harmonique & L: donc M est O, 20
ou 30.

Si M est réscau O, la série LG est formée de congruences G. Si M
est 20, la série LG est formée de congruences 2C, sauf L

Si, enfin, M est 30, deux cas peuvent se présenter :

1° La seconde série de congruence cyclique harmonique & M passe
par K, alors la série comprend deux congruences C; les autres sont 2C;

2° Si la seconde série ne passe pas par K, la série harmonique ne
comprend, en dehors de L, que des congruences 3C.

Done :

Les congruences conjuguces a un reseau K sont C, 2G ow 3C.
Les réscaux derivant « un réseau K sont O, 20, 30.

Prenons maintenant une congruence K conjugude i un réseau cy-
clique M soit p. un réseau conjugué de K; Ie plan de . coupe le plan M
suivant une droite D, qui décrit une congruence harmonique & M. La
congrucnce D est done O, 20 ou 30. Par suite, p peut étre G, 20
ou 3C.

On voit que, si 'on connait la congruence K ¢t le réseau M, on peut
en déduire une infinité de nouveaux réscaux C. Prenons, en cllet, une
congrucnce de normales D, harmonique & M, ce qui peut se faire de
=<' manieres. Sur K, il existe une série harmonique & D, qui est com-
posée de réseaux C; on pourra raisonner sur ces réseaux comme sur
le réseau M.

Nous pouvons conclure de la :

Les réseaux conjugués a une congruence K peuyent étre G, 2C ouw 3C.

Les trois cas ne se présentent pas toujours. Nous avons vu, en ellet,
que, & partiv de n =5, il existe (n® 20) des congruences particulicres
dont tous les réseaux conjugués sont cycliques.

34. Nous terminerons cette premiere Partic en indiquant les résul-

\

tats relatifs & Pespace & trois dimensions. Il en existe qui n’ont pas
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leurs analogues dans les autres espaces; ce sont celles qui sont rela-
tives au parallélisme des réseaux et congruences (n° 9). Nous démon-
trerons, & ce sujet, les théoremes suivants :

I. Toute congruence paralléle a un réseau PO est p, O et ineersement.

Le théortme est vrai sip == 11 il sullit done de démontrer que, s'il
est exact jusqu’a la valeur p, il est vrai pour la valear p + 1.

Soit A un réscau (p -+ 1), 05 (@) une congruence parallele. [l existe
unc congruence G, conjuguce a A et p, O; done il existera (n°9) un
réseau (g) parallele & G et conjugué i (a5 g sera p, O par hypothese;
done (a) doit ¢tre (p—1),05 p, 05 (p-+1),0. Mais, le théoreme
¢tant admis jusqu’a la valeur p, (a) est forcément (p =+ 1), 0. On de-
montrera de méme que tout résean parallele & une congruence
(p—+1),0est (p-+1),0.

Cela posé, projetons d’un méme espace a2 dimensions, par exemple
une congruence O ¢t un réscau O. Les parametres directeurs de la
projection de la congruence seront, par exemple :

(15) D S

Ceux des tangentes i la projection du eéseau O sont :

et, par conséquent, ceux de la normale sont :

P

7 —-g_'fl", 'CF,I"l ____— 1

(I“) IQ"_'T‘:; ,,,,, ‘gr"..{l-.', C- nt.

Les quantités (16) devront étre proportionnelles aux quantités (15)
d'un autre déterminant orthogonal. De la une nouvelle transforma-
tion des déterminants orthogonaux que je ne développerai pas ici.

[I. Towte congruence paralléle a un réscaw p, G est p, C, et wnverse-
mendt.

Si 7 == p 4+ 2, toul réseau p, C est projection d’un réseau C de l'es-
pace i z; toute congruence p, C est projection d'une congruence C
de Uespace & n. Or, nous avons vu que les parametres directeurs de
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la normale & la projection d’un réseau C sont (n° 20)

; NES] n+1
(17) [ A

D’autre part (n° 24), les quantités

, 741 nei RNt
oottt ahtt, Lo, ant

sont les parametres directeurs d’une congruence C: donc les para-
metres de la projection sont les quantités (17), ce qui démontre le
théoreme.

D’un autre coté, les projections d’un réseau cyclique sont aussi les
mineurs de la matrice (n° 20)

al al x]
2

(18)

2l a

Les quantités (18) sont donc proportionnelles aux quantités (17)
d’un autre déterminant orthogonal. De la encore une nouvelle trans-
formation des déterminants orthogonaux.

Enfin il résulte de ce deuxieme théoreme et des résultats du n® 9
le théoreme suivant :

HI. Towte congruence paralléle a un réscau p, K est p, K, et inverse-
mend.

Ces théoremes établissent, dans espace i trois dimensions, une
réciprocité entre les réseaux et les congruences; de telle sorte que,
& chaque propriété des réseaux, on peut faire corvespondre une pro-
pri¢té des congruences, et inversement.

35. Il nous reste & indiquer rapidement les résultats de la théorie
générale qui s’appliquent & U'espace & trois dimensions. Nous intro-
duirons trois sortes de déterminants orthogonaux.

1° Les déterminants A, & trois lignes :

(r9) A= & & &y ’7



SUR LES SYSTEMES ORTHOGONAUX ET LES SYSTEMES CYCLIQUES. 2271

avee les formules

9z _ ak,

du =0
(20) |

()-7,',' . b

"()“‘; — 0ony

avee les conditions

(21)

9z, aa— dn; .
S — — mn; —L = mi;
du ! P du =0 .
- (t =1, 2’ 0)’
% _ nin; d0; br;—nt
Jde T oy " =
da
— =bm,
s am - du b
< e 4 —- 4+ ab=o.
’ abh Jv dv
—— =an
\ dee ’

Le point (x,, 2,, x,) décrit sur la sphire de rayon 1 un réseau
orthogonal (réseau OS).
[ définit lTa représentation sphérique de réseaux (0) (surfaces
rapportées i leurs lignes de courbure). Si X, X,, X, sont les coor-
données d’un tel réseau, on aura

(22)

aX; . oh
Qdu feci dv tm
()-X e ()l— = hn
g Y du ~

({==1,2,3).

Les quantités X,, X, X, satisfont & I’équation

010k a9
Jude " hde du

1 ol Q0

70w o

Enfin, les quantités X;, a; satisfont 4 ’équation

(24)

D20 0k {)g
duade % Jdv du

1 Jn; ()0

1, du Jdy

On peut encore déterminer les réseaux O en pesant

(20)

X,’.T.".I).ITI‘*}— l/f‘t—{*— r;

avee les conditions

(26) ‘

ap

Jdu
ap
Je

ar
—=adq, P mq,
oy,
=br, 2 — nr,
adye

({=1,2,3),

o =ap + (),/:

L mr
du ?

l— /)(/ -+ (;):-‘ ~+ ng.

)
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Les quantités p, x,, x,, x, sont solutions de I’équation

o 0%0 1 9a ) 1 b J0
(27) Jadv “advon T o dv

Enfin p est aussi solution de I’équation

(28) 00 _ 10909 1016
2% Jude ¢ dv du 1 du dv

Les équations (23) et (28) admettent, en outre, la solution

o= X3 4 X3 4 XS = pr e g

Il en résulte (n°24) que les quantités

1 5y
;(l-'-/»),

L)([ —2), ip

sont les paramétres directeurs d’une congruence cyclique.

20 Les déterminants A, & quatre lignes :

(29)

avec les formules

[ dx; , dyi ; 9z
Sl =mal, =l S em—axi— by — m;
h u S0 u T Ju i) i
| 0.y dve . 0%
S ==, A T e T T,
,( oo K S0 )o &
avec les conditions
da e
— = bm, ~— = [m,
(o) Jv 0y om on
40 I
- / Jb of I du
— =an, Yo—en,
du Jdu

i

Ces déterminants définissent les réseaux OS de I'espace a quatre di-
mensions, permettent de former les réseaux de cet espace, et, par
suite, les réseaux 20 de Pespace & trois. Enfin, ils peuvent s’inter-

Jn; .
S T INE
Ju #
4)‘(1 ;

L= Dy
Je

4 — A ab-+ef o,

Sy

neg,
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préter au point de vue non euclidien dans I'espace ordinaive. Rappe-

lons, en outre, que les quantités

A
ou bien aussi
‘zlnh_nli.&» E-_n'fl',“ T)*_'E-’n

3, — Tiggs

sont les paramttres directeurs d'une congruence cyclique. (Voir. i ce
sujet, mon Mémoire sur la déformation des surfaces, Journal de Ma-

theématiques, 1890 ).
3" Les déterminants A, 4 cing lignes :

o
Jdu
o
Je
on

oo
Ay
N
:.') |

s
k(P
= mé,,

=/lim,

- g‘ll,

ryooa, ay J,
YVioYe Vi )
(41) A St S2 Sy S
El C_: :C;:: cu
11y 11y Ty Uy
avee les formules
[ Dy . v, . 03, i
e e —_—— = e e A
Jdu =07 du 2 du 2 50
i Ay . Js;
=, T — = hn,;
Jdv " Jde S Jo o
(h2) «
oz ax 0 o men 9n;
vei e B — o _.
du ‘ JiT 55 o Jdu
I)E,' . - ()'f[,
S LI NC; JE—
L e =0 Jdy
avee les conditions
[ da e .
== hm, = == fmn,
Jy Jde
. Jdb af
(43) l LS man, A “=en,
A Jdu
am
ab +ef + gh—+ 90

ou

Ce déterminant nous permet d’introduire cing spheres deux & deux
orthogonales. Désignons par (), (y), (5), (%), (n) ces cinq spheres.
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La sphere («), par exemple, touche son enveloppe aux deux points
qui se trouvent & 'intersection des spheres (2). (%), (n). Ces deux
points B et B" ont pour coordonnées pentasphériques

_)’/;i l'J/l—.

Ces points décrivent des réseaux O. La sphere touche ses deux enve-
loppes suivant des lignes de courbure.

Le centre de cette sphere décrit un résean 20. La droite qui joint
les centres de deux spheres, (), () par exemple, déerit une con-
gruence 20.

Enfin, la droite qui joint les centres des spheres (%), () décrit une
congruence cyclique. Le cercle d'intersection de ces deux spheres est
normal & une série de surfaces. Les coordonnées pentasphériques des
points de ce cercle sont

xi==ax;+ by~ 3,
@, b, ¢ étant des constantes lices par la relation
@+ O* - ¢z 0.
Le plan de ce cercle enveloppe un réscau cyclique (Ribaucouar).

Voici maintenant les propriétés qui se rapportent aux cas les plus
simples :

Riseaux O.

Congruences harmoniques. — Congrucences C.
Congruences conjuguces. — Une congruence O; les autres sont des

congruences 20.

Coxeruexces O.

Tous les réseaux harmoniques sont C.
Parmi les réseaux conjugués se trouvent :
1° Une série parallele de réseaux O.

2° Tous les autres sont réseaux 2 0.
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REsEaux 20.

Les congruences conjuguées se partagent en trois groupes :
1° Deux congruences O, qui ont pour parametres directeurs

xyE Ly, Xy Ly, Ty Ly,

(déterminant A,).

Ces deux droites sont dans un plan normal & la surface et égale-
ment inclinées sur la surface (Darsoux, Legons).

2° ' systemes de congruences 20; ces congruences appartiennent
a la série des deux congruences O.

3° Toutes les autres sont congruences 30.

Les congruences harmoniques se composent :

1° Une série parallele de congruences C. Ces droites sont perpendi-
culaires au plan des deux congruences O.

2¢ Toutes les autres sont congruences 2 C.

CoNGRUENCES 20.

Les réseaux conjugués comprennent :

1° Deux séries de réseaux O. Les plans de ces deux réseaux sont
également inclinés sur la droite de la congruence. Ils sont paralleles
A deux réseaux O inverses I'un de I'autre. La droite d’intersection de
ces deux réseaux décrit une congruence cyclique C.

2° =' séries de réseaux 20. Les plans de ces réscaux sont paral-
leles & C.

3° Tous les autres sont réseaux 30.

Les réseaux harmoniques comprennent :

1° Un réseau C perpendiculaire a la congraence C.

2° Tous les autres sont 2C.

Reiseavx 30.

Les congruences conjuguées comprennent :
1° Un systeme o' de congruences 20. Les parametres directeurs de
Ann. de I’Ec. Normale. 3° Série. Tome XV, — Jux 18y8. 20
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ces congruences sont (déterminant A,) :
axi+by;+cs; (i =r1,2,3),
a, b, c étant des constantes liées par la relation
at+ b*+c*=o.

Elles forment, en chaque point, un cone du deuxieme degré, S.
2° oo? systtmes de congruences 20, ayant pour parametres direc-

teurs
axi+byi+csy, at+ b+ c*zo.

3° Les autres sont des congruences 40.

Les congruences harmoniques comprennent :

1® Deux séries A et B de congruences C.

Prenons la congruence A et le cercle @, qui est normal & une série
de surfaces; les droites qui joignent le réscau aux points de @ engen-
drent des congruences 20; elles se trouvent sur le cone S. Donc les
sections circulaires du cone S ont leurs axes dans le plan tangent au
réseau. Ce sont les droites des séries A ot B.

2¢ Toutes les congrucnces harmoniques appartenant i la séric A, B
sont 2C.

3° Toutes les autres sont 3 C.

On aurait des résultats analogues pour les congruences 30.

Enfin, les congruences 30 sont, comme on le voit facilement, les
mémes que celles que j’ai appelées congruences associces (Comptes
rendus, 1897).

36. 1l est bien entendu que les résultats qui précedent s’appliquent
au cas le plus général. 1l faudrait les modifier si plusicurs propriétés
s’appliquaient & la fois & un méme réscau ou & une méme congruence s
par exemple, si un réscau ¢était a la fois p, O et ¢,0; ou bienp, C et
¢, C; ou encore p, 0 et ¢,C. Le but de la seconde Partie sera d’étu-
dier ces modifications et de déterminer ces ¢léments particuliers.

Dans le cas de I'espace & trois dimensions, on peut, en vertu de la
loi de réciprocité établie au n° 33, se borner a considérer les réseaux.
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Si donc on laisse de coté les réscaux K, on aura les trois types sui-
vants de problemes :

1 Trouver les réseaux p,0 et ¢, C.

Nous donnerons & ce probleme le nom de probléme de Bonnet, parce
que Bonnet a trouvé les réseaux qui sont O et C.

2” Trouyer les réseaux p, 0 el ¢, 0.
3% Trouver les reseaux p, C el g, C.

Ces deux derniers problemes se ramenent 'un i Vautre. Ce dernier
probleme sera appelé probléme de Ribeaucowr, parce que Ribeaucour
a, le premier, donné des propriétés des congruences qui sont Get €
(cveliques de plusieurs manitres ).

Enfin, nous chercherons aussi :

Les réseauz p, O et ¢, K;

Les réseaur p, G et g, C.

(A suivre.)

e LA e



