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SUR LES TRANSFORMATIONS

L/INTEGRATION DES SYSTEMES DIFFERENTIELS,

Par M. Eviense DELASSUS,

PROFESSEUR AU LYCEE DE DOUAIL

INTRODUCTION.

On sait 'importance des intégrales intermédiaires dans le probleme
de Pintégration des équations aux dérivées particlles du second ordre.
(Cest la recherche de telles intégrales qui constitue la méthode de
Monge et, au fond, celle de Laplace.

Je me propose, dans ce Mémoire, d’étendre la méme notion aux
systemes différentiels quelconques. 11 est possible d’y arriver d’une
facon précise en utilisant les résultats que j’ai donnés, dans un Mé-
moire antérieur ('), sur la forme canonique générale de tels systemes
et le théoreme général d’existence des intégrales.

Le théoreme de Cauchy généralisé, en faisant connaitre d’une fagon
précise le nombre et la nature des arbitraires dont dépend I’intégrale
générale d’un systeme, permet en quelque sorte de mesurer le degré
de difficulté de U'intégration, ce qui conduit & la notion de systeme
plus simple qu’un autre.

En partant de ces idées, on est tout naturellement conduit, pour
tenter I'intégration d’un systeme 2, & chercher des systemes intermé-
diaires X/, ¢’est-a~dire des systemes plus simples que X, et dont toutes
les intégrales soient des intégrales de 2. Si 'on connait des systémes
¥ dont les équations contiennent des arbitraires en nombre suffisant,
Vintégration de X sera ramenée & X',

(1) Brien~e Derassvs, Falension du théoréme de Cauchy aur sysiémes différentiels
les plus gendrawr ( Annales de " Ecole Normale ; 18906).
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Pour former un systeme intermédiaive, il faut ajouter 2 X des équa-
tions complémentaires, ot on leur imposera la condition de fournir
avec X un systeme ¥ compatible et ayant une intégrale générale dé-
pendant d’arbitraires dont on fixera @ priori le nombre et la nature.
Les premiers membres des équations complémentaires seront alors
assujettis & vérifier un systeme différentiel X7, que I'on saura certaine-
ment former.

Si X" est compatible et a des intégrales dépendant d’arbitraires en
nombre suflisant, Uintégration de X sera décomposée en deux parties
qui seront I'intégration de X', puis celle de X',

11 est naturel de chercher & obtenir un systeme X' qu’on sache cer-
tainement intégrer; dans ce cas, on peut dire que toute la difficulté de
Vintégration de X se trouve reportée sur X7, et nous appellerons X7 le
transformé de X.

En faisant varier la forme imposée & ¥/, on arrive & déduire d’un
méme point de vue un grand nombre de résultats dont certains sont
nouveaux ¢t dont les autres constituent, a peu de chose prés, tout ce
que l'on sait actuellement sur les systemes différentiels d'une forme
présentant quelque généralité.

Le cas le plus simple est celui ot Von impose a X' la condition d’étre
de premitre espece, cest-ii-dire d’avoir une intégrale générale dépen-
dant d’un nombre limité de constantes arbitraives.

Appliqué aux systemes de premicre espece eux-mémes, il conduit
a leur intégration par des équations différentielles ordinaires.

Appliqué aux systémes dont Uintégrale générale ne dépend que
‘d’une seule fonction arbitraire, laquelle ne dépend que d’un seul ar-
gument, il conduit immédiatementaleur intégration par des équations
différentielles ordinaires.

Appliqué & des systemes quelconques, il conduit a faire correspondre
a tout systétme X une infinité multiple de systemes de plus en plus
compliqués, et & un nombre de variables de plus en plus grand, dont
Iintégrale générale se déduit de celle de 2 par des calculs algé-
briques et tels que si 'on sait intégrer I'un quelconque d’entre eux,
on en déduit I'intégration de tous les autres par des équations diffé-
rentielles ordinaires et des calculs algtbriques.

Chacun de ces systemes posstde, en outre, la propriété de pouvoir
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s’intégrer par des équations différentielles ordinaires dés qu'on en
connait une intégrale particuliere dépendant de certaines constantes
et fonctions arbitraires.

Enfin, le méme cas, appliqué aux systemes du premier ordre & une
inconnue, conduit tout naturellement a la méthode de Jacobi et Mayer,
qui se trouve ainsi établie d’une fagon simple, sans faire de distinction
entre le cas ot 'inconnue figure et celui ol elle ne figure pas, et sans
étre obligé de faire appel aux propriétés particulieres des expres-
sions [I'. @] de Poisson.

Parmi les systemes qu’on sait intégrer par des équations différen-
tielles ordinaires, ceux qui ont la forme la moins particuliere sont
ceux dont I'intégrale générale dépend d’une seule fonction arbitraire
d’une variable.

Sil'on cherche des équations complémentaires conduisant & de tels
systemes, et si I'on cherche a se placer dans les conditions les plus
favorables pour que I'on puisse ainsi arriver & trouver toutes les inté-
grales du systeme proposé¢ X, on est fatalement conduit & retrouver
la méthode de M. Darboux ('), bien précisée dans le cas des systemes
quelconques.

En dernierlieu, une transformation particuliere, que j’appelle ¢rans-
Jormation par changement d’inconnues, fournit un résultat intéressant
relatil & Papplication de la méthode de M. Darboux aux systemes
linéaires. S’il existe une équation linéaire qui, ajoutée a4 X, donne
un systeme X' dont Uintégrale générale contient au moins une fonc-
tion arbitraire, £ pourra certainement s’intégrer par la méthode de
M. Darboux.

I.

Degré d'indétermination d'un systéme différentiel. — Systémes
intermédiaires.

1. Soit £ un systeme différentiel canonique & m variables x,,
Zyy oo s Ty L g inconnues s, sy, ..., 5. Supposons qu'aucune de ces

(1) DARBOUX, Sur les équations aux dérivées particlles du second ordre (Adnnales de
U'Ecole Normale; 1870).
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inconnues ne puisse étre prise arbitrairement de fagon que le systeme
contienne et détermine réellement les ¢ inconnues. Le (héoreme de
Cauchy généralisé nous montre que, pour déterminer completement
une intégrale de X, il faudra se donner arbitrairement :

I’y constantes;
I', fonctions de 1 variable;
I, fonctions de 2 variables;

I',.—. fonctions de m — 2 variables;
I, fonctions de m — 1 variables;

Nous appellerons degré d’indétermination du systeme X I'ensemble
des nombres I'y, 'y, ..., s, Ty pris dans Pordre

™o a 1 N
[0» 11’ l‘h reey lmm‘z; [nl~~—1'

Désignons-le par & et convenons que ®» ne change pas si Pon pro-
longe la suite qui le définit, en y ajoutant de nouveaux nombres I',,
Tses -+ qui sont tous nuls.

Deux degrés d’indétermination @ el ®” seront dits dgaux s'ils sont
deéfinis par les mémes nombres, ¢’est-i-dire si 'on a

Ly=1,, LT, Iy -1,
Nous conviendrons de dire que 'on a
(0 S (1
s'il existe un entier . tel que
rp.> -‘[,1.7 F[L«H - l-‘{1.4~17 ru, 2 ‘[’J.I:h ceey
et Pon voit immédiatement que
! DO el B =

entrainent
D = (.

Laissons de coté les systemes différentiels et ne considérons que
des équations isolées, en restant dans les généralités, c’est-a-dire sans
préciser leur forme et leur ordre.
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Soient

F=o, =0

deux équations différentielles, la premitre d’ordre p et i m variables
indépendantes, et la seconde d’ordre p’ & m’ variables.

Les connaissances actuelles sur les équations différentielles nous
conduisentd dire que I'étude des intégrales de F = o sera plus difficile
que Pétude des intégrales de ® = o si 'on a

m > m'
ou
m o= ', p=>pl.
Mais, d’apres le théoreme de Cauchy, les degrés d’indétermination des
deux ¢quations sont constitués par

N e IV e - — N el s N - — i
ll) e l - - rm* 2 == 0, Im. 1 "”l)y rm - l‘In-(—l ... 220,

[‘:, e r; fa r;" —y TTEO, Ly == o, | [‘,’,,r,,, I LT 0,
et, dans les deux hypotheses, on voit que Von a
) e (D

On est alors tout naturellement amené, en généralisant, & admettre
que, au moins en restant dans les généralités, la difficulté de 'étude
d’un systeme différentiel est d’autant plus grande que son degré d’in-
détermination est plus grand. Cette difficulté peut donc en quelque
sorte se mesurer par le degré d’indétermination et, pour abréger, nous
dirons qu’un systeme X' ayant pour degré d’indétermination " est
plus simple que X qui a pour degré d’indétermination @ si 'on a

IR OR

2. La méthode qui se présente le plus naturellement a I’esprit pour
la recherche de fonctions ayant un certain degré d’indétermination
consiste i dédoubler le probleme et & chercher si ces fonctions ne
pourraient pas étre considérées comme solutions de certaines équa-
tions dépendant d’arbitraires et dont la résolution introduirait de nou-
velles arbitraires de fagon & retrouver toutes celles qui doivent se
trouver dans les fonctions inconnues. C’est la méthode des équations
intermédiaires.



200 ET. DELASSUS.

Le moyen le plus général, pour nous, de définir des fonctions dé-
pendant d’arbitraires, consiste i les assujettir & vérifier des systemes
différenticls. T étant le systeme initial aux inconnues z et X' le sys-
teme intermédiaire, que nous supposons étre un systeme différentiel,
toute intégrale de X' devra é&tre une intégrale de X, de sorte que les
intégrales restent les mémes si & X on ajoute toutes les ¢quations de X :
ce qui signifie que le systeme intermédiaire £ sera constitué par le
systeme donné X, auquel on aurait ajouté les équations complémen-

taires
Ji=o,  [y=o,

qu’on suppose naturellement ne pas étre des conséquences algébriques
des équations de X, prolongé au hesoin, sans quoi X serait identique
a X.

3. 1l est facile de constater que tout systeme X ainsi constitué est
plus simple que £, au sens précédemment atleibué & cette expression.
Dans Z et dans les équations /= o, faisons le changement linéaire
le plus général de variables et résolvons £ comme il I’était primiti-
S I
vement. Il serarésolu par rapport & des ensembles canoniques

|

A

Portons les valeurs des dérivées ainsi obtenues dans les ¢quations
J=o et leurs dérivées successives, elles permettront de calculer de
nouvelles dérivées, de sorte que si 'on appelle

By
I'ensemble canonique de £’ correspondant & E/, on aura certainement

VS

Supposons d’abord qu’il y ait un nombre r, au moins é¢gal & 'ordre
canonique » de I, et pour lequel I'un, au moins, des ensembles B/
soit supérieur & I'ensemble correspondant /. Cela continuera i étre
vrai pour tous les ordres supéricurs & 7 et, en particulier, le sera pour
un ordre s supérieur & r, & n et & n’, ordre canonique de ¥'.

Soient v, Yh, +-.s Yho, les indices des ensembles Ef et v/, 7, ...,
Ym-i ceux des ensembles E;.



SUR LES TRANSFORMATIONS ET L'INTEGRATION DES SYSTEMES DIFFERENTIELS. 201

Il y aura certaines valeurs de 7 pour lesquelles il existera, parmi
A
les nombres 1, 2, ..., m — 1, un nombre w; tel que

123 3

YI=70 Y2 =75 ce Yoim1= Ypi—1> Vo< Vo

et pour toutes les autres valeurs de v on aura
7= 7 7’;:7'zv AR Y’/)fv-i:-/fn«—-_)’ "/;:iz—l:"/fn -1
En désignant par p le plus petit des nombres w; on aura donc

LA=3v T=2y, o Inia=3n, <3y

Les ensembles E] sont dérivés des ensembles E7: les ¥ sont donc les
indices des B}, ¢’est-d-dire les nombres fondamentaux du systéme.
Par suite, on a

iz=q

Ey'/: | (fJ=1,2, ...,m—1).

i=1

Pour la méme raison, on a

i=q

N (R b .
Y/_ m-jo

=1
finalement, on a done, en posant m — p. = p.’,
F;n-l == rm——ly rlnz«z = rm-‘z’ LR ] [,J.’+1 = rp.’-l—i» lvp.' < Fy.’7

¢’est-a-dire
W< ®.

¥ est done plus simple que 2 et, comme '~ o, la réduction porte sur
les fonctions arbitraires.
En sccond lieu, supposons que le nombre r n’existe pas, c’est-
a-dire que l'on ait A
Ef = Ef (d==1,2,...,q; sZn):

Pordre canonique »’ de X' sera au plus égal & n et, en prolongeant X/

jusqu'a Pordre n, les équations d’ordre n de ce systeme seront les mémes

que celles de 2. D’ol résulte que E et X' dépendent des mémes fonc-
Ann. de U'Ee. Normale. 3¢ Série. Tome X1V. — Juix 1897. 26
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tions arbitraires. & ne différera de X que par I'adjonction d’un certain
nombre d’équations d’ordre inférieur 4 n, ce qui montre que I'on aura

< T,
et, par suite,
W < (.
On arrive ainsi i la méme conclusion que dansle cas précédent;
mais, ici, la réduction ne porte que sur les constantes arbitraires.

4. Revenons maintenant aux systémes intermédiaires. Pour que X/
constitue un tel systéme, il faut que ses é¢quations dépendent elles-
mémes de certaines arbitraives e(, pour cela, il faut que les équations

complémentaires
Simro, [0, caey

qui servent a le définiv, aientdes premiers membres dépendant darhi-
(raives ct tels que le systeme X' soit compatible, quelles que soient ces
arbitrairves. .

On peut exprimer, d’une infinité de facons, que X' est compatible.
Pour préciser, on pourra se donner arbitrairement un degré d'indeé-
(ermination w’ satisfaisant & la condition

W 2w

et exprimer que X' est compatible avee le degré d'indétermination w'.

II pourra arriver, comme nous le verrons, qu’on ne puisse pas
exprimer que X' a exactement o’ pour degré d’indétermination. Pour
supprimer cel inconvénient, nous exprimerons que X a un degre
d’indétermination au moins égal i o',

Ceci posé, la méthode générale qui se présente naturellement a es-
prit pour la recherche des ¢quations complémentaires est la suivante :

On se donnera le nombre p des fonetions fet, pour chaque =, ordre
maximum des dérivées qui figurent dans les /. Désignons, d’une facon
générale, par y les = et leurs dévivées ainsi précisées. Les / seront
considérées comme fonctions des & ¢t des y. Nous nous donnerons
a priori p fonctions fdes 2 ct des y, dépendant d’un certain nombre
d'arbitraires, et nous chercheronsi restreindre ces arbitraires de facon
que l'adjonction des équations /| = o, ..., f,= 0 au systeme ¥ con-
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duise & un systéme " avant un degré d’indétermination au moins égal
am.

Dans ce nouveau probleme, les inconnues seront les arbitraires qui
figuraient dans les / et 'on sera conduit & un systeme différentiel £”
qu’elles devront vérifier et qui les déterminera en fonction d’autres
arbitraires.

Le systeme X" dépend alors de ces arbitraires. Si 7 a un degré d'in-
détermination ®” assez grand pour que toute intégrale de X puisse élre
une intégrale de X', pourune détermination convenable des arbitraires
provenant de X7, ¥’ constituera un systeme intermédiaire.

Si, en outre, on a ®”<Cm, on pourra dire qu'on a simplifié U'inté-
gration de X puisqu’on est ramené & intégrer successivement X7 et X/
qui sont tous deux plus simples que X.

in général, on choisira »" de facon que le systeme X' soit de une
des formes que 'on sait intégrer, de sorte que, si 'on n’en tient pas
compte, on peat dire que toute la difficulté de I'intégration de X est
reportée sur X, ou, si 'on veut, que 'intégration de X est ramence &
celle deX”. Cest pourquoinous appellerons X7 lesystémetransformé de X.

5. On peut obtenir de bien des manieres des transformés d'un sys-
teme X, suivant la facon dont on fait dépendre les / de fonctions arbi-
(raires.

Alafinde ce Mémoire nous étudierons, sous le nom de transformation
parchangement d’inconnues, une transformation dans laquelle on fait
dépendre explicitement les / de certaines fonctions arbitraires des a-.

Pour le moment, supposons, pour rester dans les procédés généraux,
quon fasse dépendre les / de certaines fonctions et constantes arbi-
traires en les assujeltissant & vérifier, quels que soient les @ et les y,
un systeme différentiel o.

Soit o” le systeme auquel on arriverait en écrivant, sans s’occuper
des équations o, que les équations /= o ajoutées 4 X donnent un sys-
(dme X" ayant un degré d’indétermination au moins égal & @', ¢’est-i-
dire en écrivant que les équations /= o ont en commun avec X des
intégrales ayant au moins ®" pour degré d’indétermination. Le sys-
teme (ransformé X7 s’obtiendra en ajoutant a ¢ toutes les équations
de o, de sorte que X7 sera, en général, plus simple que ¢'.
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Mais le but qu’on se propose est d’arriver & un systeme X7 ayant un
degré d’indétermination aussi grand que possible, pour pouvoir, si
c’est possible, obtenir toutes les intégrales de X. On arrivera i ce
résultat en réduisant £ a o', ¢’est-a-dire en supprimant complete-
ment o, ce qui revient i considérer les / comme des fonctions comple-
tement indéterminées des x et des y, assujetties seulement & la
condition de conduire & un systeme X" ayant un degré d’indétermi-
nation au moins égal i ",

Enfin, on peut toujours simplifier £ en supposant, ce qui est per-
mis, que les /' ne contiennent aucune des dérivées y qui figurent dans
les premiers membres des ¢quations de X et, en outre, diminuer encore
de ple nombre des variables indépendantes en supposant les p équa-
tions /== o résolues par rapport i p des y qui y figurent.

6. Comme nous nous proposons de montrer que les considérations
générales que nous venons de développer conduisent i retrouver
presque tous les résultats un peu généraux que Pon posside actuel-
lement sur les systemes différentiels, il est bon de préciser ce que
nous admettrons comme démontreé.

Dans un Mémoire antéricur (M), jai montré que le théortme de
Cauchy généralis¢ fournissail res simplement la Mcthode de Mayer
pour l'intégration des systémes lincaires du premier ordre ¢ une inconnue;
nous Padmettrons.

Comme nous Pavons déjia fait, nous appellerons systémes de premicre
espéce les systemes différentiels dont Pintégrale géndérale ne contient
qu'un nombre limité de constantes arbiteaives. Dans le Mémoire que
nous venons de citer, il a ét¢ démontrd que tout systéme du premier
ordre et de premicre espéee a une seule inconnue §'inlégre par une équa-
tion différentielle ordinaire.

Ces deux résultats, obtenus sans faire appel & aucune théorie parti-
culiere, sont les deux seuls que nous admettrons (*).

(1) B. Drrassus, Sur les systémes d 'équations aux dérivées particlles du premicer ordre
& une seule inconnue (Annales de I’ Feole Normale, 18¢7).

(%) En rvéalité, nous n’admettons que la méthode de Mayer, car le second résaltat n’en
est qu'un cas trés parliculier, mais qu'il est ulile d'énoncer & part.
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I

Etude d'une transformation particuliére.

7. Intégration des systémes de premicre espece. — Ces systemes sont
évidemment les plus simples parmi les systemes différentiels. Leur
degré d’indétermination est celui d’un systeme d’équations différen-
ticlles ordinaires, de sorte qu’il est probable que leur intégration doit
pouvoir se¢ ramener & cclle d’'un ou plusieurs systemes d’équations
différentielles ordinaires.

Cette intégration a été déja completement faite par M. Bourlet (*).
Nous allons voir que la méthode des systemes intermédiaires va nous
y conduire tout naturellement.

Soit X le systeme proposé, soitn son ordre canonique et y,, ¥,, ..., ¥,
les = et leurs dérivées d’ordre inférieur & 2 quine figurent pas dans les
ensembles ¥ par rapport auxquels sont résolues les équations de X.

On sait, Capres le théortme de Cauchy géncéralise, que Iintégrale
cénérale de X dépend de . constantes arbitraires qui sont les valeurs,
enal, ., dey,, yo, oo, pe Sotent yy, L., vy ces valeurs initiales.

Nous supposerons, en outre, que ces y, pris dans Pordre y,, ., ..., vy,
soient rangés par ordres décroissants.

Cherchons & former un systeme intermédiaire X ayant en commun
avec X une intégrale dans laquelle on pourra se donner arbitrairement
les valeurs initiales de y,, ..., y,, c¢’est-a-dire une intégrale dépen-
dant de . — 1 constantes arbitraires.

Pour cela, nous devrons ajouter & X une équation complémentaire
dordre 2 — 1 et de la forme

Yi— Q(wl' ey Ly YVor Vay oe e yp):‘)-

En cherchant & mettre X’ sous forme canonique, les équations d’in-

tégrabilite se réduiront toutes a ordre » — 1 au plus, en vertu des
équations d’ordre 2 de X. Ces équations devront étre des consé-

(1) Bourver, Sur les équations aux dérivées particlles simultanées qui conticnnent
plusieurs fonctions inconnues ( Annales de I'ficole Normale, Suppl. 1891).
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quences algébriques des équations auxiliaires de L et de y,— ¢ =o,
sans quoi X’ aurait une intégrale générale qui dépendrait de moins de
u. — 1 constantes arbitraires.

Nous devrons done prendre les équations

J qJ J .
e —— (y,—v)=o0 e (e ) o
du, = ’ dur, T ’ 0y ’

les développer, y remplacer ensuite toutes les dérvivées d'ovdre 2 et
les dérivées d'ordres inféricurs ¢l autres que y,, ..., ¥, par leurs
CXPLESSIONS €N &'y, ooy Xy Yar o -0 3 fournies, par Xety, — o==0, et
“exprimer que les nouvelles équations ainsi obtenues sont des identités
quand on y considere 2, ..., @y, Yar ..o Y comme- des variables
indépendantes.

Ces ¢quations constituent un sysiémne lincacre et du premicr ordre, X,
que doit vérifier la fonction 2.

D'apres la théorie générale de ces systemes, on commencera par
ramener Uintégration de X4 celle d’une seule équation qui sera encore
lin¢aire et qui, par Vapplication du proeédé bien connu, s'intégrera
par un systeme d’équations différenticlles ordinaires.

Nous allons montrer que le systéme X est compatible, admet wune intc-
gra'e générale dépendant d’une fonction arbilraire de p. — t variables et
est, lel qu'on le trouse, sous forme canonique.

Soit

Jp— i " B .
Sy L (s e o VY e VR,

R /7 €T TUP I L X T RN
Sy=iLg (g ooy Y, s )
Pintégrale générale de E. Par dérivation, on en déduira

Y= Y, (s ooy iy, .}"f, “e. 7")"&)7
,)’2 E Y2 (‘l"ﬂ ey Ly .7":’» vty )‘fl’,)v
FRTE O T & Pl

Déterminons y{ par une équation de la forme

riead (08 .. S Yp)-
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Posons, pour abréger,
‘?}(*rl’ ey Loy J"‘é, .. -:‘V&) - Yz‘['tu ooy Lony '-]J()'g, .. -»_)'}L)r)"g, .. ',LY:(J" »

et considérons les éq*ualions

P — T o Ty - ’
.)l—‘\l ('1']’ c ey Ly ‘) 2, ---a)'[(J).)f

REECR N T TR N LA N

yp.: Y[’.L("Z'ly cees Loy )3, . .,h')';}_),

qui définissent une intégrale I de = dépendant des v. — 1 constantes
0

“arbitraires y3, ..., yp, valeurs initiales de y., ..., y,. Poura, ..., x),
les Y;se réduisent respectivement aux y!, sauf le premier qui se réduit

Nl (a0 0
a ‘I’J(.}z’ s yp.>'
L.e déterminant fonctionnel

DYy, Y, e, Y0

Dy v i)

se réduisant alors & 1 n’est pas identiquement nul, de sorte que, des

¢quations
}/2 e \,;’ ,}'3 e Y?;a es ey .YP-:‘: Yl,).y
on pourra tirer
J’(;:YZ ('l‘-h oy Ly ,)”z, 7.) [J))
.........

}’{)'—: Y[Ii (&5 v vy Ty Yas -y ,)/}L)’
el, en pO[‘['clnt dans Y= Y;, on aura une (E(IUHUOII
=Y (2 e &y Yy, o, Y

vérifice par 'intégrale 1, quelles que soient les valeurs yy, ..., »;.
(est une équation de la forme
)’1 = ‘l-’('l’u ey Ty ,)’2, es ey y[J.)
et ayant en commun avec X une intégrale I pour laquelle on peut se
donner arbitraivement les valeurs inttiales de y,, ..., ¥, ® est donc

solution de X, de sorte que X" est compatible.
Nous venons de trouver ainsi une infinité de solutions de X7 et cha-
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cune d’elles correspond & une fonction arbitraire
G(yd - Yp)-

Considérons la fonction
G(as oo )p)

et cherchons ce que devient @ quand ony fait x, = x|, ..., z, = x,,.
Dans ces conditions, nous savons que ® se réduit &

WYL, o Y

etqueY,, ..., Y, se réduisent respectivement & yu, ..., yu, de sorte
que ® se réduit A Yy, ooy yu)-

La fonction ¢(y., ..., ) est done la valeur initiale de & en
z\, ..., ),

Les m équations du systeme X” sont ohtenues directement sous Ia
forme

()ga . Jo ’)’P
enSay_ LT )’ e me—— L mos
e Us, da, Uss ’ Ax v

U, Uy, ..., Uy, étant des fonctions des z, de y,, ..., y,, de g el des
autres dérivées de 4.

Ce systeme est forcément canonique, car, 8’il ne I'était pas, il don-
nerait naissance a4 de nouvelles ¢quations et n’admettrait pas d’in(é-
grales pour lesquelles on pourrait se donner arbitrairement la valeur
initiale pour =, ==, ..., 2, = a,, ce qui est contraire au résultat
qui précede.

Les propriétés annoncées du systeme X7 sont done démontrées el
nous constatons que X" a un degré d’indétermination plus élevé qu’il
n'est nécessaire pour obtenir toutes les intégrales de 2.

Pour intégrer X7, nous devons, comme nous avons déja dit, rame-
ner cette intégration & celle d’une seule équation au moyen du change-
ment de variables de Mayer; celte ¢quation, & son tour, s'integre par
un systeme d’équations différentielles ordinaires que nous appelle-
rons ¢” et qui est formé de p équations.

Soit V une intégrale de ce systeme 67, il en sera de méme de V — a,
a étant une constante arbitraire, de sorte que, si nous supposons que
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V contient effectivement ¢ et si nous revenons aux variables primi-
tives, nous aurons une équation

V(&1 ooy @iy @ Yoy ooy Yp)=0a

définissant une fonction o dépendant d’'une constante arbitraire et
solution de X”.
Je dis qu’au moyen de I’équation complémentaire

}’1 :@(‘1’.19 vy Tpy (I, .}’2, RN ] },p.)

ainsi obtenue, nous pourrdns, grice a la présence de @, obtenir toutes
les solutions de X.

En effet, cherchons l'intégrale de X qui, pour «{, ..., z,, a pour
constantes initiales y9, ..., y,. Il faut chercher lintégrale de ¥ qui
correspond aux constantes initiales, yi, ..., y,, et déterminer a de
facon que cette intégrale soit précisément celle que 'on cherche. 1l en
sera certainement ainsi, si, pour cette intégrale, la valeur de y, en
x , x,, est précisément y|, ¢’est-a-dire si P'on a

'
yy=o(a), ..., ab, @, ¥, .., Y0)s

ou plus simplement

a==V(xy, ...y T ¥ Ve o V)

\ .

On est donc ramené & intégrer X' dont les équations contiennent
une constante arbitraire; 4 X', on peut appliquer la méme méthode et
continuer ainsi en faisant chaque fois disparaitre I'un des y que l'on
peut prendre arbitrairement, et I’on ne sera arrété qu’au moment ou
’on sera ramené 4 un systeme ne contenant plus qu’un seul y arbi-
traire, qui sera la valeur initiale de =z, par exemple.

Le systeme sera alors de la forme

05,

()—x-l;-::U:, 5, = U,, ey 3, =U,,
03, ,

— = U2,

Jdx,

........ ,

05,
—= U/ln.’

()‘LI)L

dnn. de I’Ee. Normale. 3¢ Série. Tome XIV. — Jux 1897. 27
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tous les U ¢tant des fonetions déterminées de «,, 2., ..., 2, =, ct de
de p — 1 constantes arbitraires.

[l ne reste plus qu'a déterminer 5, : pourcelaonremplace z,, ..., 3,
par Uy, ..., U, dans U}, ..., U et 'on a un systeme da premier ovdre
et de premitre espéee en z,, dont intégration se ramenera i celle
d’une équation différentielle ordinaire et introduira une nouvelle con-
stante arbitraire.

En employant un langage, consacré par 'usage dans la théorie des
systemes du premicr ordre & une inconnue, on peut dire :

L'integration d’un systéme de premicre espece, dont Uintégrale génc-
rale dépend de p. constantes arbitraires, se fait par des cquations différen-
tielles ordinaires el exige les opérations d’ordres successifs

[y =Ty auy 2y L.

Conformément aux idées ¢mises au début de ce Mémoire, nous con-
statons que le degré de difficulté des opérations i effectuer pour arri-
ver i Uintégration ne dépend que de p. Autrement dit :

Deux systémes de premicre espéce, ayant le méme degreé ' indetermi-
nation, s’tntégrent par des opérations du méme ordre,

La méthode d'intégration ainsi obtenue est distinete de celle indi-
quée par M. Bourlet. Ces deux méthodes ne conduisent pas aux mémes
caleuls, mais les opérations successives qu'elles exigent sont du méme
ordre.

Prenons comme exemple un cas tres simple déjh traité par
M. Bourlet et qui permettra de faire Ja comparaison

¥z Af(3) Js Js
dedy 05 0 dx “uy’
« ¢lant une constante.
Ce systewe se met immédiatement sous forme canonique

Pz 9 93 _, 03
dzt " 03] dr T dy ’
s A

)z 1 af.

0T a3

il y adeux constantes arbitraires ¢° et z°.



Ajoutons une équation complémentaire

ds3
—(E =o(x, ¥, 5).
On aura le systeme X’
g[ = 5)—?— +ao 0?
Jds ~ Ox N
) 93
RE -—())’_*—(P dz

[l n’est méme pas nécessaire, pour en avoir une solution dépendant
d’une constante arbitraire, d’appliquer la méthode générale; on voit
immédiatement que, en supposant ¢ indépendant de x et y, les deux
équations se réduisent a une seule

of ., 99
s % 0s

1
a

qui s’integre immédiatement et donne

o= \/;l;/'gs)-k C.

On est ramené & intégrer le systeme X' du premier ordre

Js 2 ., .
gz ¢ \/22f(~) + C,

dont I’intégrale générale est évidemment

ls
C__ e =X -+ Y+ G
2
= f(z)+C
. \/af( )+

Remarquons, en terminant ce paragraphe, que P'application de la
méthode n’exige pas que X ait été mis sous forme canonique, mais
seulement qu’on ait déterminé toutes les équations jusqu’a 'ordre n
ot I'on a toutes les dérivées de toutes les inconnues.
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P}

8. Transformation particulicre dans le cas géncral. — Puisque les
systemes de premiere esptee s’integrent par des équations différen-
tielles ordinaires, il est tout naturel maintenant de chercher les sys-
temes intermédiaires de premiere espece. On les obtiendra en éerivant
que les équations complémentaires ont, en commun avee le systeme
proposé, une intégrale dépendant d’un nombre limité de constantes
arbitraires.

Nous allons particulariser encore un peu plus en procédant de la
facon suivante :

Soit X un systeme canonique que nous supposerons n’étre pas de
premiere espce. Soit 2 son ordre canonique et y/ ses nombres fonda-
mentaux.

Supposons qu’on e prolonge jusqu’a un ordre »’supéricur i n et
que, dans X, on désigne par 7, 7,5, ... les dérivées par rapport aux-
quelles sont résolues les équations; par 0y, 7., ... les dérivées d’ordre
inférieur 4 »/, autres que les précédentes, et dout les valeurs initiales
sont fournies par les fonctions initiales; par &, &, ... les dérivées
d’ordre inférieur & ', ne figurant pas dans les premiers membres, el
dont les valeurs initiales ne sont pas données par les fonctions ini-
tiales, et enfin par {,, C,, ... les dérivées d’ovdre ' qui ne figurent
pas dans les premicrs membres. Soit N’ le nombre des €.

Au systeme X nous ajouterons p équations complémentaires (p=N')
d’ordre n', auxquelles on pourra toujours supposer la forme sui-
vante

L= (@ o vey Zun &gy bny ooy iy Miay - oy Spits Spens -+ 2 )y
Co==@a(Xyy ooy Zpis s oy oo v Ny Mlay « ooy Epts Spiay -« )s
.................................................. ,
Cr==0,(Zyy vy @iy Eqy Eay ooy Niy Ny v oy Epaets Cprny <+ 2 )

et nous imposerons aux fonctions ¢ la condition que ces ¢quations
complémentaires ne donnent dans ¥’ aucune équation d’ordre égal
ou inférieur & »’ distincte de celles de X et des équations complémen-
taires.

Soit X" le systeme différentiel ainsi obtenu pour déterminer ¢,

By ver s Dpe
D’apres le théoreme de Cauchy généralisé, il faut, pour déterminer
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une intégrale de X, se donner certaines fonctions et constantes ini-
tiales,

Par hypothese, les constantes sont les valeurs initiales &, &, ..
des £ en i, ..., ).

Les fonctions initiales sont de la forme suivante :

OYa+ Yok Y+ 5, :
T 7 ] 0Za; </);
I).Z-‘.};i ()Ji',gn PR d.ﬂ}/l_—;‘ dle 2y =l ey = J.;v ( / /j) ’
désignons-les par
Ga; (*rj—i-i’ cees T)-
Posons
By =71 v ey 2

© donnera les valeurs initiales de dérivées qui seront toutes d’ordre
B, au moins, de sorte que si on développe @, en série ordonnée par
rapport aux puissances de ZLjos — Xhys « ooy Tp— X, b s1 T'on sépare
les termes qui sont au plus de degré »' — {;, on aura

G)u; = I’a;' -+ 00(:}

el les coefficients du polynome P, seront les valeurs initiales de cer-
lai'ns n et de certains €. Quant & ceux de 0y, ils ne seront jamais que
des valeurs initiales de dérivées d’ordre supérieur & »'.

En prenant tous les cocefficients des polynomes P,, nous obtien-
drons les valeurs initiales de tous les v et de tous les €.

Supposons alors qu’on se donne arbitrairement un systeme de va-
feurs initiales '

£, 8%, .., Y, oy, ..., 89,C9,
pour les &, les v et les €.

Les polynomes P, seront déterminés par cela méme; donnons-nous
arbitrairement des fonctions 0, assujetties 4 la condition d’étre déve-
loppables au pointxj,,, ..., 2), et de s’y annuler, ainsi que toutes leurs
dérivées jusqu'a Uordre n' — B%. Ces fonctions 0, pourront, si 1'on

veut, dépendre des constantes arbitvaires &, ..., 713, ..., {{,.
Nous avons ainsi formé un systeme de constantes initiales £, £, ..

et un systeme de fonctions initiales

Ol (Ljts ooy Tons B D <oyl s - 80,0, ).
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Le théoreme de Cauchy, généralisé, montre qu'a ce systeme de
constantes et fonctions initiales correspond une intégrale de . Cette
. , , . [V z N o
intégrale dépendra des constantes arbitraives &1, 83, ..., 01,7y s

", C0. Elle sera constituée par un systeme de formules

. P 70 =0 0 0 0 0
~’1—-'/41("Z'17~'-"1'/1t’€19€g,--~, /)l, ,)27"'7 1 z;-")’
JEa— =0 70 ] 0 7o
*’2-—/12(‘%.“-'~s$m,§|v—,g7---1 017 ”g,""?l’ z?"')v

. — =0 o PP ) 0 0
sg=lg(@yy oo s Xy E9, 68, oo,y o E L, )

o - 70020 PN ] 0 7o
C,I‘*‘III(‘Z‘h"'1"/1!,@17@27"'7”17 ’lga~'~7 1,‘33,'-')7
¢

0

g— ) 0oz 00 700 |
."'“”:2('117"'9‘1‘/",5:11«:,;5'-~7/117flx_p---,.lvg-_pa--)v

P P , 020 IR w0

ﬂ1~-—K1(J’l’"-7'1711175,17':_.2""’(‘11 Mys « o vs 50 2"")’
o —— 020 I ] Vil 0

nﬂ'—'K2(wh"-7'1‘111’5,[15_1,"',”Hflzy--'7 17CQ9-")7
...... e e e s i et u s s e e it ae e e by
— s 3 Z0 =0 P o} 0 0 ‘
CI—'LI(‘LM'--’mmvépgga---,fluflg,--wclv 29 o )

—_— 2 20 20 ] 0 o
C?'—'L‘z(‘l'h""7‘%'/1!7@1)5_2’H-y”nﬂg,~--7Cp 2’---):

et, d’apres la facon méme de former fes fonctions initiales 6, on sait
d'avance qu’en faisant x, = a1, ..., @, = x,,, H, I, ... s¢ réduiront
respectivement & 29,50, ..., K, K,, ... se réduiront respectivement
anl,my, ..., et enfin L, Ly, ... se réduairont respectivement o €5,
Yl

e

Considérons une intégrale plus particulivre I, obtenue en assujeltis-
sant les constantes arbitraives i vérifier les p relations

FO e \JI (20 70 00 70 0
Gy == I1(Q1,C_,27~-'7 f[l,fji,.-.,gl,|41, ,;1‘21--')7
7O e Pl (20 Z0 0 e 0 0 70
gy =Wy(89,85, ..., mi,mys .o ny Pr1s Cpans v o0 )s

DR R I .

C;’) = 1F/)(E.2, .‘27 ey ﬂ(;: 'flg, sy C;);-Mv C;’H-p e )-

Pour cette intégrale, les fonctions H,, H,, ..., K, Ky, ..., L,, L,, ...

deviendront des fonctions I, I, ..., K, K,, ..., L, L,, ... de =,,
Zay vy Ty B, 60,0, o hats Cppas o0 €L poUr T, =Y, L.,
T = X, les fonctions H), H), ... sc réduiront respectivement a i
Zh, ..., les fonctions K/, K}, ... se réduiront respectivement a 7,
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s o » les fonctions L, L, ,.... sc réduiront respectivement i

pei? C_;’M, ..., et enfin les fonctions L, L, ..., L, se réduiront respec-

tivementa W', ¥,, ..., U,
Il en résulte que les équations

0

. r R & 11 - -
L =H, ¢, = I, ey 0 =K', 0, = Kj, .

C}H 1 — Lp+1: C/)+’ - L;;-;-» 9

P Stre ro hE DA P Lo Zo 0
pourront étre résolues parrapporta &y, 5, .. M RIS SIS S
¢t donneront les expressions

g=Hj, &=H, ..., #{=Kj #j=Kj ...
C/+| = L;,)rn C[)+2 —Lp+2> cemy

les H”, les K” et les 17 étant des fonctlons de @y ooey @y &1y 80y o vty
N1y Nas v wvs Cpras Cpras - - Ui, €0 ), ..., 20, se réduisent respective-
. N £ z N N Y
ment &y, Zuy eny My Doy e ey C_,,+,,C,” gy eenn
N . . 0 %o .

Portons ces valeurs de £, &,, ..., 70, 08, ..., 0, G\, ... dans les

équations
¢ =1L, =1L, ey Cp= L;,,

nous obtiendrons des équations

C ==, (xn ey Ly El; E‘l’ ceey Ty Moy« oy C/)—Hs CIH-‘!: .. ')7

g = (I) (‘TU ey Ly 517 é‘la o5 Mgy .772: ] CP“H’ CI""?’ v ‘)’

Cﬁ: (I)[’(xli coes Lipy &l; E27 reey Ny Moy < ooy Cp-t—h :1)—0-2, .. -),

qui sont bien de la forme imposée aux équations complémentaives et
qui seront vérifiées par I'intégrale I. Prenons-les comme équations
complémentaires, elles ne pourr'ontjalmis donner, dans X', une équa—
tion d'ordre égal ou inférieur d »” et distincte de celles de X, car une
telle ¢quation se raméenerait a la forme

F(‘T"h . -’xm’EhEb PR TR/ T --yC,H—lprH’.; ---):Oy

de sorte que 'on aurait, quels que soient SO0 SO N P 4
70 ’
P2y s

' / ’ ' ’ .
¥ Ty, ...,JL‘,,,,H;,HQ, ...,[(1,1(_2, <oy bipat sy Ly, .;.) = 0.
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Il y aurait donc entre H}, H,, ..., K\, K}, ..., L, L, ,, ..., consi-
dérées comme fonctions des variables indépendantes &Y, &), ...,
Ny s - oos Cpias Cpass « + -5 UNe relation indépendante de ces variables;

autrement dit, on aurait identiquement

D (Hy, G, ., KK, ey Ly, Ly o)

P - - ¢}
D (&L e - nlng, o Gy Cpaay - 2)

’

ce qui est faux puisque, pour x, = x|, ..., x,, = x,, ce déterminant
fonctionnel se réduit & Punité.

On en tire immédiatement cette conclusion que les fonctions
O, Dy, ..., P, constituent une intégrale du systeme X7, de sorte que ce
systéme X" est compalible.

9. Etudions de plus pres la dépendance de X et X7.
Convenons de désigner, d’une facon générale, par I, toute intégrale
de X dépendant de ¢ constantes arbitraires

0 zo w0 0 70 (1}
17&-_71"-7 f‘p fl‘).,---, g/l»|~l’§/l+2’ e

qui seront supposées étre les valeurs en @), ..., ), de £,,8,, ..., 1,
-q:!" M C.p+17 4[)1‘2, LA
Soit @y, 24, ..., ¢, unc intégrale de X7, Le systeme 27 qu’elle déter-
mine admet au moins une intégrale I et, pour cette intégrale, on aura
V= g (Y e @ B EY eyl ey Es Chias <o)y

[§ Al 020 E0 00 [} 1)
c'2."“ 6{12(.!}1, sy Cyps Gy Gue v n ey My Ty v ooy Gt C-/H-'Zr S )

0 e P 0 20 70 0 0 0 0
C/)‘-r,ﬁ[l('l/lﬁ cees Loy Cps Cas v v es Ty Tlyy ooy C/IM’C/H—M "')’

¢’ est-i-dire
w=w, 0=, .., =1,

les W étant des fonctions de &,&, ..., 7}, 700, ..., &), SR

En outre, par différentiation, on trouvera, pour cette intégrale 1, les
fonctions @, qui dépendront, en général, des 2 et de £0, 80, ..., v°,
Moy +vvs Cpats Cpras o v ee

Au moyen des fonctions W' et de ces fonctions 0., nous pouvons
former des fonctions @,, ®,, ..., ®, solutions de £” et donnant un
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systeme X7 qui admettra I'intégrale I, je dis que I'on a identiquement

o=, 9= @,, sy 0, =0,

En eflet, Pintégrale I vérifie les ¢quations

-G

| =0, 2= Oy == 0O, RN §p— 9p, ==o0,

LA

1-_(1)1:0’ 7;2-—' ‘1)2: 0, ey 'C.,;“_q)[):()v
et, par conséquent, les équations

o — D=0, 0, — P, = o, cey op— 0, = o,

qui sont toutes de la forme
F g, ooyam, ;::1’ EJ» cees Mgy Tlgy o v vy Z./:»My Cptay )20

et nous avons vu plus haut qu’une intégrale I ne peut vérifier une telle
¢quation.
Les équations

Gy — b, =0, Dy — D, =0, R op— (])II:'; 0

sont done des identités.
Nous arrivons ainsi au résultat suivant :

Les formules donnant [ expression générale des systémes de fonctions @
conslituent l'intégrale générale de X

et, par suite,

St Uon sait intégrer £, Uintégration de X" s’en déduit par des caleuls
algébriques.

On pourrait chercher & étudier @ priore le degré d’indétermination
de 7 en étudiant la généralité des fonctions ®, mais cette étude
semble tres difficile et n’offre qu’un intérét relatif. I1 est néanmoins
intéressant d’avoir une idée de la grandeur de ce degré d’indétermi-
nation pour le comparer a celui de X.

Supposons, ce qui est le cas général, que X" soit de premiere espéce
et admette une seule intégrale I. A chaque intégrale I de X corres-
pondra une, ¢t une seule, intégrale de £”; deux intégrales I ne pourront

Ann, de O Fe. Normale, 3* Série. Tome XIV. — Juix 1807, 28
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jamais donner la méme intégrale de X”. Or, pour déterminer une inté-
grale I, il faut se donner arbitrairement les fonctions W' de ¢ variables
et les fonctions @,; de m — j + ¢ variables, ces fonctions étant assu-
jetties toutefois & quelques petites restrictions. Il figurera done, dans
I'intégrale I, toutes les fonctions arbitraires qui figurent dans I'inté-
grale générale de X; mais, dans chacune de ces fonctions, on aura
augmenté de ¢ Ie nombre des variables indépendantes et, en plus, il y
aura encore les p fonctions arbitraires de ¢ variables.

Ces remarques suffisent pour faire prévoir que le degré d’indétermi-
nation de X" sera, en général, beaucoup plus élevé que celui de X et,
en outre, le nombre des variables indépendantes y sera plus considé-
able.

En faisant varier 2’ et p, on aura unc infinité de systemes 2. A cha-
cun d’eux on peut appliquer le méme procédé qu’a X, ce qui donnera
une infinité de systemes qu’on peut représenter par (X7)* et ainsi de
suite. Donc :

A tout systéme X correspond une infinité de systémes
(3 (X L,

a un nombre de variables de plus en plus grand, d’un degre d’indetermi-
nation de plus en plus fore et dont Uintégration se déduit de celle de X par
des calculs algébriques.

Pour Vapplication de cette propriété, on peut faire une remarque
générale :

Pour former les expressions géncérales des fonctions @, nous devons
prendre toutes les intégrales I, ¢’est-i-dire prendre de toutes les facons
possibles une intégrale 1 contenant ¢ constantes arbitraires, qui sont
supposées étre les valeurs initiales de

Eisbay oo N fay e ovs Gpety Cpazs o v v

“onsidérons, d’une fagon plus générale, une intégrale J contenant

¢ constantes arbitraires d’une fagon quelconque.

Soient
Wy gy ey Wy

Les expressions de £,&,,..., N Nyyevny Cppys Cppns -+ seront des
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fonctions de ,, ..., 2w, a,, @, ..., a, qui, en général, ne seront lides
par aucune relation indépendante des a; de sorte que les @ pourront
étre déterminées en fonction des valeurs initiales 9,82, ..., 1%, 72, .. ..
Coiir Cpisr - - -« Supposons les @ exprimées au moyen de ces valeurs, il
faudrait ensuite ¢liminer ces constantes initiales entre les équations
donnant £,,Z,, ..., 7, s v vy Gty Gpens - -+, et celles qui donnent
Co Gay o €y e qui revient plus simplement d éliminer les constantes a
entre ces équations.

Comme exemple, prenons le systeme X formé par I'équation unique

s

dzdy "

et ajoutons-lui deux ¢quations complémentaires du second ordre

J*s 1 )
oar U(xyzp),
0z N
DI Vi(xyzp),
le systeme X7 sera ici
U 19U ViU
Jds g dy g 9’
o __ 1oV _TUdV
Jds T pdx  p dp

("estun systeme de M™¢ Kowalevski dont intégrale générale dépend
de deux fonctions arbitraires de quatre variables, fonetions qui sont
les valeurs initiales de U et V pour z == o.

1 est facile d’avoir intégrale générale de X7,
Une intégrale I seraici
s X (a,a, b, e)+Y (¥, a4, 0, )
qui donnera
p= X'z, a,b,c),
q=Y'(y,a,b,c).
Si I'on élimine @, b, ¢ entre ces trois équations el
U= X" (x,a, b,c),

on aura 'expression de U.
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En éliminant @, b, ¢ entre les trois mémes équations et

V=Y"(y,a,b,c),

on aurait I’expression générale de V.
Changeons de notation et considérons le systeme

d5 103 3
dey  xy Oy xy Qg

s, 1 0dz, 3 03,
LA . .
e wy Oy @£y, dary,

que nous continuerons & appeler £”. Son intégrale générale sera dé-
finie par le systeme d’équations

= Fay, a, 0, ¢) = O (g, a, b, 0),

JIF ob

Ay T ey Ly T ey
T 0wy " day
* R BEX

Ty =n sy Ty T e e
T 0w T owl

Considérons X” et ajoutons-lui les équations complémentaires

3 3z,

L U, (2 ; e e 2
s = Uy (2 Xy 2y, 4y 3, L e
[){1;, é( 19 42, 39 Ahe Ay w1y 2)9 (}'(":4 929
Jz, X VEN ,
e == U (g, @y, gy @y, Ly 24, 3y RV,
()nl‘} 3( 19 Ly Xgy Lhy Ly Syy Ty )y ().lv':, kL]
03, 03,
2Rz Uy (@, &gy Ty @iy Ty 51y Sy) 2y,
0;1,& i ( 19 P2 o A hs <1y 92 )y ().‘Z-'/, 4y

- -

o g . . J— 03y __

= Uy (&4, g, 23, @4y 25, 51, 53), - =Yg

day Dy

Nous arriverons & un systeme X" & huitinconnues ct sept variables.
Ce systeme est tres compliqué, il est inutile de le former ici. Néan-
moins nous pouvons facilement former son intégrale générale. Rela-
tivement & X7*, les intégrales I de £” ne doivent contenir que deux
constantes arbitraires, car les &, les v et les { se réduisent i 5, et z,.

L’intégrale générale de Z"* sera done constituée par les équations



U= (
U,= ( ’
U=
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simultanées
S 21 =F(xy,a,b,c,d, ) + ®(2y, 2,0, ¢,d, ¢),
(1) L JF o
| %=0 ==
, ___0*F 0@
() ST ox T oxy
0, da 0 db 3 de 9 9 / da 0 Jdb 0 de
—_— — e e ) I —_ Z _—
dry " day da - dxy db - Dy de ) d.zf;’ Vi (\ dxy da - Oy b - dux,
da _(Z__i_ b ,f)._+ de 0\ 0*F v __(' i) da 0 db 0 de
dry da ' dry 0b Oy da) 0er = \0n 0 0a " 0n, 96 T Ory Oc
i 0 0b 0 de ONFE .y ( dud 909 0
dry da " dx, 0b~ dw, de) det’ ‘”( o, _()E—*—ﬁ 57)+()Z
a0 ' b f) de 0 ) *F v __( da o 0b 9  de
Dz da " de 96 T duy 0/ oz’ T oz da T 9m 06 T i de

ce qui signifie que des équations (1) on doit tiver @, b, ¢, en consi-
dérant d et ¢ comme des constantes : on trouve ainsi pour a, b, ¢ des
fonctions de @, z,, ,, x,, x;, d, e, puis porler ces valeurs dans les
¢quations (2) et (3); des équations (2) ainsi transformées, tirer d et e
et porter dans les équations (3). On peut ramener ce systeme i un
systeme ordinaire ol il suffit d’éliminer des inconnues sans les dis-
tinguer. Pour cela, on prendra comme inconnues auxiliaires les dé-
Hvees ay, @, a,, a;, by, by, by, by, ¢4y ¢4y ¢4y ¢5, de a, b, ¢ par rapport
@y, a4, @, 2y, nouvelles inconnues qui seront déterminées par les
équations qu’on obtiendra en dérivant les équations (r) par rapport
Ny, Xy, ,, &5, eny considérant d et e comme des constanles; les

expressions de Uy, U,, U,, U,, U;, V,, V,, V,, V; contiendront

Ly, L4y Ty 5y, Sy &, b, oc, d, e,

byy by, by s,

'rlﬂ 'ri’
Uy gy dyy Cay Cyy €y Co
et il faudra y remplacer les dix-sept quanlités

s by ey dy eyt dyy g, ay by by by by, oy 0y 0, 0

par lears valeurs tirées des cing équations (1) et (2) et des douze
équations obtenues en dévivant les trois équations (1) par rapport i

Low Los X0y Xy

de.

a0
d  0* (b
de ! or?’
J ()‘-(D
J° 0 ‘l’
de. ()1

~—
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N

L’intégrale générale de 7 est alors sous la méme forme que celle
de £”. On pourrait refaire surclle le méme raisonnement et former de
la méme facon I'intégrale générale d’un systéme 7% et ainsi de suite.

On peut, dans certains cas, présenter ces résultats d’unc autre facon.

Considérons une équation de second ordre a deux variables

s =J(xyzpq)
ajoutons-lui deux équations complémentaires du second ordre

r="U(xyspy),
t=V(xyspq),

le systeme X7 sera ici

U ou .00 ou _9f af Jdf LI/
dy 19 ‘/()p “-Vﬁrf T Tlyz U()p i /;)7/"
of af . Jdf ()/' av ov ov OV

oy "9z "oy Vo Tow Pz YV Y ay

de la premiere on tire
v <()f o y . O OU U _ 0U I

w@ oz P9z Jp F/;)—r; oy 703 M/()p
dq

en portant dans la seconde on obtiendra une équation K du second
ordre & 'inconnue U et aux cinq variables x, y, =, p, ¢, ¢quation qui
sera linéaire par rapport aux dérivées du sccond ordre.

Sil'on sait intégrer I'équation s = /, on saura en déduire intégra-
tion de E. Ainsi, & toute équation du second ordre et & deux variables
que l'on sait intégrer, correspond une équation du second ordre ef i
cinq 'u“ableq qui s’intb“re en méme t(*mpq

al equatmn

<n_!J o U ( 0*U - 02U 0*U
oz, = P ()'z',) 0z, 0z 0w, 0wy dagdary )
ou / 0*U 0*U ()‘ 0] . 0*U 0*U
R L, e Ly o e U < U e Y
0y (0%0«13; o dxy ‘ Ly 0 N daydx, U daydx, )

Et nous savons que son intégrale générale s’obtient en éliminant @, b, ¢
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entre
ry=F(2y,a,0,¢) 4+ ® (24, a, b,c),
. — JF e od
T 0y’ ST 0z,
- 0*F
U= __._..;;.
daj

10. Nous avons vu comment, de I'intégration de E, on déduisait
celle de X7, Proposons-nous maintenant la question inverse. Supposons
quon sache intégrer X7 et cherchons comment celle de X en résultera.

II'nous faut naturellement supposer que le systeme intermédiaire X'
soit de ceux qu’on sait intégrer. Nous ne savons intégrer, comme sys-
teme d’ordre quelconque, que les systemes de premitre espece.

Nous supposerons donc que X" est de premitre espece. En général, il
en sera ainsi si X n’est pas un systeme choisi d’une facon particuliere.

Par exemple ¥ sera toujours de premicre espece quand on prendra
p =N

Soit I, une intégrale de 2 déterminée par des constantes et fonetions
initiales comme Pindique le théoreme de Cauchy généralisé. Pour I,,
les foncetions 0, seront des fonctions que nous appellerons 0 et les

A e e i o % oo ,
constantes désignées par &Y, &0, ..., 11, My, -5 G5 Gy, -. o, auront les

valeurs €1, 60, ... ), ), oo 0L G, e -

Chaque intégrale J de X" détermine un systeme X’ et, par conséquent,
une intégrale I et réciproquement; étant donnée apriors une intégrale I,
il y a toujours une intégrale J qui la fournit.

Le probleme revient done & déterminer une intégrale J telle que I'in-
tégrale I qui lui correspond contienne I'intégrale I,.

Ce probléeme peut se résoudre d’une infinité de manieres. Une inté-
crale [ est déterminée completement quand on se donne les fonctions
()g_; et les fonctions W, ..., I",. Pour que cette intégrale contienne I, il
faut et il suffit que, pour une détermination convenable des constantes
arbitraires qui y figurent, ses fonctions et constantes initiales se ré-
duisent i celles de I,.

Supposons que les constantes arbitraires figurant dans 1 soient
celles qui ont été désignées par

=0 £0 Y 70 70
EVa By woew Yy 0 vy Cpins Cpags e
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Il faudra qu'en donnant & ces arbitraires les valeurs
E}’ E:]:’ st "]}) ‘fl;, ety C}u.n C;H.g_;

les fonctions 0, se réduisent aux fonctions 0 et que les fonctions
¥, ..., W, prennent respectivement les valeurs Cj, ..., T},

Il 'y a une infinité de facons de prendre les fonctions 0, et les fone-
tions U satisfaisant i ces conditions. Chacune d’elles fournira une inté-
grale I contenant I,, et chacune des intégrales I fournira une inté-
grale J. Done :

Etant donnée une intégrale 1, du sysiéme %, il y a une infinité d’inteé-
grales I du systéme X" qui permetient de la calculer.

Parmi toutes ces intégrales J, il est naturel de prendre celle qui est
déterminée de la facon la plus simple; on obtiendra évidemment en
prenant pour fonctions 0y les fonctions 0 elles-mémes, et comme
fonctions W les constantes ¢, ¢}, ..., ).

Soit J' expression générale des intégrales J ainsi obtenues, ¢’est-
a-dire en laissant arbitraires les fonctions 0&; et les constantes (),

Silon ne tient pas compte des constantes arbitraires qui entrent
dans.J’, on peut dire que le degré d’indétermination de J est moindre
que " puisque J' ne contient que des fonctions arbitraires de m —
variables au plus, tandis que Uintégrale générale de X7 contient des
fonctions arbitraires de m + ¢ — 1 variables. J* est done une intégrale
tres particuliere de £, Done :

Pourintégrer X, ol n’est pas nécessaire de savoir trouver toules les in-
tegrales de X', il suffit d’en connaitre Uintégrale particuliére ).

Ce résultat conduit & une conséquence intéressante relativement
a X

Supposons qu’on connaisse intégrale particuliere J', on sait alors,
par des équations différentielles ordinaires, intégrer complétement X
et il en résulte, sans aucune nouvelle intégration, la connaissance de
toutes les intégrales de . Ces systemes possedent done la proprié(é
suivante :

Deés que I'on connait Uintégrale particulicre ¥ d’un systéme %', on
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peul, par des équations différentielles ordinaires, en déduire Uintégrale
génerale de ce systeme.

L’intégrale ¥', que nous avons choisie, est commode parce qu’on
voit immdédiatement son degré d'indétermination, mais clle n’est pas
la seule & posséder la propriété précédente. On obtiendra une infinité
d’intégrales I en procédant comme il suit :

Choisissons arbitrairement des fonctions

i o Z00 20 w0 7o 7o z1
~/.,( Prvtreeey @y 215 Sys weny Ty Mgy one C/M-HS/H—N R RS

assujelties & s’annuler identiquement si I'on y fait

0 e 1 0 PRI U
Sr G Sa Gy AR e ’l}v My 7= My, R
i | 70 —
Spl TSPy Spe TP
\ .
el des fonctions
YRR 0 o Pl A [P il 71 \
/,(‘.,11 Zor s iy v ey g/ung/ny B R A (SR (F PR 4/11-17 Sp+er )

en nombre p et également assujetties i s"annuler identiquement dans
les mémes conditions que les précédentes.,
Les fonctions
Ous == O 2

'“;’l =8y -+ AT '-P;:": gy Las ey '-!/p =2 ':p -+

définiront une intégrale I, laquelle contiendra I, et conduira & une
intégrale J contenant les fonctions arbitraires 0, et les constantes ar-
bitraives &), &, ooy 71y 71y oo s &3 Gl onn

On pourrait définir d’une fagon encore plus générale les intégrales
J, mais ce qui précede suffit pour nous montrer que ces intégrales J/
ne sont pas des intégrales d’une forme particuliere, mais seulement
des intégrales contenant des arbitraires en nombre suffisant pour
qu’on puisse considérer certaines quantités (fonctions ou constantes),
formées au moyen de J', comme completement arbitraires.

En laissant peut-étre échapper des solutions particulieres de X7, on
pourra exprimer le fait précédent en disant que J' est une intégrale
particulitre de X%, assujettie & avoir un certain degré d'indétermi-
nation.

Ann. de U Fe. Normale. 3° sérvie. Tome XIV. Jus 18g7. 29

1 w1l o1 rl 1
2o ey /11, Tigs oeny :,H-UZ-;H--}.’ A
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La propriété fondamentale des intégrales ¥, des systemes X7, met
en évidence cette propriété :

Un systéme " s’inicgre par des équations différentielles ordinatres dés
qu’on en connail unre intégrale particulicre ayant un certain degré d’in-
determination.

Etant donnée une équation différentielle ordinaire, linéaire et
d’ordre p, on sait former immédiatement son intégrale générale quand
on en connait p -+ 1 intégrales.

De méme, étant donné un systeme jacobien, son intégrale générale
se forme immédiatement au moyen d’un nombre limité d’intégrales.

Enfin, on obtient, sans intégration, l'intégrale générale d’un sys-
teme canonique du premier ordre & une inconnue quand on en con-
nait une intégrale complete, ¢’est-a-dive dépendant d’un nombre dé-
terminé de constantes arbitraires.

En dernier lieu, il y a les équations aux dérivées partielles d’ordre
quelconque, mais linéaires et homogenes par rapport 4 Uinconnue el
toutes ses dérivées, et pour lesquelles la connaissance de certaines
intégrales particulieres permet de former Dintégrale générale au
moyen de quadratures partielles.

Dans les trois premiers cas, on passe des intégrales particulieres
a l'intégrale générale, sans aucune intégration, et dans le quatrivme,
on y passe au moyen d'une quadrature particlle. La propri¢té que
nous venons de donner pour X montre que ces systemes doivent étre
mis & la suite de ceux que nous venons de citer, puisque le passage
de I'intégrale particulitre J” & I'intégrale générale exige Uintégration
d’équations différenticlles ordinaires.

Cette propri¢té des systemes X7 est intéressante parce que, en gé-
néral, la connaissance d’intégrales particulires n’est d’aucune utilité
pour la recherche de I'intégrale générale.

Supposons maintenant qu’on passe aux systemes (X7) déduits des
systemes X7 comme ceux-ci ont été déduits de E. Si on leur appliquait
directement la propriété que nous venons de démontrer, on serait
conduit & dire que leur intégration s’achive quand on en connait une
intégrale particulitre qui, abstraction faite des constantes arbitraires,
a un degré d'indétermination égal a celui de 2”. On peut aller heau-
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coup plus loin en remarquant que 2”* s’intégre immédiatement quand
on saitintégrer I, ce qui nécessite, non pas la connaissance de toutes
les intégrales de X”, mais seulement la connaissance d’une intégrale J'
de ce systeme.

A chaque intégrale J de X” faisons correspondre une intégrale bien
déterminée de (X7)2; & I'intégrale J', dépendant de certaines fonctions
arbitraires, correspondra une intégrale de (Z")?, soit (J')*, dépendant
des mémes fonctions arbitraires et, par conséquent, ayant, en faisant
abstraction des constantes arbitraires, méme degré d’indétermination
que X.

Réciproquement, la connaissance de (J')* permettra, par des équa-
tions dilférentielles ordinaires, de retrouver J', d’ott, par de nouvelles
¢quations différentielles ordinaires, on déduira Pintégrale générale
de X, laquelle fournira, sans aucune nouvelle intégration, Uintégrale
générale de X7, puis celle de (X7)2.

Nous arrivons ainsi au résultat suivant :

Tout systéme (7)1 s'intégre par des équations différentielles ordi-
naires dés qu’on en connail une inlégrale particuliére (1)1,

Pour tous les systémes (X7) provenant d’un méme systéme X, Uinte-
grale particulicre (1)1 a toujours, absiraction faile des constantes arbi-
tratres, le méme degre d'indétermination qui est celui de X.

Ce fait, que le degré d’indétermination de I'intégrale particuliere
qui permet I'intégration soit le méme pour tous les systemes (X”)7
provenant de X, est remarquable, car les systémes (X)7 successifs
sont de plus en plus compliqués, ayant un nombre de variables de
plus en plus considérable et un degré d’indétermination de plus en
plus élevé,

En se plagant & un autre point de vue, on peut présenter les résul-
tats relatifs aux systemes successifs (X7)? sous la forme suivante :

A tout systeme X correspond une infinité de systemes X”, une infi-
nité de systémes (£7)%, ... dont on déduit les intégrales générales de
celle de ¥ sans aucune intégration. Lorsqu’on sait intégrer 'un quel-
conque (X7) de ces systemes, tous les autres se rangent en deux
catégories infinics; dans la premiere, tous les systtmes auront une
intégrale générale se déduisant de celle de (£7)7, sans aucune inté-
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gration. Pour avoir les intégrales générales de tous les systemes de la
seconde, il faudra, au moyen d’équations différenticlles ordinaires,
revenir de I'intégrale générale de (X7)7 & celle de E, et I'on en déduira,
sans intégration, les intégrales générales cherchées.

A ce point de vue, ces résultats présentent certaines analogies avee
les suites d’équations linéaires auxquelles on arrive par I'application
de la méthode de Laplace.

L1, Intégration des systémes dyfférenticls dont l'intégrale générale
ne dépend que d’une seule fonction arbitraire d’un sewl argument. —
Pour que £ soit dans ces conditions, il faut que 'on ait

3 \
| R

autrement dit, tous les vi (¢ <m — 1) doivent étre nuls et tous les
vi_, doivent étre nuls, sauf un qui doit étre égal i 1.
Soil
Yoy T L

Tous les ensembles B (/> 1) seront complets et, i Pensemble B,
il ne manquera qu’un terme pour étre complet.

Prenons une équation complémentaire d’ordre 2 et appliquons la
transformation.

E” sera un systeme linéaire & une inconnue, on doit Uintégrer par
des équations différentielles ordinaires et 'on est ramené a Pintégra-
tion de X', qui est de premiere espice et qui, par conséquent, s’integre
encore par des équations différenticlles ordinaires. '

En vertu des remarques du n° 10, il n’est pas nécessaire d’intégrer
completement X7, il suffit ’en connaitre une intégrale dépendant
d’une fonction arbitraire d'un seul argument. On ramenera intégra-
tion de X" & celle d’une seule équation linéaire dont Uintégration se
fera par un systeme d’équations différenticlles ordinaires, et il suffira
de chercher deux intégrales indépendantes de ce systeme.

Nous obtenons ainsi :

Tout sysiéme différenticl, dont I'integrale générale dépend d’une seule
Jonction arbitraire d’un seul argument, s'intégre par des équations diffe-
rentielles ordinaires.
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Résultat qui avait déja été obtenu, par M. Beudon ('), par une géné-
ralisation de la méthode des caractéristiques.

12. Mcthode de Jacobi et Mayer, pour Uintégration des systémes non
lin€aires du premier ordre et @ une inconnue.
Soit X, un tel systeme, formé de p. équations,

[}l :/1 ("7"17 e Xy, 5)[)(J.+n . -y/'/n))
N

Ajoutons une équation complémentaire
Pyt =2 S (s ooy, 5, Putas s Pm)-

Nous savons que les conditions d’intégrabilité d’un systeme du
premier ordre sont elles-mémes du premier ordre. Si donc X, ., formé
par Uensemble de X, et de py,, ==/, ., n’était pas canonique, il en
vésulterait de nouvelles équations du premier ordre, de sorte que X,
s’obtiendra en éerivant que X, est canonique.

Supposons qu’on passe aux ¢quations du second ordre de X, Tes
conditions d’intégrabilité de X, élant vérifiées, les équations du second
ordre obtenues par dérivation des équations de X, se réduiront au
nombre qui est nécessaire pour déterminer toutes les dérivées

e (Cm= 1,2, oy by k=212, ...,m).

Les dérivées de Iéquation py,, == fy(, parrapport & x,.,,, ..., 2,
permettront de calculer les dérivées de la forme

(p=p 1, ...,m);
pet1 Okl

de sorte qu’on obtiendra ainsi une fois et une seule toutes les dérivées
de la forme

—e e == SR S e i A T T I B
().‘I}/()(I;k (/ )y ) | 9 )%y ’ )

(1) Brunox, Sur les systémes d’dquations auwx déripées partielles dont les caractéris-
tiques dépendent d'un nombre fini de paramétres ( Annales de Ufcole Normale supé-
ricure, 1896).
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Pour que ., soit canonique, il suffit donc que les équations obte-
nues en dérivant p,., — fu., = o, par rapport & x,,x,, ..., x,, ne
permettent pas de calculer d’autres dérivées; autrement dit, que les
équations d’intégrabilité obtenues en combinant I'équation complé-
mentaire, successivement avec toutes les équations de X, soient les
conséquences algébriques de X, ,.

Le calcul fait pour trouver les équations d’intégrabilité d’un systeme
completement résolu montre, sans qu’il soit nécessaire de le modifier
profondément, que les équations d’intégrabilité seront

[p: — J1s Py —‘.fu.w] =0, sy [I'u. "'/}m L1 "*,/'(;.4 1] == o

On devra développer ces équations, puis y remplacer p,pu, ..., pyu,
Py respectivement par

./1 ("L'l’ ey Wy Ty ,/(J.—l 1 Ppgas o -7[)111)7

‘/'p.(xh sevy '%'m: 3’ f[J.H,/)[M 29 = -7/)/n>7

fp»H (Z1y ooy Ty 5y Pucias <o oo Pm)s

et 'on aura ainsi £”.
X7 est donce bien linéaire et du premier ordre, et on voit qu'il est
composé de p. équations résolues par rapport i
Ypir Wows o Mo,

2
dir, dicy diry,

Pour montrer que X7 tel qu’id est obtenu est canonique, il suffit de
montrer que X’ posstde une intégrale se réduisant, pour 2, ==z,

s

X Ki X . g - ’
Xy =2y, ..., X, =, dune fonction donnée i 'avance
(I('Z,Pr! ey Tmy S, [)p.‘w, v '?[)m)'

Or, une intégrale de Z” s’obtient en partant d’une intégrale I de X,
provenant d’une fonction arbitraire

O(mlkl-ls vy Ly Oy ﬁ‘u cre @Ill)

et éliminant a, B,, ..., B, entre les valeurs de z, ~-»q5---‘, ceey s,
()'1“(L+ 1 ().'Z‘,,,

Pour avoir cette relation, dans laquelle on aurait fait z, = ay, ...,
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0 - 1
2, =x,, on peut donner & x,,x., ..., 2y, ces valeurs avant de faire
I’élimination; ce qui conduit & éliminer o, By ..., B, entre

04 a4

o ceey Dy = -
()l'pn'—x 5 dx,

s=0, Pp+1 =
Pour que cette ¢limination conduise
Pyt =1U,

il faut que Pon ait, quels que soient @y .\, ..., 2, %, By« oy By

20 99
0% (s 0,20, -
()"]"(L"I'l et B ()«T[H—‘-z, ’ Az, ’

¢quation qui donne des fonctions 0 dépendant d’autant de constantes
arbitraires que Pon veut, de sorte que la propriété annoncée est dé-
montrée.

Comme on le sait, cette propri¢té de Z” fournit immédiatement la
méthode de Jacobi et Mayer, qui se (rouve ainsi démontrée par des
considérations générales sans faire appel aux propriétés particulieres
des expressions | F, @ | et sans faire de distinction entre le cas ol =
figure et le cas oli = ne figure pas dans le systeme proposé.

La seule simplification qui se produise quand on passe du cas gé-
néral au cas olt & ne figure pas, est que les systemes d’équations diffé-
renticlles ordinaires dont il faudra toujours chercher une intégrale
auront chaque fois une équation de moins.

HI.

Transformation générale. Méthode de M. Darboux.

13. Dans la transformation générale, on doit former X" en écrivant
que les équations complémentaires fournissent avee Z un systeme X/
ayant un degré I’indétermination ®” donné i I'avance.

Pour que I'on obtienne ainsi une véritable transformation, il faut
que X' soit un des systemes généraux que'l’on sait intégrer de facon
que le probleme de Uintégration de X puisse étre considéré comme
uniquement ramené & celui de Uintégration de 2.
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Les systemes considérés par M. Beudon, et dont Dintégrale géne-
ale ne contient que des constantes arbitraires ct une fonction arbi-
traire d'un seul argument, sont, actuellement, les systemes les plus
généraux que I'on sait intégrer par des équations diflérentielles ordi-
naires; il est done naturel de chercher i obtenir, pour ¥, un systeme
de cette nature.

En général, la méthode ne réussit pas, parce que X7 n’a pas un
degré d’indétermination suffisant pour qu’on puisse obtenir toutes les
intégrales de X, de sorte que nous devons chercher & nous arranger
de facon que X" ait un degré d’indétermination aussi grand que pos-
sible.

Supposons qu’en prenant p équations complémentaires

Ji=m0, S0, RN Sy,

on arrive & X" ayant un degré d’indétermination suffisant pour
pouvoir obtenir toutes les intégrales de . (lest dive que, T désignant
une intégrale quelconque de X, on peut déterminer les arbitraires qui
figurent dans les / de facon que X et les équations /== o aient en
commun une intégrale dépendant d’une fonetion arbitraive et d'un
certain nombre déterminé de constantes arbitraives et se réduisant
a I pour une détermination convenable de ces arbitraires. En parti-
culier, cette intégrale dépendant d’ane fonction arbitraire et de con-
stantes arbitraires est commune 4 X ot i f; = o el la fonction /f, dé-
pendant des arbitraives fournies par Uintégration de 27 est intégrale
générale d'un systeme différenticl o qu’on sait former par I'é¢limina-
tion de /i, ..., /, dans X"

On peut done dire qu’en ajoutant la seule équation complémentaire
Ji=o ctenassujettissant /; & vérifier le systeme o on peut retrouver
toutes les intégrales de X.

Considérons alors le systeme X7 auquel on serait conduit en appli-
quant la méthode avee la seule équation complémentaire /, == o. Pour
exprimer que /=0, ..., f,==0 ont en commun ayec X une inté-
grale dépendant d'une fonction arbitraire et de constantes arbitraires,
il nous faut d’abord exprimer la propriété pour /, = o, ce qui donne
X7 et conduit & un systeme X, puis exprimer que /, = o0, ..., [,=0
ont en commun avec X, une intégrale dépendant encore d’une fone-
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tion arbitraire et de constantes arbitraires, ce qui nous donne un nou-
veau systeme o', contenant f,, /s, ..., f/,. Dans o éliminons f,, ...,
Jps nous obtiendrons ¢” et le systeme ¢” sera formé par £, auquel on
aurait ajouté les équations ¢”.

Il en résulte immédiatement que toute intégrale de o” est une inté-
grale de X7. Si donc nous savons intégrer ', nous aurons certainement

toutes les intégrales de ¢” et, par suite, nous en déduirons toutes les
intégrales de X. Nous sommes ainsi conduit i cette conclusion :

Sila méthode réussit en ajoutant p équations complémentaires f, = o, ...,
J»=0, elle aurait certarnement rdussi en ajoutant ’unique équation com-
plémentaire [, = o.

La réciproque n’est pas vraie.

[T en résulte que, pour tenter Pintégration d’un systeme X au moyen
de systemes intermédiaires, il faudra ajouter une équation complémen-
taire /== o ctformer X en éerivant que le systeme X auquel on arrive
a une intégrale générale dépendant d’une seule fonction arbitraire
@une scule variable et de certaines constantes arbitraires de nature
détermince.

Nous retombons ainsi sur la méthode de M. Darboux (') présentée
dans le cas le plus général et notre exposition montre qu’on y est
conduit forcément.

Ainsi la méthode de M. Darboux apparait comme élant la meéthode la
plus naturelle pour tenter Uintégration des sysiémes de forme quelconque.

14. Tci cette méthode se trouve considérablement précisée a cause
des connaissances que nous possédons actuellement sur les systemes
différenticls généraux, connaissances qui se réduisaient 4 bien peu de
choses au moment ott M. Darboux publiait son remarquable Mémoire.

Faisons d’abord une remarque générale. Nous ajoutons une équa-
tion complémentaire /= o, d’ordre v, et nous écrivons que X' a une
intégrale générale dépendant d’une fonction arbitraire d’une seule

(1) DARBOUX, Sur les équations aux dérivées particlles du second ordre (dAnnales de
ULeole Normale, 1870). '
Ann. de l’Fe. Normale. 3¢Série. Tome X1V, — Jux 1897. 3o
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variable et aussi de certaines constantes arbitraires qui devront étre
les valeurs initiales de certaines dérivées bien déterminées. Consi-

. . M J A atl ’ o 1
dérons I’équation %/i = o, ¢’est une équation d’ordre v 41 qui con-
I3

tient les arbitraires figurant dans / et dont le premicr membre vérifie
un systeme X} qu’il est facile de former au moyen de X”. Toute inté-
grale [ de © est contenue dans une intégrale J commune 2 X et /=0
et obtenue en fixant convenablement les arbltz aires quifigurentdans /.

Cette intégrale J est commune a X et -)—i— =o, desorte que, quelles que
: 4
0
soient les arbitraires qui figurent dans /, X et DZZ/_ ont ¢n commun une

14

intégrale J qui, pour une détermination convenable des arbitrairves,
contiendra n’importe quelle intégrale de X

Nous pouvons donc dire que s’il existe des équations /= o d'ordre v
ayant en commun avec £ une intégrale J pouvant fournir toutes les in-
tégrales de 3, il existe forcément des équations d’ordre v + 1 ayant la
méme propriété, et la réciproque n’est pas vraic.

De sorte que :

St la méthode de M. Darboux, telle que nous Uavons cxposée, réussi
en prenant une équation complémentaire d’ordre v, clle aurait certai-
nement réusst en prenant unc équation complémentaire d’ordre v + 1.

Et comme conséquence immédiate :

La méthode de M. Darboux a d’awant plus de chances de réussir, que
U'équation complémentaire est d’un ordre plus élevé.

Si nous renong¢ons au hénéfice de la proposition précédente, nous
pouvons facilement retrouver Ia forme méme sous laquelle M. Darboux
a présenté sa méthode ou du moins la forme sous laquelle il 1’
appliquée aux équations du second ordre.

Assujettissons I'équation complémentaire, non plus 4 avoir en
commun avec X une intégrale ayant un degré d’indétermination fixé a
I'avance, mais simplement % avoir en commun avee ¥ une intégrale
dépendantau moins d'une fonction arbitraire d’une variable et essayons
successivement des équations complémentaires d’ordre o, 1, 2, 3, ..

Je dis quon pourra, sans restreindre la généralité, assujettir I’ équa-
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tion complémentaire, supposée d’ordre v, & ne fournir, dans ', aucune
¢quation nouvelle d’ordre inférieur i v.

Pour le voir, supposons qu’en opérant ainsi la méthode n'ait pas
réussi pour des équations complémentaires d’'ordreso, 1,2, ...,v—1
et supposons que la méthode réussisse au moyen d’une équation com-
plémentaire d’ordre f, = o, d’ordre v telle que 3’ possede des équa-
tions d’ordre inférieur A v et autres que celles de X.

Soit f,_;= o 'une d’clles. /,_,dépend des arbitraires dont dépend /,
et est solution d’un certain systeme différentiel qu’il sera facile de
former au moyen de Xj. Quels que soient les arbitraires figurant
dans f,, le systeme X' a une intégrale J dépendant au moins d’une
fonction arbitraire d’une variable, et cette intégrale J peut contenir
n’importe quelle intégrale de . Mais J étant solution de X' est solution
de f,_;=o0; donc, f,_;= 0 aen commun avee X une intégrale J pouvant
conlenir toute intégrale de . La méthode aurait done réussi avee une
¢quation complémentaive d'ordre v — ¢. D’aprés les hypotheses faites,
cela n’est possible que si cette équation fournit avec X des équations
nouvelles d’ordre inférieur & v — ¢, et 'on pourrait recommencer
sur /, ; le raisonnement fait sur f;. En continuant de la sorte, on arri-
verait foreément i en conclure que laméthode aurait réussi en ajoutant
une équation complémentaire d’ordre o, ce qui est contraire & 'hypo-
these.

Si donc, appliquée comme nous venons de I'exposer en dernier lieu,
la méthode ne réussit pas pour des équations complémentaires
d'ordres 0, 1,2, ..., v — 1, elle ne peut réussir que pour des équations
complémentaires d’ordre v ne fournissant pas d’équations nouvelles
d’ordre inférieur & v, de sorte que nous ne diminuons pas la géné-
ralité de la méthode en imposant & f, la condition de ne pas fournir
de telles équations.

En opérant ainsi, le systeme X auquel on arrivera aura une inté-
grale générale qui contiendra, non seulement une fonction arbitraire
("une variable, mais aussi des constantes arbitraires, de sorte que la
méthode de M. Darboux suppose essentiellement qu’on sache intégrer
de tels systemes. Or, nous avons vu (n° 11) que ces systemes s’inté-
graient par des équations différentielles ordinaires, de sorte que:

Si la méthode de M. Darboux réussit avec une équation complémen-
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taire f,= o, dés que ['on a intégre le systéme X correspondant, on achépe
lintégration de X au moyen d’équations dyférentielles ordinaires.

On peut remarquer que le nombre des constantes arbitraires ui
figurent dans Dintégrale générale du systeme intermédiaire X7 est
d’autant plus grand que ¢ est lui-méme plus grand. La théorie générale
des systemes différentiels canoniques va facilement nous donner la
raison de ce fait et nous en montrer la nécessité.

Pour plus de netteté, supposons que X soit & une seule inconnue =
et proposons-nous de chercher une équation complémentaire /, = o,
ayant en commun avee £ une intégrale J, dépendant de p constantes
arbitraives et d’une fonction arbitraire d’une seule variable. Le
systeme X' aura pour intégrale générale une intégrale J,. La fonction
arbitraire figurant dans cette intégrale générale sera la valeur &
laquelle se réduira z pour x, = 2, ..., x,_, = a,_,, et ccelte fonction
initiale fera connaitre les valeurs initiales (en 7, .., x;,) de

ds 0%z

Ty ey iy
Y0, Ok

Il faut donc que les équations du systeme X' fassent connaitre les
valeurs initiales de toutes les autres dérivées i ’exception de p d’entre
clles. Soit ' Pordre canonique de 25 les ensembles canoniques, par
rapport auxquels est résolu X' et qui sont d’ordre inféricur i n’, ne
contiennent pas de dérivée prise uniquement par rapport & x,, et, aun
moins, une autre dérivée, sans quoi I'ordre canonique de X serait
moindre que n’. A chacun des ensembles d’ordres 1, 2, ..., n'—1
correspond done, au moins, une dérivée dont la valeur initiale peut
étre prise arbitrairement. Il y en a ainsi, au moins 2’ -— 1; comme, par
hypothese, il y en a rigoureusement p, on a

pon'—u,
c’est-a-dire
AEp 1.

Il 'en résulte que les équations d’ordre p + 1 de &' sont résolues cer-

tainement par rapport a toutes les dérivées d’ordre p + 1, sauf

Jr+tz

dwlir
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Le raisonnement précédent nous montre qu’il y a une limite que ne
peut pas dépasser »” quand on donne p, mais cette limite est heaucoup
trop grande. Pour raisonner d’une facon plus générale, nous pourrons
dire :

A tout nombre p correspond un nombre p’ tel que toutes les équa-
tions d’ordre p’ de X' soient résnlues par rapport a toutes les dérivées

d'ordre p” de z i Pexception d(, "

/ll

Considérons alors les équations d’ordre p” de 2. Par hypothese, I'in-
tégrale générale de £ dépend de plusieurs fonctions arbitraires ou
d’une l()n(,tmn arbitraire de plusieurs variables, ce qui exige qu’a I'en-
semble canonique B, il manque plus d'une dérivée pour étre complet;
a I'ensemble analogue de X' il n’en manque qu’une, de sorte qu’en
passant de X X on aajouté au moins une équaLion nouvelle d’or(lrep’
Soit /= o; I'intégrale J,, qui était commune a X et /£, = o, vérifie £
done vérifie /iy = o.

Nous venons de montrer Pexistence de cette équation nouvelle
Sp==o0; mais il peat arriver qu’il en existe une d’ordre inférieur a p’,
soit /== o. Nous pouvons donc dire :

Au systéme X appliquons la méthode de M. Darboux en cxprimant que
l ('([ualmn r()rrq)[('lnclzlall(' a, en commun avec X, une nié ﬂ‘ralc.] conlte-
nant cxactement p constantes arbitraires; aw nombre p correspond un
nombre p' tel que, si la méthode reussit apec une équation complementaire

== 0 (v >p'), il existe certainement une équation f,= o (¥V'<p') pour
laguelle elle aurait réusst.

Ceci nous montre que, dans la recherche des systemes intermé-
diaires 2’ dont I'intégrale générale ne contient, en outre de la fonction
arbitraire, que p constantes arbitraires, on pourra se borner aux équa-
tions complémentaires d’ordre inférieur ou égal & p'. Si la méthode
ne réussit pas dans ces conditions, elle ne pourra certaincment pas
réussir en prenant une équation complémentaire d’ordre supérieur
4 p/ 4 moins qu’on n’augmente en méme temps le nombre p de facon a
augmenter p’.
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V.

Transformation par changement d’inconnues.

15. Les principes généraux exposés dans la premiere Partie de ce
Mémoire peuvent s’appliquer d’une autre facon a la transformation des
systemes différentiels.

Dans les Chapitres I et TIT, nous avons pris des équations complé-
mentaires /; = o, ..., /,=o0, dont les premiers membres étaient consi-
dérés comme des fonctions indéterminées des quantités quiy figuraient
et en exprimant que X' poss¢dait un degré d'indétermination donné &
I'avance, nous avons ¢té amené & déterminer les inconnues /,, ..., /,
par un systeme différenticl X”.

in suivant les mémes idées, on peut encore employer le procédé
suivant qui est un peu moins général. Au licu de supposer /, ..., /,
completement indéterminées, donnons-nous des fonctions parfaite-
ment déterminées des 5 et de leurs dérivées et dépendant de certaines
fonctions ou constantes arbitraires, et cherchons le systeme différen-
tiel =" que doivent vérifier ces arbitraires pour que X' ait le degré
d’indétermination voulu. Il est clair que, si o” a un degré d’indétermi-
nation suffisant et si Pon sait Uintégrer, les fonctions /se trouveront
déterminées et 'on sera ramené & lintégration de . Cest la méme
méthode que dans les Chapitres précédents, mais appliquée autre-
ment.

Pour ne considérer que le cas vraiment intéressant, supposons
qu’on désigne par 5|, 5, <., 5, des fonctions de 2, ..., @, comple-
tement indéterminées et que les / soient des fonctions, données «
priori, des 5, des =’ ¢t de certaines de leurs dérivées.

Pour plus de simplicité, bornons-nous au cas ot les fne contien-
nent pas les dérivés des z° et ol 'on a ¢’ = ¢; ¢’est-h-dire, partons
d’équations complémentaires de la forme

i
e e
.;)x R
Oy == 5,
Dy =2 Sy,



SUR LES TRANSFORMATIONS ET L’INTEGRATION DES SYSTEMES DIFFERENTIELS. 23()

les ¢ étant des fonctions données & I'avance des z et de certaines de
leurs dérivées.

Commencgons par écrire que I’ est simplement compatible, c’est-
a-dire admet au moins une intégrale; en général, nous arriverons 2
un systeme X’ d’ordre o; soit o” le systeme correspondant aux incon-
nues . Il est évident qu’a toute intégrale I de  correspond un en-
semble I de valeurs des z". Pour les valeurs I, le systeme X' admet
au moins U'intégrale I, donc I’ est une intégrale de ¢”. Le systeme o”
est donc certainement compatible, et ses intégrales permettent de
trouver toutes celles de X.

Supposons que X’ soit d’ordre o, ¢’est-a-dire se réduise &

==
59 == "P'l'f
...... ’
~ ——-"

7 =Yg

’

les  ¢tant des fonctions des 5” et de leurs dérivées. On peut dire
alors que la transformation est réversible et il en résulte que les
expressions des s/, qui contiennent au plus les arbitraires figurant
dans celles des =, contiennent exactement ces arbitraires sans aucune
réduction, sans quoi les expressions des z au moyen des z° montre-
raient que les = dépendraient d’'un nombre moindre d’arbitraires, ce
qui voudrait dire que les arbitraires figurant dans les =z ne seraient
pas toutes essentielles.

Ce résultat fait prévoir que X et ¢” auront exactement le méme
degré d’indétermination. Il serait intéressant d’avoir une démonstra-
tion rigourcuse de ce fait, car on en déduirait des propriétés impor-
tantes relatives a des transformations de systemes, et comprenant,
comme cas tres particulier, des résultats remarquables, obtenus par
M. Darboux (') & propos de la méthode de Laplace.

16. Pour terminer, nous allons montrer que le genre de transfor-
mations dont nous nous occupons conduit i un résultat remarquable

(1) DarBous, Lecons sur la Théorie générale des surfaces, t. 11, Chap. VIL
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relatif & P'application de la méthode de M. Darboux aux systemes
linéaires.

Supposons que X soit linéaire par rapport aux inconnues et & toutes
leurs dérivées particlles et que I'on connaisse wune équation lincaire
/= o ayant en commun avec £ une intégrale dépendant au moins
d’une fonction arbitraire, ¢’est-h-dire (ui, ajoutée & X, donne un sys-
teme o" dont U'intégrale générale contienne au moins une fonction ar-
bitraire.

De [’ existence de U'équation f = o résulte que la méthode de M. Dar-
boux, appliqguée au systéme %, réussira certainement.

En effet, au lieu de I'équation complémentaire /= o, prenons

e el
=3,

5 étant une fonction indéterminée de x,, x,, ..., x,, ¢t cherchons i
former le systeme X" correspondant.

A cause de la forme lin¢aire des équations X et de la fonction /, les
équations de X' ne seront que celles de ¢ dont on aurait modifié le
terme indépendant des = par adjonction d'une fonction linéaive de 5’
et de ses dérivées, et les équations d'intégrabilité, qui étaient identi-
quement vérifiées dans ¢’, deviendront uniquement des relations
entre ces termes indépendants des z, ¢’est=h-dire des équations qui
constitueront le systéme 7.

Ainsi, en écrivant uniquement que X et /== 3’ fournissent un sys-
teme compatible, nous arrivons forcément 4 un systeme £ formé par
les équations du systeme o' dans lesquelles on aurait sculement mo-
difié les termes indépendants des z.

" a done nécessairement le méme degré d’indétermination que o'
puisque ces deux systémes sont résolus par rapport aux mémes en-
sembles canoniques.

Toute solution s” du systeme s” fournira donc une équation f==z'
(ui aura en commun avee ¥ une intégrale ayant le méme degré de
généralité que celle qui était commune a4 X et /= o. Autrement dit :

Quelle que soit Uintegrale ' du systéme o, [ — z' est une solution du
systéme X" de la méthode de M. Darbouzx.
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Il ne reste plus & montrer que I'on peut obtenir ainsi des intégrales
de X" permettant de calculer toute intégrale de . La chose est bien
¢vidente. I étant une intégrale quelconque de X, calculons la valeur
correspondante de z'; ce sera symboliquement

Sy,

soit I'. En donnant & 2’ la valeur I, £ et /= 5" auront 'intégrale 1
commune, ¢’est-d-dire formeront un systeme compatible : donc 1’ sera
solution de 5”. Ainsi, quelle que soit I'intégrale I de X, il existe cer-
tainement une intégrale I’ de o” telle que X' admette I'intégrale I;
J — = est alors une intégrale de X" qui permet de calculer 1.

Cette remarque montre que les systemes linéaires sont ceux pour
lesquels la méthode de M. Darboux a le plus de chances de fournir
I'intégration.

B = L e

Ann. de L'Fe. Normale. 3° Sgrie. Tome XIV. — Jurx 1897. 31



