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SUR LES TRANSFORMATIONS

L'INTÉGRATION DES SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS,
PAR M. ETONNE DELASSUS,

I» II 0 F E S S 13 0 l{ A V L Y C É E Ï") E î) 0 U A 1.

I N T B O D U C T I O N .

On sait l ' importance des intégrales in termédia i res dans le problème
de l ' in tégrat ion des équa t ions aux dérivées partielles du second ordre.
(Test la, recherche de telles intégrales qui constitue la méthode de
'Monge et, au f o n d , celle de Laplace.

Je m,e propose, dans ce Mémoire , d'étendre la même notion, aux
systèmes d i f f é r e n t i e l s quelconques. 11, est possible d'y arriver d'une
façon précise en u t i l i san t les résul tats que j 'ai donnés, dans un, M'é-
moire an té r ieur ( 4 ), sur la forme canonique générale de tels systèmes
et le théorème général, d^existence des intégrales.

Le théorème de Cauchy généralisé, en faisant connaître d 'une façon
précise le nombre et la nature des arbitraires dont dépend l ' intégrale
générale d'un, système^ permet en quelque sorte de mesurer le degré
de dif f icul té de l ' in tégra t ion^ ce qui conduit à. la notion de système
plus $ùnpk qu'un autre.

En partant de ces idées, on est tout naturellement conduit , pour
tenter l ' intégration (.l'un système 2, à chercher des systèmes intermé-
diaires S', c'est-à-dire des systèmes plus simples que S, et dont toutes
les intégrales soient des intégrales de S. Si. Fon connaît des systèmes
S7 dont les équations cont iennent des arbitraires en nombre suffisant,
l ' intégration de 21 sera ramenée à S'.

(r) ÉTIE'NN.IS DE usai's, Extension du théorème de Cûuchy aux systèmes différentleU
te plus ^dnéraax (Àfinales de l'École Normale; 1896). ^ \ 1 1 1 1 ' ;
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Pour former un système in termédia i re , il, f au t a jou te r à E des équa-
tions complémentaires, et on leur imposera la condi t ion d.,e fourni r
avec-Sun système S' compatible et ayant u n e intégrale générale dé-
pendant d 'arbitraires dont on fixera a priori le nombre et la n a t u r e *
Les premiers membres des équations complémentaires seront alors
assujettis à vérifier un système différentiel 2^, que l'on saura certaine-
ment former.

Si S^ est compat ib le et a des intégrales dépendant d 'arbitraires en
nombre suffisant, l ' intégrat ion de S sera décomposée en deux par t ies
qui, seront r intégrâtion de 2^, puis celle de S".

11 est naturel de chercher à obtenir un système I/ qu'on sache cer-
ta inement intégrer; dans ce cas, on peut dire que toute la d i f f i cu l t é de
rintégralkm de S se trouve reportée sur S", et nous appel le rons S" le
transformé de S.

En faisant varier la forme imposée à I\ on arr ive à dédu i re d 'un
même point de vue un grand nombre de résultats dont certains sont
nouveaux et dont les autres constituent, à peu de chose près, tout ce
que l'on sait actuellement sur les systèmes diderent ie ls d . ïune (orme
présentant quelque général i té .

Le cas le plus simple est celui où l'on impose à S'la c o n d i t i o n d'être
de première espèce, c'est-à-dire d'avoir ime intégrale générale dépen-
dant d'un nombre l ' imi té de constantes arbi t ra i res .

Appliqué aux systèmes de première espèce eux-mêmes, i l c o n d u i t
à leur intégration par des équat ions d i f f é r e n t i e l l e s ordinaires»

Appliqué aux systèmes dont l ' intégrale générale ne dépend que»
"d'une seule fonction arbi t ra i re , l a q u e l l e ne dépend que d'un seul ar-
gument, il conduit immédiatement à l eu r intégration par des équations
différent ie l les ordinaires.

Appliqué à des systèmes quelconques, il condui t à faire correspondre
à tout système S une i n f i n i t é mu l t i p l e de systèmes de plus en plus
compliqués, et a un nombre de1 variables de p lus en plus grand, dont
l'intégrale, générale se déduit de celle de S par des calculs algé-
briques et tels que si l'on sait intégrer l 'un quelconque d'entre eux,
on en déduit l ' intégration de tous les ' au t res 'par des équations diffé-
rentielles ordinaires et des calculs algébriques.

Chacun de ces systèmes possède, en1 outre, la propriété de pouvoir
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s'intégrer par des équations différentielles ordinaires dès qu'on en
connaît une intégrale particulière dépendant de certaines constantes
et fonctions arbitraires.

Enfin, le même cas, appliqué aux systèmes du premier ordre à une
inconnue, conduit tout naturel lement à la méthode de Jacobi etMayer,
qui. se trouve ainsi établie d'une façon simple, sans faire de distinction
entre le cas où l'inconnue figure et celui ou elle ne figure pas, et sans
être obligé de faire appel aux propriétés particulières des expres-
s ions [F. <Ï)] de Poisson.

Parmi les systèmes qu'on sait intégrer par des équations différen"
tielles ordinaires, ceux qui ont la forme la moins par t icul ière sont
ceux dont l 'intégrale générale dépend d 'une seule fonction arbitraire
d'une variable.

Si l'on cherche des équations complémentaires conduisant à de tels
systèmes, et si. l'on cherche à se placer dans les condi t ions les plus
favorables pour que l'on puisse ainsi arriver à trouver toutes les inté-
grales du système proposé S, on. est fa ta lement conduit à retrouver
la iiiéthodo de M. Darboux, (1) , bien précisée dans le cas des systèmes
quelconques.

En dernier l ieu , une transformation particulière, que j 'appelle trans-
formation par changement d'inconnues, fourni t un résultat intéressant
relat i f à l 'application de la méthode de ML Darboux aux systèmes
linéaires. S'il, existe une équation linéaire qui, ajoutée à S, donne
un système 2V dont l'intégrale générale cont ient au moins une fonc-
tion. arbitraire, S pourra certainement s'intégrer par la méthode de
M,. Darboux*

I.

Degré d'indétermination d'un système différentiel. — Systèmes
intermédiaires.

1. Soit £ un système di f férent ie l canonique à m variables x^
x^, ..., XM et q inconnues z^ ^a» ' • • » ^r Supposons qu 'aucune 'de ces

(r) DABBOÏJX, Sur les équations {MX dérivées partielles du second ordre {Âiuudes de
l'École Normale; 1870).
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inconnues ne paisse être prise arbilrairc.ment de façon que le système
contienne et détermine réellement les q inconnues. Le théorème de
Cauchy généralisé nous montre que, pour déterminer complètement
une intégrale de S, il faudra se donner arbi t ra i rement :
Te constantes;
r^ fonctions de i variable;
Fo fonctions de 2 variables;

r,^^ fonctions de m— 2 variables;
r^_) fonctions d e ' m — i variables;

Nous appellerons degré d'irulélejmiruuio/i du système E rensemble
des nombres Fo, Tn . . . , 1^-2» '^m-\ pris dans l 'ordre

'r r Y r v1 o'» 1 l? ^ s » " • • i l m--"S. 9 A / ^ - . - î *

Désignons-le par cô et convenons que co ne change pas si l 'on pro-
longe la suite qui le définit, en y a jou tan t de nouveaux nombres f^,
r,^, ..., qui sont tous nuls.

Deux degrés d ' indéterminat ion (D et CD'seront d i ts égaux s ' i ls sont
définis par les mêmes nombres, c'est-à-dire si l 'on a

"g111 ..,...-. r' r — r' r „.,..., r/
,&. 0 ..———. .». y , .1. ,) ———.„. 1 j y 1 g ..,..„, I, g, . . , .

Nous conviendrons de dire que l'on a

(Q > cô^

s'il existe un entier [j, tel que
"r ^ r' 'r .-„... •i1-^ î  rvA- (A --'•»• p, 9 A [A+.l -— A p,,,.H , A(A+'a -:;r: *-(J(..4^»> - • • »

et l'on voit iïnmédiatcm.ent que

(ôXiy et cfô' > (î^
entraînent

Laissons de côtelés systèmes différentiels et ne 'considérons que
des équations isolées, en restant dans les généralités, c'est-à-dire sans
préciserieur forme et leur ordre.,' ! ' 1 ' 1 1 -
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Soient
F = o , (I>=:o

deux équations différentielles,- la première d'ordre p et à m variables
indépendantes, et la seconde d'ordre p ' à m' variables.

Les connaissances actuelles sur les équations différentielles nous
conduisent à dire que l'étude des intégrales de F == o sera plus difficile
que l'étude des intégrales de <î> = o si l'on a

ou,
in zr: m, p >. p'.

Mais, d'après le théorème deCauchy, les degrés d ' indétermination des
deux équations sont constitués par

l'o ̂  i\ =- • . . . ::1:.::: r^ _ g =• o, v^..-1 ~= p, r^ == r^1 • = = = . . . ::::: 0,
Ï1 1 ' / 'm/ 'T^f •gi/ -n/ •in/o = 1 1 —:. . . ̂  A ,„ ̂  — o, 1 ̂ ,,.1 ̂  o, I, ̂  -;:-:- 1 .̂,̂ î -=::.., ••=: o,

et, dans les deux hypothèses, on voit que l'oii a

^)> (^'.

On est alors tout naturellement amené, en généralisant , à admetire
que, au. moins en restant dans les généralités, la difficulté de l'étude
d 'un système di.fferenti.el est d'autant plus grande que son degré d'in-
détermination est plus grand. Cette diff iculté peu t donc en quelque
sorte se mesurer par le degré d'indétermination et, pour abréger, nous
dirons qu'un système 27 ayant pour degré d ' indétermination ciy est
plus simple que S qui a pour degré d'indétermination (X) si l'on a

d^<©. 1 !

2. La méthode qui se présente le plus naturellement à l'esprit pour
la recherche de fonctions ayant un, certain degré d ' indétermination
consiste à dédoubler le problème et à chercher si ces fonctions ne
pourraient pas être considérées comme solutions de certaines équa-
tions dépendanfcd'arbitraireset dont la résolution introduirait de nou-
velles arbitraires de façon à retrouver toutes celles qui. doivent se
trouver dans les fonctions inconnues. C'est la méthode des équations
intermédiaires» 1 1 '
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Le moyen le p lus général, pour nous, de définir des fonctions dé-
pendant d^arbi t ra i res , consis te a les assujet t i r à vérifier des systèmes
différentiels. S étant le système i n i t i a l aux inconnues z et £7 le sys-
tème intermédiaire , que nous supposons être un système d i f f é r en t i e l ,
toute intégrale de 2/ devra être une inté^ale de S, de sorte que les
intégrales restent les mêmes si àSV on ajoute toutes les équations de -S :
ce qui signifie que le système intermédiai re S' sera const i tué par le
système donné S, auquel on aura i t a jouté les équat ions complémen-
taires

/i== o, /Q=: o, . * . ,

qu'on suppose na ture l lement ne pas être des conséquences algébriques
des équations de 2, prolongé au. besoin , sans quoi 5V serait i d e n t i q u e
à £.

• 3,1 II est facile de constater que tout système 2V a ins i const i tué est
plus simple que £, au sens précédemment attribué à cette expression.

Dans S et dans les. équations/= o, faisons le changement l i néa i r e
le plus général de variables et résolvons S comme il l 'était p r i m i t i -
vement. Il sera résolu par rapport: à des ensembles canoniques

Portons les valeurs des dérivées ainsi obtenues dans les équat ions
/==o et leurs dérivées successives, elles permettront de calculer de
nouvelles dérivées, de sorte que si l'on appelle

l'ensemble canonique de 2V correspondant à E^, on aura certainement

ïî/âE^
Supposons d'abord qu'il y ait un nombre r, au moins égal à Voràm

canonique n de S, et pour lequel l'un, au moins, des ensembles E^
•soit1 supérieur à l'ensemble correspondant E^Cela cont inuera à être
vrai pour tous.les ordres supérieurs à r et, en particulier, le sera pour
un 'ordre ,9 supérieur à r, à n et à. n\ ordre canonique de S', ! 1

Soient Y^ y^, .-/^^ les1 indices1, des ensembles W, et j^ y^ . /.,
-y^,^ ceux'des ensembles E^., 1' 1 . ^ :
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II y aura certaines valeurs de i pour lesquelles il existera, parmi
les neutres i, 2, . . . , 7 7 2 — ï , un nombre (JL, tel que

y^yl. Vi=y^ • • • > 7^-1== 7^-1, 7^<7^
et pour toutes les autres valeurs de i on aura

„/ /—.// ' „ / /—„ .< ' .y/' —.,;' ^'i —^ i
/ l — / [ f { à — / a » . . . , fm-î — //^--â» f ni-\. -— //// ~ l *

En désignant par p le plus petit des nombres p.^ on aura donc

Zy^^yl, ^-^ ..., iy^-:Sy^ ^^<^7,.

Les ensembles E^ sont dérivés des ensembles E^ : les 7^ sont donc les
indices des E^\ c'est-à-dire les nombres fondamentaux du système.
Par suite, on a

t=C/

^ y} = r,,^y (./ = 1 , 2 , . . ., m — s ).

Pour la même raison, on a
i ^ t j

'V „/ / _ T/^ 7/ -— JL //^v •»
<=i

finalement, on a donc, en posant m — y. == p/,
•I-v p p/ _ in p^ _ p r/ ^ p1 //î~-l :::-: 1 m—l9 1 //i-2 — A w-2? ... y A [j/-n — •*• (x'-f-l.» >1 ^ <>. 1 (J/r

c'est-à-dire
oy<(fâ.

S' est donc plus simple que S et, comme p/^ o, la réduction porte sur
les fonctions arbitraires.

En second l i e u , supposons que le nombre r n'existe pas, c'est-
à-dire que l'on ait

E^=E? ( /= : ! ,2 , . . . , / 7 ; s ^ n ) :

l'ordre canonique ri! de S7 sera au, plus égal a n et, en prolongeant S'
jusqu'à Perd re n, les équations d'ordre n de ce système seront les mêmes
que celles de 2. D'où résulte que £ et S' dépendent des mêmes fonc"

Aan. de l'Éc. Normale. 3" Série, 'l'orne X I V . —JUIN 1897. îs6
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l ions arbitraires. I/ ne différera de S que par l 'adjonct ion d'un cer ta in
nombre d 'équations d'ordre infér ieur a n, ce qui montre que l'on aura

et, par su i t e ,
Fo < T.,

(.(Y < o^.

On arr ive ainsi à la même conclusion que dans le cas p récéden t ;
mais, ici, la r é d u c t i o n ne porte que sur les constantes arbi t ra i res .

4. Revenons m a i n t e n a n t a u x systèmes i n t e rméd ia i r e s . Pour q u e S'
cons t i t ue un tel système, i l f a u t q u e ses équa t ions d é p e n d e n t e l les -
mêmes de certaines a rb i t ra i res et , pour cela , i l f a u t que les é q u a t i o n s
complémenta i res

J\:-:::. 0, , /a:-::; 0, . . .,

qui servent à le d é f i n i r , a i e n t des premiers membres d é p e n d a n t d ' a r b i -
'(raires et tels-que le système 2^ soit compat ib le , quel les q u e soient ces
arbi t ra i res .

On peut expr imer , d ' u n e i n f i n i t é de façons , ' q u e 2V est compat ib le .
Pour préciser, on pour ra se d o n n e r a r b i t r a i r e m e n t u n de^ré d'indé-
t e r m i n a t i o n (»<•/ s a t i s f a i s a n t a la c o n d i t i o n

(0^< (Û

et exprimer que S7 est c o m p a t i b l e avec le degré d 'h ïdé termi n a t i o n co\
II pourra arr iver , comme nous le ver rous , q u ' o n m* puisse pas

expr imer que S' a exactement (O' pour de^ré d ' i n d é t e r m i n a l i o n . Pour
suppr imer cet inconvén ien t , nous e x p r i m e r o n s que Ï/ a un defiré
d ' i n d é t e r m i n a t i o n au moins é^al à o/.

Ceci posé, la mé thode générale q u i se présente n a t u r e l l e r n e n t à l'es-
pr i t pour la recherche des é q u a t i o n s complémenta i res est la s u i v a n t e ;

On se donnera le nombre/> des fbnc t ions /e t^ 'pour chaque s, l 'ordre
maximum, des dérivées qui fi^uron t dans les f. Désignons, d ' u n e * façon
générale, parj les s,et leurs dérivées a in s i précisées. Les f seront
considérées, comme f o n c t i o n s des x et des y. Nous nous1 donnerons
a^rioy^.p'fbnctionsy'des,^ et des y , dépendant d 'un cer ta in nombre
d'arbitraires', et nous1 chercherons à restreindre ces arbitraires do façon
que l'adjonction1 des équations1 /(^o,..., /^o au système 1; con-
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du i se à un système S' ayant un degré d ' indé te rmina t ion au moins égal
à ce/.

Dans ce nouveau prob lème, les inconnues seront les a rb i t r a i res q u i
f igura ien t dans les/et l'on sera c o n d u i t à un système différent ie ls"
qu ' e l l e s devron t vérif ier et q u i les dé te rminera en fonc t ion d'autres
a rb i t r a i r e s .

Le système S' dépend alors de ces a r b i t r a i r e s . Si S" a u n degré d ' in-
d é t e r m i n a t i o n CD" assez grand pour que tou te in tégra le de S puisse être
une intégrale de S\ p o u r u n e d é t e r m i n a t i o n convenable des arbitraires
provenant de S", S' c o n s t i t u e r a un système intermédiaire .

Si, en outre , on a ( D ^ ^ C D , on pourra dire qu 'on a s i m p l i f i é l ' i n t é -
g ra t ion de S puisqu'on est r amené à intégrer successivement S" et 2Y
q u i sont tous' deux plus s i m p l e s q u e IL

En général, on choisira aV de façon que le systèmes' soi t de l ' une
des formes que l 'on sait i n t é g r e r , de sorte q u e , si l 'on n'en t i e n t pas
compte , on peut d i re que t o u f c ^ la d i f f i c u l t é de l ' in tégra i ion de S est
reportée s u r S", ou, si l 'on veut , que l ' i n t é g r a t i o n de S est ramenée a
celle deS". ( res tpourquoi n o u s appel lerons S''le système transformé (\Q S.

5. On peut ob t en i r de b ien des manières des t ransformés d 'un sys-
tème S, s u i v a n t la façon dont on fa i t dépendre les y de fonc t ions arbi-
t ra i res ,

A la t in de ce Mémoire nous é t u d i e r o n s , sous le nom de transformation
par changement d'inconnues, u n e t r ans fo rma t ion dans l a q u e l l e on fait
dépendre e x p l i c i t e m e n t les f de ce r t a ines fonctions arb i t ra i res des x.

Pour le moment , supposons, p o u r rester dans les procédés généraux,
qu 'on fasse dépendre les f de cer ta ines f o n c t i o n s et constantes arbi-
t ra i res en les assu je t t i s san t à vérifier, quels que so i en t les x et ICST,
un système d i f f é r e n t i e l G".

Soi t ^ le système a u q u e l on ar r ivera i t en écrivant, sans s'occuper
des équa t ions cr, que les é q u a t i o n s f == o ajoutées à S donnent un sys-
tème S" a y a n t u n degré d ' i n d é t e r m i n a t i o n au moins égal à (©/, c'est-à-
di re en é c r i v a n t que les équa t ions j'== o ont en commun avec S des
intégrales a y a n t 1 au moins dY pou r degré d ' indé te rmina t ion . Le sys-
tème t ransformé S" s 'obtiendra en a joutant à cr" toutes les équat ions
de cr, de sorte que S" sera, en général, plus simple que o-'.
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Mais le but qu'on se propose est d'arriver à un système S" ayan t u n
degré d ' i ndé te rmina t ion aussi grand, que possible, pour p o u v o i r , si,
c'est possible, ob t en i r toutes les intégrales de S. On arrivera a ce
résul tat en réduisant S" à a', c'est-à-dire en s u p p r i m a n t complète-
ment cr, ce qui revient a considérer les/comme des fonctions complè-
tement indéterminées des x et des j, assujetties seulement à la
condit ion de conduire à un système S' ayant un de^ré d ' indé te rmi -
na t ion au moins é^al à oY.

Enfin, on peut toujours s impl i f ier S" on supposant , ce qui est per-
mis, que les/ne c o n t i e n n e n t aucune des dérivées y qui f igurent dans
les premiers membres des équa t ions deS et, en outre, d i m i n u e r encore
de p le nombre des variables i ndépendan te s en supposant les p équa-
tions/== o résolues par rapport à p des ;y q u i y f igu ren t .

6. Comme nous nous proposons de mon t r e r que les cons idéra t ions
générales que nous venons de développer condu i sen t a r e t rouver
presque tous1 les résultats un peu généraux que l 'on possède a c t u e l -
lement sur les systèmes d ine ren t i e l s , i l est bon de préciser ce que
nous admet t rons comme démont rée

Dans un Mémoire a n i é r i e u r ( 1 ) , j ' a i m o n t r é que le théorème de
Cauchy généralisé fournissai t très s i m p l e m e n t la Mét/iod^ de Muycr
pour r intégration des systèmes linéaires du premier ordre à une inconnue;
nous l 'admettrons.

Comme nous l'avons déjà f a i t , nous appe l le rons systèmes de première
espèce}^ systèmes différent ie ls dont l ' in tégra le générale ne c o n t i e n t
q u ' u n nombre l imité de constantes a rb i t r a i r e s» Dans le Mémoire que
nous venons de citer , i l a été d é m o n t r é que tout système du premier
ordre et de première espèce à une seule inconnue s'intègre p a r ' une équa-
tion différentielle ordinaire.

Ces deux résultats, obtenus sans faire appel à a u c u n e théorie par t i -
culière,1 sont les deux seuls que nous admett rons ( a ) . !

( 1 ) E. DIÎLASS'TO, Sur I€K système d'équations aux déri^ée^ partîeUa^ du premier ordre
à une seule inûonnue {Ànïîcdes d^ l'Écatû Normale, ïH<)7).

( â ) Kn,réalité, nous ^admettons que'îa méthode do Mayer, car le second résultai1 n'en11

cst'qu'un 'cas irès-paniealier, .mais qifîlesl utile 'd'énoncer à part1
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II.

Étude d'une transformation particulière.

7. Intégration des systèmes de première espèce. — Ces systèmes sont
év idemment les p lus simples parmi les systèmes différentiels. Leur
degré d ' indétern i ina l i .on est ce lu i d'un système d'équations différen-
t ie l les ordinaires , de sorte q u ' i l est probable que leur intégration do i t
pouvoir se ramener à celle d 'un ou plus ieurs- systèmes d'équations
di f férent ie l les ordinaires.

Cette intégrat ion a été déjà complètement faite par M. Bourlet (').
Nous allons voir que la méthode des systèmes intermédiaires va nous
y conduire tout n a t u r e l l e m e n t .

Soit S le système proposé, soi t /? son ordre canonique e t^y^y^, ..., y^
les ^ et leurs dérivées d'ordre i n f é r i e u r à n qu i ne f igurent pas dans les
ensembles VJ, par rapport auxquels sont résolues les équat ions de S.

On sait, d'après le théorème de Caucliy généralisé, que l 'intégrale
générale de S dépend de (x constantes arbi t raires qu i sont les valeurs,
en x^,.. - , ̂ , deji,j^ -"^ .Vix - Soienty 0 , •"^.y?. ces valeurs i n i t i a l e s .

Nous supposerons, en outre, que cesj, pris dans Perdre j^y^, -•»Ji^
soient rangés par ordres décroissants.

Cberchons à fo rmer un système in t e rméd ia i r e S' ayant en commun
avec 2 une intégrale dans laquel le on pourra se donner arbitrairement
les valeurs initiales de y ^ , • . . ,yp c'est-à-dire une intégrale dépen-
d a n t de [i — ï constantes arbitraires.

Pour cela, nous devrons ajouter à S une équation complémentaire
d'ordre n — ï et de la forme

./i— ? (^u • • • » ^m, y'2» y'^ • • • • y\i.'} ̂  o-

En cbercliant à mettre ^/ sous forme c a n o n i q u e , les équat ions d'in-
légrab i l i t é se rédui ront toutes à l 'ordre n — ï au p lus , en vertu des
équa t ions d'ordre n de S. Ces équations devront être des consé-

( 1 ) BoïîHS.K'r, Sur te équations aux (férivées paruclle.v simultanée!} qui contiennent
plusitîuf's fonctions inconnues ( //finales de l'Ecole Normale^ Stippl. ï^9t ) .
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qucnces a lgébr iques des équa t ions a u x i l i a i r e s clé S et de j^ — ^ == o,
sans quoi S' a u r a i t une intégrale générale qui dépendra i t de m o i n s de
[ j . — i constantes a rb i t r a i r e s .

Nous devrons donc prendre les équa t ions

à / . à , , à ,^ (r. ~ 9 ) ,-= o, ^ (y, - 9 ) ̂  o, . . ., ^ (.), - o ) 1"..1:1 o,

les développer, y remplacer e n s u i t e toutes les dér ivées d 'ordre //, et
les dérivées d'ordres i n f é r i e u r s et au t r e s que j^, . . . , y^ par leurs
expressions en ^, . . . , ̂ , y^, » . .,y^ f ' o u r n i e s , par E ety,, — o ^-= o, et
exprimer que les nouve l l e s é q u a t i o n s a i n s i ob tenues sont des i d e n t i t é s
q u a n d on y considère ^,...,^, j^ , . . . , j^ c o m m e - d è s va î* iah les
i n i l épendan t e s .

Ces équa t ions c o n s t i t u e n t un système linéaire cl. du. premier ordre, ï",
que doi t vérifier la fonct ion ç.

D'après la théorie générale de ces systèmes, on commencera par
ramener l ' i n t ég ra t ion de S" à celle d 'une seule équa t ion q u i sera encore
l i n é a i r e et q u i , par l ' app l i ca t ion du procédé bien c o n n u , s ' in tégrera
par un système d ' équa t i ons d i ( ïe ren t ie l !es ord ina i res .

Nous allons mont rer que le système ̂  est compatible, admet ( ( n e inté-
g r a ' e gêné/aie dépendant (rune fonction cfrbùraire de (x '"" i variables et
e s / , tel c/a on le trouve^ sous forme canonique.

Soit
^l-r= Zi (.z-i, . . ., j',^ y^ . . . ,^'^J,

^ ::::•:: Zg (,r^ . . ., a ' 1 , 1 , y^ * . . , _ ) ' ^ ) ,
' • • * • • * • • • • • • • • • • • • • • - • • • « » . . < )
^^=:,Z^(.ri, . . .,.r^, y\, . . . , y ^ )

l ' in tégra le générale de S. Par dér iva t ion , on en d é d u i r a

ji=Y,(.r,, .-^r^yï, . . . ,y ï . ) ,
1 1 , 1 1 , - 1 , 1 , 1 ja-^ï^^i, . .^.^^y^-.^.r^L

. , 1 .r^^Yt^^'i».. . . ,^ 'w, 7 ; y . . , , .»^; .

Déterminons 7^ par une équat ion do. l a 1 fo rme ^ ! ! , ! !

' ! ! .^O'-.,,., .,1 / ,0 ! ! - , r» ,! - ^ ,„ 1 ; . ;, ' , J \ "~ T \J a » • " é » } y . ) - ,
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Posons, pour abréger,
y / y. y, .,.0 ,,0 \ _____ V I' y. ^ . î , / .,0 ,.0 \ ,»0 1 f 0 |î, ̂  ̂  i, , . ,, .r^ » J à » • * • y J' ;JL y — î / [ -z^, . . ., x ̂ , '.y ( j'._,, . . ., } ̂  ) , j 3, .. ., j u, |,

et considérons les équat ions
,,. ————— V ( y . - y . -.0 ,,t) \

„' 1 —— A 1 \.•Â•• l » • • • ? - ' •• / / / î J a » . . ., J ' [ J . ) 9

,, ———— V'' / ,y. ,y> ,.f)l _ .0 \J ^ —— 1 g ^/-^ , . . , , .L /a, ^ » .̂  , . . . , J- jjj ,

^^ ____ 'V/ / ,y» y. ,,0 „.() N
J- ^ —— 1 p, ^ .r (, . . . , ,Z y/, » J :2 î • ' • y } [Jj ^

qu i déf inissent une in tégrale I de S dépendan t des jj- — î constantes
arbi t ra i res j^, . . . , j^,, valeurs i n i t i a l e s de v^, . . . , y^.. Pour .y^, , - . , .r^,
les Y^.se réduisent respectivement aux y?, sauf le premier qu i se r é d u i t
^(r—-^)-

Le d é t e r m i n a n t f o n c t i o n n e l

,I)(Y,, ¥3, ..., Y^)
1)Tyïrjï7^^^^^^^^^^^

se réduisant alors à î n'est pas i d e n t i q u e m e n t n u l , de sorte que, des
é q u a t i o n s

y a -::::: Y^, j'';{ -"== Ï y, ..., yp.-=:Y[j.,

on pourra t irer
y^=Y;(.ri, ..., ,z^,y^ ...,r^),
• • • , • • * • * • ' • • * " • • * • • • * • • • • * • • • " • >
y?. = Y;l (.ri, ..., x,^ ja,..., 7^),

et, en por tan t dans y) = Y^ , on aura u n e équat ion
,̂ __ "y/ / , •x/'// 'vrv \

J ^ —— I ^ ^<x 1 ? • • • ? ^//î y I g » - • - > I (A/

vérifiée par l ' in tégrale ï, quel les que soient les valeurs j^ , . . .,j '^.
C'est u n e équat ion de la forme

ji ==:€>(.ri, . .., .r///, 72, .. .,yp.)

et ayant en commun avec S u n e intégrale I pour l aque l l e on peut se
donne r a r b i t r a i r e m e n t les valeurs in i t ia les dey^, . . . ,y^. <1> est donc
so lu t i on de S^, de sorte que S" est compat ib le .

Nous venons de trouver a i n s i une i n f i n i t é de s o l u t i o n s del^ etcba"
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cune d'elles correspond à une fonct ion arbi t raire

^(JS. ••-re-

considérons la fonct ion
^Cn, .. .»y[i)

et cherchons ce que devient <I> quand on y f a i t x^ == x\, . . . , .r/^ == ̂ "
Dans ces condit ions, nous savons que <D se réduit à

^(Y:;, ...,Yp .

et que YL ..., Y^ se réduisent respectivement à y ^ , .. -, J(A, de sorte
que $ se réduit à ^(./2. • - •»y^)-

La fonction ^(ja» • • • .J iO est donc la valeur Initiale de ^ en
^0 ^0^p • • • » • '̂w . .

Les m équations du/système S^soni ol)tenues d i rec te incnt sous la
forme

à^ .T ^ _ . ^ _^',» -^ u -.,— — u«ji, • < * î » , -„.... u ,^,
à^i àx^ ^^m

U^ U^ ..., IL étant des fonct ions des x, dej^, ,.-, y^ do ç et des
autres dérivées de ç.

Ce système est forcément canonique , car, s'il ne l 'é ta i t pas, i l don-
nerai t naissance à de nouvelles équa t ions et n ' adme t t r a i t pas d^ in té -
grales pour lesquelles on pou r r a i t se d o n n e r a rb i t ra i rement la va l eu r
in i t i a l e pour x^ ==^, . . , . , ;r^==^, ce q u i est con t ra i re au résultai
q u i précède.

Les propriétés annoncées du système S" sont donc démontrées ci
nous constatons que ̂  a un de^é d' indétermination plus élevé qu'il
n^est nécessaire pour obtenir toutes les intégrales de S.

Pour intégrer î!\ nous devons, comme1 nous l'avons déjà di t , rame-
'ner cette intégration à celle d 'une seule équation au. moyen du change-
ment de variables de Mayer ; cette é q u a t i o n , h son 1,our, s'intègre par
un système d'équations diflerentiel tes ordinaires que nous appelle"

. rons' a" et qui est formé de p équa t ions*
SoitV'uïieintégrale'de ce système a\ il en sera d& même de V , — a,

a étant une constante arbitraire, de sorte 'que, 'si no'us supposons que
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V contient effectivement y et si nous revenons aux variables primi-
tives, nous aurons une équa t ion

V(^i, .. ., x,^ y, ja, . , ., y^) == a

définissant une fonction ç dépendant d'une constante arbi t ra i re et
solution de S".

Je dis qu'au moyen de l 'équation complémentaire

yi == ç(^i, . . ., x^, a, jâ, . . ., y^)

ainsi obtenue, nous pourrons, grâce à la présence de a, obtenir toutes
les solutions de S.

En effet, cherchons l 'intégrale de 2 qui, pour ^), ...,^, a pour
constantes initiales y^ ...,j^. Il faut chercher l 'intégrale de S' qui
correspond aux constantes initiales, j!;, ...,j^, et dé terminer a de
façon que cette intégrale soit précisément celle que l'on. cherche. Il en
sera cer ta inement ainsi , si, pour cette intégrale, la valeur de y, en
oc\, , . . , x^ est précisément j^, c'est-à-dire si l'on a

l/° —— fr\( 'y0 /•/.O /y n^O «/O \^ ,, — ^ (,-<-•!, . . . , ,z^, a, y^, . , ., y^),,

ou p l u s s implement
ff •—- Vf yO .7.0 ^0 .^0 ,/() \u .— y (^.z ^ , , . . , ,,̂ , j^^, j/^, . . . , }^ j j .

On est donc ramené à intégrer S' dont les équations c o n t i e n n e n t
une constante arbitraire; à 2V, on peut appliquer la même méthode et
continuer ainsi en faisant chaque fois disparaître l 'un des y que l'on
peut prendre arbitrairement, et l'on ne sera arrêté qu'au moment où
l'on sera ramené à un système ne contenant plus qu 'un seul y arbi-
traire, qui sera la valeur in i t ia le de ̂  par exemple.

Le système sera alors de la forme

^l _ r - ï î „ _ TT T-T^ç—Ui, ^^u,, * . . , ^ =: 14,

^1 ~ ns^—u,,

^^l _„ TTW
,—— -^ U i ,

(/IA/ //t

^^7t. de l'Éc, Normale. 3e Série. Tome XIV. —JUIN 1897. 27
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tous les U é tan t des fonct ions déterminées de ^^, ̂ , . . . , .r,/,, ^ i et de
de [i — î constantes a rb i t ra i res .

H ne reste p lus qu 'à déterminer z^ : pour cela on remplace ^y , .. .5 .̂
par IL), . . . , U ^ d a n s Up .. ., U^ et l 'on a un système du prernier ordre
et de première espèce en z^ dont l ' in tégrat ion se ramènera à cel le
d 'une é q u a t i o n d i f f é r e n t i e l l e ordinaire et i n t r o d u i r a une n o u v e l l e con-
stante a r b i t r a i r e *

En employan t u n langage, consacré par l 'usage dans la théorie dey
systèmes du premier ordre à une inconnue.» on peut d i re ;

L'intégration (F an. système de première espèce, dont l'intégrale géné-
rale dépend de ^ constantes arbitraires, se/ait par de}; éc/aaUo/u différen-
tielles ordinaires el exige les opérations d'ordres {{uccessif^

^ p , ~ T , . . . » 2, I .

( confo rmé ment aux idées émises au début do ce Mémoi re , nous con-
statons que le de^ré de d i f f i cu l t é des opéra t ions à e f î ec tue r pour a r r i -
ver à l ' intégration ne dépend que de (x. Autrenient d i t :

Deux systèmes de première espèce, ayant le même degré d'indétermi»
nation, s'intêgreni par des opérationsdu même ardie.

I. a méthode d ' in t ég ra t ion a i n s i ob tenue est d i s t i n c t e de celle i n d i "
quée par M. Bour le t . Ces deux méthodes ne conduisen t pas a u x mêmes
calculs, mais les opérat ions successives qu 'e l les exigent sont du même
ordre»

Prenons comme exemple un cas très s imple déjà traité par
M. Bourlet et q u i permet t ra de f a i r e la comparaison

fps àf(s} ùz ôz.,_.-„,„.„,— ̂  ...•„„.>,..„„,„..« ^ »„,„«„ -^ ^ . ,„„ ^
//.2" ()y (h àx ôy

a é tan t une constante.
Ce système se met immédia tement sous forme canonique

y s _ ^ ôf •àz _ , àz
" "»" ' "n f "'— Ct ""T*" ? *"T '"""""' —— Ci "".."""' f/Àz1-1 as à<r à y

1 1 1 1 1 . <p•31 .... ^f 1

ùx ày " " " à^
ô^ î ôf .. , , ̂  :=^ ̂

il y adeux\constante^arbitrai.reB q^ et^z^/.



Ajoutons une équation complémentaire

^=ç(^y^).

On aura le système S"
àf à^ ào
— = —• 4- a o — ?
</^ 6W ' </;;

i <}/' _ ^9 <)tp
a à^ """ àf ' as

II. n'est même pas nécessaire, pour en avoir une solution dépendant
d'une constante arbitraire, d'appliquer la méthode générale; on voit
immédia tement que, en supposant y indépendan t d e r r e t j , les deux
équations se réduisent à une seule

ï àf _ ÔQ
a as T jj

qui s'intègre immédia tement et donne

^V^)-^-
On est ramené à intégrer le système IV du, p remier ordre

à-.^ai/^f^}+^
ùx y a "

\/^)+C,
()l- ,/•
ày~~ \' a

dont l 'intégrale générale est évidemment

r dz
ax + r4- C'.

Remarquons, en terminant ce paragraphe, que l 'appl icat ion de la
méthode n'exige pas que S ait été mis sous forme canonique, mais
seulement qu'on ait déterminé toutes les équations jusqu'à l'ordre n
où l 'on a toutes les dérivées1 de toutes les inconnues- ' .
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8. Transformation particulière dcms le cas général. — Puisque les
systèmes de première espèce s ' intègrent par des équat ions différen-
t ie l l es ordinaires, il est tout naturel m a i n t e n a n t de chercher les sys-
tèmes intermédiaires de première espèce. On les obtiendra en écrivant
que les équat ions complémentaires on t , en commun avec le système
proposé, une intégrale dépendant d 'un nombre l i m i t é de constantes
arbitraires.

Nous allons particulariser encore un peu p lus en procédant de la.
façon suivante :

Soit ï un système c a n o n i q u e que nous supposerons n'être pas de
première espèce. Soit n son ordre canon ique e t y ^ ses nombres fonda-
mentaux.

Supposons' qu^'m le prolonge jusqu'à un ordre ri supér ieur a n. et
que, dans S^, on désigne par T.) , T^ .,. les dérivées par rapport aux-
quelles sont, résolues les équations; par T]^ y^, ... les dérivées d'ordre
inférieur à ri\ autres que les précédentes, et don t les valeurs i n i t i a l e s
sont fournies par les fonctions initiales; p a r ^ , ^» * - b:,is dérivées
d'ordre inférieur à, n\ ne figurant pas dans les premiers membres, et
dont les valeurs ini t ia les ne sont pas données par les (onctions i n i -
tiales, et enfin par *(,, i^» •- les dérivées d'ordre n' qui ne f igu ren t
pas dans les premiers membres. Soit N' le nombre des *C.

Au systèmes nous ajouterons? équat ions complémentaires (p^W)
d'ordre n\ auxquelles on pourra toujours supposer la forme 1 su i -
vante

^ == (pi(^i, , . ., .r'̂ , $1, ^3, . .. . , •0(,,Yl2.» • . - » S/H-I? Ç/M^» - ' ) r

Q :::= 92(.z'i, ..., Xfn, E,i, ̂ , .. *, t /}^ r^, ., * , Ç^-i...i, Çp4,.2? • - - ) »
* * * ' * • ' • " • * • " » • * • • • • • • • * " • » • « • • • . • • . • « • « » » » . t , , » « t » « « » y

Çp=: y^ (,'z^y . . ., .r^y ^y ̂  . . . ̂  yj^ '^^ . . ̂  Çp..,hiy Cp-.t-a? - » • ) ?

et nous imposerons aux fonctions ç la condition que ceséquations
complémentaires ne donnent dans' S' aucune équation d'ordre égal
ouinférieur à n! d i s t inc te de celles de Sat des équations complémen-
taires.1 . ! . .

Soit S^.le-systèm.e d i f férent ie l a ins i obtenu pour déterminer y , ,
ç^-,^. ... ; ; 1 11,, / 1 , 11 . , ! , , • !/ 1 ,

D'après'le théorème de'Cauchy'généralisé, il fau t , pour déterminer
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une intégrale de S, se donner certaines fonctions et constantes ini-
tiales,

Par hypothèse, les constantes sont les valeurs in i t ia les ^), Ç;;, . . .
des ^ en ^,..., x^.

Les fonctions ini t ia les sont de la forme suivante :

/ ^ïl+ïi+---ï^+^ \
\àœ^ àxC... . àx^r àx^ },. „ ,o ,. ,.« (0 s aj < y j } ;
\ l 2 ^_ i ^ / .ï i - a i. ..., A-J .= ,r,

désignons-les par
0a;(^/-K? • - • , ̂ J.

Posons
Q1- =" "/^ -4- •>.//' -4-- -!- " J 1 - -1- tV7'-ry —• /l ^^ /2 1 • • * 1 s j-~\ ' ^y-»

©• donnera les valeurs ini t ia les de dérivées qu i seront toutes d'ordre
f^., au moins, de sorte que si l'on développe ©a;: en série ordonnée par
rapport aux puissances de ^^,~^}.,^ .. . , x^— .<, et si l'on sépare
les termes qui sont au plus de degré n' — p;', on aura

^;=Pa;+^,
et les coefficients du polynôme P^ seront les valeurs in i t i a l e s de cer-
tains 7) et de certains Ç. Quant à ceux de 0^:, ils ne seront jamais que
des valeurs in i t ia les de dérivées d'ordre supérieur à //.

En prenant tous les coefficients des polynômes Pos1:, nous obtien-
drons les valeurs ini t iales de tous les r\ et de tous les 'C7.

Supposons alors qu'on se donne arbi trairement un système de va-
leurs in i t i a les

'cQ ïo .-,0 .-o î-o >-o
^ î î ^ î î • • • » ^ l? ^2' • • • » Ç ï? Ç^ - • •

pour les ^ les Y) et les 'C
Les polynômes Pa;; seront déterminés par cela même; donnons-nous

arbi trairement des fonctions 0<yj assujetties à la condition d'être déve-
loppables au point ̂  , ...,<, et de s'y annuler, ainsi que toutes leurs
dérivées jusqu'à l'ordre n1 — (3}, Ces fonctions 0^. pourront, si l'on.
veut , dépendre des constantes arbitraires Ç^, .... T]^, . . . , Ç ^ , . . . .

Noas avons ainsi formé un système de constantes initiales i;°, ^î;, * . .
et un système de fonctions init iales

®a;:(^-K, -.^,Ê?,^ ... ,Y3?,< ...,Ç;,^, . - . ) . ^
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Le théorème de Cauchy, généralisé, montre qu'à ce système de
constantes et fonctions in i t i a l e s correspond une intégrale de S. Cette
intégrale dépendra des constantes arbitraires '^, ^!î, . . . , r/^, T]!;, . . . ,
^), Ç;. Elle sera constituée par un système de formules

.^"=Zi(.^, ...^,«,^^, ...^^Y^ ...^Ç!;, . ..),,

,^2 •==: Zg (.TI, .. .,.'y,//, S^., i;S» • • • ? "^ïî "nS? • • • - > Ç ï y ? ï? • • • )'

^=Z^^,...,^,c;,^,..<,Y3Î,Y]!i, . . . , Ç Î , Ç S , .

d ' o ù, p a r d é r i va t i. o n, o n t î r e r a
^r=II,(^i, ...,,'r,/,,^,^, . . . ,y) Ï , r ]^ . . . , Ç ; , Ç Ï , .

C^ zrr Ii,g ( .y i, . . . , X /^, ^ p ^ ̂  » " " * » '̂  i » '^a? ' • " y '•s i '» ^ a » *

Yh:=:K,i(^i, ...,^//,,£ï,^, . . ^ - O ^ Y ^ » - * ,Ç ;»Ç i i» •
Y) g ̂ : Si. g ( A* i > • « • ? ''y/n •» ^51 » ^ a » * " * i '^ l ' 7^ 2 ? • * • ? ^ i » "s 2 ^

. ) ,

•:L

•) .
•).

Ç,=L,(^, ..,,^^Î^S, -.,rï%Y);, - .^%ÇS, •-) .
^ __ T / y. ,̂ 5:0 Î-O ./il» .^0 ^0 ^(» 1"^
L,^ — Ajg \, •A' 1 ? • - * î 'x' /«y <31 » Ç«2 » • ' " » '< 1 » "' 2 î * * • î -s 1 » •» St ? • • " / >

. . . , , . . . . . . . » » , » . , . . . » » " • . • . » • • » • • • . < • • • • • " • • • • * * • • »

et, d'après la façon même de 'former les (onct ions i n i t i a l e s 0^, on sait
d'avance qu'en f a i s a n t x\ == x^ ..., ̂  = ̂ ,, 11̂  H^, ... s(î rédir i ront
respectivement à ^,S!,. . . . K ^ K ^ , . . . se r édu i ron f . respectivement
à Ï J ^ Y ] ^ , . . . , et enfin L,, L^, ... se rédui ront respectivement à 'Q\,
y<>^ y » ....

Considérons une intégrale plus pa r t i cu l i è re I, obtenue en assujettis-
san t les constantes arbi t ra ires à vérif ier \csp r e l a t ions

!,-() __W i'f^ ^(» .-.0 ,,,0 •/•{) î>0 •\
t,^ „..,.-,.„ -i; i ^ C i ? Ça;» * * " 7 ' l i i i l ^ f ' • * y b//-,|,-lï (î/^4..'â» ' ' '• / »

^0 __W (Ï9 ÏO Y)O ./,() ^0 ^0 \
L,g .—„ A, â^C^ , q^» . . ., / J i > / J g » • • • y 'B/j-t-.l? '3/>+*2» • - • /»

. . . . . . . . . . . . . . . . . . » . . . » , < , . » . » » * , . * » » » • » * » y

H) _ _ W /p j:0 ...,0 ^0 ^0 î-0 ^
!»,? .——. •l /)\C^y £,3 y . • « > l i ^ y l i ^ i * • " y ''B/Ji.+.l» -9/.»4-2» * * . ^ •'

Pour cette Intégrale,, les fonctions H, , Ha, * . . , K , y ] K ^ , ...,1^,1.2, -•
deviendront des fonc t ions II,, H^ . . . , K^ K^, .. * , 1.̂ , 1.̂  .. * de x^
y y ?« io o o ro */-<» ^(. ,.^,,p y!-.,„ ^,<» ,•,1.2, .. .7 .̂ ,̂ ; ç^ , ç^, . . ., fjp fj^, » , ., (,.̂ ^^ , ^^.}..a» * • • » ^ puui, <-x/i — tX^y . . ,,

Xrn = ̂ m^ l^s 'fonctiôns^ H^ H^ . * . se réduiront respectivement1 à ^,
^, . . . ^ les11, fonctions KpK^'-^ se , réduiront , respectivement à Y]^,
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T ] S , . . . , les fonctions L^ply^,.. . se rédui ront respectivement à
*(^M » ^a? • • • > et enfin les fonctions L\, U» • . • » t^ se réduiront respec-
t ivement à V,, T,, ...^I^.

Il en résulte que les équations

^ = H p £2=112, . . . , - n i ^ R p . Y ] 2 = - K a ,

ÇJM M :::::: •'"p-t-l? Ç/./4-2 —— •L^-(.2 •», • • '

pourront être résolues par rappor ta ^, ̂ , . . . , y^, Y]^, . . . , 'C^p Ç^^ " • -
et donneron t les expressions

;-o .„.. rg-// ïo _ -r-r/ ^0 -— K'7 ï;0 — K"ç^ —. iip ç^ — .113, . . » 5 f} i — iVi, ^2 — "'a' • • * 1

^0 ....... r // ^0 —— T //
^4-1 —~ •^^-Hî- -'•^-+•2 •— • l- l//-^2» ... i

les I-r, les K/' et les L" étant des fonct ions de ..z-p . . . , .r^,, ^p ̂ , . . . ,
y ] i , ï ] 2 . - - ^ ^-M^p^.-. qu i , en ^,..., ̂ , se réduisent respective-
ment à '^, ^» • " • » y] i » ^ ^^ - • - » ^p-n ' ^•4-2» • • • •

Portons ces valeurs de ̂ ^, ... , y]ï. Y] ! ; , . . . , Ç^p^p... dans les
équat ions

^ ::r::: L^ , Ç^ ^r 1 ,̂̂  , • ' • i Qp ^^ A-^/^

nous obtiendrons des équations

Cl ̂  (fri (.Z;i, . . . , ,^^,, ^ i , $2î - " • ? ^l? '^25 • • 9 Sp+l? ^4-S? • • • ) ?

Çg := <I»2 (.Z;i, . * « , ̂ /,,, ^l, ^î « * ? '^l? '^2? • - • » S/^l» ?/^2.» • • • ) ?

. . . , . . , . . . , . . . , . . . * . . . . . • . . . . • . " • • * * • • • • • • • • • • * • " • • ' >
ÇP=:<Ï^,(^I, . . ., ÛC,^ ^i, ^2, . . ., TÎ!? "^2? • • • ? Sp4-I? S/H-2» • • - ) ?

qui sont bien de la forme imposée aux équatio-ns complémentaires et
qui seront vérifiées par l ' intégrale I. Prenons-les comme équations
complémentaires, elles ne pourront jamais donner , dans S\ une équa-
tion d/ordre égal ou inférieur à ri et distincte de celles de S, car une
telle équation se ramènerait à la forme

F(.^i, . . ., -^"w,?Çl? Çî? • • -^h? ^2? • • - ? ^-M? S/3+2? • . •) ^^ 0,

de sorte que l'on aurai t , quels que soient ^, ̂ , . " * » ^p ̂  " - •^Ç-n^
^/ï+â ? " • * »

F .Z'i, . . ., ^'w? 'HP lia, . . ., Kp K.2, . . ., Lp+.i ,9 I^H-s» . . .) = 0.
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Il y aurait donc entre ïî\, Ha, ... , K',, K^, . . . , L^i, 1 ,̂,̂ , . . . , consi-
dérées comme fonct ions des variables indépendantes ^, ^, ...,
y ]^Y]° , . . . , ^LM/ÇHP •-•» une relation indépendante de ces variables;
aut rement di t , on aurait i den t iquemen t

1) (. Ai ^ ,̂ l.l g, . . ., ^•ijj^'a? • • ^_»_ i P_ î . 4 9 ^-'/îj-aï - ' • )^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ , . . . ^ _ ^ ^
.- ^15 <;2? • • • » H i, /L^, • . • ? S/.H-1? S^-l-2? • • ' )

ce qui est faux puisque , pour x\ == ̂ \ . . . y .z',,/,==:^, ce dé te rminant
fonct ionnel se rédu i t à l 'uni té .

On en tire immédia tement cette conclusion que les fonctions
<I^, ï>2, ..., (Dp consti tuent une intégrale du système S^, de sorle^ que ce
système 27 est compatible,

9. Etudions de plus près la dépendance de S et Ï"\
Convenons de désigner, d 'une façon générale, par 1, toute intégrale

de S dépendant de (; constantes arbitraires
&0 1:0 ./•i0 ./•J» ^0 î-0
Cl, C, 3, • ... 'Ji, 'Ja, . . . y ^/H-l i S -̂Hi ? * • *

qui seront supposées être les valeurs en x\, .. .,;r^ de ^ , ,^» • • ^ ^^
y y^a-» • • • ? •̂-n ? ~î^+"2? • • • •

Soit 9 ^ 9 2 » • • ^ 9 ^ uno intégrale de S". Le système ̂  qu 'el le déter-
mine admet au moins une intégrale I et, pour cette intégrale, on aura,

Y { } _ _ ^ ( y.O /y.O ^O Ï^ ./•)0 ./•î0 /O p) \L,^ —— Cp»i ^.Z/^ 5 . . . , ,Z-,^, (;^ , ^^, . . . , ̂  , /^, . . . , L .̂i , C,^4.^, . . . ;,

^0_„., / ^0 ,y.O j:0 ÏO .-(> ,,.,(» yo >'() ^L,^ — Q;^ v^i» • • • ? '"•'m» ^p ^a* • • • i ^i » ^ 2 ? • - • î ^-i-i 9 "sp^ïi • • • )ï

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . * « . » . * * » . . . . . . . » . . . . . . * * » , . . . ,

^0__^ / ,,y>() /y.O £:() i:() .,i0 ./.() '/O ^() \
L^, -— Up {^ ^, , , . , <,^/,,,, C^f C^f ' - ' y f\ i y H ̂ , . . - , ̂ 4.1 y S/?+â » ' ' ' )f

c'est-à-dire
î;=¥, Ç;=¥,, ..., ^=V^

les W étant, des fonctions de ^,,^,..., TJ^ Y];, ..., ̂ , ̂ ,....
En outre, pardiflerentiation, on trouvera, pour cette intégrale '1, les

fonctions ©o^qui dépendront, en 'général, des œ et de Ç^, ̂  . - . , ^^
<» ' , /p y o , , ^

Jj^,, • » » , '-sp^i '-?^4-2» • • » * ,

Au1 moyen des fonctions V et de ces fonctions ©^? nou's pouvons'
former des fonctions ^, <Ï>a, /.., ̂  solutions de^S^^et donnant u.n
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système S' qui, admettra l'intégrale I, je dis que l'on a ident iquement

Ol==^, 03=^, ..., q3/,=^.

En effet, l ' intégrale 1 vérifie les-équations

Ci — o^ == o, Ça — °2 "-=0, . . ., 'Csj) — 9p :=: o,

Si—(I:î,, =: o, ^--^^o. • • • . ^-(t^==o,

et, par conséquent, les équations

y, — (pi •= o, og — <I>2 = o, . . . , cp^ — €)/, "== o,

qui sont toutes de la forme

F(.ÏI, . . ., ..z',/,,, ^i , ça, . . . , r j i , r j 2 , . . ., Ç^-.i-i, Ç^+a, . . . ) = = o

et nous avons vu p lus liant qu 'une intégrale 1 ne peut vérifier une telle
équa t ion .

Les équa t ions

o, «- 4^ •:.::::: o, cpâ — <I>a •=: o, . . ., 9/. — ^p =: o

sont donc des iden t i t é s .
Nous arr ivons ainsi, au résultat suivant :
Les formules donnant l'expression générale des systèmes de fonctions <&

constituent ^intégrale générale de S^;

et, par suite,
Si l'on sait intégrer S, l'intégration de S" s'en déduit par des calculs

algébrujues *

On pourra i t chercher à étudier a priori le degré d ' indétermination
de y 'en é t u d i a n t la générali té des fonctions <&, mais cette étude
semble très difficile et n'offre qu 'un intérêt relatif. Il est néanmoins
intéressant d'avoir une idée de la grandeur de ce degré d ' indétermi-
na t ion pour le comparer à ,ce lu i de S.

Supposons, ce .qui est le cas général, que SV soit de première espèce
et admette une seule intégrale I. A chaque intégrale 1 de S corres-
pondra une, et une seule, intégrale de S^ deux intégrales 1 ne pourront

Afin. de i'Éc. Normale, à» Série. Tome XïV. — Jiiiî< 1897- ao



21 8 ET. DELASSUS.

jamais donner la même intégrale de S". Or, pour déterminer une inté-
grale I, il. faut se donner arbitrairement les fonctions W de P variables
et les fonctions ©a' de m —y'4-ç? variables, ces fonctions étant assu-
jet t ies toutefois à quelques petites restrictions. Il figurera donc, dans
l'intégrale I, toutes les fonct ions arbitraires qui, figurent dans l ' i n t é -
grale générale de £; mais, dans chacune de ces fonctions, on aura
augmenté de p le nombre des variables indépendantes et, en plus, i l y
aura encore lesp fonct ions arbitraires de P variables.

Ces remarques suffisent pour faire prévoir que le degré d^ indé te rmi -
nation de 27 sera, en général, beaucoup plus élevé que celui de S el,
en outre, le nombre des variables indépendantes y sera plus considé-
rable.

En faisant varier/^ et/^, on aura une i n f i n i t é de systèmes S". A. cha-
cun d'eux on peut appliquer le même procédé qu'à 2, ce q u i donnera
une infinité de systèmes qu'on peut représenter par (S^ et ainsi de
suite. Donc :

A tout système S correspond une infinité de systèmes
ï\ (f)2, (1 ,̂ . . , ,

à un nombre de Darieibies de plus en plus grand, d'un degré d'indétermi-
nation de plus en plus fort et dont l'inlégration se déduit de celle de II par
des calculs algébriques.

Pour Inappl ica t ion de cette propriété, on peut faire une remarque
générale :

Pour former les expressions générales des fonc t ions <I>, nous devons
prendre toutes les intégrales I, c'est-Si-dire prendre de toutes les façons
possibles une intégrale 1 contenant p constantes arbitraires, qui sont
supposées être les valeurs init iales de

^l? Vî.i • • . y ''Hit */l2*t • * * » ^p-l-l» vp+'îf » ' * -

Considérons, d'une façon plus, générale, une intégrale î contenant
^constantes arbitraires d'une façon quelconque,

Soient •
. ! , ! ! ' ! a^ a^ ,.., 0(,.

^ Les expressions de 1^^,—., ïio11 ̂  ..., ̂ ..<, ç^^- • * seront des
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fonctions de <r,i, . . . , x^, a^ a^, . . . , a,, qui, en général, ne seront liées
par aucune relation indépendante des a; de sorte que les a pourront
être déterminées en fonction des valeurs initiales ^, ̂ , . . . , y^, r^, ...,
'Ç+iî Ç-4.-.2? • * * • Supposons les a exprimées au moyen de ces valeurs, il
f aud ra i t ensuite é l iminer ces constantes initiales entre les équations
donnant ^, £3, . . . , y^, y^, . . . , Ç^i, tp^, ..., et celles qui donnent
^/(^ •• • /C / - ; -» ce qui. revient plus simplement à él iminer les constantes a
entre ces équations.

Comme exemple, prenons le système S formé par l 'équation u n i q u e

^,5
1j.cày

et a joutons- lu i deux équa t ions complémentaires du. second ordre

(^ Z rr /^^IJ(^^^

^.^ ,.,^=.V(..y.^,

le; système 2^ stira ici
()U _ « ^U V fXI
J,; ""'"" y c^y f] àqî

rfV ^_ ï ()V lî ^V
^.j """""" /,/ ûx p àp

C'est'un système de M^Kowalevski dont l ' inlégrale générale dépend
de doux fonctions arbitraires de quatre variables, fonc t ions q u i sont
les valeurs ini t iales de U et V.pour z == o.

' I I est fac i l e d'avoir l ' intégrale générale de ^//.
Une intégrale 1 sera ici

qui donnera

X,(.r,^,c) 4W IY(J,^, / / ,c)

p :;;:::: X / (^, a, b^ c),

/y^/Y" (y, a,b,c),

Si l'on é l i m i n e a, b, c entre ces trois équations el
U' :-:=-: 'X/^.y,^, b , c ) ,

on aura l'expression de IL
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En é l im inan t a, b, c entre les trois mêmes équat ions et

V^Y^y,^^),

on aura i t l'expression générale de V.
Changeons de notation et considérons le système

àz^ _ ï ôz\ .s^ ( î z ^
6^1 ""̂  Xy, 'à't'-A «r;, ûj;^

àz^ _ s ôz^ ^i (îz^
àX[ ,z'4 /À,:Z^ ;.,t\ J,:r̂ ,

que nous continuerons à appeler S". Son intégrale générale sera (lé
f inie par le système d'équations

-ri := F (.2-2, a, h, c) + <!>( .r;,, ûr, ^, c ),

()V Mï
X,, -^1 ——• 9 .̂  3 ~= "r"-1- î

ôx^ (îx^

^F ^ ^^r̂ ^"^r^_ ^^,)ïj

Considérons S" et a joutons- lui les équations complémenta i res

^ =: [J^(,yi, .a-a, .y;,, .z-4, .̂ , ̂ i, ^^), ^ -= V,,

àsi ..., . àz.,
.—» =:= IJ3 ( .:yi, .2?^ .^3, .y^, .^s, ̂ i, .Gg}, —— -.•̂ . V ;,,
<•/<•<-';( ^/.Z'.i

^^-> r ï / ^^,^ . ., .
,- = IJ4 ^l, ̂ â, ̂ > ^4, .̂  ^1 , ^2 )» r"2 "= v^

V.^4 ' .̂:Z.'4

(JZ^ _ 'j r / ,p y y y y „ - \ uz^ „,.„ v) ", '—' Ug^.-t/ i , ^-2, .A. 3, <^4., .^5, ,-u.i, -ug;, -.,-— ...„„„„„ v,^.
f7»A' 5 T/i^"^

Nous.arriverons à un systèmes"2 à hu i t inconnues et sept variables.
Ce système est très compliqué, il est inuti le de le former ici. Néan"
moins'nous pouvons facilement former son, intégrale générale. Rela-
tivement à Styles intégrales 1 de S" ne doivent contenir que deux
constantes arbitraires,,car les Ç, les Y] et les *( se réduisent à ^ e t sy .

L'intégrale génénie-de S^ sera'donc constituée, par les équations
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simultanées

(0(0

(3)

/ ô àa
2 \ à:t\t Oa.\i

l àa
(J;1=( ^

„ „ / ^/
u!'l~'\ Aï;

^( ^\ àX^

à àb+
0(1 ÔX^

à àb
() Cl ().7/'3

à àb
àa àx;,
à ' àbi „ .
àa âx's

,:z'i •=-

^=

-F(.r2, <f<, ^, c, d, e) ~
à¥
àx.^

à
Jb^

à
DI^

à̂

à
•àb^

à^
' i ) d , z ' 3

^'F
^J^

àc à'yr-v
àa:^ àc] ôx^
àc ^ \ ^ F

àx-^ àc ! àx^
àc à \ ô^ F
à^'i, àc/ àx^
àc àyF'V
àx^ àc] àx'^î

\-<S>{xs.af b,

j

à'-^
52~^'

v /Vî-[

V ( àv3-^-
v^f

v -(y',- ̂

c,d,e),

àa
àxî
àa
à.Vs
àa
ôx,
àa
àx^

±^
àa
à

Ta"
à -
àa~
à
5a"

àb à
àx^ àb
àb à

h àx, àb
àb à

h àx,, àb
ôb à
àx^ àb

àc
T- àx.^

àc
à.r,
àc-
l̂ie+^

()

(k\
à
àc
à
àc
à'

()c

^<t'
<)^
à^
à.^'
f)1^
à^

i (P^
i < ) . r r

ce qui. signifie que des équations (i) on doit tirer a, 6, c, en consi-
dérant d d e comme des constantes : on trouve ainsi, pour a, b, c des
fonct ions de x^ x^ x^ x.^ x^ cl, e, puis porter ces valeurs dans les
équations (2)e t (3) ; des équations (2) ainsi transformées, tirer dote
et, porter dans les équations (3). On peut ramener ce système à un
système ordinaire où il suffit d'éliminer des inconnues sans les dis-
tinmier. Pour cela, on prendra comme inconnues auxiliaires les dé-
rivées a,, a,, a,, a,, &„ &;p &,, ̂  ̂  ̂  ̂  ̂  ̂  a^ &» c ̂ r ^W0^
a ^2» ^;î» ^^ îp nouvelles inconnues qui seront déterminées par les
équations qu'on obtiendra en dérivant, les équations (t) par rapport
à .r.,, x^ ̂ , œ^ en y considérant d et e comme des constantes; les
expressions deU,, U,, U:p U., U,, V,, V^ V,, V, contiendront

.r^ .z'a, ;̂i, ^4» ^s» ^i» ̂  c^ f^ € '1 cl•) <?î

a^ a^ a^ a^ b^ b^ bi, b^ c^ c^ c, c';;,

et i l faudra y remplacer les dix-sept quant i tés

a, b, c, d, e, a^ a^ a^ a^ b^ b^ b^ b^ c^ c^ c^ c;,

par leurs valeurs tirées des cinq équat ions (1 )01 (2 ) et des douze
équat ions obtenues en dérivant les trois équat ions ( s ) par rapport a
X... X^ X,<, X^, 1 ! , , .
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L'intégrale générale de S^2 est alors sous la même forme que celle
de S". On pourrai t refaire sur elle le même raisonnement et fo rmer de
la même façon l ' intégrale générale d'un système S"3 et a ins i de su i t e .

On peut, dans certains cas, présenter ces résultats d 'une aut re façon.
Considérons une équation de second ordre à deux var iables

s=:f{yy.zpq),

ajoutons-lui deux équations complémentaires du second ordre

r •=U(^y;3/?<7),
/ "::-: V (.ryz /?</),

le système S^ sera ici,

f)U àV , ,()V ^àU àf àf ,,àf ,àf^+^ 4^ ̂ V^::^ +^ +U^ +/^

àf àf ,àf ^àf àV (ÎV ,, ̂ V ,<)Vi ^q i -^ i + v i = ̂ 14i- ̂  d. -h lj up •-l-•/ à,;
de la première on tire

V^.- J f^t , n0/ , n^t ./.^ ^ ()V ,M\V ̂  -^[^+p ̂  4.» 0 ̂  +./ ̂  - ̂  ~ y .̂ . ~y ̂  J ;

^

en portant dans la seconde on obt iendra une é q u a t i o n E du second
ordre à l ' inconnue U et aux cinq variables x , y ^ z , p , y , équa t ion q u i
sera l inéai re par rapport aux, dérivées du second ordre.

Si l'on sait intégrer l/équation s =/, on saura en d é d u i r e l ' intégra-
tion de E. Ainsi , à toute équation du second ordre et à deux var iables
que l'on sait intégrer, correspond une équation du second ordre et à
cinq variables qui s'intègre en même temps-

Par exemple, en partant de l 'équation simple s :== o, nous arr ivons
à l'équation

/oU : ffU\ ( (PV ()n] ^u \
^ + x, ̂ j ( ̂ ^ -+- ̂  j^^ + U ̂ ^^

- ̂  àïv ^ . (r2v , ^U rr ^U rr ^ U \
" à^ [à^^ ̂  ôx^ •"i" ̂ 4^3ï; + IIJ ̂ ^4 '"+1" tL'(a^^^l

Et nous savons1 que son-intégrale générale s'obtient en él iminant a, b,c
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entre
.2^ •=: F (,2:2, <r/, &, c) 4- î> (^"3, a, ^, c ),

6?F ^,:r,,,= - -— , ^5= -.—-,
Ô.ï^ ox.^

T-r ^F

""~ <^

10. Nous avons vu comment, de l 'intégration de S, on déduisa i t
cel le de S". Proposons-nous niaintenant la question inverse. Supposons
qu 'on sache intégrer S" et cherchons comment celle de S en résultera.

Il nous faut na ture l lement supposer que le système in te rmédia i re I'
soii de ceux qu'on sait intégrer. Nous ne savons intégrer, comme sys-
tème (l'ordre quelconque, que les systèmes de première espèce.

Nous supposerons donc que S'est de première espèce. En général, il
en sera a i n s i si S n'est pas un système choisi, d'une façon part icul ière .

Par exemple S' sera toujours de première espèce quand on prendra
p - W .

Soil 1 ^ u n e intégrale de £ déterminée par des constantes et fonc t ions
i n i t i a l e s comme l ' i n d i q u e le théorème de Cauchy généralisé. Pour I , ,
les fonc t ions 0^; seront des fonctions que nous appellerons 0^: et les
constantes désignées par ^p ^1, . . , , y^, Y]^ . . . , *(^ *C.°» • • - » auront , les
valeurs ^, ̂  —.ï] ; , ï];, - ." ,^^, . . .^

Chaque intégrale J de 1̂  détermine un système SY et, par conséquent ,
une intégrale 1 et réciproquement ; étant donnée a/mon une intégrale I,
i l y a toujours une intégrale J qui la, fourni t .

Le problème revient donc à déterminer une intégrale J telle qiiel'in-
légrale 1 qui lu i correspond contienne l'intégrale ! < „

Ce problème peut se résoudre d'une infinité de manières. Une inté-
grale I est déterminée complètement quand on se donne les fonctions
0^, et les fonctions ^r^, ..., Wp. "Pour que cette intégrale contienne I, il
f au t et il suffit que, pour une détermination convenable des constantes
arbitraires qui y figurent, ses fonctions et constc^ntes ini t ia les se ré-
duisent à celtes de 1 ^ .

Supposons que les constantes arbitraires figurant dans 1. soient
celles qui. ont été désignées par

;;() ;;<» ,,,o y,o î-o yo^i" ^^ * • * •» 'h» '4^ ' ' - •) s/j+i^ s/)+2î • - ' •
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I l faudra qu'en d o n n a n t à ces arbitraires les valeurs
M ï i •ri1 yi1 ' C 1 'C^'-.i» ' -a» • • • ' » ' ' ï ï • ' 2 ' > • • ' i s/^.i.-i» 4i/.i-i-â? • • •

les f o n c t i o n s 0^ se réduisent aux fonct ions 0^' et q u e les fonct ions
"lF^, . . . , Wp prennent respectivement les valeurs *(], . . . , i^.

Il y a une in f in i t é de façons de prendre les fonctions 0^; et les fonc-
t ions W sat isfaisant à ces condi t ions . Chacune d'elles fourni ra une inté-
grale I. con tenan t I, , el chacune des intégrales I fourn i ra une inté-
grale J. Donc :

Étant donnée une intégrale ,1,, du système S, il y ci une infinité d'inté-
grales ] du système Z^ qui permettent de la calculer.

Parmi toutes ces Intégrales J, il est n a t u r e l de p rendre celle q u i est
déterminée de la façon la plus s i m p l e ; on rob t iendra év idemmen t en
prenant pour fonctions 0^ les fonc t ions Ocelles-mêmes, et comme
fonctions W }cs constantes *Cp *C^ • • * y Ç 1 »

Soit 'V l'expression générale des intégrales J a insi obtenues, c'est-
à-dire en laissant arbi traires les fonctions 0^ et les constantes (^,
i c——^-

Si. l'on ne t ient pas compte des constantes arbi t ra i res q u i entreni
dans-JT, on peut dire que le degré d ' i ndé l e rmina t ion de .F est moindre
que eu" puisque ]' ne cont ien t que des (onct ions arbi t raires de m — i
variables au plus, tandis que l ' intégrale générale de S" contient des
fonct ions arbitraires de m-}-- p — i variables. J^ est donc une intégrale
très part iculière de ZT. Donc :

Pour intégrera, il n'est pas nécessaire de savoir trouver toutes les in-
tégrales de S^, il suffit d'en connaître l'intégrale particulière Ï\

Ce résultat conduit à une conséquence intéressante relativement
à S'.

Supposons qu'on connaisse l ' intégrale particulière S\ on sait alors,
par des-équat ions différentielles ordinaires, intégrer compteternent £
et il en résulte,, sans aucune nouvelle intégration, la connaissance de
toutes les intégrales deS^ Ces systèmes possèdent donc la propriété
suivante : ,,

Des que l'on connaît r'intégrale particulière ï' d'un ^système S\ .on
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/x/a/, par des équations différentielles ordinaires, en déduire l'intég'mie
générale de ce système.

L'intégrale «T, que nous avons choisie, est commode parce qu'on
voit immédia tement son degré d ' indéterminat ion, mais elle n'est pas
la seule à posséder la propriété précédente. On obt iendra une in f in i t é
d'intégrales F en procédant comme il sui t :

Choisissons a rb i t ra i rement des fonctions

^?^,i,...,.r/,/,,;,^, ...,Y)ï,^S-<^^M^;;^»---^i,^,...^L^|-..,^4-i^^-^--)

assujett ies à s'annuler identiquement si, l'on y fait
';() —— ' . ' { ^(i ̂ . •-l o .„„ i . () .._ i
^ i "-••- c 1 1 c a —• (- a "» • • • i 'j i ••--••- '; i » n a — li 2 » ' " • »

Y 0 ._ ^ 1 '/- () __ '/• 1
•s p -i, i • ••- '•» /; |. [ » -^ p .(-. 2 — 4s p \~ 2 i

et des fonct ions

•y/ ' ;0 •;() .. t ) Y l 1 1 1/ '<> ^< 1 ';' Ïl •/•i 1 Yl1 ? 1 î '1 ^
À V-s 1 1 > 4 a ? ' * ' !1 ' 1 "' ' S ' ' • ' ' l '•S/M 1 î *s/H' ;{ ? * • • ' ' - 1 » '-sa ? ' ' " » * ' 1 '' ' 2 ? • ' " » i/H-1 T i5;/ l^-2» • • ' )

en nombre^ ot également assujetties à s'annuler identiquement dans
les mêmes conditions que les précédentes,

Les fonctions
^;-^,4-£a^

^Fr:::Çi4-"/i, '^^Ça-+ Za» • " - » d^=:Çp+%/,

définiront une intégrale .1, laquelle contiendra î , et conduira à une
intégrale J7 contenant les fonct ions arbitraires 0^: et les constantes ar-
bitraires ^, ^, . . . , Tjp T]^, . . . , ,^ , ^1, . . . .

On pourrai t définir d 'une façon encore plus générale les/intégrales
V\ mais ce qui, précède suffit pour nous montrer que ces intégrales i '
ne sont pas des intégrales, d'une forme particulière, mais seulement
des intégrales contenant des arbitraires en nombre suffisant pour
qu'on puisse considérer certaines quantités ( fonct ions ou constantes),
formées au moyen de J', comme complètement arbitraires.

En laissant peut-être échapper des solutions part iculières de ï^ on
pourra exprimer le fa i t précédent en disant que .F est une intégrale
particulière de S'7, assujettie à avoir un certain degré d'indétermi-
na t ion . ! 1 , 1 ! .

Ânn. de ^Éc. Normale. 3" Sccie. Tome XIV. JUIN ,1897. 39
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La propriété fondamenta le des intégrales JT, des systèmes S", met
en évidence cette propriété :

Un système S" s'intègre par des équations différentielles ordinaires dès
quon en connaît une intégrale particulière ayant un certain degré d'in-
détermination .

Etant donnée une équation différentielle ordinaire , linéaire et
d'ordre/?, on sait former immédiatement son intégrale générale quand
on en connaî t /? 4- t intégrales,

De même, étant donné un système jacobien, son intégrale générale
se forme immédiatement au moyen d 'un nombre limité d'intégrales.

Enfin, on obtient, sans intégration, l 'intégrale générale d 'un sys-
tème canonique du premier ordre à une inconnue quand on en con-
naî t une intégrale complète, c'est-à-dire dépendant d 'un nombre dé-
terminé de constantes arbitraires.

En dernier l ieu, il y a les équations aux dérivées partielles d'ordn»
quelconque, mais linéaires et homogènes par rapport à l ' i nconnue et,
toutes ses dérivées, et pour lesquelles la connaissance de certaines
intégrales particulières permet de former l ' intégrale générale au
moyen de quadratures part iel les.

Dans les trois premiers cas, on passe des intégrales par t i cu l iè res
à l 'intégrale générale, sans aucune intégrat ion, et dans le qua t r i ème ,
on y passe au moyen d 'une quadrature partielle. La propriété que;
nous venons de donner pour S" montre q u e ces systèmes doivent être
mis à la sui te de ceux que nous venons de citer, p u i s q u e le passage
de l ' intégrale par t i cu l iè re F à l ' intégrale générale exige l ' i i i tégralion
d'équations d i f fé ren t ie l l es ordinaires.

Celle propriété des systèmes^ est intéressante parce que, en gé-
néral, la connaissance d'intégrales par t icu l iè res n'est d 'aucune u t i f i t é
pour la recherche de l ' intégrale générale.

Supposons maintenant qu'on passe aux systèmes ( I ^ ) 2 dédu i t s des
systèmes 2^ comme ceux-ci ont été dédui ts de S. Si on leur appliquait :
directement, la propriété ,que, nous venons, de démontrer , on serait
condui . tà ,dire ,que leur intégrat ion s'achève quand.on en conna î t une
intégrale particulière qui, .abstraction fai te des constantes arbitraires,
a un degré ^indétermination égal à. celui de 2^ On peutal ler beau-
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coup plus loin en remarquant que S"2 s'intègre immédiatement quand
on sai t intégrer S, ce qui nécessite, non pas la connaissance de toutes
les intégrales de S", mais seulement la connaissance d'une intégrale!'
de ce système.

A chaque intégrale J de S" faisons correspondre une intégrale bien
déterminée de (S^)2; à l'intégrale JT, dépendant de certaines fonctions
arbi t ra i res , correspondra une intégrale de(27)2, soit (F)2, dépendant
des mêmes fonctions arbitraires et, par conséquent, ayant, en fa i san t
abstraction des constantes arbitraires, même degré d ' indéterminat ion
que S.

Réciproquement, la connaissance de (.F)2 permettra, par des équa-
tions différentielles ordinaires., de retrouver J7, d'où, par de nouvelles
équations différentielles ordinaires, on déduira l'intégrale générale
de S, laquelle fournira, sans aucune nouvelle intégration, l ' intégrale
générale de S", puis celle de (S^)2.

Nous arrivons ainsi au résultat suivant :
Tout. sy^lane (S^y7 s'intègre par des équations différentielles ordi-

naires dès fjuon en connaît une intégrale particulière (J7)'7.
Pour tous les systèmes (^y provenant d'un même système 2, l'inté-

grale particulière (Ty7 a toujours, abstraction faite des constantes arbi-
traires, le même degré d'indétermination qui est celui de S.

Ce fa i t , que le degré d'indétermination de l'intégrale par t icul ière
qui permet lïntégratioïî soit le même pour tous les systèmes (S^y
provenant (le S, est remarquable, car les systèmes (S^y7 successifs
sont de plus en plus compliqués, ayant un nombre de variables de
plus en plus considérable et un degré d'indétermination de plus en
plus élevé,

En. se plaçant à un autre point de vue, on. peut présenter les résul-
tats relatifs aux systèmes successifs (Z^y7 sous la forme suivante :

A tout système S correspond une infinité de systèmes S", une infi-
nité de systèmes (S^)2, ... dont on déduit les intégrales générales de
celle de S sans aucune intégration. Lorsqu'on sait intégrer l 'un quel-
conque (S^y de ces systèmes, tous les autres se rangent en deux
catégories infinies; dans la première, tous les systèmes auront une
intégrale générale se déduisant de celle de (S^y7, sans aucune inté-
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grat ion. Pour avoir .les intégrales générales de Ions les systèmes de la
seconde, il faudra , au moyen d 'équat ions d i f f é r e n t i e l l e s ordinaires,
revenir de l'intégrale générale de (S^)'7 à celle de S, et l'on en déduira ,
sans intégration, les intégrales générales cherchées.

A ce point de vue, ces résultats présentent certaines analogies avec
les suites d 'équations l inéaires auxquel les on arrive par l ' app l i ca t ion
de la méthode de Laplace.

IL Intégration des systèmes différentiels dont l'intégrale générale
ne dépend que (F une seule fonction arbitraire d'un seul argument. -—
Pour que S soit dans ces cond i t ions , il faut que l'on a i t .

autrement dit, tous les Y ) ( ^ < m — î ) do iven t être n u l s et tous les
y^Li doivent être nuls, sauf un qui do i t être égal à î .

Soit
7///"-i "<1:1:: ! "

Tous les ensembles E^ (y > i) seront complets et, à rensemble E^,
i l ne manquera qu 'un terme pour être complet.

Prenons une équat ion complémenta i re d'ordre n et a p p l i q (ions la
t ransformation.

S" sera un système l inéaire à une inconnue , on doi t l ' intégrer par
des équat ions différentielles ordinaires et l'on est ramené à l 'intégra-
tion de ly, qui est de première espèce et q u i , par conséquent, s ' intègre
encore par des équMions d i f f é r en t i e l l e s ordinaires.

En. vertu des remarques du n° 10, il n'est pas nécessaire d ' intégrer
complètement I^, il suff i t d'en connaî t re une intégrale dépendant
d'une fonction arbitraire d'un seul argument. On ramènera l'intégra-
tion de ̂  à. celle d'une seule équation l inéaire dont l ' intégration se
fera par un système d'équations différentiel les ordinaires, et i l suffira
de11 chercher deux intégrales indépendantes1 de ce système.

Nous obtenons ainsi, :

Tout système différentiel, dont l'intégrale générale dépend d'une seule
jonction arbitraire d'un seul argument, s'intègre par des équations diffé»
rentielles ordinaires.
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Résultat qui avait déjà été obtenu, par M. Beudon ( i ), par une géné-
ra l i sa t ion de la méthode des caractéristiques.

12. Méthode de Jacobi et Mayer, pour F intégration des systèmes non
linéaires du premier ordre et à une inconnue.

Soit 2^ un tel système, formé de p. équations,

[ Pi ^ J \ V2-"!? • • • i •2>//;î ^ î P[J.+1-> • • • i P m ) •>

^ - • • • . • • • • • - . • . • ^ • - • • • • - - • • • • • .
\ Py. ~—J'^ { ^ [ • ) • • • •> ' ï ' m-) ^î P+^l-i ' ' * ? P {H )'

A j o u t o n s une équation complémentaire

P\S^\ "^/[J.-n (^l» • ' ' '> 'y/fu ^i P[L-^i7 • - • ? ? m)'

Nous savons que les condit ions d^intégrabili té d 'un système du
premier ordre sont elles-mêmes du premier ordre. Si doncS^.n, formé
par l 'ensemble de S^ et de p^^ ^/j.-n n 'é ta i t pas canonique, il en
résul tera i t de nouvelles é q u a t i o n s du premier ordre, de sorte que Sp.
s 'obtiendra en écrivant que S^n est canonique.

Supposons qu 'on passe aux équa t ions du, second,, ordre dei^,i,..i, les
condit ions d'intégra h i l i té de 1̂  é tan t vérifiées, les équations du second
ordre obtenues par dérivation des équations de 2^ se réduiront au
nombre qui est nécessaire pour déterminer toutes les dérivées

à^"——" ( l ̂  i, a, .. ., p; k = i ,^, . . ., m.}.
(WiÔ^/c

Les dérivées de l 'équation ^+1 ^/^-M» p^' rappor t à x^^ ..., x,^
permettront de calculer les dérivées de Ja forme

l.^ ( p r= ̂  4- î , . . ., rn ) ;
().r^^()Xç

de sorte qu'on obt iendra a i n s i une fois et une seule toutes les dérivées
de la forme

^ " ^ (/ == i, a , . . , , p. 4- ï ; A- = i, a, . . . , m ).
(},vj à^ic

( 1 ) SÎEIJDON, Sur les sy y ternes d'équations aux dérivées partielles dont lef: caractéris-
llqws dépendent d'un nombre fini clé paramètres {Annales de V École Normale supé-
rieur'€f iSoô).
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Pour que S^n soit canonique, il suffit donc que les équations obte-
nues en dérivant /^, -~/j,-M = o, par rapport à ^,.^...,^, ne
permettent pas de calculer d'autres dérivées; autrement di t , que les
équations d'intégrabilité obtenues en combinant l 'équation complé-
mentaire, successivement avec toutes les équations de 2^, soient les
conséquences algébriques de Sp^.

Le calcul fait pour trouver les équations d'intégrabilité d'un système.
complètement résolu montre, sans qu'i l soit nécessaire de le modifier
profondément, que les équations d' intégrabili té seront

[Pi —fî,PiJ.+î —./i^-n] = o, ' . ., [/^ —/!WV-M •"-./M-.i] •:::: o.

On devra développer ces équat ions, puis y remplacer /^,/^, . . . ,A»,;.,
/^+i respectivement par

,/t (^'ly • • • 9 ^w^ ^î /p-4-1? P\^-\-ïi * • " 9 PHI ) ?
" » • • • . » . . . . * . . » . . . , . . . . . . « • , . » . . * . y

./[A ('^lî t * • » ^my ^9 f\î. 4 - 1 } Py^-îî ' ' ' 9 Rm ) î

f\îr\-\ (^'"p • - * i ^m ̂  ^i P\^\ a? < * * -> /^//( ) <

et Pon aura ainsi S".
y est donc bien l inéaire et du premier ordre, et l'on voit q u ' i l est

composé de [M équations résolues par rapport à

^±1 ^±i ,. . ^41••l,
à^i ' J.Z'2 î ^ J.2,̂

Pour montrer que ̂  fô/ qiiil en o'hienu est canonique, 1.1 suffi t de
montrer que S" possède une intégrale se réduisant , pour ̂  ;=•= .z?^
^2 == ̂ , , . . , ̂  == x[[, à une fonction donnée h l'avance

U (̂ 'p,..i...i, . . ̂  .y,̂  s, /̂ ,.-,(,,î{, ,. ., ̂ ^, ).,

Or, une intégrale de V s'obtient en partant d^ne intégrale 1 de S,
provenant d'une fonction arbitraire

®(^HÎ -• » ̂ » oc, Pa, . . ., (3^)

et éliminante, ̂ , ..., (3^ entre les valeurs de z, â^ < . *, ^ .
, ! , ! , ! , . ! , ,- . , / ^ ! . ^pn , 1 à se,,,
Pour avoir cette 'relation, ̂ clâns laquelle on. aurait fait x^ = ̂ °, . . 1 1 . ,
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.r^ = .z^, on peut donner à ^, ̂  - • • » tz^ ^'es valeurs avant de faire
l 'élimination ; ce qui conduit à é l iminer a, R a , - . . , P^ entre

» _ ^ - ÔQ
z-^, ^,,_^^ ..., P'n-^

Pour que cette élimination conduise à

p\^-ï ̂  U,

i l faut que l'on ait, quels que soient x^,..., x^ %, [^,.. . , f^

r}0 ,,, / . àQ àQ \„._....—. •^ [j ,^..,, ., ,j; y -.——, • • . > ~— s
()^,+i \ p<u ^4-2 ^^/«/

équalion qui donne des fonctions 0 dépendant d 'autant de constantes
arbi t ra i res que l'on veut, de sorte que la propriété annoncée est dé-
montrée.

Comme on le sait , cette propriété de ^ fournit immédiatement la
méthode de Jacobi et Mayer, qui se trouve ainsi démontrée par des
considéra t ions générales sans fa i re appel aux propriétés par t icul ières
des expressions [ F , < I > " | et sans faire de d i s t inc t ion entre le cas où z
f igure et le cas où s ne figure pas dans le système proposé.
\La seule s impl i f ica t ion q u i se produise quand on passe du cas^ gé-

néral au cas où. z ne f igure pas, est que les systèmes d^équat ions di f fé-
rent ie l les ordinaires dont il faudra toujours chercher une intégrale
auron t chaque fois une équation de moins.

I I I .

Transformation générale. Méthode de M. Darbonx.

-13 Dans la transformation générale, on doit former S' en écrivant
que'ies équations complémentaires fournissent avec S -un système 2:
-mnt un degré d'indétermination (̂  donné à l'avance.
^Pour qneYon obtienne amsiune véritable transformation, il faut,

.ne S- soit un des systèmes généraux que ron sait intégrer de façon
que le problème de rintégration de 2 puisse être considéré, comme
uniquement ramené à celui de l'intégration de S'.
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Les systèmes considérés par M. Beuclon, et dont l ' in tégrale géné-
rale lie con t ien t que des constantes arbitraires et une fonction arbi-
traire d'un seul a rgument , sont, actuellerneni:,, les systèmes les p lus
généraux que l'on sait intégrer par des équa t ions d i f fé ren t i e l l e s ordi-
na i res ; i l est donc naturel de chercher à obteni r , pour ^/, un système
de cette nature.

lin général, la méthode ne réussit pas, parce que S" n'a pas un
degré d ' indéterminat ion suffisant pour qu'on puisse ob ten i r toutes les
intégrales de 2, de sorte que nous devons chercher à nous arranger
de façon que 17 a i t un degré d ' i n d é t e r m i n a t i o n aussi grand, que pos-
sible.

S u p p o s o n s q u ' c n p re n a n t /) é q u ; 11 i o n s c o ni p 1 é n î o n t a, i r e s
/i=0, /a "•.::;; o, . . . , f^ :::::<),

on arrive à ï/' ayan t un, degré d / i n d é t e r i n i n a t i o n suf f i san t ))our
pouvoir obtenir toutes les intégrales de S. C'est dire que , f dé s ignan t
une intégrale quelconque de S, on peut dé te rminer les arb i t ra i res qu i
f igurent dans les / de, façon que S et les équat ions f ̂  o a ien t en
commun une intégrale dépendant d 'une f o n c t i o n a r b i t r a i r e et d ' u n
certain nombre dé te rminé de constantes a rb i t ra i res et se r édu i san t
a I pour une déterminat ion corivenable de ces arbi traires. En par t i -
culier, cette intégrale dépendant d 'une f o n c t i o n a rb i t r a i r e el de con-
stantes arbi traires est c o m m u n e a S et à j\ == o et la fonc t ion f\ dé-
pendant des arbitraires fourn ies par l ' in tégra t ion de y est l ' in tégrale
générale d 'un système d i f f é ren t i e l ^ qu 'on sait f o rmer par l ' é l i m i n a -
tion de/a, . . . , fy dans S".

On peut donc dire qu 'en a j o u t a n t la seule équat ion complémentai re
f^ == o et en assujett issant/^ à vér i f ier le système a" on peut retrouver
foules les intégrales de I.

Considérons alors le système S', auque l on serait condu i t en appli-
quant la méthode avec la seule équation complémentaire/! ;= o/Pour
exprimer que/, = o, .. . , y^==o ont en c o m m u n avec 1; une inté-
grale dépendant (Pune fbnclioxï arbi t ra i re et de constantes arbitraires,
'il nous faut d'abord exprimer la propriété pour/, == o,, ce qu i donne ,
2'; et conduit à un système 2^, puis exprimer que /a ,==o , . , , . , /^==o
ont en commun111 avec S^ .une Intégrale dépendant encore d'une fbnc»



SUR LES TRANSFORMATIONS ET L'INTÉGRATION DES SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS. 233

tion arbitraire et de constantes arbitraires, ce qui nous donne un nou-
veau système a\ contenant f^ /^, ...,/^. Dans o-^ é l iminons/a? • • ^
fp\ nous obt iendrons a ' " et le système a" sera formé par î!\ auquel on
aura i t ajouté les équations ̂ \

II en résulte immédiatement que toute intégrale de cr" est une inté-
grale de Z^. Si donc nous savons intégrer S^, nous aurons certainement
toutes les intégrales de ^ et, par sui te , nous en déduirons toutes les
intégrales de S. Nous sommes ainsi conduit à cette conclusion :

Si la méthode réussit en ajoutant p équations complémentaires f^ = o, . . .»
y^==: o, elle aurait certainement réussi en ajoutant l'unique équation com-
plément'aire j\ === o,

La réciproque n'est pas vraie.
I l en résulte que, pour tenter l ' intégration d'un système £ au moyen

de systèmes in termédia i res , il. faudra ajouter une équation complémen-
taire/^ o et,former S" en écr ivan t que le système S' auquel on arrive
a une intégrale générale dépendant d 'une seule fonction arbitraire
d 'une seule variable et de certaines constantes arbitraires de nature
déterminée.

Nous retombons a ins i sur la méthode de M. Darboux ( 1 ) présentée
dans le cas le plus général et notre exposi t ion montre qu'on y est
conduit forcément .

Ainsi la méthode de M, Darboux apparaît comme étant la méthode la
plus naturelle pour tenter l'intégration des systèmes déforme quelconque.

i4. Ici, cette méthode se trouve considérablement précisée à cause
des connaissances que nous possédons actuellement sur les systèmes
dif férent ie l s généraux, connaissances qui se réduisaient à bien peu de
choses au moment où M. Darboux pub l i a i t son remarquable Mémoire.

Faisons d'abord une remarque générale. Nous ajoutons une équa-
tion complémentaire/== o, d'ordre v, et nous écrivons que 2V a une
intégrale générale dépendant d'une fonct ion arbitraire d'une seule

( l ) DAKBOUX, Sur les équations aux dérivées partielles du second ordre (Annales de
l'Ecole Normale, 1870).

Àtin^ cic l ' E c . Normale. S^Séne. Tome XIV. — JI!IN 1^97. iw
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variable et aussi de certaines constantes arbitraires qui devront être
les valeurs initiales de certaines dérivées bien déterminées. Consi-
dérons l'équation ^- == o, c'est une équation d'ordre v -h i qui con-
t ient les arbitraires figurant dans /e t dont le premier membre vérifie
un système SJ qu'il est facile de former au moyen de S'7. Toute inté-
grale 1 de S est contenue dans une intégrale J commune à S et/== o
et obtenue en fixant convenablement les arbitraires qui f igurent dans/.
Cette intégrale J est commune à 2 et ̂  == o, de sorte que, quelles que

soient les arbitraires qu i figurent dans/, S et-^ ont en commun une
intégrale J qui, pour une dé terminat ion convenable des arbi t ra i res ,
contiendra n ' importe quelle intégrale de S.

Nous pouvons donc dire que s'il existe des équations/= o d'ordre v
ayant en commun avec S une intégrale J pouvant fournir toutes les in-
tégrales de 2, il existe forcément des équations d'ordre v "4- ï ayant la
même propriété, et la réciproque n'est pas vraie.

De sorte que :
Si la méthode de M. Darboux, telle que nous l'avons exposée, réussi!

en prenant une équation complémentaire d'ordre v, elle aurait certai-
nement réussi en prenant une équation complémentaire d'ordre v + T ,

Et comme conséquence immédia te :

La méthode de M. Darboux a d'autant plus de chances de réussir, nue
l'équation complémentaire est d'un ordre plus élevé.

Si nous renonçons au bénéfice de la proposit ion précédente, nous
pouvons facilement retrouver la forme même sous laquelle M'. Darboux
a présenté sa méthode ou du moins la forme sous laquelle il l'a
appliquée aux équations du second ordre. !

. Assujettissons, l 'équation complémentaire, non plus à avoir en
commun avec S une intégrale ayant un1 degré d ' indéterminat ion fixé à
l'avance, mais simplement à avoir en commun avec S une intégrale
dépendantau moins d'une fonction'arbitraire d'une variable etcssayons1

successivement des équations complémentaires d'ordre o, ï , 2, 3, ....
Je dis qu'on pourra, sans restreindre la généralité, assujettir l'équa-
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lion complémentaire, supposée d'ordre v, à ne fournir, dans S', aucune
équation nouvelle d'ordre inférieur a v .

Pour le voir, supposons qu'en opérant ainsi, la méthode n'ait pas
réussi pour des équations complémentaires d'ordres o, r , 2 , . . . , v — ï
et supposons que la méthode réussisse au moyen d'une équation com-
plémentaire d 'ordre/ ,===o, d'ordre v telle que l/ possède des équa-
t ions d 'ordre in fé r ieur à v et autres que celles de S.

Soit/^==o l'une d'elles, /^-dépend des arbitraires dont dépend./,
et est so lu t ion d 'un certain système différentiel qu'il sera facile de
former au moyen de S^. Quels que soient les arbitraires figorant
dans/, , le système S' a une intégrale J dépendant au moins d'une
fonc t i on a rb i t ra i re d 'une variable, et cette intégrale J peut contenir
n ' importe quel le intégrale de S. Mais J étant solution deS' est solution
de/^== o; donc,/v^-= o a en commun avec 2 une intégrale J pouvant
contenir toute intégrale de S. La méthode aurait donc réussi avec^une
équat ion complémentaire d'ordre v - i. D'après les hypothèses faites,
cela n'est possible que si cette équat ion fourn i t avec S des équations
nouvel les (l'ordre i n f é r i e u r à v - i, et l'on pourrai t recommencer
sur,/,.,, le ra isonnement fait sur,/;. En continuant de la sorte, on arri-
verait forcément à en conclure que la méthode a u r a i t réussi en ajoutant
une équa t ion complémentaire d'ordre o, ce qui. est contraire à l'hypo-
thèse.

Si donc, appliquée comme nous-venons de l'exposer en dernier lieu,
la méthode ne réussit pas pour des équations complémentaires
d'ordres o, :t, 2 , . .., v — t, elle ne peut réussir que pour des équations
complémentaires d'ordre v ne fournissant pas d'équations nouvelles
d'ordre infér ieur à ' v , de sorte q u e ' n o u s ne d iminuons pas la géné-
ralité de la méthode en imposant à/, la condition de ne pas fournir
de telles équations.

.En opérant a ins i , le système S' auquel on arrivera aura une inté-
grale générale qui contiendra, non seulement une fonction arbitraire
d'une variable, mais aussi des constantes arbitraires, de sorte que la
méthode de M. Darboux suppose essentiellement qu'on sache intégrer
de tels systèmes. Or, nous avons vu (n° 11) que ces systèmes s'inté-
graient par des équations différentielles ordinaires, de sorte que :

Si la méthode de M. Darboux réussit avec une équation complémen"
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taire f^= o, dès que l'on ci intégré le système S^ correspondant, on achète
l'intégration de S au moyen d'équations différentielles ordinaires.

On peut remarquer que le nombre des constantes arbitraires qui
figurent dans l ' intégrale générale du système in te rmédia i re S' est
d'autant plus grand que 9 est lui-même pi us grand. La théorie générale
des systèmes différentiels canoniques v*^ f a c i l e m e n t nous donner la
raison de ce fait et nous en montrer la nécessité.

Pour plus de netteté, supposons que S soit à une seule inconnue z
et proposons-nous de chercher une équation complémentaire /y == o,
ayant en commun avec S une intégrale 3p dépendan t de/^ constantes
arbitraires et d ' une fonct ion arbi t raire d 'une seule variable. Le
système S' aura pour intégrale générale une intégrale J^. La f o n c t i o n
arbitraire figurant dans cette intégrale générale sera la valeur à
laquelle se réduira z pour x\ == x\, . . . , x^^ == /r^i, et cette fonc t i on
initiale fera connaî t re les valeurs initiales (en x^,.., x^) de

()z y z
Ô^fn à^

II f a u t donc que les équat ions du système 2Y fassent conna î t r e les
valeurs initiales de toutes les autres dérivées à l 'exception de p d 'entre
elles» Soit n' l'ordre canonique de S'; les ensembles canoniques, par
rapport auxquels est résolu £'et qui. sont d'ordre i n f é r i e u r à n\ ne
cont iennent pas de dérivée prise u n i q u e m e n t par rapport h.x^ et, au
moins, une autre dérivée^ sans quoi l 'ordre canonique de S7 serait
moindre que n\ A chacun des ensembles d'ordres .1, 2, . - , , / / - — i
correspond donc, au moins, une dérivée dont là valeur in i t i a l e peut
être prise arbitrairement. Il y en a ainsi,, au moins / /"—i; comme, par
hypothèse, il y en a rigoureusement^, on a

c'est-à-dire
y?:"1'/?- — î ;

^'^.P ̂  î •

. ,11 en résulte que les équations d^ordrep 4- î de S^sont résolues cer-
tainement par rapport à /toutes' les .dérivées d'ordre p + T , sauf

à^s,
.ĵ r
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Le raisonnement précédent nous montre qu'il y a une limite que ne
peut pas dépassera quand on donne p , mais cette l imite estbeaucoup
trop grande. Pour ra isonner d'une façon plus générale, nous pourrons
dire :

A tout nombre p correspond un nombre // tel que toutes les équa-
t ions d'ordre p ' de S' soient résolues par rapport à toutes les dérivées

à?' ^d'ordre // de ^ à l'exception de -,—lf
1 l ô^f;,,

Considérons alors les équations d'ordre// de S. Par hypothèse, Fin"
légrale générale de £ dépend de plusieurs fonctions arbitraires ou
(Fune fonction arbitraire de plusieurs variables, ce qu i exige qu'à l'en-
semble canonique Ep' il manque p lus d 'une dérivée pour être complet;
à l 'ensemble analogue de 27 il n'en manque qu 'une, de sorte qu'en
passant de S à 2V on a ajouté au, moins "une équation nouvelle d'ordrej/.
Soit/^=- o; l ' intégrale J^, q u i était commune à S et^== o, vérifie S\
donc véîTiie/^== o.

Nous venons de montrer l 'exis tence de cette équation nouvelle
y^=o; mais i l peut arriver qu' i l en existe une d'ordre infér ieur à //,
soit/v'== o. Nous pouvons donc dire :

Au y terne S appliquons la méthode de Af. Darboux en exprimant (lue
V équation complémentaire a, en commun avec S, une intégrale Jp conte-
nant exactement p constantes arbitraires; au nombre p correspond un
nombre // tel quCy dia méthode réussit avec une équation complémentaire

y^:== o (v >//), il existe certainement une équation y,/=== o (V5//) pour
laquelle elle aurait réussi.

Ceci nous montre que, dans la recherche des systèmes intermé-
diaires 2^ dont l ' intégrale générale ne contient, en outre de la fonction
arbitraire, que p constantes arbitraires, on pourra se borner aux équa-
tions complémentaires d'ordre inférieur ou égal à //. Si la méthode
ne réussit pas dans ces conditions, elle ne pourra certainement pas
réussir en prenant une équation complémentaire d'ordre supérieur
à// à moins qu'on n'augmente en même temps le nombre^ de façon a
augmenter //.
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IV.

Transformation par changement d'inconnues.

15. Les principes généraux exposés clans la première Partie de ce
Mémoire peuvent s 'appliquer d 'une autre façon à la t ransformation des
systèmes différentiels.

Dans les Chapitres II et III, nous avons pris des équa t ions complé-
mentaires^ -== o,. ..,/?= o, dont les premiers membres étaient consi-
dérés comme des fonct ions indé terminées des quant i tés qui y f leuraient
et en exprimant que 2' possédait un de^ré d/ indétermination donné à
l'avance, nous avons été amené à dé te rmine r les inconnues/", , . . . » / >
par un système différentiel 2^.

En suivant les mêmes idées, on peut encore employer le procédé
suivant qui est un peu moins général. Au l i eu de supposer/^ ...,/;/
complètement indéterminées, donnons-nous des fonc t i ons parfai te-
ment déterminées des s et de leurs dérivées et d é p e n d a n t de certaines
fonctions ou constantes arbitraires, et cherchons le système d i f f é ren -
tiel a" que doivent vér i f ie r ces a rb i t r a i r e s pour que S' a i t le de^ré
d ' indé te rmina t ion v o u l u * II est clair que, si rf1 a un degré d ' indétermi-
nat ion suff isant et si l'on sait l 'intégrer, les fonc t ions /se t rouveront
déterminées et l'on sera ramené à l ' in tégrat ion de S'. C'est la même
méthode que dans les Chapitres précédents, roais app l iquée autre-
ment.

Pour ne considérer que le cas vraiment intéressant, supposons
qu'on désigne par z\, ̂ , ;.., s des fonctions de x^ * . . , oc^ complè-
tement indéterminées et que l e s / s o i e n t des fonctions, données a
priori, des s, des z ' et de certaines de leurs dérivées.

Pour plus de simplici té, bornons-nous1 au cas où les /ne cont ien-
nent pas les dérivés des s' et ou l'on a r /==r / ; c'est-à-dire, partons
d'équations complémenta i res 'de la (orme

?i : :^^^
Q^^S^
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les ç étant des fonctions données à l'avance des z et de certaines de
leurs dérivées.

Commençons par écrire qne S' est simplement compatible, c'est-
à-dire admet au moins une intégrale; en général, nous arriverons à
un système S' d'ordre o; soitcr" le système correspondant aux incon-
nues ^ /. Il est évident qu'a toute intégrale 1 de S correspond un en-
semble I/ de valeurs des z\ Pour les valeurs F, le système S' admet
au moins l 'intégrale I, donc I' est une intégrale de cr". Le système or"
est donc certainement compatible, et ses intégrales permettent de
trouver toutes celles de S.

Supposons que 2V soit d'ordre o, c'est-à-dire se réduise à

^ = <j;i,

.^/==4^p

les ^ é tant des fonct ions des ^ et de leurs dérivées. On peut dire
alors que la transformation est réversible et il en résulte que les
expressions des s\ qui cont iennent au plus les arbitraires figurant
dans celles des s, contiennent exactement1 ces arbitraires sans aucune
réduc t ion , sans quoi les expressions des s au moyen des z ' montre-
raient que les s dépendraient d'un nombre moindre d'arbitraires, ce
qui voudrai t dire que les arbitraires f igurant dans les s ne seraient
pas toutes essentielles.

Ce résultat fait prévoir que S et a11 auront exactement le même
degré d ' indétermination. Ïl serait intéressant d'avoir une démonstra-
t ion rigoureuse de ce fait, car on en déduirait des propriétés impor-
tantes relatives à des t ransformations de systèmes, et comprenant,
comme cas très part icul ier , des résultats remarquables, obtenus par
M. Darboux (r) à propos de la méthode de Laplace.

16. Pour terminer, nous allons montrer que le genre de transfor-
mations dont nous nous occupons conduit à un résultat remarquable

( 1 ) DAIUÏOUX, Leçons w la Théorie générale des surfaces, t. Il, Chap. V1ÏÏ.
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relatif à l 'application de la méthode de M. Darboux aux systèmes
linéaires.

Supposons que S soit linéaire par rapport aux inconnues et à toutes
leurs dérivées partielles et que l'on connaisse une équation linéaire
f= o ayant en commun avec S une intégrale dépendant au moins
d'une fonction arbitraire, c'est-à-dire qu i , ajoutée à 2, donne un sys-
tème r/ dont l ' in tégra le générale con t ienne au moins une fonct ion ar-
bitraire.

De l'existence de l'équation/'== o résulte que la méthode de M. Dar-
boux, appliquée au système^, réussira certainement.

En effet, au l ieu de l ' équat ion complémenta i re f = o, prenons

z étant une fonction indéterminée de .r,, .z^, ..., x.^ et cherchons à
former le système S' correspondant.

A cause de la forme l inéaire des équa t ions S et de la (onct ion /, les
équations de S' ne seront que celles de a ' dont on au ra i t modi f i é le
terme indépendant des^ par l 'adjonct ion d /une fonc t ion l i n é a i r e de ^
et de ses dérivées, et les équat ions d ' in tégrab i l i t é , q u i é t a i e n t i d e n t i -
quement vér i f iées dans Œ', dev i end ron t u n i q u e m e n t des r e l a t i o n s
entre ces termes indépendants des s, c'est-à-dire des équa t ions q u i
const i tueront le système a"'.

Ains i , en écr ivant u n i q u e m e n t que S et/== s' ( ou rn i s s en t un sys-
tème compatible, nous arrivons forcément à un systèmes' formé par
les équat ions du système ^ dans lesquelles on a u r a i t seu lement mo-
d i f i é les termes i n d é p e n d a n t s des z.

S'a donc nécessairement le même degré d ' indé te rmina t ion que a '
puisque ces deux systèmes sont résolus par rapport aux mêmes en-
sembles canoniques.

Toute solution z ' du système o^ fourn i ra donc une» équat ion/^ z '
qui aura en commun avec S une intégrale ayant le même degré de
généralité que celle qui était c o m m u n e à S et/'== o. Autrement di t ;

Quelle que sait l'intégrale ^ du système ^^f— ^ •est une solution du
système^' de laméthodede M\ Darboux. 1 1 • ! ! ! ! . ^
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11 ne reste p lus à montrer que l'on peut obtenir ainsi des intégrales
de S" permettant de calculer toute intégrale de S. La chose est bien
évidente. .1 étant une intégrale quelconque de 2, calculons la valeur
correspondante de ^; ce sera symbol iquement

/(I),

soit F. En donnant: à z ' la valeur F, S et /' •==- ^ auront l'intégrale I,
commune , c'est-à-dire formeront un système compatible : donc Y sera
solut ion de cr". Ainsi , quelle que soit l'intégrale ,1 de 2, i l existe cer-
ta inement une intégrale F de ^ " telle que S' admette l ' intégrale î ;
f — ^ est alors une intégrale de S" qui permet de calculer 1.

Cette remarque montre que les systèmes l inéaires sont ceux pour
lesquels la méthode de M'. Darboux a le plus de chances de fourn i r
l ' in tégrat ion.

Afin, de l'/Ïc. NormaCG. 3^ Série. Toma X . IV*—JUÏN 1897. 3i


