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SUR LA

DEFORMATION DU PARABOLOIDE

ET SUR

QUELQUES PROBLEMES QUI 'Y RATTACHENT,

Par M. A. THYBAUT,

PROFESSEUR DE M;\TIII:JMATIQUES AU LYCEE DE LILLE.

i ) it

INTRODUCTION.

s 8g1, M. Weingarten a publié¢ un curieux théoreme qui permet
de ramener I détermination des surfaces applicables sur une surface
donnée i la recherche d’une famille de surfaces dont les rayons de
courbure vérifient une relation involutive d'une forme particulivre (*).

L'éminent géometee na pas indigqué les principes qui ont guidé
dans ses recherches, mais M. Darboux a trouvé origine véritable de
la transformation de M. Weingarten dans la théorie du roulement
d'une surface sur une surface applicable.

Avant d’employer cette méthode pour trouver toutes les surfaces
qui ont un ¢lément linéaire donndé, il faut mettre cet élément linéaire
sous une forme spéciale; d’aijleurs, celle opération peut étre faite
immédiatement lorsqu’on connait lune des surfaces cherchées.

Nous exposons dans ce travail une transformation analogue, mais
plus géndérale, qui peut étre appliquée & un ¢lément linéaire quel-
conque. A chaque forme de Télément linéaire on peut faire corres-
pondre an probleme bien déterminé sur les congruences rectilignes;

(1) WEINGARTEN, Sur la théorie des surfaces applicables sur une surface donnée ;
Extrait d'une lottre & M. Darboux ( Comptes rendus des séances de UAcad. des Sciences,
L CXIL, p. 6o7 et 7965 mars 1891).



46 A. TIYBAUT.

en particulier, la forme spéciale qu’emploiec M. Weingarten conduit
immédiatement i la méthode qu’il a découverte.

Nous avons appliqué notre transformation 4 un exemple. La solu-
tion complete du probleme que nous nous sommes proposé donnerait
toutes les surfaces applicables sur le paraboloide quelconque, mais
nous n’avons réussi qu’en opérant sur deux paraboloides particuliers:
le paraboloide de révolution (qui a deux plans directeurs isotropes)
et le paraboloide qui n’a qu'un plan directeur isotrope. Ces deux
exemples avaient été déja traités par d’autres méthodess on les trouve
dans les travaux de M. Weingarten, complétés par M. Darboux.

Nous avons pu rattacher i la déformation de ces deux paraboloides
la solution de quelques problemes de Géométrie; mais, pour exposer
simplement ces nouveaux résultats, nous avons dia souvent compli-
quer les calculs auxquels notre méthode nous aurait conduit directe-
ment, si nous n’avions eu en vue que la déformation des parabo-
loides.

Ce travail est divisé en trois Parties.

La premiere Partie contient U'exposition de la méthode et Iénonce
du probleme auquel elle conduit lorsqu’on lapplique & I'élément
linéaire du paraboloide. La liaison entre la déformation du paraho-
loide et la théorie des surfaces isothermiques est ¢tablie par la pro-
position suivante :

Chaque surface applicable sur le parabolvide fait connatire un couple
de surfaces isothermigues.

La deuxieme Partie est consacrée i la déformation du paraboloide
de révolution et a la résolution de quelques problemes nouveaux.
Nous y déterminons, en particulier, tous les couples de surfaces in-
verses a représentation sphérique isotherme, et nous indiquons quelques
propriétés géométriques de ces couples de surfaces.

Enfin, dans la troisitme Partie, nous appliquons notre méthode a
’élément linéaire du paraboloide qui a un plan directeur isotrope.
On est naturellement conduit 4 I'étude des équations de Laplace &,

de la forme
020

3208 = k0,
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dans lesquelles la somme des carrés de p solutions particulieres est
nulle. Nous montrons que, étant donnée une solution quelconque de
cette équation, on peut, & I'aide de quadratures, trouver une autre
solution distincte, en général, de la premiére, et nous indiquons, dans
le cas des équations harmoniques E,, une interprétation géometrique de
la transformation. Le cas ol les deux solutions ne sont pas distinctes
nous permet de déduire de ’équation E, une équation E, .

En appliquant ce procédé aux équations harmoniques E,, nous trou-
vons une nouvelle classe de surfaces isothermiques dépendant de deux
Jonctions arbitraires et nous distinguons aisément les surfaces alge-
brigues.

La recherche des surfaces isothermiques, qui « constitue certaine-
ment Pun des problemes les plus difficiles de la Géométrie », a écrit
M. Darboux, n’avait fourni jusqu'a présent qu'une classe dépendant
de deux fonctions arbitraires : les surfaces minima et les surfaces
qu’on en déduit par Pinversion.

Les principaux résultats nouveaux contenus dans ce travail ont ¢té
communiqués b PAcadémic des Sciences dans la séance du 14 oc-
tobre 1895 et dans celles du 13 avreil et du 3 aoat 18¢06.

Dans Pexposition, nous avons fait constamment usage des résultats
contenus dans U'eeuvee si remarquable de M. Darboux : Legons sur la
Theorie des surfaces; nous avons employé particulicrement la belle
théorie des douze surfaces.

st 4 o e 1+

PREMIERE PARTIE.

1. Supposons qu'un point d’une surface ait pour coordonnées rec-
tangulaires les fonctions &, 7, { de deux parametres quelconques «
et y.

Posons
di == x dv -+ 2 du,

dn=ydv-+y du,

I8 = zdv - 3, du;
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dxr __ dry
da — o¢’
. 9 _ W,
Jgu Jde
Js . ()51'
du " e’
‘Tﬁ._'_}r'-‘.}..zz == (,
(2) xxy+yy+s35=F,
ri+yi+st =E;

I’élément linéaire sera
ds? = FEdu-+ 21 du do + Gelp?.,

Pour trouver une surface X ayant cet ¢lément linéaire, il faut deé-
terminer six fonctions x, y, s, @, y,, 5,, vérifiant les relations (1)
et (2). Ce probleme peut étre transformé de la fagon suivante :

Soient A et A, les points dont les coordonnées sont respectivement,
x, ¥, 5eta,,y,, 5. 0 élant Porigine, menons par A une droile AB
parallele & OA, ; & chaque point de la surface X correspond une droite
AB, ces droites forment done une congruence C. La méthode que
nous allons exposer a pur but de remplacer la recherche de toutes les
surfaces £ par celle des congruences C correspondantes; nous allons
démontrer d’abord quelques propriétés des développables et des points
focaux de la congruence C.

2. Les coordonnées d’un point quelconque M de la droite AB sont
¥+ rxy, y -+ Ny, 5+ hs,. Le plan AOA, étant parallele au plan
tangent & X au point correspondant, on voit facilement que, dans ce
plan tangent, la direction parallele & OM est définie par la relation

du — AM
dy =" 04,
Les développables de la congruence sont données par les égalités

de -+dde, __dy-+hdy, _dz+hdzs, _ WdE -+ 2)dl 4+ d(;
(3) e AR - == - . : =T}
2, Y1 34 2(AE 4+ I")

le dernier rapport est une combinaison simple des trois premiers,
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obtenue en faisant usage des équations (2). Des relations (3) on tire
les égalités

& :}i du »3*(1" -+ 2 (%—2' du + %}%’ (l€’> — px, =0,

, 1 ()y t)y o dy in ,> — iy, —
(4) ( ()l(h ())(/c A+ <(—}-{7 du 4+ o0 d‘, pyi=o,
Js K N Dz ] o
R r A (m: du+ 50 )> R

Eliminons A et p entre les équations (4) et ordonnons, par rap-
port i du et i dv; nous obtenons

dx dx,
du du “

ox ()x, ()2: (9

du ()V

s)x ()7,
Jy ()V

de? == 0.

r du? 4

dudy +

dudy + ’

Dans cette relation chaque coefficient est un déterminant que nous
avons réduit & sa premicre ligne pour simplifier écriture; on forme
la seconde ct la troisieme ligne en remplacant  par y et .

En éliminant de méme du et dy entre les trois équations (4) et en
ordonnant le résultat par rapport & A, nous obtenons

dx Jx .
de du "

dx O,
dv Jdu !

(6)

LT
oo du !

()1, ox
v du !

Dans les relations (5) et (6) le deuxieme coefficient est nul d’apres
les égalités (1) et les deux équations en 5 et en A sont identiques.
En (lmu,'nant par £ et £ les racines de Iéquation (6), on déduit
aisément de 'identité des deux équations que la dcvdoppable qui cor-
respond 4 £ est définie par la relation

du
dy

—
—y

la développable qui correspond a & par la relation

du

de —
SiPon appelle F et F” les points focaux situés sur AB, on déduit de
la définition des valeurs particulitres £ et £ de A
n \F"
k= _/}_L k! — o,
0A,’ 0OA,
Ann. de l' FEe. Normale. 3¢ Série. Tome XIV.— Févnien 1897, 7
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M 3 d MIny 1‘; 0 .lw 2 ) l: OIS (/” ap
Dans le premier et le dernier des vapports (3), remplagons — pai

& et A par £; on obtient

, Oy dr, L0 dx
7 e v - =~ —— == (A /l 9
(7) k! ou +k Jdv + da " =&k &)
avec .
e JE e ()] AA’ ()l /le Y oG N G
Bk i) = 0% de " du_ dv
T 2(/.[3+|«)

On peut écrire deux relations analogues & (7) en remplacant a, et
o \
par y, et y, oupar s, ¢t 5. De méme, en substituant respectivement i

Z" eth A les valeurs £ et £ on obtient

dxy k()r /,()1, 0”—“%[4(/‘,/.)

! .
(8) ek ou du Jdv dy

Les premiers membres des équations (7) et (8) sont identiques
d’apres les égalités (1); done
F(k, k') =F(K, k).

En développant cetle condition on trouve entre £ et £ la relation
involutive

JF ()E Nt OB JG or G
e rl o - ;-.-/{‘ et s [RSREN, B wasen e ' .
kh <2E —F >-| (A )<I du I ()t') a dae ok v HE du

Jdu ()v
et la fonction symétrique F(4&, £ ) peut prendre Tes deux formes

oF ()lt) e (e ) ()4» oG

ke ( du "~ dv )
12 BT e ) du ~ dv
(10) F(k, k') = -
oL ) oF  0G
/f/f 71—6 (/f + k ) ()1; ] ;):-’- e ;;-l-;-
e K .

3. Ces relations préliminaires étant établies, nous pouvons démon-
trer immédiatement le théoreme suivant :

Supposons que deuz points A et A, aient respectivement pour coordon-
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: 51
nees rectangulaires les fonctions z, y, 5 et x,, y,, 5, de deux paramelres
quelconques w et v. Posons

: F
0A2 = G, ()A% = E, COSAOAl = ==
\/ EG '
Considerons ta congruence C formée par la droite AB définie précédem-
ment, soient F et I les points focaux situés sur AB.
Si les développables de la congruence G sont définies par les relations

du_ AR du_ AP
de —"TO0A  dv T " T OAY
k et k' étant liés par ['équation (g)

(s 5~ —F 5

JIG JE dG o JG
A [ ./ o —F == —_— [ — H —— —
Jdu Jy ()u) + (k) <E ou F ()v) E v 2F ae + F ou "¢
1° Les trois cxpressions

di = xdy + x,du,
dn=ydv -y, du,

d =z dy 43, du
sont des differentielles exactes ;

2° La surface liew du point §q¢ a pour élément linéaire
ds?* = Edu?+ 2 Fdude 4 Gdy?.
En effet, les équations (7) et (8) sont vérifiées; mais, les seconds

membres étant identiques d’apres la relation (), les premiers mem-
bres le sont aussi et

dz _ dzy

du— v’

d% est donc une différentielle exacte, et une démonstration analogue
établirait que dn et dC ont la méme propriété. Il résulte d’ailleurs de
I'énoncé que

ds? = dg* + dn*+ d* = Edu® + 2 Fdu de 4 Gdv?,
ce qui établit la proposition.

4. 11 est facile de vérifier géométriquement que les developpables de
la congruence C correspondent & deux réseaux conjugues de la surface E.
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Soit F un foyer de 1'une des droites AB de la congruence C; le point I
peut étre considéré comme le point de rencontre de deux droites infi-
niment voisines AB, A’B’ et nous avons vu, au n® 2, que le déplacement
AA’, qui correspond & la développable, est défini par la relation

du
dy

K.

Les plans OAF et OA’F sont paralleles & deux plans langents de Ja
surface & en deux points infiniment voisins M et M et le déplace-
ment MM’ qui correspond & AA’ est défini par la méme équation

du
—_ =
dy

Dans le plan tangent en M & la surface X le déplacement parallele
a OF est conjugué de MM/, et, d’aprés une remarque faite précédem-
ment (n° 2), ce déplacement correspond i la relation

du u/}}i_ o
de 7T OA, T

Les deux réseaux de £ qui correspondent aux développables de Ia
congruence C sont donc conjugués; en d’autres termes, les droites OF
et OF sont paralleles & deux directions conjuguées de X au point cor-
respondant.

Il convient de remarquer que, dans I'exposition de la méthode, nous
aurions pu remplacer la droite AB par la droite A, B, parallele i OA. On
peut méme employer la droite AA,; dans ce dernier cas, les caleuls
sont analogues, les résultats sont plus symétriques, mais la relation
involutive est plus compliquée.

5. Les parametres u et ¢ que nous avons employés sont quelconques;
pour résoudre un probleme déterminé, on pourra les particulariser ct
simplifier ainsi 'énoncé du théoreme général et la méthode qui en est
la conséquence.

Voici, par exemple, une détermination spéciale des paramétres «
et ¢ qui nous sera utile dans la suite.

On peut, d’une infinité de manieres, transformer un élément linéaire
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quelconque de facon que 'on ait les égalités

JOF_OE 060G
(1) du _dv_du ___dv
du oy e du

D’apres la relation (ro), la fonction F(%, £) prend alors I'une des
deux formes

== 0,

! ’- ()_E_....()E . N QE _’_)_9
‘AA (.2()u dv +(k+ 4 )r)u + oo

(r2) § R JE  9F G
g OB o ! gx S UY _ du —0:
( kk du (A )du +"()v du

donc
F(k, k') =o,
et 'on déduit des relations (3) qu’une développable est définie par

I’équation
de + kdr,—=o

ou par deux équations analogues.

Sur les deux surfaces A et A,, licux des points A et Ay, les courbes
qui correspondent aux développables de la congruence C ont en A
et A, leurs langentes paralleles; ce sont, d’apres une remarque de
M. Darboux ('), des courbes conjuguées sur les surfaces A et A, et il
y a correspondance entre les développables des congruences formées
par les droites AB, A, B, et AA,.

On vérifie aisément la réciproque de cette proposition : si les sur-
faces A et A, se correspondent par plans tangents paralleles, chaque
développable est définie par une équation de la forme

dr + kdz,= o,
les relations (12) et (11) sont donc vérifices.
On peut, dans ce cas particulier, simplifier 'énoncé du théoreme

général démontré au n° 3. Si £ el £ vérifient la relation (g) qui se
réduit & 'unc des relations identiques (12), les développables de la

(1) DarBoUX, Legons sur la Théorie des surfaces, Livee 1V, Chap. X.
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congruence C sont nécessairement définies par les équations

du , .
a5 = =k

L’¢quation différentielle d’une développable est, en cllet,
dx 4+ kdx,=o0
ou, d’apres les égalités (3),
AR 4+ 2k dF -+ dG = o.

, . i
Développons le premicr membre et remplacons 7 bar k', nous obte-

nons
IR JOF OF G 06
R L Fl sl il b

k2 k! QE -+ k2
()u

or, si 'on ajoute membre & membre les deux ¢quations (12), qui sont
identiques par hypothese, apres avoir multiplié par £ les deux membres
de la seconde, on trouve que I'expression écrite précédemment est

nulle; la relation
du _
dy

est done une conséquence des égalités (11) et (12). On démontre-
rait de méme que 'on peut du..lun'(, de ces égalités I'équation dilféren-
tielle de 'autre développable
du
dy
En résumé, si nous conservons toutes les notations employées, nous
pourrons énoncer le résultat suivant :

Si les quantitds k et k' qui fixzent la position des points focaux sur
chaque droite de la congruence C vérifient 'une des relations supposées

identiques .
(. OF  OR G G
kk <20u (N) (/f+/) +7)—(7_0

JE OE ()F G
Ikl . / e T e
Now T (k+K) 55 o 9% du
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1° Les trois expressions
de =axdv + z, du,
dn=ydy—+ ¥ du,
d¢ =z dv + 5, du

sont des différentielles exactes ; )
2° La surface, lieu du point Enl, a pour élément linéaire

ds®=E du*+ 2F dudy + G do?.

6. On déduit immédiatement du cas précédent le théoréme de
M. Weingarten (').

Posons
E=al+yi+si=n;

les deux relations (r1) se réduisent i la suivante

oG JoF

— I Dy
Jdu Jav
et nous pouvons éerire
99 _ do
13 — =F=ax 53 2 L = (5 = a? 2 52
(13) i 1+ YY1+ 550, v X -+ y* - 3%,

¢(u, ) étant une fonction quelconque.

La surface A,, licu du point (2,, y,, =,), étant une sphire de rayon 1,
chaque droite AB de la congruence C a pour cosinus directeurs z,,
Y., 5 et est normale & la surface A puisque le rayon parallele OA, est
normal & la sphere A,. Les rayons de courbure de cette surface A
sont alors £ et £'. En tenant compte des équations (13), la premitre
des relations involutives (12) est vérifiée identiquement, 'autre prend
la forme
()2(9 ()2?

- = 0.

du dy ovr

J*o
Jdut

kk! “+ (k+ K

Elle est, comme dans le cas précédent, nécessaire et suftisante.

(1) J. WEINGARTEN, Sur la Théorie des surfaces applicables sur une surface donnée
(loc. cit.). Voir page 1.
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L’6lément linéaire est alors

ds? = du® - 2 Q—‘J- duw dv - (—)»-") dv? = du® - o do de,
du v ‘
etla détermination des surfaces qui ontcet ¢lément linéaire est ramence
a la recherche des surfaces A dont les rayons de courbure vérifient la
relation involutive écrite précédemment.

7. Nous allons appliquer maintenant la méthode générale & un
exemple.

Supposons que les ¢quations (11) soient vérifices, et ¢ludions le cas
particulier ot la relation involutive se réduit i

Les fonctions K, ¥, G devant vérifier les quatre équations

oF 0B oG JE oF oG
2 foseeed — 2 0 s T 2% ST,

Tou e T Oy 00 du
on voit aisément que I’élément linéaire a la forme

(14) ds?=(av®* - 2 by ~+ ¢) du® - o (auy - b+ O'v v o) du oy

(a0 u - ¢") dy?,

[dentifions cet élément linéaire i celui d’un paraboloide quelconque
rapporté a ses génératrices rectilignes. Les coordonnées d’un point du
paraboloide sont

o up A= fBow -y v 4,
Y=o ue w4y g
s = o uy - {_’o” - 7” o0,
et Pon trouve les six conditions
o o' e g af o' B o B == b,
ﬁz_‘__ ﬁlfz e Bll’z._.:._. b, ﬁ}, e (3'7’ . ﬁ‘”'/” - (/,
}/2 - '/,2 4~ 7/”2 =c, Vi VIOC’ e y”c‘/.” == b,

Le paraboloide a donc un élément linéaire de la forme (14). Réci-
proquement, on peut établir par un calcul facile que cet élément
linéaire (14) est toujours celui d’un paraboloide quelconque.



SUR LA DEFORMATION DU PARABOLOIDE, ETC. 57

Dans ce cas, les développables de la congruence C sont définies par
les équations
du P du B
— = —_— = .
dy ? dy
Sur une surface X applicable sur le paraboloide, le réseau conjugué
qui correspond aux développables est donc aussi conjugué par rapport
aux lignes dont les équations sont

u = const., ¢ — const.,

et ces lignes correspondent aux génératrices rectilignes, c’est-d-dire
aux asymptotiques du paraboloide lui-méme. Le réseau conjugué sur
T correspond donc & un réseau conjugué sur le paraboloide.

En résumé, les développables de la congruence C correspondent, sur unc
surface X applicable sur un paraboloide quelconque, au réseau conjugué
commun & la surface % et au paraboloide sur lequel elle est applicable.

8. Réduisons I'élément linéaire (14); une discussion facile nous
conduit & distinguer quatre cas :
1° L’'un des coefficients E ou G est constant; supposons, par

exemple,
a = o, b=o,

on ramene aisément I’élément linéaire 4 la forme
ds*=du*+ 2v dudv -+ 2udv*=du*+ 2d(uv) dy.

L’élément linéaire a la forme signalée précédemment (n°®6) et notre
méthode devient identique & celle de M. Weingarten, dans ce cas par-
ticulier traité par lui (*). M. Darboux a reconnu que le paraboloide
correspondant avait une génératrice tangente au cercle de 'infini, le
point de contact de cette génératrice étant aussi le point ot le parabo-
loide touche le plan de I'infini. Son équation peut é&tre réduite i la
forme

z(y+is)=»"~h(y—1iz).

Nous écarterons ce cas.

(1) J. WEINGARTEN, Eine neue Classe auf einander abwickebarer Flichen ( Nachrichien
de Geettingue, p. 28; janvier 1887).
Ann. de I’Ee. Normale. 3° Série. Tome X1V. — Fivrier 1897, 8
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29 Les coefficients B et G sont des carrés de fonctions lindaires de

wetde¢. Ona
b2 — ac = o, O — ' ¢ = 0.

On peut simplier alors I'élément linéaire et U'éerire
ds? = ¢* du? 42 (uy -+ p) du dy ~ w* dp®,
Le paraboloide correspondant, qui a deux plans directeurs iso-
tropes, est un paraboloide de révolution dont I'équation est
&= yrom o p3s.

3¢ Un seul des coefficients E ou G est un carré parfait. Supposons,

par exemple, que I'on ait
b e == o,

L’élément linéaire peut étre ramend & la forme
ds* = v du® + a(uv 4+ h?) dw dp 4 (6 — h*) dv?,
le paraboloide a un seul plan directeur isotrope; son équation est
(y A= i3)y == At

4° Aucun des coefficients B ou G n’est carrd parfait. Kn stmplifiant
I'élément linéaire, on trouve

dst== (p*— a?) du*+ 2 (ue 4 0*) die de - (e ) di?,

et, pour Uéquation du paraboloide qui est quelconque,

2 -4
g

T e e I Y,
D=t D

9. Lapplication de la méthode générale & ce dernier cas conduit
immédiatement au probleme suivant, dont chaque solution donnera
une surface applicable sur le paraboloide.

Déterminer deux surfaces A et A, se correspondant aux points A et A,
par plans tangents paralléles avec la relation

de fagon que la surface A soit la surface moyenne de lu congruence (..
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Les développables sont alors définies par les équations

du du

- = — =—k.
dy © dy

En représentant par « et B les parametres des développables, on en
déduit les relations suivantes ’

Ju av Jdu Jv
— 4k = ¢
da

— =0 — — k=0
du 7 0BT 0BT
qui sont d’ailleurs vérifiées lorsqu’on remplace u et ¢ par x et z,, y et
i, 5 et 3, (les développables sont, en effet, définies par la relation
dx = kdx, = o, ou par deux analogues).

Dans ce cas, z, y, z, u, liées par la condition

224 Yt = ut— a?,
sont quatre solutions d’une équation de Laplace, i invariants égaux
1 ®

J*u ok du ok du

(%) 0a0p T 9B da  da 0B O

la constante @ étant aussi une solution de I'équation (15), il en est
de méme de u~+ a et dew — a. Il en résulte que les quatre fonctions

X ke 5 i+ a
(16) X= - y=-2_, 7=-——,
©w—a uw—a u—a u—a

sont quatre solutions d’une équation de Laplace & invariants égaux
de la forme (15) et ['on vérifie immédiatement la condition
. 42 a
X2 Yiq 2= 25,

u—a

2

X, Y, Z et X*4+Y?*+ Z* étant des solutions d'une méme équation de
Laplace & invariants égaux de la forme (15), X, Y, Z sont les coor-
données rectangulaires d’un point d’une surface isothermique rappor-
tée i ses lignes de courbure.

On définirait de méme une autre surface isothermique par les for-
mules

(17) X == ! , Y, — ._.-Z.‘_., 1, = —*

g —a T —a v —a




6o A. TIYBAUT.

Chaque surface applicable sur le paraboloide fait donc connaitre un
couple de surfaces isothermiques.

Surles surfaces A et A,, les courbes qui forment le réseau conjugué
commun se correspondent par tangentes paralleles. A ce réscau con-
jugué commun correspondent les lignes de courbure des deux surfaces
isothermiques, et 'on déduit aisément des relations (16) et (17) que
les tangentes en X, Y, Z et X,, Y,, Z,, aux lignes de courbure corres-
pondantes, se rencontrent. En d’autres termes :

Les développables de la congruence formce par les droites qui jorgnent
les points correspondants des deux surfaces isothermiques coupent ces
deux surfaces suivant leurs lignes de courbure.

Dans le cas ol le paraboloide a un plan directeur isotrope, 'une
des surfaces isothermiques est une sphere et 'autre surface appartient
a une nougelle famille que nous déterminerons complétement i la fin
de la troisieme Partie.

Lorsque le paraboloide est de révolution, les deux surfaces isother-
miques sont confondues avee la sphere de rayon 1 ayant Iorigine pour
centre. Dans ce cas, les développables de la congruence formde par les
droiles qui joignent deux points correspondants de la sphére déterminent
sur la sphére dewx réseaux orthogonaux et isothermes.

Nous développerons cette remarque au n® 17, ¢t nous montrerons
que Pon peut déterminer toutes les congruences qui possédent cette
propriété.

DEUXIEME PARTIE.

10. Nous avons ramené précédemment (n°7) I’élément linéaire du
paraboloide de révolution de parametre p 4 la forme

ds* = * du® 4 2 (wv + p) dude + u? do®.
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On peut écrire, dans ce cas, les égalités

0A =\/G=u«, OA,=VE =y,

COSAOA4::0059::E%£}E~
On déduit de cette derniere relation
.0
(1) 2uusm’5 -+ p=o.

La congruence C, formée par la droite AB définie précédemment,
est une congruence de Ribaucour, c¢’est-a-dire une congruence dont
les développables interceptent sur la développée moyenne un réseau
conjugué (n® 7). La congruence C,, formée parla droite A, B,, possede
la méme propriété. Les surfaces A et A, sont les surfaces moyennes
des deux congruences.

Pour obtenir une surface applicable sur le paraboloide de révolu-
tion, il faut déterminer deux surfaces A et A, telles que la relation (1),
qui relie deux points correspondants i I'origine, soit vérifiée.

Nous allons démontrer que C et C, sont des congruences de nor-
males.

Si I'on emploie les parametres «, § des développables, nous avons
vu (n°9) que la fonction u = ya*+ y* -+ z* vérifiait I'équation de
Laplace
(2) zk-dit——(?—k:gﬁ—o—/fﬂ:o,

doedB OB da  Jdo 0B
dont «, y, = sont trois solutions.
En employant le symbole S de Lamé, étendu aux trois lettres x, y,

z, on peut déduire, en différentiant la relation u = Ja* + y* + =2,

, Pu oz Jx - Q Pz Ju du
“ouop T Saa B T 0xdE T 0a B’

x, y, z vérifiant I’équation (2), 'égalité peut étre mise sous la forme

o du Ok du Ik du ok dx dx _ du Ju
R 0adB T 0B do 0z 0BT w \M)de IB do 0B
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La condition nécessaire et suffisante pour que la fonction « soit une
solution de I’équation (2) est donc

dxrgf_+_0y dy_+_0u s *_Qg Qﬂ,
do 0B da If5 0p ~ Do Op

En remplacant « par ya® 4+ y* + 5%, et en développant, on trouve

<L£f oy s Qf> < o }.yi),?f -+ zf)—i>
da ¥ da Ja. J9p Jap Jap
& Qx g )z 03
= (@ yi o 2) (35 Zp + (;Z 3"“ + :)fﬁ>'

Considérons le ditdre d’aréte OA, dont les faces contiennent les
tangentes en A aux courbes conjuguées de paramétres o, B, la relation
précédente exprime que ce diedre est droit, ¢’est-d-dire que les plans
focaux'de la congruence C,, paralleles aux faces du diedre OA, sont
rectangulaires. G, est donc une congruence de normales, et la con-
gruence G possede la méme propriéteé.

Ou voit alors aisé¢ment que, si on porte sur AB, en sens inverse
de OA,, une longueur AM = «, la surface M, lieu du point M, est
normale & AB. v

La surlace A est la développée moyenne de la surface M.

En portant, d’'une maniére analogue, sur A, B,, une longucur
AM; =v¢, on définit une surface M, dont A, est la développie
moyenne.

On vérifie facilement que les trois points M, O, M, sont en ligne
droite.

La relation (1) peut étre écerite

OM.OM, = — 2 p.

Les deux surfaces M et M, sont donc inverses par rapport i 1'ori-
gine.

On peut déduire aussi de la relation (1) que les surfaces M et A,
d’une part, M, et A d'autre part, sont polaires réciproques par rapport
a une sphere ayant pour centre I'origine et pour rayon y— p.

11. Associons aux surfaces A et A, des surfaces B et B, qui leur
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correspondent respectivement par orthogonalité des éléments. On
peut toujours choisir les surfaces B et B, de facon que A, A, et B,
soient trois des onze surfaces que M. Darboux associe & la surface B
dans V'étude de la déformation infiniment petite de cette surface (*).
Chacune des droites de la congruence C (ou C,) est paralléle a la nor-
male a la surface B (ou B,) au point correspondant.

D’apres un théoreme de Ribaucour, les tangentes auxasymptotiques
de la surface B sont perpendiculaires aux plans focaux de la con-
gruence C; ces tangentes asymptotiques sont donc rectangulaires et
la surface B est une surface minima, la surface B, a d’ailleurs la
méme propriété.

Il résulte d’une proposition de la théorie des douze surfaces (citée
plus haut) que les surfaces B et B, sont focales d’unc méme con-
gruence rectiligne et que les asymptotiques se correspondent sur ces
deux surfaces.

Réciproquement, chaque couple de surfaces minima sur lesquelles
les asymptotiques se correspondent, et qui sont focales d’une méme
congruence rectiligne, [ait connaitre deux surfaces A et A, ¢’est-a-dire
une surface applicable sur le paraboloide de révolution.

En eflet, associons aux surfaces minima B et B, les surfaces A et A,
qui leur correspondentrespectivement par orthogonalité des ¢léments,
de facon que A, B, A,, B, soient quatre des douze surfaces. Les sur-
faces A et A, se correspondent par plans tangents paralleles; soient «,
¥y, s etx,, y,, 3, les coordonnées des points A et A, correspondants.
Posons

OA=\VZ+y +s'=u et OA=Vz!+yl4+si=y.

Nous savons (n® 4) que la proposition sera démontrée si nous éta-

hlissons la relation
2 4 Yy 1+ 55, = uv + h

(A est une constante arbitraire).
En conservant i la quantité £ la signification qu’elle avait dans la
premiere Partie et en représentant par « et b les parametres du réseau

(1) Darsoux, Theorie des surfaces, Livee VIIT, Chap. 11T
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conjugué commun aux surfaces A et A,, on voit que #, y, 5 sont trois
solutions de I’équation

o so DOk 0L Ok o
(2) “ 950F T OB 9a 0= Op

=0,

et z,, ¥y, 3, trois solutions de I’équation

. 2 3 kot
(3) 2l ,;%g + % (i))é + 37; (‘)('j

Les asymptotiques de la surface B étant rectangulaires, les plans
focaux de la congruence C sont perpendiculaires d’apres le théoreme
de Ribaucour rappelé précédemment (n® 41), le diedre OA, dont les
faces sont paralleles aux deux plans focaux, est done droit, et nous
pouvons écrire la condition

Loz dy o ds\ [ dx _dy = J3°
(“ 0z T ga T F a&) (v‘ B rY B TR )
s (e yt 2y (22 0% Oy Dy | 03 03
== (@it s )<0a b r 0B da 0B

ou, en employant la relation w = ya* + y* + s,

oz dz  dy dy | 03 03 _ du du
da p  da 0B 02 I T da 0p

Nous avons vu (n° 10) que cette égalité exprime que « est une so=
lution de I'équation (2) et Pon démontre de méme que ¢ est une solu-
tion de équation (3); on peut donc poser

A fo e == 0, o e f e T O

du dy Ju Je
da da op Jap

et, dans ces relations, nous pouvons remplacer u et ¢ par x et x,, y ot
Y, % €L 3.
On en déduit les égalités

dz. dy dz  du du
G _ G o
dey  dy, T ds T dv Tl 0y, ER
Jde 0o Oz da T Ta TV ox T g
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(le dernier rapport s’obtient en combinant les trois premiers et en
faisant usage de la condition u = ya? + y* + z2).
Des deux derniers rapports on tire la relation

0z, 9y1 (9“: —u Q
dax da T 0ax T 7 O

et I'on trouverait, par un calcul analogue,
dy ds u

e e Ty e T )
' da

Jdx
T15z T %1 Ja Ja

En ajoutant membre & membre on obtient

)
()(—“(xxi—l—x)q—i—::,): (uv).

ot

On trouverait de méme la relation
9 0
98 (x4 Yy + 55,) = P (ug),

d’ol1, en ajoutant membre & membre les deux dernieres égalités et en
intégrant

XXy = YY)+ 85, = uy -+ const.;
la proposition est établie.

12. Nous sommes ramenés & déterminer les couples de surfaces mi-
nima sur lesquelles les asymptotiques se correspondent et qui sont
focales d’une congruence rectiligne.

Pour résoudre cette question, nous emploierons les formules don-
nées par M. Darboux ().

Les coordonnées d’un point de la surface minima B, rapportée aux
lignes de longueur nulle, seront représentées par les formules

A*—1 B2 —1
.r—zf———--—da—tf B db,

) y= (Mt aa+ [FEa

. . ("B
3 = L/K; da — 21 T db,

(1) Danpovux, Théoric des surfaces, Livre VI, n° 913.
dnn. de I’Ee. Normale. 3¢ Séric. Tome XIV. — Fevaien 1897. 9



66 A. TIYBAUT.

dans lesquelles A est une fonction arbitraire de @ et B une fonction
arbitraire de 0. -
Les coordonnées z', ¥, 5/, du point correspondant de la surface mi-
nima B,, seront représentées par des formules analogues renfermant
les fonctions arbitraires A, et B,. _
L’équation différentielle des asymptotiques des surfaces B et B,

prend alors la forme
da*— db*== o0,

donc les asymplotiques se correspondent.

Soient ¢, ¢/, ¢’ les cosinus directeurs de la normale en un point de
la surface B, R et R’ les rayons de courbure en ce point.

On peut écrire

B-A

P - P — i .y
o / — AR = s Oy ¢!/ RR" = - =

) = V—RE VAR P YA
" s 1—AB - AD
Oy=1c" \‘b/ — RR'= 1‘" i 01, = — BRI : -

= VAT v VA B

On définit pour la surface B, des quantités analogues oy, o,, o, o,.
Posons

k=2,

les coordonnées du point A seront

Aoy 29, £ O 0,
X Oy ) = ) mcme ety mm | b A= [ O e ey o [t
(6) X o0 f(;l o Y ()a> db - (\), 95 " ()/)> da

On obtient y et 5 en remplacant dans cette formule Uindice 1 par
les indices 2 et 3.
Les coordonnées du point A, sont
0y 0,

g I ey Ay T ey xX
(7) ! (2) 2 (1) 3 ()

=0,

Pour simplifier les calculs qui suivront, exprimons d’abord que Ia
relation (1) est vérifiée. Cette condition peut étre éerite

22+ Yys+ 35— p = V(22 i 5% (af -y sY)

ou, en employant les relations (6) et (7),

0,0y 4 0302+ Oy 03— p = /(0% -+ 02 %) (g2 o}~ aﬁ*:“ Ty
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En remplacant les quantités 0 et ¢ par leur valeur tirée des équa-
tions (5), et en développant les calculs, on trouve facilement les con-
ditions

(8) f\—'Al - PV B/[;;

——— == - = const.
VA'AT 2 B—DB, ®

13. Sur les surfaces minima B et B, les asymptotiques se corres-
pondent, il reste & exprimer que ces deux surfaces sont les focales
d’une congruence rectiligne, c¢’est-a-dire que la droite qui joint les
points correspondants des deux surfaces est tangente & ces deux sur-
faces. Nous aurons les conditions

@' — 2 _ y'—
Uy0,— Oy0,y 003 — O30,

On établit par un calcul facile que ces trois rapports sont égaux a 1,

on a donc
' — 2| = Oy0y— Oy 0,

et deux relations analogues. Développons le deuxieme membre

0y 09— By = LB AN (G — AB) — (B —A) (1 — A By,

ATVAL B

En employant la relation (8), on peut transformer le dénominateur
et écrire
6,00— 0,0, LATZA) (1= BB — i(B—B1) (1= AA)
302 3= p
ji')(A——Al)(l‘;w'li,)

ou
f e ! — —_ P ./” L‘.‘A.’_,._.l. — !”__;_‘_,,,. Y.
x xy=0Oyq,— 0y0,== P < N : it i3,

On trouverait de méme

N

St O O e P (AMET BB
) _".7/1“"010'25 0:&'-71"‘““ 2 <A.——A1 j I;____“I)’

_pz’<A~+—A[ n+|s,>,

- 3’1 = 0201 - 01 Oy ==~ s o :

2 \A—A, BB

-l
“
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en faisant usage des formules (4), on trouve pour &' — x| la valeur
suivante

, A= A2 —1) ./ BE—1 B?—1
a! — €= L./<—~XI"'~ - -"‘-‘1'['\“‘,'1—-—) da — L'/ <*—-—l~il—‘ s -—-,'i—iT'-'> db

_ pi(AA =1 BB,—1
— 2 \A=4A, B=8B)
d’ol la condition
[/ AT—1 AT o pi AN —1
if <“7~T‘ - 'T;‘“) A= =K,
Prenons la dérivée des deux membres et simplifions, nous obtenons

(AN—A)E  p

(9) TN,

On trouve, apres un calcul analogue,

(B—DB,) _p.
(10) TRB, T

En employant les expressions de y'— ) et de z/— =, on obtient
les mémes conditions () et (10) dont la relation (8) est une consé-
quence.

Réciproquement, si les relations (g) et (10) sont vérifices

J

' J :
da(x’—-;cl) == m(O:xqz““ 0y03),

J , )
b (2" — &) = 9(7;(030’2““ Oy0y).

En ajoutant membre & membre et en intégrant, on obtient
2! — &) = 030, — 004 -+ cOnst,
Cette constanle peut étre annulée par une translation convenable
des surfaces minima. En résumé :

Si les relations (9) et (10) sont vérifides, on peut, par une translation,
rendre les surfaces minima définies par les formules (1) focales d’une
congruence rectiligne, les asymptotiques se correspondant sur les deux
surfaces.
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14. Tl est facile maintenant de déterminer les surfaces applicables

sur le paraboloide de révolution.
Les surfaces A et A, sont définies par les équations (6) et (7) ne
renfermant qu'une fonction inconnue ® que I’on peut définir par la

relation
do a9, dw 00,
) G -
2X0) :f<01~—()a — —()a> db + </, 9 "0 da,

d’olt 'on déduit la fonction w déterminée par la formule suivante

()(61+G’1) ()(0|"—U1)
. d(a—+b) L, d(a—10) _
(11) Lw= —-(Z_—_—-r(l(a—l—b) }—-———~———01+Ul d(a—b),

et I'indice 1 peut étre remplacé par I’'un des indices 2, 3, 4.
On détermine tres facilement x, y, =, @,, y,, 5,, u et ¢ par les for-

mules
T =G0, Y =gy, 5T gg, == a,m,
0, o0, o0, o,

e [t

&y T= Xy =
) 3} () )

Les coordonnées d’un point d’une surface X applicable sur le para-
boloide de révolution sont définies par I'égalité

E= [r dy 4 2y du

et par deux égalités analogues définissant n et C.

15. On peut obtenir plus simplement ces coordonnées en faisant la
remarque suivante qui peut étre appliquée aussi dans le cas du para-
boloide quelconque :

Le segment de longueur / dont les projections sont ' — z/, y' — ¥,
z'— 3, est tangent aux deux surfaces minima, il est donc perpendicu-
laire aux normales menées ¢n ses extrémités 4 chacune des deux sur-
faces. Mais le plan AOA, est parallele & ces normales, le segment / lui
est donc perpendiculaire, ¢’est-a-dire qu’il est parallele & la normale
au point correspondant £n¢ de la surface 2.

Cherchons la longueur du segment

~!

B (0= @, Vo (7 — )k (5= 5 )
= (0300 — 0303)* + (0103 — Oy0,)* ~+ (Os0y— 0, 02)%,
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c’est-a-dire
2= 02 gt — (0,0, Dyoy -1 Oyay)?

o 0F o . (0 0, 0y : . - R
L= g2t ((Lgim - Soym - —aym | m= e — (uy = p )P o pue — i,
) () )

Si l’on appelle T' le produit des rayons de courbure du paraboloide
de révolution et si I'on calcule I" en fonction de « et de ¢, on trouve
que 'égalité précédente peut étre écrite

[ = \/(1,/ — m’l )2_‘,_ ('),l-.-)ﬂ[ ')2 . (:'I_“_ :,1) - \//)t {/ 13’

donc le segment / est parallele & la normale en un point de X, et sa

/

longueur est proportionnelle a y/— 1. Soient vy, y
teurs de cette normale. Posons

, v" les cosinus direc-

oy YTT =2 @' —ax, _ \pi AA —1  \pi — BB, 41

VT s A=K T Tnon, /O,
. — —=pl AA -+t = pi BB
Iy=7' V }’\/IM.)G == \/ .‘,‘/ A l_ /\1 \/ > “ B _1_ T s (a) o (h),

T S 3 O W e

Vpi 2 A—A; T o B=ny = b () by (6).

On vérifie aisément les relations

ng—}— @ - == w—--,
(12) g

P o 2 L
| 7o gt v 25

F,, F, et F, étant trois solutions de I'équation de Laplace & inva-
riants égaux

u

[V — 4 ’ n
el = O les coordonnées d’un point de la surface X,

rapportée aux lignes asymptotiques, s’obtiendront en appliquant les
formules de M. Lelieuvre ('),

E= ("2 %El — F, %]—3> da — <l4‘2 g()l; — T, ()lv»- ) db

(1) LeLteuvee, Surles lignes asymptotiques et leur représentation sphérique ( Bulletin
des Sciences mathématiques, p. 126; 1888).
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et deux égalités analogues. On obtient, aprés simplification, les for-
mules suivantes qui ont été données par M. Darboux (')

£ =ob— b0, [ (el — by do) — [(padb— bdo),
n=Ufi—fh+ [Wdfs — frdb) — [(Ydf —fdv),
¢ =for—ofi- [ (fidei— o1 dfy) — [ (fdo —gd)f).

Les six fonctions qui figurent dans ces formules doivent vérifier les
relations (r2).

Les équations (9) et (10), que nous avons employées dansle calcul,
établissent entre les fonctions arbitraires des relations qui peuvent
étre supprimées, car on peut toujours remplacer a par une fonction
quelconque de @, et b par une fonction quelconque de .

Si les parameétres a et b sont déterminés de fagon que ces rela-
tions (9) et (10) soient vérifiées, les développables de la congruence C.
sont définies par I’équation différentielle

da* — di? = o.

Nous avons vu précédemment (n° 9) que ces développables corres-
pondaientsur la surface X, applicable sur le paraboloide de révolution,
au réscau conjugué commun i la surface X ct au paraboloide sur
lequel elle est applicable.

16. Nous allons étudier maintenant quelques-unes des surfaces
que nous avons associées & la surface minima B dans le probleme qui

vient d’étre résolu.
La considération des deux surfaces minima B et B, nous fournit

d’abord le résultat suivant :

On sait determiner toutes les congruences dont les surfaces focales sont
des surfaces minima sur lesquelles les asymptotiques se correspondent.

La correspondance établie entre les deux surfaces minima, faisant
correspondre les asymptotiques, fait correspondre aussi les lignes con-
juguées, et en particulier les lignes de longucur nulle.

() Darpoux, Théoric des surfaces, Livre VII, n® 769.
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Les angles sont donc conservés sur les deux focales de la con-

gruence.
La propriété des deux surfaces minima se conservant dans une
transformation par polaires réciproques on peut aussi énoncer un

nouveau résultat :

On sait déterminer toutes les congruences dont les surfaces focales sont
des transformées par polaires réciproques de deux surfaces minima, les
asymptotiques se correspondant sur les deuw surfaces focales.

17. Soient D et D, les points de rencontre des droites OA et OA,
avec la sphire de rayon 1 ayant pour centre origine.
Les coordonnées du point D sont

A+B  B—A 1 AB
[+ AB T ABT T ABT

Les coordonnées de D, ont des expressions analogues.

Nous avons vu (n° 8) que les développables de chacune des con-
gruences G et C, correspondent, sur la sphere de rayon 1, & un réseau
orthogonal et isotherme. Ces réseaux sont les représentations sphé-
riques des lignes de courbure des surfaces inverses M et M,; done les
tangentes correspondantes, en deux points D et D,, se rencontrent.
Cette propriété est exprimée par les conditions trouvées précédem-
ment

(A—A ¥ (BB p

s e TII oS-y

CATAL T BB 2

et ces relations sont nécessaires et suffisantes.

Les développables de la congruence formée par la droite DD, déter-
minent, sur la sphere de rayon 1, deux réseaux orthogonaux et iso-
thermes. Les conditions trouvées étant nécessaires et suffisantes, nous
pouvons énoncer le résultat suivant :

On sait déterminer toutes les congruences dont les développables décou-
pent sur une sphére deux réseaux orthogonaux et isothermes.

Faisons une substitution linéaire quelconque, elle transforme la
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sphere en une quadrique quelconque, les réseaux orthogonaux et iso-
thermes en réseaux conjugués a invariants égaux. Done :

On sait déterminer toutes les congruences dont les déeveloppables decou-
pent sur une quadrique deux réseaux conjugues a invariants €gaux.

18. Les deux surfaces M et M, sont inverses par rapport a I'origine
(n° 10) et la puissance d’inversion est — 2p. Elles sont respective-
vement polaires réciproques dessurfaces A et A,, donc elles font partie
des onze surfaces associées & la surface minima B.

Le réseau conjugué commun & ces deux surfaces M et M, est le ré-
seau des lignes de courbure. Il résulte de la théorie des douze surfaces
que ce réseau correspond aux lignes asymptotiques de la surface mi-
nima B, c’est-a-dire aux lignes de courbure de la surface minima
adjointe B’. La correspondance par plans tangents paralleles, établie
entre M et B’ fait correspondre les lignes de courbure; donc ces deux
surfaces ont la méme représentation sphérique, c’est-a-dire que M a
une représentation sphérique isotherme. La surface M, possede la
-méme propriété.

Les surfaces M et M, forment donc un couple de surfaces inverses &
représentation sphérique isotherme. Nous allons démontrer que tous
ces couples de surfaces sont obtenus par notre méthode.

19. M. Darboux a établi (') que la recherche des surfaces & repré-
sentation sphérique isotherme peut étre ramenée a ’étude de la défor-
mation infiniment petite d’une surface minima quelconque. Le pro-
bleme dépend donc de la résolution d’une équation aux dérivées
particlles du quatrieme ordre.

¢, ¢, ¢” étant les cosinus directeurs de la normale en un point d’une
telle surface, le plan dont I’équation est

cx+c'y—+c's+p=o

étant tangent a la surface, ¢, ¢/, ¢” sont trois solutions d’une équation

(1) Darsoux, Z%éorie des surfaces, Livre VIII, n° 913.
dnn. de I’FEe. Normale. 3° Série. Tome X1V. — Mans 18¢7. 1o
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de Laplace & invariants égaux, ct I'on sait que p est aussi une solu-
tion de celte ¢quation; on en conclut que :

Les lignes de courbure des surfaces & représentation sphérique (so-
therme forment un réseaw conjuguc « invariants tangenticls cgaucr.

Nous donnerons & ces surfaces le nom de surfaces S.

Les surfaces inverses des surfaces isothermiques (dont les lignes de
courbure forment un réseau a invariants poncluels égaux) sont en-
core isothermiques, mais les surfaces inverses des surfaces S ne pos-
sedent pas, en général, la propriété des surfaces S.

La méthode exposée précédemment permet de déterminer toutes
les surfaces S dont les surfaces inverses sont aussi des surfaces S. Le
probleme dépend dans ce cas d'une équation anx dérivées partielles
du second ordre et peut étre enticrement résolu. .

Soient, en effet, M et M, deux surfaces S inverses par rapport i
Vorigine O, soit — 2p la puissance d’inversion. Prenons sur les sur-
faces deux points correspondants M et M, et considérons les surfaces
A et A,, respectivement polaires réciproques de M, et M par rapport
a une sphere de centre O ¢t de rayon -= p. On vérifie géométrique-
ment les résultats suivants : e point A, qui correspond a My, se trouve
sur la normale en M i la surface M et OA == AM; de méme, le point A,
est sur la normale en M, & la surface M, et OA, == A, M,.

Les trois points M, O, M, étant en ligne droite, les surfaces A et A,,
polaires réciproques de M et M, se correspondent par plans tangents
paralleles. Les lignes de courbure des surfaces M et M, étant des rié-
seaux a invariants tangenticls égaux, les réscaux conjugucs corres-
pondants sur les surfaces A et A, sont i invariants ponctuels égaux.
Les surfaces A et A, sont donc respectivement les développées
moyennes des surfaces M et M,.

La figure formée par les quatre surfaces A, A,, M, M, est identique
a celle que nous avons déji considérée (n® 10) et nous pouvons
énoncer la proposition suivante :

On sawt déterminer tous les couples de surfuces inverses dont la repre-
sentation sphérique est isotherme.

20. Nous allons donner quelques propriétés géométriques de ces
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couples de surfaces inverses. On déduit d’une remarque de M. Dar-
boux (*) le résultat suivant :

Chacune des deux surfaces inverses a méme représentation spherique
qu’une surface minima. Les deux surfaces minima ainst définies sont les
adjointes de B et B,. v

Les surfaces M et M, font partie des douze surfaces, donc :

Aux asymptotiques de Iune des deuz surfaces correspondent sur (' aulre
un réseau conjugue a invariants poncluels égauz.

On peut établir facilement la réciproque de cette proposition :

St deusx surfaces inverses sont telles qu’auz asymptotiques de ’'une cor-
o )

responde un réseau conjugué de I’ autre, les deux résecaux conjugucs ainsi

definis sont @ invariants ponctuels ¢gaux et les deux surfaces ont une

representation spherique isotherme.

En effet, sur la surface M, par exemple, le réseaun conjugué qui cor-
respond aux asymptotiques de M, est conjugué par rapport aux asym-
ptotiques de la surface M; en d’autres termes, les asymptotiques des
deux surfaces inverses se correspondent harmoniquement.

Prenons les surfaces A et A, polaires réciproques de M et M,, les
asymptotiques de A et A, correspondent respectivement aux asympto-
tiques de M, et de M, donc elles se divisent harmoniquement. De
plus, les surfaces A et A, se correspondent par plans tangents paral-
ltles, donc le réseau conjugué commun & ces surfaces est & invariants
ponctuels égaux (*).

Sur les surfaces M et M,, qui sont inverses, le réseau conjugué
commun formé par les lignes de courbure est donc 4 invariants tan-
gentiels ¢gaux, M et M, sont des surfaces S et la proposition est
démontrée.

21. Légalité OA =AM, établic précédemment (n®19), exprime que
la demi-somme des rayons de courbure de la surface M au point M est

(1) Dansous, Théorie des surfaces, Livre VI, n°® 914.
(2) Damrsoux, Théoric des surfaces, Livre VI, n° 894.
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égale & la distance de I’origine au point A correspondant de la déve-
loppée moyenne.

L’égalité OA, = A, M, exprime la méme propriété pour la surface
inverse M,.

Nous allons démontrer que cette propriété définit les couples de
surfaces inverses a repr'ésentatii)n sphérique isotherme.

St une surface est telle que la demi-somme de ses rayons de courbure
en un point M sott égale & la distance d’un point fixe O au point A cor-
respondant de la déyeloppée moyenne, toute surface inverse par rapport
au point O posséde la méme propricté; la premicre surface et loules ses
inverses ont une représentation sphérique isotherme.

Soient X, Y, Z les coordonnées du point M; ¢, ¢/, ¢” les cosinus
directeurs de la normale MA. Posons

2 =X+ Y7,  p=cX+'Y "7,

et désignons par p, p’ les rayons de courbure de la surface M au
point M.
On vérifie géométriquement la relation

) 2
MA — OV
2/)
ou
(13) pt+p 1,
2 p

Etablissons d’abord les formules qui permettent de trouver les
rayons de courbure d’une surface lorsqu'on connait les rayons de
courbure de la surface inverse.

Soit « la puissance d’inversion. Représentons sur la surface M, par
les lettres p,, 91 Pis e, (.1es expressions analogues 4 p, g, p, p'.

On peut écrire immédiatement les quatre relations

ap a’ ap; a*
14 T e = — g e
(14) P 7 ’ 71 7 ct V4 ¢ ==
(la premiere résulte de la conservation des angles dans Uinversion ).
Les lignes de courbure de la surface M sont définies par les for-
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mules d’Olinde Rodrigues
dx +pdc=o0, dy-+pdd=o, ds+pdc"=o0;
d’ol I'on déduit
dg+ pdp=o;
ou, en développant,

dr/ dq ap op _
9g; 41+ gp, dp1+p<0 Ags+ 557 1 ) =0

En remplagant Zl—Z—I par — p, et les dérivées partielles par leur valeur

tirée des formules (14), on trouve

ap, ap)
5 = 2f r—— %P1 .
o) A S N AT
Ces formules permettent de démontrer immédiatement le théortme
énoncé. En faisant usage des relations (14) et (15), on peut mettre
I'équation (13) sous la forme
—_ T,

Pk pi=— 2

P
La surface inverse a donc la méme propriété.
22. On peut appliquer le théoreme de M. Weingarten (') aux sur-
faces définies par I'équation (13). Cette équation peut étre éerite

+p'  2pq
e

=O,

Si 'on pose ¢(pg) = %, elle prend la forme

i I20 n e | 99
o R S ry sl i

0,

qui permet de déterminer une famille de surfaces dont I’élément li-
néaire est
)p o ()cp Jdo
02 e —_— ] —_— — _— .
ds ( )1> +2pd()[)d ()f] 2gl d )q>

(1) La forme sous laquelle nous employons ici le théoréme de M. Weingarton se déduit
aisément, par une transformation de Legendre, de celle que nous avons donnée au n° &
(Puoir, par exemple, Darsoux, 7heoric des surfaces, Livre VI, n° 1070.)
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Employons les parametres

_9 _ _4q _ I 1

n

== = == =
op P dg T p’
I’élément linéaire des surfaces applicables devient

, n\ |
dm? - zcl<’—’:> dn.

Il convient & un paraboloide de révolution de paramétre 1.

Si 'on associe & la surface M la surface inverse M, (la puissance
d’inversion étant — 2p) et si 'on considere les surfaces A et Ay, po-
laires réciproques de M et M, par rapport i la sphere de centre O et de
rayon \/ — p, on obtiendra, en appliquant notre méthode anx surfaces
A et A,, les surfaces applicables sur le paraboloide de révolution de
parametre p.

vt G ) G it

TROISIEME PARTIE.

23. Le paraboloide défini par Iéquation
(y -~ i3)y = h*wx

a un plan directeur isotrope. Nous avons vu précédemment (n® 7)
que ’élément linéaire de ce paraboloide peut étre ramend i la forme

ds*== v2du* - o (uy -+ 1*) diec dy - (0t — h*) dv?,

et I'on peut écrire dans ce cas les égalités

(1) cosAOA, = €080 == — " .

Les deux congruences C et C,, formées par les droites AB et A, B,
déja définies, sont des congruences de Ribaucour dont les surfaces
moyennes sont les surfaces A et A, (n°6).
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Nous allons démontrer que C est une congruence de normales. Nous
résumerons rapidement cette démonstration analogue a celle qui a
été donnée au n° 10.

Nous avons vu (n°® 8) que @, y,, 5, et ¢ = i +y;+ =} étaient
quatre solutions d’une équation de Laplace & invariants égaux. Il
résulte d’une proposition démontrée (n° 10) que ,, y,, 5,, v vérifient
nécessairement la relation

dxy dzy Oy, Ay | 05, 054 __dv d¢

do. 0F " 0x 08 0 0p T 92 B
(o et B sontles parametres des développables des congruences Cet G, ).
Nous pouvons alors utiliser la méthode que nous avons employée
au commencement de la deuxieme Partie. La relation précédente peut
étre Gerite

( e 000 0 0s ( O O 0%
0 T e T g J\ T 0 T g TR B

2 a2 -2 dxy dry ().,‘"1 (),)’1 03y 034
(ot ot s (G G G e 08

E

Sous cette forme, I'égalité exprime que le diedre OA, est droit,
c’est-a-dire que les plans focaux de la congruence C sont rectangu-
laires; C est donc une congruence de normales.

On vérifie facilement que si 'on porte sur AB, en sens inverse de
OA,, une longueur AM = «, la surface lieu du point M est normale
2 AB.

La-surface A est la développée moyenne de la surface M.

La relation (1), mise sous la forme

o —\ut— h*cosl)=— h?,

exprime que les deux surfaces M et A, sont polaires réciproques par
apport 4 une sphere ayant pour centre ’origine et pour rayon /.

24. Associons aux deux surfaces A et A,, qui se correspondent par
plans tangents paralléles, les surfaces B et B, qui leur correspondent
respectivement par orthogonalité des éléments, de facon que A, A, et B,
forment trois des onze surfaces que 'on peut associer & B par la
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méthode de M. Darboux. La surface M, polaire réciproque de A,, fait
aussi partie des douze surfaces. Nous pouvons appliquer ici une
remarque faite précédemment (n° 11).

Chacune des droites de la congruence C est parallele & Ia normale au
point correspondant de la surface B. D’apres un théoreme de Ribaucour,
les tangentes asymptotiques de la surface B sont perpendiculaires aux
plans focaux de la congruence C; ces tangentes asymptotiques sont
donc rectangulaires et la surface B est une surface minima.

Réciproquement, pour trouver une surface applicable sur le para-
boloide qui a un plan directeur isotrope, il suffit de déterminer une
surface A correspondant & une surface minima B par orthogonalité des
éléments, de facon que la surface M, normale aux droites de la con-
gruence C, soit polaire réciproque de la surface A, définie préccdem-
ment.

Les surfaces A et A, se correspondent, en effet, par plans tangents
paralleles; les congruences C ¢t C, sont des congruences de Ribau-
cour. Par hypothese, les surfaces M et A, sont polaires réciproques
par rapport & une sphere ayant pour centre I'origine. Soit Af son
rayon. Posons

OA =V —h?, OAy==p.

La condition

¢ (lt - \/;{_:i;‘) Cos 0) e

exprime que M et A, sont polaires réciproques. Cette condition peut
étre écrite

Il résulte donc de la démonstration faite précédemment (n° 5) que
les surfaces A et A, feront connaitre une surface applicable sur le pa-
raboloide qui a pour élément linéaire

ds?* = v*du® ~+ 2 (uy + 1*)dudy + (1 — h*)do®.
25. Nous sommes conduits au probleme suivant :
Une surface minima B étant prise pour surface fondamentale, for-

mer un groupe de douze surfaces telles que les surfaces M et A, soient
polaires réciproques.
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Rappelons les formules de M. Darboux, déja employées dans la
deuxieme Partie.
Les expressions 0,,0,,0,,0,, qui correspondent i la surface minima
B, ont déji ¢té définies (n0 12)

() 0= Byt 0= AR AR
\/:\/”/ \/:\/“/ \/A/Br

Ces quatre fonctions sont des solutions d’une équation harmonique

- 1 n 1 "
v oo (&) ()

dat T ob

(3)

o ==k Gtantune solution de cette équation, les coordonnées du point
A, sont

p /), P Oz - 0”
, iy e ] o )
! 3 o o’ : "
et Pon a
gt ey B gt S0
1 S 1 mn

Les coordonnées da point A sont données par la formule

/) , (g, 0, 0% (0,9, 0%
D ! ,/(}‘ da " oa b+ {0y a6 " 00 clut-

N
v

On obtient y, z ¢t — « en remplacant dans la formule (4) lindice 1
par les indices 2, 3, 4.
Les coordonnées d’an point de la surface M sont

’ 01 0_; ’ r):{
N oo o 7, t“, Y o=y 7,0 V=R 7«

Le plan polaire du point (%, y,z,), par rapport & la sphere de
ayon i, doit étre tangent i la surface M3 ce plan a pour équation
0.X 4 0,Y 4 047 A 2 = 0.

La surface M et la polaire réciproque de A, se correspondent par
plans tangents paralléles; si le point M est dans le plan polaire du

point A, la surface M coincidera avec la surface polaire réciproque de
Ann, de ' Fe. Normale. 30 Série. Tome XIV. — Mans 18g7. 11
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A,. Remplacons dans équation préeédente les coordonnées courantes
par les coordonnées du point M, nous obtenons la condition

(5) Oa -+ 0yy = Oy 5 4 G104 2oy =0

qui est néeessaire et suffisante.

26. Il suffit done de déterminer une solution o de 'équation har-
monique (3) qui vérifie Péquation (5). Cette équation (5) renferme
les fonctions @, y, 5, u, dans lesquelles fa fonetion o figure sous des
signes de quadratures; nous allons faire disparaitre ces quadratures
en employant des équations déduites de (5) par des dilférentiations
succeessives.

On vérifie aisément les identités suivantes

00,\* (oo.;ﬂ N\ (000 (ao;w«' DURKERI /RN (,ao.;
. (o) =+ G+ Gy = Gy =G () + Ge) - (5%)
)
00, 9%y | 90, A% 0% 90, 0% 0
Oa 00 da Ob e 0b I

SO

t

En faisant usage de ces relations, on trouve les équations

..’2.0.1 o -}_. g.?_f YV “i“ .(._)C)..’ et l (?‘?:Y. H el /[15 i)('), N O
Jda dee v dea ” et ' Y, o
()O] ()02 l)//;g ()03 y )t
B Tt Tttt ot o
(7) 0'0, 020, 0:0, 0%, L0

B A v/ R Ay v VA v T A Y O
PO Bl 0y B 0

L dar " dat ? dat " et B B

En éliminant x, y, 5, wentre les équations (5) el (7), on obtient la
condition

/A 0y Ty Oy ]
9y 0% A0 90 do
da da da du u
(_)_?_1_ (_)Q_; Q(}g a0, O
(8) db ab Jdb b b 0.

00, 0*0,  0%0, 0% 0, ey

dadb Jdadb  dpdh  Jdadh  daob

020, J*0, 00,  0%0, 0% o
P 7 S v T &
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La fonction o cherchée est done une solution commune aux équa-
tions linéaires (3) et (8).

27. On peat trouver directement de cette maniere la fonction  en
employant des méthodes régulitres, mais les caleuls sont tres eompli-
qués. On les simplifie heaucoup en prenant comme variables @, et b,,
fes fonetions A et B qui définissent la surface minima, ¢’est-i-dive en
représentant b surface minima par les formules de M. Weierstrass.

La surface M oestCalors enveloppe du plan dont 'équation est

(9) (ety <= D) =i ( by tty) y == (g by —1)5 = L =z 0.

Nous déterminerons lasurface en employant ees coordonnées «,, b, ¢
qui sont les coordonnéesa, f, £ employées par M. Darboux (). (Pour
trouver ces expressions elles-mémes, nous avons changé la divection
de Oz,

Soient X, Y, Z les coordonnées du point M et G, €, G les cosinus
directenrs de I normale en M i la sureface ML Posons

DY7E= SR /AN poooGX Y GV
On a

. iyt
« ‘

Y i /’l : "I) o ’Nl/'lr"”" 1

4 -~ / (1w /’ 3
Uebe ety ’ 111/;1,.1.1’ Pt ahy)

gy
A Gtant e point de fa développée moyenne qui correspond au point
M, on vérifie gtométriquement dans e triangle OAM la relation
ol
2lf -t [/ ";
e & .
d’oit on déduit, en remplagant ¢ par — P et w par la demi-somme
des rayons de courbure, g et g/, de la surface M auw point M :

n?
, /A s N I
(10) pobp e . ’/’ .;.,/(1 avee Y
' 2 /2 v 2

(1Y Dawnoux, Théorie des surfaces, Livee 11, n” 165,
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Les coordonnées du point M, ou le plan défini par I'équation (¢)
touche son enveloppe, sont (')

- ? b :
X=0p Q@b (1?1: AV L’L),

) 2 da, db,  db, da,
. (r-+=a, b))/ dp ot/ dp oGl
- ! o T N S ——— 9
(1) Y =0lp- 2 da, 0b, } b, ()u,)

. (r4=a b)) op IC" op oG’
’/ o m— o it D T -
7 Cp 2 da, 0by l b, du,

On déduit de ces formules

g XEEYE T pt (A ahy)t Op dp

— e
2 ) 2 day db,
a*p

L TN AL C LA A
pe ap— (b da; 00,

Remplacons, dans P'équation (10), ¢ et g + o' par ces valeurs, nous
obtenons, en simplifiant,

o*p dp op\
Aty b1 )2 R S S A 2of ot o 0.
(14 @ by) ([) da, b, ~ da, ob, ) badeo

Intégrons cette équation, posons
p=e¢";
I'équation précédente devient

Dro ahyet -1
day 00y (14 a,by)?

Prenons pour nouvelle inconnue la fonction s, définie par la relation
r=L(1 - a; b)) -+,

I’équation prend la forme
0*s

(1) Darsoux, Théorie des surfaces, Livre VI, n® 1074,
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¢’est 'equation de Liouville. Sil'on désigne par A, une fonction arbi-
(raire de a, et par B, une fonction arbitraire de b,, I'intégrale de
I'équation précédente est définie par la relation

M
T ok (1= AB))

On en déduit, pour la fonction p, 'expression

e g 3 - }
(12) poe VLM B cefp A
VALBL (- ay by) \/1\’1“/1(1-}— a b))

Les formules (r1) permettent de déterminer les coordonnées X, Y, Z
d'un point de la surface M.

La détermination des surfaces A et A, se fait aussi tres facilement
de Ta facon suivante :

Le plan tangent i la surface M au point M a pour équation

(ery b by b iy a) y 4 (ay by — 1) 5l f(ay, by) = o,

en posant
, \ - A B
Sty by oo 2T

VALY

Le point Ay est le pole de ce plan parrapport a la sphere de rayon Ai;
les coordonnées de ce point sont done

g Oy —ay) o pT—ah,
IER sty T a6y

el PPon a
h* 1, by
‘) A: —— s mmed

7 = ety

La surface A est la développée moyenne de la surface M et Pon
peut éerire
(1~ g bg)?

@ Ko Gt 2 L
2

day 0by ~ 0by day ' da, b,

(()1) )G dp oG o L >,

¥ 0 . 4 ) ~/
deux formules analogues donnent y et z. En remplacantp et G, ¢/, C
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par leur valeur, on trouve

=g ))7/ o o I>()1),})/I“J
J-"I,—h:;);,[ — g e |
2= (g gy e 0 g s
Y ey ey [_C"l"* - ”:)‘}%i;; —n ,3)({, ”';%; | ’l

Sil'on écrit
Az de oy du,

et les deux relations analogues donnant o et 2, la surface licn du
point £n{ a pour élément lincéaire

ds® =z 0% de® - 0 (e 4= 12) ducde = (a®— h*) de?,

28. On peut appliquer le théoreme de M. Weingarten aux surfaces M
définies par I'équation
prpl
2 ) 14 !
que l'on peut &erirve
ptp l aply—hy)
- P . 0.
Si I'on pose
.y
o(pg) = '/I’ & R
elle prend la forme

i PRIl R ik
Pe dg* (p--p )()/1 dyq -+ opr 0

Prenons comme paramétres

09— (q—hy) Cdy
m= op T ],'z"*” ’ - ;};/- — 1'

On sait que la détermination des surfaces M fait connaitre en méme
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temps toutes les surfaces dont I'élément linéaire est

As* == dm® - ad (pm + qn — o) dn

m -+ hyn®

=l - o (l<—~—~-—---~ > dn.
n

Cet élément linéaire convient au paraboloide

quica un plan directeur isotrope. En donnant a /%, la valeur o, on
obtient le paraboloide de révolution de paramtre 1.

20, Nous allons  établir maintenant quelques propriétés géomé-
triques des surfaces M.

Les développables de la congruence de normales € correspondent
aux lignes de courbure de la surface M et au réscan conjugué commun
aux surfaces A o0 A5 co réseau esta invariants ponctuels ¢gaux, done
le vésean conjugné correspondant sur la surface polaive réciproque M
esticinvariants tangenticls égaux, ¢’est-i-dire que lasurface M a une
représentation sphérique isotherme.

Toutes les sur/aces definies par I quation

polepl e Ty

A /)
ont une representalion .s'/)/u."r/'r/u.(e sotherme.

La surface M et sa développée moyenne A font partie des douze sur-
facess on en deduit facilement les propriétés suivantes :

Awx asymploliques de la surface M correspondent, sur sa développée
moyenne, un réseai conjugud @ ineariants tangenticls éganx.

Awe asymploliques de la développée moyenne correspondent, sur la
surface M, un réseau conjugud « invariants ponctuels égauzx.

Nous montrerons plus loin (n° 36) que 'on obtient toutes les sur-
Jaces M algébriques en prenant pour les fonctions arbitraires A, et B,,
qui figurent dans I'expression des coordonnées X, Y, Z d'un point, des
fonetions algébriques queleconques.
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Les propositions que nous venons d’énoncer caractérisent les sur-
faces M dans la classe des surfaces & représentation sphérique iso-
therme. Ces propriétés, particulieres aux surfaces M, correspondent i
une propri¢té analytique de I’équation harmonique.

30. M. Darboux a montré (') que toute surface S & représentation
sphérique isotherme était Uenveloppe d’un plan défini par Uéquation

Oy + Oy + 035 +mw=o0,

dans laquelle o est [a solution générale d’'une équation harmonique
quelconque [0, 0,, 0, sont définis par les équations (2)].

Cette surface S fait partic d’un groupe de douze surfaces dont la
surface fondamentale est une surface minima. Considérons, dans ce
groupe, la surface A qui correspond & la surface minima par orthogo-
nalité des éléments; c’est la surface moyenne d’une congruence de
Ribaucour formée de droites normales & une surface 8.

La représentation sphérique des lignes de courbure de S est iso-
therme. Ces lignes de courbure correspondent, en effet, aux dévelop-
pables de la congruence, ¢’est-i-dire aux asymptotiques de la surface
minima fondamentale ou aux lignes de courbure de la surface minima
adjointe. Cette surface adjointe et la surface S se correspondent par
plans tangents paralleles, et le réscau conjugué commun est formé par
les lignes de courbure : les deux surfaces ont donce néeessaivement la
méme représentation sphérique.

En résumé, la surface S”a une représentation sphévique isotherme,
elle a la méme représentation sphérique que la surface S.

Les coordonnées d’un point de la surface S” sont

9 0,

(13) X‘—::-%'%—aiu, Y:::‘y+0;

. )
u, I,r:::»}-;}-lu;
x,y, s sont les coordonnées d'un point de la développée moyenne de
8, elles sont définies ainsi que « par les formules (4).
Les formules (13) peuvent représenter toules les surfaces @ représenta-
tion sphérique isotherme.

(') Darsous, Théoric des surfaces, Livee VIII, n® 914,
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La connatssance d’une solution o de 'équation harmonique qui corres-
pond @& une surface minima, permet de déterminer deux surfaces S et S’
ayant méme représentation sphérique que la surface minima adjointe.

Une construction géométrique simple fait connaitre S lorsqu’on
donne 8.

Considérons dans les douze surfaces la surface A, polaire réciproque

. , . 9, 0, 0,
de 55 les coordonndes du point A, sont =, %, =%, done
1) Gy

p
01\1 frownd _'./(' .

1)

La parallele 2 OA, mence par A forme une congruence de Ribaucour;
soit I un point de contact de cette droite avee la surface focale, on a

AL
OA,

o
m~.

, . 0
Remplacons dans cette équation OA, par ;”v nous obtenons
»

AF
0,

)

En négligeant un facteur constant et en désignant par S le point de
la surface 8 qui correspond & A, on peut éerire

( w  AF
S oo e e e e L
OS2 06K, 70, = 0

Soient g ot ¢’ les rayons de courbure de la surface S, R et — R les
ayons de courbure de la surface minima fondamentale (ce sont aussi
les rayons de courbure de la surface minima adjointe)

0 = R, AR P,
2

Remplacons dans la derniere égalité, nous trouvons, apres avoir sup-
primé un facteur constant,
08— L=~ P

—y

R

et nous pouvons énoncer le théoreme sulvant :

SoitS' une surface ayant méme représentation sphérique gu’une surface
Ann.de l'Ec. Normale. 3¢ Série. Tome XIV. -~ Mans 1897. 12
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minima. Désignons par p et p’ ses rayons de courbure cn un point, par R ¢l
— R les rayons de courbure de la surface minima au point correspondant.
Le plan paralléle aux plans tangents correspondants, et situé¢ a une dis-
p—p
R
qui a méme représentalion sphérique que S'.

tance d’un point fixe proportionnelle a » enveloppe une surface S

Les surfaces S et 8" sont en général distinctes; elles sont confondues
dans le groupe des douze surfaces qui fait connaitre une surface appli-
cable surle paraboloide qui a un plan directeur isotrope.

On a, dans ce cas (n° 27),

-l — (] -0
E_l.ﬁ. — {f—'-«»—-g ’ P =y ¢ ’

9 P R

Ces deux relations permettent de calculer en fonction de p, ¢, R les
rayons de courbure p et o’ de la surface M.
31. Lasurface S’ est I'enveloppe d’un plan dont 'équation est
02 4+ 0,y 4 035 ' == 0.
On vérifie géométriquement la relation suivante
(14) o' =0z + Oy 4 035 - 0, 1.

Etant donnée une solution o d’une équation harmonique, la for-
mule (14) permet de trouver une autre solution o'

Inversement, on peut trouver Uexpression de @ en fonction de o).
Kn faisant usage des équations (6), on déduit facilement de la rela-
tion (14) les suivantes

0,2 + Oy Uz 0,0 - 0,
ST S R VA
da’ da da” e T Ua =0
()01 ; ()02 ()03 . ()gl, Ouy’

% T Tt Tt T s
0*0, 020, 0%0; 0%0, 0%

9206 " T 0a06? " 9206° T 0706 T daob "0y
%0, 00, 0%0, 020, %oy’

——— Y N ™ e —— 1 i wr-aiiannd’ X £ il § 9
da> 0 7V da? da? Jda? ’
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En ¢liminant @, y, 5, w entre ces cing équations linéaires, on trouve

une ¢galité de la forme

M N O p O O,
»=Mao'+N Jat -+ P a0 "R da db + R da?

32. On peut généraliser le théorbme préeédent, démontré pour
Iéquation harmonique, et I'étendre i une elasse beaucoup plus étenduc
d’équations de Laplace.

Nous ferons d’abord le changement de variables défini par les for-

mules
o == ol -4 0, (=a-—b.

2, v, s et w prennent la forme

’ O a0, < ) 0,
0, 20 e T o (0,28 TN B,
/ (), g Y ()a>(l/ ‘0B 3 (){j)(lg

I’équation harmonique devient

J*0

e e [ (gt e () e P — B 0.
Jo 0 LF (a4 (¢ — )]

Nous énoncerons le théoreme suivant, dont la vérification est im-
médiate :

Supposons que l'on connaisse p solutions de U équation 1,

%0
ez ()
dadpp "

vérifiant la relation

E1}012 =0,

et s0it » une (p + 1)%m solution quelconque, st lon pose

' dw d9; do ()0[
99 %N gy — (0,99 — 4 ) ap
Ai VQ/(\OI' pP ) ()G{) do. < ()ﬁ ) (){;)(p

la fonction '
e }a,, Al

est une nouselle solution de équation.

Lorsque p == 3 U'équation B, est immédiatement iniégrable.



92 A. THYBAUT.

On déduit cette propriété de la remarque suivante, dontla démon-
stration est facile :
Si trois solutions d’unc équation de Laplace de la forme

2g
ALY

doe 03
sont liées par une relation homogene queleconque, I'équation est im-
médiatement intégrable.

Lorsque p = 4, ’équation est harmonique.

De la condition
0% 0:: -} 0'“; e 0% =0

L1 0, 0, 0, ) .
on déduit, en effet, que 5 7> i peuvent représenter Ies coordonndes
4 b le

rectangulaires d’un point d’une sphere; 0,, 0,, 0,, 0, étant quatre so-

. , . , 0, 0, 0, .
lutions de I’équation de Laplace donnée, a—‘,» 0% a:!, 1 sont trois solu-
A 1 13

tions d’une équation & invariants égaux de la forme

0*0 0 A0
Voo = 0w TR
Sur la sphere, le résean qui correspond aux parambtres o, 3 est
donc orthogonal et isotherme, el par suite, U'équation de Laplace que
vérifient 0, 0,, 04, 0, est harmonique.
Lorsque p =5, les 0 sont les coordonnées pentasphériques d'un
point d’une surface isothermique rapportée i ses lignes de cour-
bure (*). Nous appliquerons plus loin cette propriéts.

33. L’équation de Laplace, que nous avons considérée, admettant
toujours la solution o, une équation E, renferme toutes les équa-
tions E,_,.

Nous allons indiquer une méthode qui permet de déduire, dans
certains cas particuliers, une équation E,,, d'une équation E,.

(1) Darsoux, Theorie des surfaces, Livre IV, n° 437.
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Remarquons d’abord que la solution ’, que nous calculons au
moyen d’une solution w, est, en général, distincte de .
Nous dirons que w est une solution spéciale de 'équation E, lorsque,
m étant constant,
w'=mun.
Si I'on pose, en général,
T;0) == AL',

les fonctions & sont des solutions de 'équation de Laplace que l'on
obtient en appliquant 4 I'équation E, la transformation de M. Moutard
relative 2 la solution .

De la relation
mew =o' =2, A;0;

on déduit facilement, en représentant par A* une constante quelconque,
.\.;,, /\f A 0,

ou, enremplacant A, par la valeur o; 0,

h*
r P o
(15) PSS i 0.

L’équation que Ton déduit de E,, par le méthode de M. Moutard,

. h ,
admet comme solutions o,, 7., ..., o, - dontla somme des carrés est

9

nulle; ’ott 'on conclut :

Si Uon applique a une dquation B, la transformation de M. Moward
relative @ une solution spéciale o, on obtient une équation B, .
Lorsque b == o ' équation transformce est aussi de la forme I,

34. Appliquons le théoreme précédent aux équations harmo-
niques K.

En faisant usage des relations que nous avons employées au com-
mencement de la (roisieme Partie, on voit que o sera une solution
spéciale si

mw =0y 0,y + 0y 5 - 0, w.

Nous avons trouvé précédemment (n° 25) qu’'une telle solution
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94
faisait connaitre une surface applicable sur le paraboloide qui a un
plan directéur isotrope. La relation (15) devient alors

&yt b 5= wt — N2,

Une équation harmonique a donc toujours des solutions speciales.
La recherche des solutions spéciales de toutes les cquations harmoniques

est un probléme équivalent @ la déformation du paraboloide qui « un

plan directeur isotrope.
En particulier, lorsque le paraboloide est de révolution, la relation

précédente se réduit a
voote déja caleulée [ne 14, for-

‘
«

La solution o correspondante
mule (11)]. On peut vérifier que cette solution est harmonique et

énoncer le résultat suivant :
Pour obtenir une équation harmonique en appliquant a une éyuation

harmonique la transformation de M. Moutard, il faut que cette trans-
Jormation soit relative @ une solution harmonique de la premicre équa-

Lon.
M. Darboux a d’ailleurs démontré que cette condition nécessairve

est suffisante (*).
35. La méthode que nous venons d’exposer permet done de déduire
de chaque solution d'une équation harmonique E, une équation I,.
Les cing quantités a, y, z, u, A, liées par la relation
X2 Y 5tz e N2
peuvent étre considérées comme les coordonnées pentasphériques
d’une surface isothermique rapportée a ses lignes de courbure. Les

o

coordonnées ponctuelles sont

x
Y =
w= N’

Tuxh’

N
I~ i

i
=

b

5

(1) Dansoux, Théorie des surfaces, Livre 1V, n® 407.
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Le double signe donne deux surfaces inverses par rapport a l'ori-
gine des coordonnées.
Un calcul facile montre que I'élément linéaire de ces surfaces est

2
03"

| J—— 2 72 72
As*—=dX?+ dY?+ dI? = VEAE

(do* — dp*).

Les paramétres des lignes de longueur nulle sont

a=oa-03, b=o—23.
Ces lignes correspondent done aux lignes de longueur nulle de la
surface M définie précédemment.
En faisant usage des parametres @, et b,, nous avons calculé (n°27)
les expressions des fonctions x, y, 5 et w. "
Sil'on pose, comme au n° 27,

. 1 A B,
(16) Slay, b)) = Sy

T VAL,
on trouve immédiatement les formules suivantes qui donnent les
coordonnées X, Y, Z d’un point de 'une des surfaces isothermiques
apportée aux lignes de longueur nulle

/ AX= (b )()r:) rj‘/)l é)(zﬁl - ;%/:’
(7) AY = (b — )()ﬂ),z()/bl l(()(zafj o ;)gb/; )
\ A7 = (ay by— )()e;):()/bl , (;)ﬂf 11 ()/ +f
avee ‘
A = (a b +1) ()72(?(‘)/711 ay f;)az/; b ()()l;/ + [ o

Le double signe conduit 4 deux surfaces inverses par rapport i ori-
gine.
La fonction /(a,, b)) vérifie la relation

[ O
'/'()al Db, da, dby —
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. . - v . Jd J U
On peut done exprimer X, Y, Z en fonction de /, T)u/ et D’/"/:> ¢l est-
1 1

a-dire que, dans I’expression des coordonnées X, Y, Z, figurent seu-
lement les fonctions arbitraires A,, B, et leurs deux premicres déri-
vées.

36. Dans cette classe de surfaces isothermiques qui paraissent nou-
velles, on peut déterminer toutes les surfaces algébriques.

On obtient toutes les surfaces algébriques en remplagant dans les for-
mules (17) les fonctions arbitraires A, et B, par des fonctions algébriques
quelconques.

Cette condition est ¢videmment suffisante.

Pour montrer qu’elle est nécessaire, nous indiquerons d’abord les
deux relations

e 2% i)Y e, 97
(18) ‘(l a‘)()u, s *'“‘>(m, } :zal()m =0
| ks {
( ([ J— ])2) ()J,'. — l’(l - bg) ()V b 2], ._{.).E_ )
) ! db, ! d0, 1()/_/l ’

que Pon vérifie facilement. Elles expriment que la surface A corres-
pond & la surface minima B par orthogonalité des ¢léments.
On déduit de équation (5)

(19) (ay+ b)) —4-i(by—a)y -+ (@, by—1)3 -0 (ay by ) w== 1N f(ay, by).

Sur la surface isothermique, les déplacements effectués suivant une
ligne de longueur nulle sont définis par les relations

dl=pdX -+ gdY, AX? A= dY? - dd? == 0o

(p et g désignent les dérivées partielles de Z par rapport & X et & Y).

Si la surface est algébrique, p et ¢ sont des fonctions algébriques
de X etY.

Ces ¢quations définissent, pour les différentielles da, dy, dz, deux
systemes de valeurs ¢X, ¢Y, ¢Z et ¢'X, 'Y, 2'Z.

On déduit des équations précédentes que le déplacement est néces-
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o)
~J

sairement représenté par les formules
(n0) oX = dX, oY = /1(X,Y) 0X, oZ = f,(X,Y)oX,

Ji(X,Y) et /5(X,Y) étant des fonctions algébriques.
Différentions les deux membres de I’équation
x=X(u—n),

nous obtenons
o= (u-— )X + X du.

L’égalité

[/
w—n

(1) X2 Y2 72—

montre que « est une fonction algébrique de X et de Y.
En employant les relations (20) et (21), on pourra représenter le
déplacement correspondant effectué sur la surface A par les formules

ar = 1 ONGY ) d X dy = I, (X, Y) X, g5 = I (X,Y)dX,

F o (NXLY), Fo(X,Y) el Fy(X,Y) élant des fonctions algébriques.
Si le déplacement correspond i une variation du parambtre «,, cx,

NN et . i T . dx dy 0ds
gy, 65 sont respectivement proportionnelles & ——

~—, ——, el la pre-
da,” da,’ day’ apre

miere relation (18) devient
(1 —=a?) Fi(X,Y) 4+ i(r+ a}) Fo (X, Y) + 20, (X, Y) = o.

a, est donc une fonction algébrique de X et Y; on démontrerait d’une
maniere analogue que b, a la méme propriété.

@, y, 5 ¢t «w ¢tant des fonctions algébriques de X et Y, on déduit de
I’équation (19) que

) 1 - /\1‘;1
(etyy by) =" - —
S br) VATB,

est une fonction algébrique de X et Y, ct, par suite, de «, et b,. Nous
allons démontrer que, si la fonction /(a,, b,) est algébrique, les fonc-
tions A, et B, sont nécessairement algébriques.

Donnons, en effet, & &, deux valeurs distinctes, nous obtiendrons

Ann, de e, Normale. 3 Série. Tome X1V, Mars 1897. 13
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deux fonctions algébriques de a,
- A A
VAT Vg
(m, n, p, ¢ désignent des conslantes).
Le quotient de ces deux fonctions est

14 Aym ;i
i+Ap Vo’
ce quotient étant algébrique, A, Uest aussi et B, a la méme propriété.
La surface M est Penveloppe du plan défini par 'équation

(ay 4 by A= i (by—ay)y 4= (agby— )z I [tahy) o

Cette surface est donc algébrique lorsque f(a,, b, ) est une fone-
tion algébrique. Les surfaces M et A sont algéhriques en méme temps
que la surface isothermique correspondante.

La proposition énoncée au n® 29 est démontrée,

Dans un Mémoire qui sera publicé plus tard nous ferons I'étude géo-
métrique des surfaces isothermiques précédemment définies,



