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SUR LÀ

DEFORMATION DU PARABOLOIDE

QUEiaUES PROBLÈMES QUI S^Y RATTACHENT,

PAn M, A. THYBAUT,
PHOFKSSEtin Î.ÏÏ3 MATHÉMATÎOUÏSS AIT LYCEE Ï)E UlU1;.

I N T R O D U C T I O N .

En i 8 < ) ï , M » Weingarten a p u b l i é un cur ieux théorème qui permet
de* r amener la d é t e r m i n a t i o n des sur faces { ip j ' î l i cab les sur une surface
donnée à la reciserclic d 'une f a m i l l e de sîirfhccs don t les rayons de
cont^nrevéïTl lent une re la t ion i n v o l u l i v o d ' u n e forme par t icu l iè re (<).

f / én i inon t . géomètre n'a pas i n d i q u é les pr inc ipes q u i l 'ont guidé
dans ses recherches, m a i ^ M. Darhoux a t rouvé l 'or igine véri table de
la t rans lormai ion de M, Weingar ten dans la théor i e du roulement
d ' u n e surface sur une surface appl icable .

A v a n t d ' employer cette mé thode 1 pour trouver toutes les surfaces
q u i ont un é lément l i néa i r e donné , i l (mit mettre cet élément linéaire
sous une (orme spéciale; d'ailleurs, cette opération peut être fai te
i m m é d i a t e m e n t lorsqu'on connaî t l ' une des surfaces cherchées.

Nous exposons dans ce travail une t ransformat ion analogue, mais^
plus générale, q u i peut être app l iquée à un élément l inéaire quel-
conque. A chaque forme de l 'élément l i n é a i r e on peut faire corres-
pondre un prohieme bien déterminé sur les congruences rcctilignes;

P) W'jESiNGAn'n^ Sur la tliGorie dûfi mrjaccK applicables sur iwc surface donnêt-;
Extraii (l 'uno lollrc & M, Darixmx (Compta rendus des séances de l^cad. cîçs Science^
l. CX'n, p. (k); et 7uC; mars 1891)< ^ ^
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en par t icul ier , la forme spéciale qu 'emploie M. Wein^ar ten c o n d u i t
imméd ia t emen t à la méthode qu ' i l a découverte.

Nous avons appliqué notre transformation à un exemple. La so lu-
tion complète du problème que nous nous sommes proposé donnerai t
toutes les surfaces applicables sur le paraboloïde q u e l c o n q u e , mais
nous n'avons réussi, qu'en opérant sur deux paraboloïdes pa r t i cu l i e r s :
le paraboloïde de révolut ion (qui a deux plans d i rec teurs isotropes)
et le paraboloïde qui n'a qu'un plan directeur isotrope. Ces deux
exemples avaient été déjà traités p a r d ^ a u t r e s mé thodes ; on les t rouve
dans les travaux de M. Weingar ten , , complétés par M. Darboux.

Nous avons pu rattacher a, la déformation de ces d e u x parabo lo ïdes
la solution de quelques problèmes de (xéornétr ie; mais, pour exposer
simplement ces nouveaux résultais, nous avons dû souven t compl i -
quer les calculs auxquels notre méthode nous aura i t condui t directe-
ment, si nous n'avions eu en vue que la déformation, des parabo-
loi des.

Ce travail est divisé en trois Parties.
La première Partie contient l 'exposition de la méthode et renoncé

du problème auquel e l le conduit lorsqu'on l 'appl ique à l 'élément
linéaire du paraboloïde. La liaison entre la déformat ion du paraho"
loïde et la théorie des surfaces isollsermiques est établie par la pro-
posi t ion suivante :

Chaque surface applicable sur le parabolmde fcdt connaître un couple
de surfaces ùolhermiques.

La deuxième Partie est consacrée à la déformation du paral)oloïde
de révolution et à la résolution de quelques problèmes, nouveaux.
Nous y déterminons, en particulier, tous les couples de surfaces in-
verses à représentation sphérique isotherme, et no'w indiquons quelques
propriétés géométriques de'ces couples de surfaces- ! 1 1 1 1 ^

Enfin, dans la troisième Partie, 'nous appliquom notre méthode à
Félément linéaire du paraboloïde qui-a un plan directeur isotrope,
On/est naturellement conduit 'à l 'étude des1 équations de Laplace ;K,
de la forme

! : . ^ y'Q ,.! . ! ! ! , ! • ! ! ! ! 1 1 "r—7r == A 0,av. à^
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dans lesquelles la somme des carrés de p solutions part iculières est
nul le . Nous montrons que, étant donnée une solution quelconque de
cette équat ion, on peut, à l'aide de quadratures, t rouver une cintre
solution distincte, en général, de la première, et nous indiquons , dans
le cas des équations harmoniques E^, une interprétation géométrique de-
là transformation. Le cas où les deux solutions ne sont pas distinctes
nous permet de déduire de l 'équation E^ une équation E/,n,

En appl iquant ce procédé aux équations harmoniques E,, nous trou-
vons une nowelle classe de surfaces isothermiques dépendant de deux
fonctions arbitraires et nous d i s t inguons aisément Us surfaces algé-
briques.

La recherche des surfaces i so thermiqueSy qui « const i tue certaine-
ment l ' un des problèmes les plus difficiles de la Géométr ie )), a écrit
M. Darhoux , n 'avait fourni jusqu'à présent qu'une classe dépendant
de deux fonc t ions arbi t raires : les surfaces m i n i r n a et les su r f aces
qu 'on en d é d u i t par l ' i nve r s ion .

Los p r i n c i p a u x r é s u l t a i s nouveaux contenus dans ce travail ont été
conununiqués à l 'Académie des Sciences dans la séance du i/i oc-
tobre îBcp et dans colles du i3 avril et du 3 août j8c)6.

Dans l ' expos i t ion , nous avons f a i t cons tamment usage des résul ta ts
con tenus dans l 'œuvre si remarquable de M. Darboux : Leçons sur la
Théorie des sur/aces; nous avons employé p a r t i c u l i è r e m e n t la 'belle
tbéor io des douze surfaces.

PREMIÈRE PARTIE,

1, Supposons qu 'un point d'une surface ait pour coordonnées rec-
tangulaires les f o n c t i o n s ^, Y], Ç de deux paramètres quelconques u
et. ^.

'Posons
d^ == *r dv 4- ^i dffy
dri == y dç "4" y\ du,
àÇ == 5 dç + 3^ din
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a-'+j'-t--
d;'a"i4- y y i
,^+y^+

à^c
au
à! -
eu
àz
Ju

àx,
< 3 » • ?

^/i
(JT
r^,
^

^.2•»'

+.̂

^2
'•'1

(')

(2 )

l 'élément linéaire sera

d^ == E A./2 + a F ^// ^? -h (; cl^.

Pour trouver une surface S ayant cet élément l inéa i re , il f a u t dé-
• terminer'six1 fonctions x, y , s, x^ y^ s^ vérifiant les relat ions (:i)
et (2). Ce problemepeut être transformé de la façon suivante :

Soient,A et A^ les points dont les coordonnées sont respectivement
,T, y , z etx^y^ z^ 0 étant l'origine, menons par A. une droi te Ati
parallèle à OA.i ; à chaque point de la surface 2 correspond une droite
AB, ces droites forment donc une congruence C. La înéthode que
nous a l lons exposer a pur bu l de remplacer la recherche de toutes les
surfaces S par celle des congruences C correspondantes; nous al tons
démontrer d'abord quelques propriétés des développahles et, des poin ts
focaux de la congruence C.

2. Les coordonnées d'un point que lconque M do la d ro i t e AB sont
x 4- Àa^, y + \y^ 5 + À . s ^ . Le plan AOA, é tant parallèle au p lan
tangent à S au point correspondant, on voit fac i lement que^ dans ce
plan tangent, la direction parallèle à OM est définie par;lâ relation,

du
JV

AM
<5Ï^'

Les développables-de la congruence sont données 'par les égalités

IÂJ^ — ̂ i±^1 -,.lï dE 4"2 ̂  dv + ̂( ^ \ g^^^^gi _ dy 4- ï cl'yi \_ dz 4-). d.
{ ) i i i i^ ^ ' ^ y — — — ^ — — ^ — —

^ — - ^—_^,^,. ,^,^

le dernier-rapport es t ,une 1 combinaison simple des trois premiers,
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obtenue en fa isant usage des équa t ions (2). Des relations (3) on tire
les égalités

à^ , , àx . /àa'i ., à.x'[ , \
du ̂  d^ 4- À ~î du. + — civ — a ,2̂  = o,

du àv \ an àv 1
<)y^+ày^^î.(f)yldu+<)yll^^+$f,/„-^-,/'^.^
()u ()^ \(}u Ov
à^ . 6b /()z^ ()z
—• dti -.h -Y- àv •+ 1 ( —-1- du + ——au ^r \ ()u ()c

d^ ' • P'fi = o,

/)(') —^.Si=-0.

l i ; l i rninons À et [x entre les équations (4) et ordonnons, par rap-
port à du et à dç; nous obtenons

àx à Xi
^J^a2+

à:ff à^î
à u à^ x^ du dv • àx ôx^

à y au .y.i cluch + ôx à^i^^^,—i- Ai dv2 rzr o»

Dans cette relation chaque coefficient est un déterminant que nous
avons r é d u i t à sa première ligne pour simplifier récri ture; on forme
la seconde et la t ro is ième l igne en remplaçant x parj etz.

En é l i m i n a n t de même du et dy entre les trois équations (4) et en
ordonnan t le résultat par rapport à À, nous ob tenons

àx^ à,'i^
à^ ()u

ô^i c)^
"J(7 Ju^1

àx à^i .
" ,yt .1 1—_——— ——.———— .̂ ^ ^_

()^ ()u
< r̂ àx
àv ou

a^ ^ o.

Dans les relations (5) et (6) le deuxième coefficient est nu l d'après
les égalités (ï) et les deux équations en ̂  et en À sont ident iques .
En désignant par k et k' les racines de l'équation (6), on dédui t
a isément de l ' i den t i t é des deux équat ions que la développable qui cor-
respond à k est définie par la relat ion '

du
d^

k1

la développable qui correspond à À' par la relation

du^ -„/;•.
Si l'on appelle F et F' les points focaux si tués sur AB, on déduit de

la déf in i t ion des valeurs particulières k et /c de X

/,„ AF AF'
(ÎA»' ~OA7

Aiin, de l ' P.c. Normaie. 3' Série. Tome X I V . — FÉvitiEii 1897.
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Dans le premier et le dernier clés rapports (3), remplaçons -^ par
k' et À par k\ on obtient

, , , , , à x ^ , ôx^ ,, <).r ()x ^ , , ...(7') . , kk' — + k —— + k' — + — == ,yi F A', /(•/ ," ou àv au àv

avec
.,,,dE ,̂ .E , , /^F ,^F ,^X; /Nî/<2 ̂  ^ ̂  4„ ^ ^^./ ^ a /c •v" 4- k' v-- + T-

. 1 - , ,,. r;^ ^c <'7^ r/t7 (ni (/^!,(/,, A-') = ————————————^^^_.__.__ .

On peut écrire deux relations analogues à (7) en romplacan i ̂  el, .v
par y, etj, ou par ̂  et-s. De même, en subs t i t uan t respect ivement a
^ et à X les valeurs À' et k' on obt ient. . dy

1 1 1 / o v 1 1 1 - 1 1 ! l ' n à ^ t ., àx .,,à^i ose M / / / / ,(8) 1 ^ . /c/c^ — -(" /c —1 + k1 — 4- •T- == ̂  ^(/c^ /<•),/ 1 . , 1 1 ! ! 1 1 au au à^ ^ à9 '

Les premiers membres des équations (7) et (8) sont iden t iques
d'après les égalités (r); donc

F^Â^F^,^),

En développant cette condition on trouve entre k et k' la re la t ion
irrvolutive

(, ) kk' (. E f - E ̂  - F f) + (/. + /.') flî f - F ̂  + K ̂  - . F .̂  ,- F ̂  . „\ au -dv au} ' ' V ou ô','} " <)v •" ^, 1 ' ;)rt - > '

et la fonction symétrique îÇk, k') peut ifl'eiKirti les deux formes

1..,,(,<)V ÛVA /;(; ;̂
/» /i t --i1 •—-"- ""-- -~"~ "4-." i /i, .•.}-. /,/ ) -.,—, »i» »,»„„„

(10) FtÂ-,^)^^-^--^-,-^__^
% A'1 1 , ,

/•/-'r)E .-^ i-/-^^ i .^ ()G
/ÇA -r-" -h ^ À: -1-" A 1) -i.1""-. "-+" 3S '"T" — -,—

_ d//. ' , / ' (){» 1 , , ^ ^^
1 , w 1 , ! ! 1 . ! ! 2E——————————————"

3. CQS relations préliminaires'étantétablieSy BOUS pouvons démon-
trer immédiatement le théorème suivant : .

Supposons 'que deaœp-oints A e t ' K ^ aient respectivement pour coorâon-
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nées rectangulaires les fonctions oc, y, z et^, y^ ^ de'deux paramètres
quelconques u et 9. Posons

F
OA2 = G, OAî == E, cosAOÂi = j—'

Considérons ta congruence C formée par la droite AB définie précédem-
ment, soient F et ¥ les points focaux situés sur AB.

Si les déyeloppables de la congruence C sont définies par les relations

' ^^/^AIL ^^k'^^-
dv ~~ ' """" OA/ dv "~ l ~" OAi 5

A ^ ^/ étant liés par l'équation (9)

^Y.£dF-Ef-F^)4-(/c+^fE^-FdE)+EdG-.F; )F4-F^=o:
\ au àv a u ) \ au w / </^ ^P ^»

1° Les trois expressions
di = xdv 4- .'2'i ̂ ,
c^rj rr j^ (f/^ -(1- j\ du,
dÇ, •==:z dç •4- ,5i ̂

^07%^ rf^y différentielles eocactes;
2° Za surface lieu du point ^qC, a pour élément linéaire

ds^ = EJ^-h ̂ dudv •+• Gd^.

En effet, les équations (7) et (8) sont vérifiées; mais, les seconds
membres étant identiques1 diaprés la relation (9), les premiers mem"

• -bres le sont aussi et
àx _ ô^\.
Ja^W3 1

d'^ est donc une différentielle exacte, et une démonstration analogue
établirait que rfy] efc^C ont la même propriété. Il résulte d'ailleurs de
l'énoncé que

J.y2 = d^ + dr^ + d'Ç1 = Edu2 + 2 Vdu d^ -+- Gd^\

ce qui établit la proposition.

4. 1,1 est facile de vérifier géométriquement que les developpables de
la congruence C correspondent à deux réseaux conjugués de la surf ace 1^.
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Soit F un foyer de l 'une des droites A,B de la congruence C; le point F
peut être considéré comme le po in i de rencontre de deux droites in f i -
n iment voisines AB, A'B' et nous avons vu , au n°2, que le déplacement -
AA', qui correspond à la développable, est défini par la re la t ion

du ̂  u^ -- A •

Les plans OAF et OAT sont parallèles à deux p lans tangents de la
surface S en deux points i n f in imen t voisins M,' et M7 et le déplace-
ment MM' qui correspond à AA' est défini par la même équat ion

du ..,.,. /./
^ ~ /k '

Dans le plan tangent en M ' a la surface S le déplacement p a r a l l è h *
à 0F est conjugué de MM', et, d'après une remarque fa i te précédem-
ment (n° 2), ce1 déplacement correspond a. la relation

d^ _ A F
ci^ ~ OA^ = ' '

Les deux réseaux de 2 qui correspondent aux développables de la
congruence C sont donc conjugués; en d'autres termeSy les droites 0F
et OW sont parallèles à deux direct ions conjuguées de S au point cor-
respondant.

Il convient de remarquer que, dans l 'exposition de la méthode, nous
aurions pu remplacer la droite AB par la droite A < B, paral lè le à OA, On
peut même employer la droite A A ^ ; dans ce dern ier cas, les calculs
sont analogues, les résultats sont plus symétriques, mais la relation
involutive est p ins compliquée.

5. Les paramètres u et p'que nous avons employés sont quelconques;
pour résoudre un problème déterminé/on pourra tes particulariser et
simpliûer ainsi l'énoncé -du 'théorème, général et la1 méthode qui en est
la conséquence.

Voici, par exemple, une détermination spéciale des paramètres u
et 9 qui nous sera utile dans la suite.

On peut, d'une infinité de manières, transformer un élément l inéaire
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quelconque de façon que l'on ait les égalités

00
o 6?F _ cm àG àG

"' àf/ à^ _ au à^^ , _ ̂  ̂  ̂ .^.^ .

au àv " à^ ou

D'après la relation ( f o ) , la fonction F ^ / C y / c ' ) prend alors l 'une des
deux formes

/' (W <)E\ , , /,^(r OG' ; _ . 4^ (/, 4- A- 7 ) —— + — ' -
au àv ou à^

[ , , , ( ay a.^ \ , , , , , air u\ï
\ kk' 2 — — — 4- ( k 4- /.' ) — + — = o
] \ au àv ait àv

(12) <
. / / / J E /, ,,.(m à'F àG/^•/ — 4- (/»• + /,') — + a^— — — =: o;

(^</ ' / ^t^ <h^ (/^

donc
F^À^rrO,

et l'on dédui t des relations (3) qu 'une développable est dé f in ie par
I n é q u a t i o n

dx ~}~ k dx^ -==: o

ou par deux équa t ions analogues.
Sur les deux surfaces A et A i , l ieux des points A, et A ^ , les (xnîrhes

qui correspondent aux dévôloppables de la congruence C ont en A.
et Ai leurs tangentes paral lèles; ce sont, d'après une remarque de
M. Darboux (^) , des courbes conjuguées.sur les surfaces A e t A i , et i l
y a correspondance entre les développables des co'ngruences formées
par les droites ABy A ^ B^ et ÂA.i.

On vérifie aisément la réciproque de cette proposition : si les sur-
faces 2! et A, se correspondent par plans tangents parallèles, chaque
développable est déf inie par une équation de la forme

dx + k dx^~=. o,

les relations (12) et (11) sont donc vérifiées.
On peut, dans ce cas part iculier , simplifier l'énoncé du théori-îine

général démontré au n° 3. Si k el k' vérifient la relation (9) qu i se
réduit à l 'une des relations identiques (12), les développables de la

( 1 ) DARBOUX, Leçons fur la Théorie des surfaces, Livre IV, Chap. X.
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cong'ruence C sont: nécessairement déf inies par les équat ions
du _„ /,/ du< ̂  / .—.— —— A , —— „.—— A ,
OP Cl^

L'équat ion d i f f é r e n t i e l l e d 'une développable est, en eiïet,

ci,z' -t- À' <'"/,:z"i == o

ou, d'après les égalités (3),

^d'E+2/cdV^dG^o.

Développons le premier membre et remplaçons f— par 'k\ nous ol)le-
non s

,,,.6?E ,,â'E , , , ( ) F , dF ,,Mt àiï, .̂2 k' ~ 4- ̂  -Y- + a H7 — + ît A1" .- 4- A^ — 4" ..,- ;•d .̂ OP rf^. :<'7p ^^ ^(.» '

or, si Von ajoute.îïï.embre à membre les deux équations (12), q u i sont
identiques par hypothèse, après avoir mul t ip l ié par k les deux merohres
de la seconde,, on trouve que Pexpression écrite précédemment est
nu l l e ; la relation

du ~= k'
dv

est donc une conséquence des égalités (ï i " ) et (12). On démontre-
rait de même que l'on peut déduire de ces égalités l ' équat ion dif leren"
tielle de l'autre développable

dû :,:= A-.

En résumé, si nous conservons toutes les notations .employées^ nous
pourrons énoncer le résultat suivant :

Si les quantités îc et k* qui fixent la position des points focaux •$ur
chaque droite de'la congruence C vérifient l'une^des' relatiom mpposee}?
identiques

?(.f-()E'}+(^k-)àG+w=a,\ au àv ) \ ' an àv f

/crf +(À.4-, ' ) f+.f -^=o,au v / ()v âv ()^ 1?
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ï0 Les trois expressions
cl^ -=. x dv -h x^ du,
d'f\ == y dv "+• j"i du,
cl'Ç == z dv -+- z^ du

sont des différentielles exactes;
2° La surface, lieu du point ^Y]^, a pour élément linéaire

dsï == E du^ + 2 F du dv -4- G dv\

6. On déduit immédiatement du cas précédent le théorème de
M. Weingarten (1).

Posons
E^î+j^^i;

les deux relat ions ( r i ) se réduisent à la. suivante

àG - o à¥

ou "' àv '

et nous pouvons écrire

(i3) ^ == F =- xx, 4-jj, 4-^1, 2 ̂ î =: G = ̂ ^y^z\

(fÇu, ç " ) étant une fonction quelconque.
La surfaceAi, lieu du point (.^,yi, z^^ étant une sphère de rayon s ,

chaque droite AB de la congrucnce C a pour cosinus directeurs x^
j^, Zf et est normale à, la surface A puisque le rayon parallèle OA^ est
normal à la sphère A ^ . Les rayons de courbure de cette surface A
sont alors k et //. En tenant compte des équat ions (ï3), la première
des relations involutives (12) est vérifiée identiquement, l'autre prend
la forme

/ / / < } 2 ( ? / / ï r ^ âî(? à2^kk —? + (/c + h ) -—r + -r-r = °-(H^ au à^ àv^

Elle est, comme dans le cas précédent, nécessaire et suffisante.

( 1 ) J. WEINGARTEN, Sur la Théorie des surfaces appllceible.v sur une surface donnée
{loc. cit.). Voir page ï .
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L'élément l inéa i re est alors
/')o û^d^ ~: (hi1 4- ':>. -Tl dn d^ -4- 2 , • • d^ .= A/.2 •+" a d^ d^\ôd. ()^

et la déterminat ion des surfaces qu i ont cet élément l i néa i r e est ramenée*
à la recherche des surfaces A don t les rayons de courbure vérif ient la
relation Invo lu t ive écrite précédemment.

7, Nous allons appliquer m a i n t e n a n t la méthode générale à u n
exemple.

Supposons que les équat ions (n.) soient vérifiées, et é tud ions le cas
par t icul ier oà la re la t ion involut ive se rédu i t à

/M-A-^o.

Les fonctions E, F, G devant vérifier les quatre équat ions

()F dE ad ' M ÔV rX;^-^- — ^ o _„. •^ Q _,. :;::: o, s; "-.-- •11-"-1- 1- . -1 1-1 1•-:"!1••- 0,
au àv à^ au (h1 ùfi

on voit aisément que l 'élément linéaire a la forme
( 14 ) c/.^ = ( ci^1 "•i- 2 bv + c ) cl il114- a ( au (•' 4- hu "-h ^ / i' -h d ) </// ^/i*

+ (au^+b'u 4< c^^/t^,

Identifions cet élément linéaire à celui (Tnn paraboloÏde <juelconque
rapporté à ses génératrices rectilignes* Les coordonnées d 'un point du
paraboloïde sont

.•r ::= a ( { ^ -{"• ^ a ••-\- y p -|- o,
y ;=: y.' uv 4- ̂ ! u 4- Y i' 4- ̂ ,
-3 = a" u P + ̂  u 4" y^.'^o^

et l'on trouve les six conditions

^4-^4-^:= a,, a[34-a /p /4-^P^=6,
p^^^^n^^ i3y4-^y'4-(3^"=^/,
ys^y /a^y^^^ , ya+y^^-hy^^^À7.

Le paraboloïde a,donc un élémentiinéaire de la forme (i4). Béci-
proqaement, on peut établir par un calcul f a c i l e ' q u e ^ eet élément

'linéaire (ï4) est toujours celui d'un paraboloïde quelconque.
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Dans ce cas, les développables de la congruence C sont définies par
les équations

du _ , du, _
d^ 9 ~dv

Siir une surface S applicable sur le paraboloïde» le réseau conjugué
qui correspond aux développables est donc aussi conjugué par rapport
aux lignes dont les équations sont

u == const., v = const.,

et ces lignes correspondent aux génératrices rectilignes, c'est-à-dire
aux asymptotiques du paraboloïde lui-même. Le réseau, conjugué sur
S correspond donc à un réseau conjugué sur le paraboloïde.

En résumé, les développables de la congruence C correspondent, sur une
surface S applicable sur un paraboloïde quelconque, au réseau conjugué
commun à la surface S et au paraboloïde sur lequel elle est applicable.

<S. Réduisons l 'élément l inéa i re (i:4); une discussion fac i l e nous
condui t à dist inguer quatre cas :

i° L'un des coefficients E ou G est constant; supposons, pas*
exemple,

a = ô, b =-. o,

on ramène aisément l 'élément l inéaire à la forme
A'2 ̂  clu^ 4- 2 v du d^ -h a u ci^ == dii^ H- 2 d( uv) d^,

L'élément linéaire à la forme signalée précédemment (n° 6) et no t re
méthode devient identique à celle de M. Weingarten, dans ce cas par-
ticulier traité par lui (1). M. Darboux a reconnu que le paraboloïde
correspondant avait une génératrice tangente au cercle de l ' inf ini , le
point de contact de cette génératrice étant aussi le point où le parabo-
loïde touche le plan de l ' inf in i . Son équation peut être rédui te à la
forme

^(y-4- ^)=A( j—^).

Nous écarterons ce cas.

( 1 ) J. WEINGARTEN, Eine neue 67^m^>^/;/te^a/^^6Trt^w^cÂ^>/^7^ Flàchen ( Ncwhrichten
de Gœttingue, p. a8; janvier 1887).

Ann. de rÉc. Normale. 3e Série. Tome X ÏV .— FÉVHIER 1897. 8
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2° Les coefficients E et G sont des carrés de fooct ions l inéa i res de
ii et de P. On a

y^ac^o, b^— a ' ( /=•=<).

On peut s impl ie r alors l 'é lément l inéai re et l 'écrire

^,s>2.•= ^ die 4- a ( w 4" /^ ) A^ dv 4" ^â ̂ .

Le paraholoïde correspondant, qui a deux plans d i rec teurs iso-
tropes, est un paraboloïde de révolut ion dont l ' équa t ion est

^.îî^.j2^^ ^ p^

3° Un seul des coefficients E ou G est un carré parlai t . Supposons,
par exemple, que l'on a i t

f/i,,.. ^» ":̂  <;>.

. L'élément linéaire peut être ramené à la forme

cî^ :=1 ̂  du^ 4- a( uv -h' A2 ) du d^ -4- ( u^ •"-" A8 ) ̂ 'a,

le paraboloïde à un seul, plan directeur isotrope $ son équat ion esf

(y+^)j:rr^.;r.

4° Aucun des coefficients E ou G n'est carré par fa i t En s i m p l i f i a n t
l 'élément l inéaire, on trouve

ds'2 =r ( ̂  — a31 ) du2.4- 9. ( w -4- ̂  ) du d^ 4- ( u^ -- r/8 ) d^\

et, pour l 'équation d u paraboloïde q u i est qdeIcompKî ,

j12 ^
.̂.̂ ..̂  ...̂  -̂.̂ .̂̂  •r.-,.-^.^.

9. L'applicat ion de la méthode générale à ce dernier ca^ condui t
imméd ia t emen t au problème su ivant , dont chaque solution donnera
une surface applicable sur le paraholoïde, .

Déterminer deux surfaces^ et A^sê correspondant au"v points A et A {
par pleins tangents parallèles aveeda relation

OA-. OA,i cosAOÂi =y()AÎ4:'a^ ̂ oil1'1'̂ '111^ 4- h\

de fciçon que la surface. A soit la surface moyenne de la co'ngruenna CL
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Les développables sont alors définies par les équations
du _ du _
dv ? 'dv ~~

En représentant par a et P les paramètres des développables, on en
dédu i t les relations suivantes

au àv au àv
————. ^ /(• ̂  ̂  Q ——— /{ ^ Q

àaL ÔOL d(3 àÇ) '

qui sont d'ailleurs vérifiées lorsqu'on remplace u et v par x et a?i,y et
y^-s et ^ (les développables sont, en effet, définies par la relation
dx ± kdx^ == ô, ou par deux analogues).

Dans ce cas, x , y , z , u, liées par la condition
^î^.yî^^^^__ ̂

sont quatre so lu t ions d 'une équation de Laplace, à invariants égaux

, y . , à'1 u à/c au àk aul / C^^p — ̂  ̂  - ̂  .̂ r^O;

la constante a étant aussi, une solution de l 'équation (i5), i l en est
de même de u -+- a et (ÏGU — a. Il en résulte que les quatre fonctions

06) X = —r_5 . Y-=: —?_ 7 =: —ï_, tLJlf
^ — a ' u — a "" .̂ — a u — a

sont quatre solutions d'une équation de Laplace à invariants égaux
de la forme (r5) et l'on vérifie immédiatement la condi t ion

Xâ^Y2-^2-: U "4- €1
u— a

X, Y, Z et X^-t-Y2 4" Z2 étant des solut ions d'une même équation de
Laplace à invar iants égaux de la forme (i5), X, Y, Z sont les coor-
données rectangulaires d 'un point d 'une surface isothermique rappor-
tée à ses lignes de courbure.

On, déf inira i t de même une autre surface isothermique par les for-
mules

( f»\ Y — JÎL-,, Y — y^ 7 _ -s!\ • j / ^«..l —- ? . I l —— -'""—————— 1 / j s ^ ;̂ ——————— •
- ^ — a * ç — a " 1 p — a
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Chaque surface applicable sur le paraboloïde fait donc connaître un
couple de surfaces isothermiques.

Sur les surfaces A et A^, les courbes qui forment le réseau conjugué
commun se correspondent par tangentes parallèles. A ce réseau con-
jugué commun correspondent les lignes de courbure des deux surfaces
isothermiques, et l'on déduit aisément des relations (ï6) 01 (87) que
les tangentes en X, Y, Z et X.i, Y ^ , X ^ , aux. lignes de courbure corres-
pondantes, se rencontrent. En d'autres termes :

Les développables de la congruence formée par les droites qui joignent
les points correspondants des deux surfaces isotherrnùfues coupent ces
deux sur faces suivant leurs lignes de courbure,

Dans le cas où le paraboloïde a un plan directeur isotrope, l ' une
dès-surfaces isothermiques est une sphère et Fa'utre surface appa r t i en t
à une nouvelle famille que nous déterminerons complètement à la fin
de la troisième Partie.

Lorsque le paraboloïde est de révolution, les deux surfaces isotber"
m'iques sont confondues avec la sphère de rayon ï, ayant Forigine pour
centre. Dans ce cas, les dêveloppables de la congruence formée par les
droites qui joignent deux points correspondants de la sphère déterminent
sur la sphère deux réseaux orthogonaux et isothermes.

Nous développerons cette remarque au n° 17, et nous ' montrerons
que l'on peut déterminer toutes les congruences qui possèdent cette
propriété.

DEUXIÈME PARTIE.

! 10. Nous avons ramené précédemment (n° 7) réiément linéaire du
paraboloïde de révolution de paramètre/? à la forme

! cL^'==. ̂  du2-^ a(^ 4-^) du dv 4" te d^,
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On peut écrire, dans ce cas, les égalités

OA -==: \/G = u, OAi == v/È = ̂

. ^ , „ î i ('-)-/?
cosAOA.i== cos@ == ———- •

Ut'

On dédu i t de cette dernière relation

(i) 2 uv sin2 - -l- p == o.

La congruence G, formée par la droite AB définie précédemment,
est une congruence de Ribaucour, c'est-à-dire une congruence dont
les développables interceptent sur la développée moyenne un réseau
conjugué (n° 7). La congruenceC^, formée p a r l a droite A^B^ possède
la même propriété. Les surfaces A et A^ sont les surfaces moyennes
des deux congruences.

Pour obtenir une surface applicable sur le paraboloïde de révolu-
t ion, il, faut déterminer deux surfaces A e tA^ telles que là relation (i) ,
qui relie deux points correspondants à l 'origine, soit vérifiée.

Nous allons démontrer que C et C^ sont des congruences de nor-
males.

Si l'on emploie les paramètres a, [î des dévelôppables, nous avons
v u ( n ° 9 ) que la fonction u == y^-i-y^ + -s2 vérifiait l 'équation de
Laplace
/ , , à^t àk ' Q t àk àtf o l e) l^ ^______ __. „_ «•___ __ ___ ___ —— /"i
{ ) ôaà^ d(3 da àa à^ "~ '

dont x^ y , z sont trois solutions*
En employant le symbole S de Lamé, étendu aux trois lettres oc, y ,

5, on peut déduire, en différentiant la relation u == ^x^ -j-j^ + r,^

<9'2 u _ n <). x àx ç\ (PX au au
11 Jo^ ̂  Ô ôo" ̂  ̂  0 x 00^ ~"ày. à^'

x , y , z vérifiant l 'équation (2), l'égalité peut être mise sous la forme

(Ï2 u àk au àk au _ s A' /n àx à^ au ()u\
2 c^P "w" 3p àa """"" ̂  J^ = ̂ 7 \ U ̂  5p "~ Toi ;f(3/
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La condition nécessaire et suffisante pour que la . fonct ion u soi t une
solu t ion de l 'équat ion (2) est donc

^<r ̂  „ ^y ^-y ^z ^z _ ^u ^if
<?a ̂  "h 5a 5p + 5a jp "̂  da '̂  *

En remplaçant u par \/;r2•+"J2-^^2, et en développant, on trouve

(' ̂ àx ^..^y . ^V ^ ^r ()z\r^ +y^ '̂ J (̂ p ̂ y^ +^)
= (^ ̂  ̂  ̂  ^2 ) //.^ ^f .„ ̂  r}^ . , ()z <)•2\

v J ' '\()a (^ î <)aJp ^^ ̂ /

Considérons le dièdre d'arête OA, don t les (aces con t i ennen t les
tangentes en A aux courbes conjuguées de paramètres a, ̂  la re la t ion
.précédente exprime que ce dièdre est droi t , c'es^à-dire que les p lans
focaux'de la congruence C^ parallèles aux faces du dièdre OA, î4ont
rectangulaires. (^ est donc une congruence de normales , et la con-
gruence C possède la même propriété.

Ou voit alors aisément que, si l'on porte sur A.B, en sens inverse
de OA,, une longueur AM = u, la surlace M, l i e u du po in t M, est
normale à AB.

La surface A est la développée moyenne de la surface M.
En portant, d/une manière analogue, sur A , B , , une longueur

A , M " , = = = p , on définit une surface M, don t A < est la développée
moyenne.

On vérifie f a c i l e m e n t que les trois po in t s M, 0, M < sont en ligne
droite.

La relat ion (î) peut être écrite

OM'.OM 1 ̂  - 2^.

Les.. deux surfaces M et M< sont, donc1 inverses'par rapporta l'ori-
gine. ^ , : , 1 . 1 - ! !

On peut déduire .aussi de la relation ' ( i ) , que les surfaces M et A ,
dune part, M, etAd^utrepart , sont polaires réciproques par rapport
à une sphère ayant pour centre Forigine et pour rayon ̂ p.

H,.' Associomâux1 'surfaces A et A, des surfaces B et B, qu i leur
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correspondent respectivement par orthogonalité des éléments. On
peut toujours choisir les surfaces B et B^ de façon que A, A ^ et îî^
soient trois des onze surfaces que M. Darboux associe à la surface B
dans l'étude de la déformation i n f i n i m e n t petite de cette surface (\).
Chacune des droites de la congruence G (ou C,) est parallèle à la nor-
male à la surface B (ou B < ) au poin t correspondant.

D'après un théorème deRibaucour, les tangentes auxasymptot iques
de la surface B sont perpendiculaires aux plans focaux de la con-
gruence G; ces tangentes asymptotiques sont donc rectangulaires et
la surface B est une surface minima, la surface B^ a d'ailleurs la
même propriété..

11 résulte d 'une proposition de la théorie des douze surfaces (citée
plus haut) que les surfaces B et B^ sont focales d ' une même con-
gruence .rectiligne et que les asymptotiques se correspondent sur ces
deux surfaces.

Réciproquement , chaque couple de surfaces mininia sur lesquelles
les asymptot iques se correspondent, et qui. sont focales d 'une même
congruence rec t i l igne , fai t connaître deux surfaces A. et A, , c'est-à-dire
une surface applicable sur le paraboloïde de révolu l ion.

En effet, associons aux surfaces minima B et B^ les surfaces A et A ^
qui, leur correspondent respectivement par orthogonalité des éléments,
de façon que A, B, A i , B,, soient quatre des douze surfaces. Les sur-
faces A e t A ^ i se correspondent par plans tangents paral lè les ; soient^,
y , z etx^y^ z^ les coordonnées des points A et A,i correspondants.
Posons

OA == ̂ ^^yi"-̂ "^ ̂  u et 0 A i == ̂ ,̂ '~4 f̂̂ ^ =: ̂

Nous savons (n0 4) que la proposit ion seradémontrée si nous éta-
blissons la r e l a t i o n

•,y.z4 4-.ryi 4" •s^ == uv +• h

(A est une constante arbitraire).
En conservant à la quan t i t é k la s igni f ica t ion qu'elle avait dans la

première Parlie et en représentant par a et [3 les paramètres du réseau

( 1 ) DAnïiOljx, T/féorle dc.v ^urjûceff, Livre Vïïï, Cliap. IÏL
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conjugué commun aux surfaces A et A^ on voit que x , y , s sont trois
solutions de l'équation

-J^ _- ^Ë EL ()k, àt
( f i / ' à^àfj """"" <5p da ~ ̂  ̂  := o y

et^, y^ -3,1 trois solutions de l 'équation

i àït àlî ôt ôk àt
( â ) 2 A dadp '+ ̂  à a + <)a 'jp ̂  0"

^Les asymptotiques de la surface B étant rectangulaires, les plans
focaux de la congruence C sont perpendiculaires d^rprès le théorème
de Ribaucour rappelé précédemment (n0 11), le dièdre OA, dont les
faces sont parallèles aux deux plans focaux, est donc droi t , et nous
pouvons écrire la condition

àx ây as \ ( à^ ày as "\.^^y^^^^^^y^^,^

~ w^ y^. ̂ ) (^ ̂  ̂  ^ y à y + ̂ i ̂ }" " " " { ï t/ 1 ' ̂ àa ()(5 i)a ()(5 r ()w ô ^ )

ou, en employant la relation u = \/x^ -h" y^ -h s2,
AT àx à y ày ()z us <)u an^ ̂  4. ̂  ̂  .„(..,. ̂  ̂  =„ ̂  ̂ .

Nous avons vu (n° 10) que cette égalité exprime que u est une so^
lution de l'équation (2) et l'on démontre de mémo que v est une solu-
tion de l'équation (3); on peut donc poser

au . à^ ()(i , <)p
———. «.{„ ^ . _ ̂  0 „„« /f „ ^ ̂  , ,

àa àa à^ â^ î

et, dans ces, relations^ nous pouvons remplacer u/Qt •v par^ et a?1^ y et
/ t , ^ e t ^ ^ . . ' , • ,

On en déduit leségalitési -1

, ! , , ': ' • àx' ày àz au ! ! r}^
do^_ à a _ rja _ da ! / " <)a

1 ̂ fl """ &1M 1 àz! "̂  ̂  "̂  "T^l^—-^.^, ^ ^^. ^ ^^ ^ ^ ^ ^^, ^.^ ,̂  ,̂  ^ ̂
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(le dernier rapport s'obtient en combinant les trois premiers et en
faisant usage de la condition u == y^2 -hj2 4~ -s2).

Des deux derniers rapports on tire la relation
à^i, àVi dsi àv

/y> _____;, , I . A/ _,-«7^-, _ 1 _ rr ____•_ •——— 11 .____^ —»—— —p. ,, —_—— _j-_ ^ —_— —— ^ _—
</a •/ ^a 6?a <7a

et l'on trouverait, par un calcul analogue,
àx à y as au^ —— -4- y ̂  — •+- z^— •==. V — *
âcc v àcc àa àoc

En ajoutant membre à membre on obtient

^(^i+y.ri+^i)^ ^(w)"
On trouverait de même la relation

à . -. à , .
^x^ -4- yji 4- zz, ) = -jp (a^ ),

d'où, en ajoutant membre à membre les deux dernières égalités et en
intégrant

xx i -h- yy.i -i- ̂ i == iw 4- consi.;

la proposition est établie.

-12. Nous sommes ramenés à déterminer les couples de surfaces mi-
nima sur lesquelles les asymptofciques se correspondent et qui sont
focales d'une congruence rectiligne.

Pour résoudre cette question, nous emploierons les fo rmules don-
nées par M. Darboux( 1) .

Les coordonnées d'un point de la surface minima B, rapportée aux
lignes de longueur nulle, seront représentées par les formules

, . f Â 2 — ! , . f B 2 — ! ,,x'-==t j —^— da — i j —^— db,

/ / N / fA2"^! , ny-^i ,.(4) ' y 1 = j -~j— da + j —^— db,

, • fA , . rB „z' == ̂  i s -j-j dci — 9.1 S r-— db^

( 1 ) DAKBOUX, Théorie des surfaces. Livre VÏIÏ, n0 913.
Ann. de l ' É c . Normale. 3e Sérîû. Tome XIV. — rFviïiEn 1897- 9
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dans lesquelles À est une fonction arbitraire de a et B une fonction
arbitraire de b.

Les coordonnées x\, y ' ^ -s? du point correspondant de la surface mi"
nima B^, seront représentées par des formules analogues renfermant
les fonctions arbitraires A / e t B ^ .

L'équation différentielle des asymptotiques des surfaces B et B(
prend alors la forme

da^—d^^o,

donc les asymplotiques se correspondent.
Soient c, c ' y c" les cosinus directeurs de la normale en un point de

la surface B, R et IV les rayons de courbure en ce point.
On peut écrire

(5)

^,—,—„, ^ -^ i) ^ , . . . . . - „ . _ ^ 1.̂  ..,-,.,« ^
0 =: c ^•— iî i/=: -=——> 02= €' V— ItiV^ l .•l,l,:::„l,l.:l,-,,:r•lï

\/à'W \/A'U'

^ ̂ ^ ̂  ï AB g ̂  r̂iiv :.;,:: I.4:"...̂ 0 -
^À7']^ " ^'W

On définit pour la surface B< des quant i tés analogues c^, cry, o'̂  c-^
Posons

A-=r.»2,

les coordonnées du poin t A seront

On obtient y et z en remplaçant dans cette f o r m u l e l ' indice i par
les indices 2 et 3.

Les coordonnées du point A.^ sont

(^ • y ^^i . ,. «^ ^ ' ^^w) ..^-^, j/,.^^, ^^^.

Pour simplifier les calculs qui suivront, exprimons d'abord que h
relation1 (i)est vériûée. Cette condition peut être écrite

! i ^+yy^ss^p=\/{^^J^T^

ou, en employant les relations (6) et (7)^

0^ -h 9^ 4- 0a<3'â—^== \/(^T^^ =: 0^ cr^
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En remplaçant les quantités 6 et G- par leur valeur tirée des équa-
tions (5), et en développant les calculs, on trouve facilement les con-
ditions
,.. A-A i p \jWW,( x i l —- • J' _ i_ — p mi Q (\ ' • - / "",™r̂ ^~rrr — — •y\———-r^ — ^viloi»

\AVAi 2 B-Bi

13. Sur les surfaces minima B et B^ les asymptotiques se corres-
pondent, il reste à exprimer que ces deux surfaces sont les focales
d'une congruence rectiligne, c'est-à-dire que la droite qui joint les
points correspondants des deux surfaces est tangente à ces deux sur-
faces. Nous aurons les condit ions

,yf___ y/ ryf___ ,/ /-. / ___ ^JL — ,z,. ^ _ y — ^ ^ __ ^ — ^,
Q^ cr^ — 0^ (7y Q^ Œa — 6'3 a'i 02 o-i — 0^ a^

On établit par un calcul facile que ces trois rapports sont égaux a : i ,
on a donc

œ' — sc\ -==. (?3 o"a — 0â °":i

et deux relations analogues. Développons le deuxième membre

Q ^Q r- — ^Bl"A• ) ( r^AB)"^/ (,B"^A^^^^^^3 (7, - ^0-3 - - .————^^^^^^^^^^^ .

En employant la relation (8}y on peut transformer le dénominateur
et écrire

. . /(A- A,) (i - BBi) - t(R - BO (i - A A , )y 3 (ja — (73 o-a == —-——————————••••—————"—••-———.—-
^ : ( A ~ A O ( B ~ B , )

OU
, / „ /, pi ( AA,i — i. B B i — i ',r - ... = 03^- 0 ,̂ == /^ ^ ̂ -_, - -î -,.,

On trouverait de même
, , . ., p /AA,+ i , Bîî,-)-.'

y ' - y , = 0.0-3- &3^= ^- ^A;._A7 + iT;_-ĵ

-, „/ „ /i -, n — /?' / A •+• A ' lî -+-B' ', -., - 0,ffi- 0^- -^ (^.^-^, - ̂ -̂.̂
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en faisant usage des formules (4)» on trouve pour ^ / — ,x\ la valeur
suivante

— Ef, f^ZTI _ ̂ lî  ̂
"~ 2 ^_^—^^y^»

d^où la condition
, /Y^t^ ^""-^/^ /^ AA^- t
V \ A7 lw "'ïryda ̂  T ̂ ^^^

Prenons la dérivée des deux membres et s implif ions, nous obtenons

(9) i,i"A!,,)! - £.
" A'A.[ 1 1 1 "1 1 1 "1 " " ' 3

On trouve, après un calcul analogue,

(m) ! (Irilil-̂' / B'iy, w 2"
En employant les expressions dey—y, et de z ' — z ^ on obtient

les mêmes conditions (9) et (ro) dont la relation (8) e^t une consé-
quence.

Réciproquement, si les relations (9) et (;ro) sont vérifiées

^'-^^^0^0^

j^ (,^— x\ ) = ̂  ( 0^^ 0^,).

En ajoutant membre à membre et en intégrant, on obtient . !

x ' — x\ ==03o-%— 02 erg + con&t. 1 1 ^
Cette constante peut être annulée par une translation convenable

des surfaces minima. En résumé :
Si les relations (9) et Çjo)san£ vérifiée^ onpeut, par une translation^

rendre les surfaces minima définies par les formules (/i) focales (F une
congruence rectiUgne, les asympto tiques se correspondant $ur les ^euoc
surfaces.
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14. Il est facile main tenan t de déterminer les surfaces applicables
sur le paraboloïde de révolution.

Les surfaces A et A, sont définies par les équations (6) et (7) ne
renfermant qu'une fonction inconnue co que l'on peut définir par la
relation

r ( , àw ()B,\ ,, /„ à^ àQ^\ ,
o-i u = \ ( Ô i — — w —— db -+- 0i -T/- — &) —— da,1 J \ àa ôaj \ àb àb )

d'ou l'on déduit la fonction co déterminée par la formule suivante

/ 6>(^4-o- i) . à(0,-cr,)
, \ » à ( a ~+- b ) .. , , à ( a — b) ,, ,.(u) Lc.= -^^./(^^^^^^

et l'indice i peut être remplacé par l'un des indices 2, 3, 4*
On détermine très facilement «r, y, s, x^ y^ ^, u et v par les for-

mules
x =:o-iG), y =:o-20), ^ =:cr;iW, // = 0-4 Q) ,

. „. (9! . „„ °ï . _,.. ^t . ̂ - ^
G.» " G) ' G) C/»

Les coordonnées d'un point d'une surface S applicable sur le para-
boloïde de révolution sont définies par l'égalité

^ •=: f x dv + <ri ̂ ^

et par deux égalités analogues définissant Y] et Ç.

15. On peut obtenir plus simplement ces coordonnées en faisant la
remarque suivante qui peut être appliquée aussi dans le cas du para-
bolo'ide quelconque :

Le segment de longueur / dont les projections sont x'—x\, y ' ' — y\,
z ' — z \ est tangent aux deux surfaces minima, il est donc perpendicu-
laire aux normales menées en ses extrémités à chacune des deux sur-
faces. Mais le plan AOA^ est parallèle à ces normales, le segment Hui
est donc perpendiculaire, c'est-à-dire qu'il est parallèle à la normale
au point correspondant ^/fC de la surface S.

Cherchons la longueur du segment
^= (^- x\ y^ (y-y, )^ (^- z\ Y

=(03^-(52Cr3) ! î+(0lC^3-03C702H--(02^--0la2)2,



no A , ravBAirr.
c'est-à-dire

/2 = (?1 o-l ~ ( Q, a-, .4- 02 0^ -!••" 0,0-3 )2

OU

^=: -i.cr2^2— (-'G-^,) 4- --^G) 4- ^cr.^)) "=: ̂ 2 — (ap 4" /?}2^ — 2/W —/^,G)2 " \^ r») " û) /

Si l'on appelle T le produit des rayons de courbure du paraholoïde
de révolution et si, 1/on calcule r en fonction de u et de (•% on trouve
que l'égalité précédente peut être écrite

l = ̂ r^^y^p^^^^^ ^ ̂  ^::::-IIF^

donc le segment / est parallèle à la normale en un point de E, et sa
longueur est proportionnelle à \/— 1\ Soient y, y', y^les cosinus direc-
teurs de cette normale. Posons

. / — — ^ ^1——^.' i/n^ ^ A — — ï l//̂ ' .-...>. g •ÏB-4,.. ï ^r,=y /-i=-^-'= V4- ^ç-i- y- -„-,-• i,̂  =/(-,)-h/, (/,),

,̂y:rT ,̂̂ ^S? ̂  (̂,.,,.,,(/,,,

t•=^v:rr=^= ̂  A^- t? -;̂ ,"' -H">-^.<">.

On vérifie .aisément les relations

( 1 2 )
/^y2^^^

^ / Ï+y f+^^ f -

Fi, Fa et F;, étant trois solutions de l'équation de Laplace à1 inva-/}^ yriants égaux j^^ = o, les coordonnées d'un point'de la surface I;,
rapportée aux lignes asymptotiqueSy s'obtiendront en'appliquant les
fôrnaules de M. ^elieuvre (1), "

^/(r ^-F âvï}^ YF âpît F dvî2^ -^j^^-^.j^-hj^
y ^«'îl y t-'S1^.^ ,,. ^V» -r, ^ S ^ â ^ ,.iig ^«- -«, ^g _ ^——[ |< __ |< .„, ; ^^

( i ) LBUEUViu'îy Sur les lignes a.ffmp touques et leur représcntcaioti ffphérique (..Bulletin
des Sciences mathématiques y ^. ï^ô; 1888).
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et deux égalités analogues. On obtient, après simplificationy les for-
mules suivantes qui ont été données par M. Darboux ('')

Ç == q^i -- 4^1 4-y (91 ̂ i — ^i <^yi) — f (y ̂  — ^ ̂ 9 ),
^=^-/.h+/(^^A-/i^i)-/(^y~/^),
Ç =/9i — ï/i +/Vi <^pi ~ ?i ̂ /i ) — f(f^ - ¥ ̂ /)-

Les six fonctions qui figurent dans ces formules doivent vérifier les
relations (12).

Les équations (9)et(io), que nous avons employées dans le calcul,
établissent entre les fonctions arbitraires des relations qui peuvent
être supprimées, car on peut toujours remplacer a par une fonction
quelconque de a, et b par une fonction quelconque de b.

Si les paramètres a et b sont déterminés de façon qiu? ces rela-
tions (9) et (10) soient vérifiées, les développables de la congruence C
sont définies par l 'équation di f férent ie l le

ilci^ — d'b^ =:.: o,

Nous avons vu précédemment (n0 9) que ces développables corres-
pondaient sur la surface 2, applicable sur le paraboloïde de révolution,
au réseau conjugué commun à la surface £ et au paraboloïde sur
lequel elle est applicable.

16. Nous allons étudier maintenant quelques-unes des surfaces
que nous avons associées à la surface minima B dans le problème qui
vient d'être résolu.

La considération des deux surfaces minima B et B< nous fournit
d/abord le résultat suivant :

On sait déterminer toutes les congruences dont les surfaces focales sont
des surfaces minima sur lesquelles les asymptotiques se correspondent.

La correspondance établie entre les deux surfaces minima, faisant
correspondre les asymptotiques, fait correspondre aussi les lignes con-
juguées, et en particulier les lignes de longueur nulle.

(1) DABBOUX,. Théorie des sur faces ̂  Livre VII, n" 769-
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Les angles sont donc conservés sur les deux focales de la con-
gruence.

La propriété des deux surfaces minima se conservant dans une
transformation par polaires réciproques on peut aussi énoncer un
nouveau résultat :

On sait déterminer toutes les congruences dont les surfaces focales sont
des transformées par polaires réciproques de deux surfaces minima, les
asymptotiques se correspondant sur les deuoo surfaces focales.

17. Soient I) et D^ les points de rencontre des droites OA o t O A ,
avec la sphère de rayon, i ayant pour centre l 'origine.

Les coordonnées du point D sont

A 4- B . B — A i — AB
T-^TAB' ^"^rAir TT/uT

Les coordonnées de ï)^ ont des expressions analogues.
Nous avons vu (n° 8) que les développables de chacune des eon-

gruences C et Ci correspondent, sur la sphère de rayon î , à un réseau
orthogonal et isotherme. Ces réseaux sont les représentations sphé"
riques des lignes de courbure des surfaces in versos1 M' et M^ donc le^
tangentes correspondantes, en deux points!) et D i , se rencontrent.
Cette propriété est exprimée par les condi t ions trouvées précédem-
ment

(A^.A^ , ( ï î - B , ) 2 ,̂
" " A ' Â ^ " " """"""" ^ WB\ ^"" "a'

et ces relations sont nécessaires et suffisantes»
'Les développables de la congruence formée par la droite ' Ï ) Ï ) ^ déter-

minent, sur la sphère de rayon i/deux réseaux orthogonaux et iso-
thermes,'Les conditionstrouvées étant nécessaires et suffisantes, noua
pouvons énoncer te résultât suivant :

On sait déterminer toutes les con gruences dont les développables décou^
peut sur une sphère deux réseauoo orthogonaux et isothermes.

Faisons11 une substitution linéaire quelconque^ elle transforme la
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sphère en une quadrique quelconque, les réseaux orthogonaux et iso-
thermes en réseaux conjugués à invariants égaux. Donc :

On sait déterminer toutes les congruences dont les développables décou-
pent sur une quadrique deux réseaux conjugués à invariants égaux.

18. Les deux surfaces M e tMi sont inverses par rapport à l'origine
(n° 10) et la puissance d'inversion est — ^p. Elles sont respective-
vement polaires réciproques des surfaces A et A^ donc elles font partie
des onze surfaces associées à la surface minima B.

Le réseau conjugué commun à ces deux surfaces M et M^ est le ré-
seau des lignes de courbure. Il résulte de la théorie des douze surfaces
que ce réseau correspond aux lignes asymptotiques de la surface mi-
nima B, c'est-à-dire aux lignes de courbure de la surface minima
adjo in te B'. La correspondance par plans tangents parallèles, établie
entre M et B" fait correspondre les lignes de courbure; donc ces deux
surfaces ont la même représentation sphérique, c'est-à-dire que M a
une représentat ion sphérique isotherme. La surface M ^ possède la

•même propriété.
Les surfaces M et M^ forment donc un couple de surfaces inverses à

représentation sphérique isotherme. Nous allons démontrer que tous
ces couples de surfaces sont obtenus par notre méthode.

19. M. Darboux a établi (1) que la recherche des surfaces à repré-
sentation sphérique isotherme peut être ramenée à l'étude de la défor-
mation inf iniment petite d'une surface minima quelconque- Le pro-
blème dépend donc de la résolution d 'une équation aux dérivées
partielles du quatrième ordre.

c, c\ <f étant les cosinus directeurs de la normale en un point d'une
telle surface, le plan dont l'équation est

ex -4- c'f -+" c" z 4- p ==• o

étant tangent à la surface, c, (/, c" sont trois solutions d 'une équation

( 1 ) DABBOUX, Théorie dey surface.Vy Livre ¥111, n0 913.
Ànn. de //Éc. Normale. 38 Série. Tome XIV. — MAHS 1^97. 1 0
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de Laplace à i nva r i an t s égaux, et l'on sai t q u e p est aussi une so lu-
tion de cette équat ion ; on en conclut que :

Les lignes de courbure des surfaces à représentation sphéricité iso-
therme forment un réseau conjugué à invariants tangentiels égaux.

Nous donnerons à ces surfaces le nom de Kurfaces S.
Les surfaces inverses des surfaces isotherniiques (dont hïs l ignes de

courbure forment un réseau, à invariants ponctue ls égaux) sont en-
core isothermiques, mais les surfaces inverses des surfaces S ne pos-
sèdent pas, en général, la propriété des surfaces S..

La méthode exposée précédemment permet- de d é t e r m i n e r f o u t e s
les surfaces S dont les surfaces inverses sont- aussi des surfaces S. Le
problème dépend dans ce cas, d 'une équat ion aox dérivées p a r t i e l l e s
du second ordre et peut être ent ièrement résolu.

Soient, en effet, M et M, deux surfaces S inverses par rapport , a
Forigine 0, s o i t — 2 p la puissance d'inversion. Prenons sur les sur-
faces deux points correspondants M. et M,, et coîiaidérons les surfaces
A et A ) , respectivement polaires réciproques do M, ot M par rapport,
à une sphère de centre 0 et de rayon \ /—y?. On vér i f i e géométr ique-
ment les résultats su ivants : l e p o i n t A , q u i correspond aM'^ se t rouve
sur la normale en M' à la surface M et OA = A.M ; do même, le po in t A,
est sur la normale en Mi à la sur face M\ e lDAi = A, M.i.

Les trois points M, 0, M< étant en l igne d ro i t e , les surfaces A et A, ,
polaires réciproques de M et M ( , se correspond enl par p lans tangents
parallèles. Les lignes de courhure des surfaces M, cl M, é t an t des ré-
seaux à i n v a r i a n t s tangent ie ls égaux, les réseaux conjugués corres-
pondants sur les surfaces A et A.< sont à invar ian t s ponctuels égaux.
Les surfaces A et A/ sont donc respectivement le^ développées
moyennes des surfaces M. et M^

La figure formée'par les quatre-surfaces A, A^M, M^ est i d e n t i q u e
à ce l le /que nous avons déjà considérée (n0 10) et nous pouvons
énoncer la proposition suivante ,;

On saù. déterminer tous les couples de surfaces iwerses dont la repré-,
sentation sphêrique'est isotherme.

20. Nous allons donner quelques propriétés, géométriques de ces
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couples de surfaces inverses. On dédu i t d 'une remarque de M. Dar"
houx (1) le résultat suivant :

Chacune des deux surfaces inverses a même représentation sphérique
quune surface minima. Les deux surfaces minima ainsi définies sont les
adjointes de B et B( . »

Les surfaces M et M ^ font part ie des douze surfaces, donc :

Aux asymptotiques de l'une des deux surfaces correspondent sur F autre
un réseau conjugué à invariants ponctuels égaux.

On peut établir fac i lement la réciproque de cette proposi t ion :

Si deux surfaces inverses sont telles qu aux asymptotiques de Vune cor-
responde un réseau conjugué de l'autre, les deux réseaux conjugués ainsi
définis sont à invariants ponctuels égaux et les deux surfaces orU une
représentation sphérique isotherme,

.En effet, sur la su r face M,', par exemple, le réseau conjugué qui . cor-
respond aux asymptot iques de M^ est con jugué par rapport aux asyrn"
ptotiques d e l à surface M ; en d'autres termes, les asymptotiques des
deux surfaces inversos se correspondent l i a rmoniquement .

Prenons les surfaces A et A.( polaires réciproques de M et Mi , les
asymptot iques de A et A, correspondent respectivement aux asympto-
î lques de M^ et de M, donc elles se d iv i sen t harmoniquement . De
plus, les surfaces A et A^ se correspondent par plans tangents paral-
lèles, donc le réseau conjugué commun à ces surfaces est à invar iants
ponctuels égaux 0-

Sur les surfaces M et M^, qu i sont inverses, ,1e réseau conjugué
c o m m u n formé par les l ignes de courbure est donc à invariants tan-
gent iels égaux, M et M.i sont des surfaces S et la proposition est
démontrée.

21. I/égalité OA=AM, établ ie précédemment (n°19), exprime que
la demi-somme des rayons de courbure de la surface M au point M est

(r) DAIUÎOUX, Théorie clés mr faces, Livre VU!, n0 914.
( ï ) DAÎUÎOUX, Théorie deff surfaces^ Livre VIII, n" 894.
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égale à la distance de rorigine au point A correspondant de la déve-
loppée moyenne.

L'égalité OA,=A,M, , exprime la même propriété pour la surface
inverse M,.

Nous allons démontrer que cette propriété défini t les couples de
surfaces inverses à représentation spbérique isotherme.

Si une surface est telle que la demi-somme de ses rayons de courbure
en un point M soit égale à la distance d'un point fixe 0 au point A cor-
respondant de la développée moyenne, toute surface inverse par rapport
au point 0 possède la même propriété; la première surface et toutes ses
inverses ont une représentation sphérique isotherme.

Soient X, Y, Z les coordonnées du point M; c, c\ <f les cosinus
directeurs de la normale MA. Posons

^q ̂  X2+ y2 4- Z% p = cX 4" <y'Y 4" c^

et désignons par p, p' les rayons de courbure de la surface M, au
point M.

On vérifie géométriquement la relation

MA : CM:2

" ^ P "ou

(i3) ' ' PJlP^^Z.
2 p

Etablissons d'abord les formules qui permettent de trouver les
rayons de courbure d/une surface lorsqu'on connaît ' les rayons de
courbure de la surface inverse.

Soit a la puissance d'inversion* Représentons sur la surface M< par
les lettrespi, q^ p^ p\ des expressions analogues àp, q, p, p'.

. , 1 On peut écrire immédiatement les quatre relations

/ r \ ^'P <22 <y/>-* t i 1
( )4) ^f- ^7 ^ P-^- ^
(la première résulte de la conservation des angles dans l ' inversion).

Les lignes de courbure de la surface M sont définies par les for-
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mules d'Olinde Kodrigues

dx + p <:fc == 0,9 dy + p (^c'= o, ^ + p <A^^ o 5

d'où l'on déduit
dq "+• p d'/j ==: o ;

ou, en développant,

^^+^^+pf^^+^^\=o.^ Jl ^ J 'v^i '1 6^1 /

En remplaçant €-mh•• par —- p^ et les dérivées partielles par leur valeur
tirée des formules (i4)» o^ trouve

<r5) p=^ apl . p^^_M_.
Pipi+<7i • PiPi-+-9i

Ces formules permettent de démontrer immédiatement le théorème
énoncé. En faisant usaige des relations ( ï4) et (î5), on peut mettre
l'équation (i3) sous la formep.+p,=-,î;.

La surface inverse a donc la même propriété*

22, On peut appliquer le théorème de M. Weingarten ( r ) aux sur-
faces définies par Inéquat ion (.r3). Cette équation, peut être écrite

P±j^+^î-o^ + ̂  "~09

Si l'on pose <?(/?<?) = ^> elle prend la forme

/r)2? / / , ^y ^29PP^-Cp+P^^+^-o,

qui, permet de déterminer une famille de surfaces dont l'élément li-
néaire est

y o / ,<)îp\2 •,<5q? ,r)îp / .^^X2
^r^: rf—t ) + 2p J—J --'- 4- a<7 ^ — ) •\ à p ) Â ûp ùq " V àq)

( 1 ) La forme sous laquelle nous employons ici le théorème do M.Wemgartôn se déduit
aisément, par une transformation de Le^endre, de celle que nous avons donnée au n° S.
{Voir, par exemple, DARBOUX, Théorie des surfaces, Livre V1IÏ, n° 1070.)
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Employons les paramètres
ào q 1 <?9 î

' ^P P3'? ^/ '"""" /> î

l 'élément linéaire des surfaces applicables devient
i .> ,frn\ ,

a m ̂ 4" 20 — a/^
\ /À /

II convient à un paraboloïde de révolu t ion de paramètre î .
Si l'on associe à la surface M la sur face inverse M ^ (la puis^uice

d'inversion étant — 2p) el si l 'on considère les surfaces A et A i , po-
laires réciproques de M et M^ par rapport à la sphère de cen t re 0 et de
rayon \/ — p , on obt iendra, en a p p l i q u a n t notre méthode aux surfaces
A et A.,, les surfaces applicables sur le paraboloïde de r é v o l u t i o n de
paramètre p . -

TROISIÈME PARTIE.

23. Le paraboloïde défini par l ' équat ion
(y+ l z ' ) y ::::: I ^ a ;

a un plan directeur isotrope» Nous avons vu précéde înment (ri0 7 )
que l 'é lément l inéa i re de ce paraboloïde peut être ramené à la (brun*

€l^=: ̂ dit^^ 2(u{' 4- {i^du d(> 4.-(//2— /^) cl^y

et l'on peut écrire dans ce cas les égalités

OA^^G^1^"'^/?, 1 OAi^/Ê^:^
uv 4- À®
/̂̂ "̂ ::i'l'll^

( • î ) 1 ^ ' . ! ! ' ! cosAOAi=cos0:=

Les deux congruences C e tC ,^ formées par les droites AB et A ( B (
déjà définies, sont des congruences de R i b a u c o u r dont les surfaces
moyennes sont les surfaces A et A^ (n° 6).
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Nous allons démontrer que C est une congruence de normales. Nous
résumerons rapidement cette démonstration analogue à celle qui a
été donnée au n° 10.

Nous avons vu (n° 8) que x ^ , y ^ s, Qtv=^\jx\•Jr•y^-J^z\ étaient
quatre solutions d'une équation de Laplace à invar iants égaux. Il
résulte d 'une proposi t ion démontrée (n° 10) que oc^y^ z^ ^vérifient
nécessairement la relat ion

à.Ti A-ri àyi 6?yi à^r às^ __ àv àv^ ̂  ̂  ̂  ̂  ̂  ̂  ,̂ _. ̂  ̂

(a et ? sont les, paramètres des développables des congruences C et G,).
Nous pouvons alors ut i l i ser la méthode que nous avons employée

au commencement de la deuxième Partie. La relat ion précédente peut
être écrite

/ ch'i ()y.^ àz\\ ( ôx\ ( ) V ] ()z,\
l'" 7/« -^••-rf, -'-- -.,,) (•'-.-<)? -'-•>•' ̂  •l-c••,5i5)

^^--"fë'^^'^t-^^)-

Sous cette forme, l 'égalité exprime que le dièdre OAi est droi t ,
c'ost-à-dire que les plans focaux de la congruence G sont rectangu-
la i res ; G est donc une congruence de normales.

On vérifie fac i lement que si l'on porte sur AB, en sens inverse de
OAi, une longueur AM' = u, la surface lieu du poin t M est normale
àAB.

La-surface A est la développée moyenne de la surface M.
La relation (i), mise sous la forme

v ( u — (/^ — h'1 ces Q ) = — À2,

exprime que les deux surfaces M, et A.^ sont polaires réciproques par
rapport à une sphère ayant pour centre l^origine et pour rayon hi.

24. Associons aux deux surfaces A et A ^ , qui se correspondent par
plans tangents parallèles, les surfaces B etB., qui leur correspondent
respectivement par orthogonalité des éléments, de façon que Ay A< et Bi
forment trois des onze surfaces que l'on peut associer à B par la
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méthode de M* Darboux. La surface M, polaire réciproque de A i , fait
aussi partie des douze surfaces. Nous pouvons appl iquer ici une
remarque faite précédemment (n0 1:1).

Chacune des droites de la congruence C est parallèle à la normale au
point correspondant de la surface B. D'après un théorème de IHbaucour,
les tangentes asymptotiques de la surface B sont perpendiculaires aux
plans focaux de la congruence C; ces tangentes asymptotiqiics sont
donc rectangulaires et la surface B est une surface mmima.

Réciproquement, pour trouver une surface applicable sur le para-
boloÏde qui a un plan directeur isotrope, i l suffît de dé t e rmine r une
surface A correspondant à une surface m i n i m a B par orthogonal i té des
éléments, de façon que la surface M, normale aux, droites de la con-
gruence G, soit polaire réciproque de la surface A < déf in io précédem-
ment.

Les surfaces A e t A ^ se correspondent, en effets par plans tao^cnts
parallèles; les congruences C et C^ sont des congruences do lUbars-
cour. Par hypothèse, les surfaces M. et Ai sont polaires réciproques
par rapport à une sphère ayant pour centre 1/origine. Soit hi son
rayon. Posons

o A =^ ̂ 'zrj^ o^ ̂  ^ ^
La condition

(,, (^ ̂  ̂ ^^ ̂  ̂  ̂  _ ^

exprime que M et Ai sont polaires réciproques. Cette condi t ion peut
être écrite

.̂p .«p ffî
CÔS0r= —-——,_-..

^^^—ïê

II résulte donc de la démonstration faite précédemment (n° 5) que
les surfaces A et A, feront connaître une surface applicable sur le pa-
raboloîde qui1 a pour élément linéaire

ds^ == ^du^ 4-- 2 ( uv 4- h^dudv 4- ( a8 — A2) cl^.

25. Nous sommes conduits •a,u problème suivant :
Une surface minima B étant prise pour surface fondamenta le , for-

mer un,groupe de douze surfaces telles que les surfaces M et A, soient:
polaires réciproques.
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Rappe lons les formules de M. Darhoux, déjà employées dans la
d e u x i è m e Part ie .

Les expressions O ^ ( L , O ; ) , 0,,, qui correspondent à la surface m i n i m a
:B, ont déjà été déf in ies (n0 '1,2) :

A 4- B ,, . B — A. ,„ ï — Al'î , î 4- A'B
( ̂  ) Ot ::== ••.-•——,--:::^r î ^ :~; ^ -,-=:̂  , 03 == -——r.__^^^ 5 ,̂ ~= ——==:.,- •

/A/l-r " /A'B7 ^/A/IV s/A'B'

(.îes ([isîdri1 fonct ions sont des solutions d ^ u n e équa t ion ha rmou ique

(û ;=s \//i étant, une solution de cette équation, les coordonnées du point
A , sont.

0, Oï ^. y , •"••:: ••"---1 • \ , ^ : z : -r î <3i 1::::: - 1 - 1 -5
^> < r») ^

el. 1 on a
e ̂  ̂ f'^-'jIÏ'1"''-'^ - ̂^ ,.,i,.. v ^-^. .-ï^ 1-1-1- .L''

r»>

.es coordonnées du po in t A sont données par la f o r m u l e

r / , f")^ ()OA „ /. à^ ()OA j,r ,1:,;,..:; / 0^ -.,.-.- •— ^ ......l dif +• 0^ •1-,1-7 "— ^ —— c/a.j \ ' f)a ûa ) \ à If àV )

On ob t i en t y , s et — u en remplaçant dans la f o r m u l e (4) l ' indice i
par les indices 2, 3, 4-

Les coordounées d 'un poin t d é - l à surface M sont

X -, .r ^ J1 u, Y - .r 4« ̂  u, Z '= z + f u.
'A ' -/ll ' /-

,Le p l a n polaire du point ( ^ i j i ^ ) » par rapport à la sphère de
rayon hi, doi t être tangent à la surface M ; ce plan a, pour équa t ion

Oi X +• ̂  Y -h ^% -h A.2 M — o.

La sur face M' et la polaire réciproque de A.( 'se correspondent par
plans tangents parallèles; si le poin t M est dans le plan polaire du
po in t A < la surface M coïncidera avec la surface polaire réciproque de

Âw^ dr l 'Éc . ^rwa/e. 3e Séfîcï. Tomo XïV. — MAKB »8<)7. 1 1 1 1 n
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Ai . R e m p l a ç o n s dans l ' é q u a t i o n précédente les coordonnées c o u r a n t e s
par les coordonnées du p o i n t M, lions ob tenons la c o n d i t i o n
( 5 ) <A .y --+-1 ̂ .r + ^3 z •+-1 '^// +•y / a f l ) :'"1:'n

qui est nécessaire et suf f i sante .

26. Il s u f f î t donc de dé te rminer une •so lu t ion co de r é q u a t i o n har-
rnon ique (3) qui vérif ie l / équa t i on (5). Celte é ( : ioa t ion (5) r ( * n f e r n î e
les fonctions .r,j, z , u, dans lesque l les la f o n c t i o n co l i^ 'nre sous des
signes de quadra tu re s ; nous a l l o n s faire (.lis|)araJ<[re ces qn ad rat, lires
en employant des é q u a t i o n s d é d u i t e s de (5) par r ies d i f f é r e n l i a î i o n s
successives,

On vérifie aisément les i d e n t i t é s s u i v a n t e s

^)ù,Yt (à^
\àS.)+ (W

\Ja) ^-f
<)0,
Iki

f^Q,
\àa./

âO,
Jh

)'-
"+"

.-f^v-\<)a.)
<)8., 1)0.1
àa d'h

- (^Y
' \<)'')
<Vh <)^

" "()u "Oh

,7) h )

En faisant usage de ces re la t ions , on trouve les é q u a t i o n s

En él iminant .r , j , s, c e n t r e les équat ions ('Î) et (7), m\ ob t i en t l « i
condi t ion

(8)

^
^i
1)0

âB,
()h

à^O,
àaôb
yo,
7k^\

^
à^̂

()0,
Ifb
y ̂
àaôh
•à^O^

dci1

^
à^
j^

â%
Jh
à'^
(îflO^
^0,
J^

^̂
,̂.

(ÏQ^
'M
yo.
ûa<)b
ïï2 ().,.̂ ..

ff"ï
()^)
à a 1

J^ 1
^

^2^î

àaùh
ff1 ro 9,
""T-"-«" -""- 7-"'. ft}an1 h^

:. -o*
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La f o n c t i o n co cherchée est donc une so lu t ion c o m m u n o aux équa-
t ions l i n é a i r e s (3) et (<S).

;>7. On p e u t t rouver d i rec tement de cette manière la fonc t ion oj en
e m p l o y a n t des méthodes régulières , niais les calculs sont ires compli-
ques. On les s i m p l i f i e beaucoup en p renan t comme v a r i a b l e s a,, et 6,,
les ( o n c t i o n s A et 'H q u i dé f in i s sen t la su r face m i n i m a , c'esl-a-dire en
r e p r é s e n t a n t la s u r f a c e m i n i m a par les f o r m u l e s de M. 'W'eierstrass.

La s u r f a c e M est alors l ' enve loppe du p lan dont r é q u a l i o n est

(<)) f ^ i -h ^i).:r -hl(/^— ^i)j-h (ai / / i— 1 ) 0 4- ^=•=0.

Nous déterminerons la sur face en employant ces coordonnées a^,//,,/
qui sont )es coordonnées a, ?, ^ employées par ML I)aid)oux C 1 ) . (Pour
trouver ces expressions elles-mêmes, nous avons clian^é la direction
de ()z.)

Soien} .X, \\ Z .((^s coordonnées du point M et C, (Y, (7' les cosinus
directeurs de h normale m M a la su r face M'. Posons

,̂,,, ̂ ..i.,. Y'^z^ p ,;„: (;x -^..(^Y^-C:^.

On a

^i { //i / /( //r- < / i ) , ^ , i /^— 1
L .^- 1 1 1 1 • 1 1 : 1 • 1 • 1 1 1 1 • 1 1 , - 1 - ? L ..i:"1: . . - . . -- . -—.-- y , (/;:•::.:• ——..,——...- , t .,::., — p(t.^, ^ ff \

î -l-- ^i /^ î -h- a^f^ r^ 1^ -i-" i / ' * •

A, é l an i le po in t de la développée moyenne qui correspond au p o i n t
M, on v é r s i i e géométr iquement dans le t r i ang le OAM la re la t ion

, _ ^/^H^q -1.1^- h" =;::~-1 —,—...-. ;

d^.)U. l 'on d é d u i t , en r e m p l a ç a n t v i t a r — — e t u pai* la demi-somme
des rayons de conr l )ure , p et p', de la sur face M au point M :

/r2

. , D ! t 1 1 " f/ ' 9. ( I -"l•hl / / î , / A3

(»o) '..„„,..„.,..,.'.„. ;:,;,,; ...,,,,,.,,.,,..„„.,....„.„..,„-„,,,.„. ,:::„:::- ....../-.,-. „...,„,.-,.„.* avec /ti ^:=— — -
9. ? /,/ 2

( î ) DAniîouXy T/féf^ùî de^ ^w/!m?.̂  Livre lï, n" lO^L



34 A. Ï1ÏYB.VUT.

Les coordonnées du point. M? où le plan d é f i n i par l ' équa t ion (<))
touche son enveloppe, sont (1)

(ii)

X==Cp 4-

Y ^C'p^

tL±L?ïîh^ ( ^ Ê^L ^ ()(: '
à v^i < î ^i <)^i,

( ï ± a L ^ l ) 2 / / ^ 6?c/ ^ <}(y'
à V^i ^^i ^^i ^^i,

X == C^4» ̂ ^̂ l,..̂  ̂  ̂  + ÈfL^l}.
a V)ai ^^i jÀi ^1^

On dédui t de ces formules

_. 'X2 + Y2 + Z2 ,„„, p2 ( » 4- ^i ̂ , Y <)/> <)p
1 ^ ^ l 5a a 2 6^, <^^

p^-p^— 2^—(l+^^i) à ̂ 1/i.» ,
ùa^ àh^

Remplaçons, dans l'équation (xo) , q et p + p' par ces valeurs, nous
obtenons, en simplifiante

/ , ^ / (^P ôp ()p \ , .( l 4" Oi /^ 2 ( p "——f— — -/- -L n^ -h % A, :::::: <.,>.
\ àaiàbî àci^ à b ^ ) 1

Intégrons cette équation, posons

l'équation précédente devient

iÏ-r ^ / ^ e î l ' ' + • ï
ôa^ ôf^ """ (ï 4- ^ i^ i ) 3

Prenons pour nouvel le inconnue la fonc t ion^ déf inie par la relat ion

r •= L(i 4" an ^ i ) 4'" -v,

l'équation prend la fbrrïie
(^f} := %À^^;

àa-t ôb^ """""

' (1) DAIRBÔUX, Théorie des swfaces^ Livre Vil!» îi0 1074.,
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c'est r é q u a t i o n de L iouv i l l e . Si l'on désigne parA,i une fonct ion arbi-
t ra i re de a,, et par Bi une (onc t ion arb i t ra i re de 61, l ' in tégrale de
r é q u a t i o n précédente est d é f i n i e par la re la t ion

^__ j_ __4'J^
2 / ^ ( 1 ^T^y2'

On eïi d é d u i t , pour la fonc t ion /^ , l 'expression

(.,) /. „ ̂ /:::"̂  —— :.. u -^^^^^^^^^ .
\/A\B\(i^a,b,) ^A[B[ (i 4- a,b, )

Les (bn'nules ( r i) pe rmet ten t de délerminer les coordonnées X, Y, Z
d 'un p o i n t de la surface M.

La dé termi n a t i o n des surfaces A, et Ai se f a i t aussi très f a c i l e m e n t
de la laçon s u i v a n t e :

Le plais t ancen t a la su r f ace M au p o i n t M a pour équa t ion

(^ , -I- //i ).r ̂  / ( / / , — ^)y..,4- (^/ / i~. 1 ) 5 —. A/(^, / / i ) :=ro,

en p osant
/•/ / •, ï •••••i"1" Ai'Iî.1y(^,^^,,, ,« ,,^^^^^^^^^^ ̂

V A i l î t

l^is p o i n t A ( est le pôle de ce plan par rapport à la splière de rayon hi;
les eoordor'îîiées de ce point sont donc

.. ,,̂  /. ^i + bi ^ ^ ^(^<~^i) . ̂ hï—a^.,„, ,,//^^ ^ ,̂,/, ^^^ ^/^^^

cïl l'on a 1 1 ! ! !

A2 _ î + ̂ î ̂,̂,,,_ ^ _ ^ ,̂̂ .

La surface A est la développée moyenne de la surlace M et Fon
peut écrire

, {t^u.b^rôp ()C àp àC y? \
^ •..1.-...-.1 .A. "••r" 'U if ;1-.1"" "—"•-""'•"••--•••••••-1---"1--1-11-1" ( "-,— ».,̂ ..«. .-..{-. —-y— -<-— — \^ . - " - , - , « . p2 vwi ^<yi ^^i ^^i ^^ î^^ i /

deux formules analogues donnent y et z. En remplaçante et C, (7, C'7
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par leur valeur, on trouve

,..,̂  r^/ , à/H^- - (./,+/.,)^, ,
2 ()CI\

th r-̂
a | à cii
l'k r ^

y~= ^~\ ~ôa\
àf , , , <r-f '\

'ùi7, ~ ̂ i-«,)^-^ | >

"i -^- -1- /•'. •}(- - («i fr> i) ——, f \ >.̂..̂
^^1 C)^ia |_ ' <)ai ' f)&,

/< ^f^ r= ^/,r2 4- ^y2 "i- ,G 14- A'"2 ::--"::• - (^i ̂ t ""l-"- I )

Si l'on écrit
<;/.; :.;•:::::,: x c'/r --l- . l / l ' l dif,

et les deux relations analogues ( l o n n a r s t d^ et (ft^ Va s i i r l ac î 1 i i ( * i i <
point i;7fC à pour élément l inéa i re

^l a^» i î t s il h ace n(*u <ii i

dy4= (»2 J/^ + a ( /^ + A2 ) du rfe 14- ( //â — A2 ) ^A.'^

28. On peut appl iquer le théoreine de BL Weni^ar fen a u x surfaces M
définies par l 'équation

^.±Ï. -.-. ̂ L^f:^
-A " 1 " " p

que l'on peut écrire
t±.,,̂ ,̂ ,,, 2^( //"• ^i) ..̂ .,.,, -«.̂ .,„...„., ,..,.̂ ,,, .„„......,>>..,̂ ..»,..̂  ,„.„..„„.,._. _ „ ^^_^__ (j/^ //«<

Si l 'on pose
9(/^):::::ï:^

elle prend la forme

/^ (? / /, (ï1^ J2^PP'^-(P+P')^ 4-^=0.

Prenons comme paramètres

^ ̂  ~ ( / / — A t ) ^^ i/i ::1:::. ...î ^ -,
^/ P

"m : ^""'~ ' ^^

On sait que la détermination des surfaces M f a i t connaî t re en même
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t e m p s tou tes les surfaces d o n t l ' é l ément l inéa i re est

<'/.¥"-rr- c////.?4- ^d{pm ~\~ qn — o) ̂ .

, „» , ( m. -4- h^n^ ,— din--\- ^d( —-—-— dn.
\ ^ }

(^l élé i rH^'s t l . i nô îu r î î c o n v i e n i au paraboloïde

J t )-h^— l•• l- l-^ lr-h// l(J—^)2

« j i i i 51 i i î i p lan d i rec icu j r isotrope. En d o n n a n t à /^ la v a l e u r o, on
o b i i c n t !(" [ ) î i ra i )o lo* i ( le do r é v o l u t i o n de paramètre T .

:29. Nous a l l o n s é t a b l i r m a i n t e n a n t quelques propr ié tés ^éoiné-
î r i q u e s des s u r f a c e s M.

1 (.es d é v f d o p l î a l j l e s dn l;i con^s 'uence de normaies C correspondent
î s s s x l i g n e s de e o u r l ) u r e de la surface M et au. réseau con jugué c o m m u n
a u x s u r f a c e s A e t A j ; ce réseau est a i n v a r i a n t s ponctuels é?;aux, donc
l e » réseau c o n j u ^ n é cor respondan t sur la su r f ace p o l a i r e réc iproque M
est îi i n v a r i a n t s l a n ^ e n t i e l s é^aux, c'est-à-dire q'ue la sur lace M a u n e
représen ta t ion sphér ique isot lserr r îe .

y'/7///f'.y lf^ ,v^//r.rr*r.y (/e/l/fiefi par /'(.^/(/^(.fion

p ^... ^ ^ ,..„„-. q .4.. /^

-.i " 1 1 1 1 1 1 ' 1 ' 1 1 f)

f î / î t fi/ie représcntatio/i sp'/i-énffiî.e ùoi/ierme.

\Â\ surlace M et sa développée moyenne A f o n t p a r t i e des douxe sur-
f a c e s ; on en d é d u i t f a c i l e m e n t les propriétés su ivan tes :

Aux (UYrnpIfHiffîics de la surface 'M' correspondent, sur sa développée
moyennef un réseclu conjugue à invariants langent iels égaux.

A(W aKy'rnptoli^aef! de la développée moyenne correspondeni, sur la.
^(îrfacfi M, un réseau ronju.^'ué a invariants ponctuels égaux.

Nous montrerons p l u s loin (n0 36) que l'on o b t i e n t loules /es sur-
fa(^ M algébriques en prenant pour les fonct ions arbi t ra i res A < et "1^,
qui. f i g u r e n t dans Impression des coordonnées X, Y, Z d ' u n po in t , des.
f o n c t i o n s algébriques quelconques.
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Les propos i t ions q u e nous venons d'énoncer caracléi*iscnt les sur-
faces M dans la classe des surfaces à représentat ion sphérique iso-
therme. Ces propriétés, particulières aux surfaces M, correspondent à
une propr ié té a n a l y t i q u e de l 'équation harmonique .

30. M1. Darboux a montré (1) que toute surface S à représentat ion
sphérique isotherme était l'enveloppe d'un plan défini par l ' équat ion

^i x + Q^y -+- Oy s + <x) = o,

dans laquelle co est la solut ion générale d 'une équa t ion l i a r m o n i q u e
quelconque [ O , , Oa, 0^ sont déf in i s par les équat ions (2)"|.

Cette surface S ta i t partie d 'un groupe de douze surfaces dont la,
surface fondamenta le est 'une surface m i n i r n î h Considérons , dans ce

.groupe, la surface A qui correspond à la surface m i n i m a par orthogo-
nalité des éléments; c'est la surface moyenne d 'une congruence de
Rihaucour formée de droites normales à une surface S'.

La représentation sphérique des lignes de coin'huro de S' est iso-
therme. Ces lignes de courbure correspondent, en efîet, aux dévelop-
pables de la congruence, c'est-à-dire aux asymptot iques de la. surlace
minima fondamenta le ou aux l ignes de courbure de la sur face m i n i m a
adjointe. Cette surface adjointe et la surface S7 se correspondent par
plans tangents parallèles, et le réseau conjugué c o m m u n est fo rmé par
les lignes de courbure : les deux'surfaces on t d o n c nécessairernent la
même représentation sphérique,

En résumé, la surface S' a une représenta t ion sphér ique i so therme,
elle a la même représentation sphérique que la surface S,

Les coordonnées d 'un poin t de la surface S' sont

03) X = x + ̂  ̂  Y =j + I //, Z ̂  z + |l /. ;

x\y, s sont les coordonnées d'un po in t de la développée moyenne de
S', elles sont définies ainsi que u par les f o r m u l e s C4) .

Les formules (i3) pewent représenter louiez les mr/aces à représenta»
lion sphérique isotherme,

(1) DAIIBOUX, Théorie des surfaces^ Livre YIïï, n0 914.
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La connaissance d'une solution co de F équation harmonique c/ui corres-
pond à une surface minima y permet de déterminer deux surfaces S et S'
ayant même représentation sphërique que la surface minima adjointe.

Une construction géométrique simple fait connaître S lorsqu'on
d o n n e R^

Considérons dans les douze surfaces la surface A, polaire réciproque
de S; les coordonnées du point A. sont"1^ Jî, -i. donc

1 (ù (^ G»

OA,-^.
fi}

La p a r a l l è l e à OA, menée p a r A forme une congruence de Ribaucour;
soit, F un p o i n t de contact de celte droi te avec la surface focale, on a

A F
OA, ;;'1"" 'r*

Hemplaçons dans celle équation OAi par - - 4 » nous obtenons

AP"—^r
En négl igeant un (acteur constant et en désignant par S le p o i n t de

la su r f ace S qui correspond à A < , on peut écrire

OH t ^ - AF

OA, -^~^

Soient p et p' les rayons de courbure de la surface S', R et -1 R les
rayons de* courbure de la surface m i n i m a fondarnenÈale (ce sont aussi
les rayons de courbure de la surface miuima adjointe)

^rrB, .AF"::^^-
î(î

Remplaçons dans la dernière égalité, nous trouvons, après avoir sup-
p r imé un facteur-couatant ,

os-.^',

et nous pouvons1 énoncer le théorème su ivant :
Sioli/S/ une surface ayant même représentation sphérique qu'une sur/ace

4nn, dû l ' É c . larmoie. S"1 Série. Tornc1 XÎV. - M A us 1897. ^
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minima. Désignons par p et ^ ses rayons de courbure en un point, par R el
— R les rayons de courbure de la surface minima au point correspondant.
Le plan parallèle aux plans tangents correspondantsy et situé à une dis-
tance d'un point fixe proportionnelle à ̂ —^ y enveloppe une surface S
qui a même représentation sphérique que S'.

Les surfaces S et S' sont en général distinctes; elles sont confondues
dans le groupe des douze surfaces qui f a i t connaître une surface app l i -
cable sur le paraboloïde qui a un plan directeur isotrope.

On a, dans ce cas(n° 27),

P^P'-A-Z^, /,..«/, P'-P'."~r -- 'p ^ p^n,—^
Ces deux relations permettent de calculer en fonc t ion de/^, y, R les

rayons de courbure p et p' de la surface M.

31. La surface S' est l'enveloppe d'un plan dont Inéquation est

Oi^ •+- O^y + O^s 4- ^' ̂  o.

On vérifie géométriquement la relation suivante

( ï 4 ) ^ == Oi ̂  "4- Q^y 4- 03 z 4- (?4 u..

Etant donnée une solution co d'une équation harmonique, /a/or»
mule ( î4) permet de trouver une autre solution o/.

Inversement, on peu t trouver l'expression de o) en fonction de (.»/.
En fa isant usage des équations (6), on dédui t faci lement de la rela-
tion ('r.4) les suivantes

Q^y 4- O^y -h O^s 4" Ô^U — o/ r:: o,

à0i à^ à0^ àQt, àw1
ï ^ 4, ^ y ^ j 5 ^ * ^ _ — ^ ̂

àa, ()aw <)a , àa (/a
1 1 ^i1 1 à 6 ï 1 . àO^ . ! ^ ^ à^—2 se 4- — y 4- — s 4- — if — -,• :::,: n,àb ùbu àb àb ôb ?

^L ^ ̂ 1 ^ 1 d!̂  ^ ^L <)w

âa<)^ ' dad^7 • <iia^ " ^ad^ a ~ à^ôT} :::r oï

, ^^i ^ ,^&, ^03 ^^' ^^
• ^-^ ^.A?7 4-^^ 4"^^^ ^.^^^).=o<
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En é l i m i n a n t e j, z , centre ces c inq équat ions l inéai res , on trouve
une éga l i t é de la f o r m e

-^^^^.s^s'-
:}â. On peut général iser le théorème précédent , démontré pour

l ' é q u a t i o n hannonique , et ré tendre à une classe beaucoup plus é tendue
d ' é q u a t i o n s de Laplace.

Nous fe rons d'abord le changement de variables déf in i par les for-
m u l e s

a = a "-h b, (3 ~= a — //.

•r, y , z (*(, // p r e n n e n t la forme

F ( . ()^ ()ÛA ( (h} àOA ,.
j [ o l ^ • w w ^ ) r l a w ^

I/éq nation harmonique devient

^.:::[F(a4<P^-<I)^

Nous énoocerons le (Jïéorème su ivan t , dont la vér i f ica t ion est im-
média î,e :

Supposons que l'on connawe p solulions (le Vé(f nation IL

^^ .,,.̂^ ̂  k 0

^cri/îant Ici relation
S,0î=o,

et $oii o.) une (p + ly^^ solution quelconque^ si l'on pose

. r( . àw àQA . /. ()(.} àQ^ ^A/ -j (6, ̂  - c. ̂  da ̂  {Q, ̂  ^ o) ̂  ̂

lafoncUon
r,/=2^.A^/

csl une nowelle solution de l'équation.
Lorsque p = 3 l'équation Eg est immédiatement intégrable.
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On dédui t cette propriété de la remarque s u i v a n t e , dont la démon-
stration est facile :

Si trois solutions d 'une équat ion de Laplace de la forme

jPj9
àa à^j kO

sont liées par une relation homogène quelconque, l ' é q u a t i o n e^l im-
médiatement intégrable.

Lorsque p == 4? l'équation est harmonique.

De la condition
^ 4. G^ ̂  (^ -h 6j ̂  o

on déduit, en effet, que — ? -!? - peuvent représenter les coordonnécîs174 u,, \ j { ,
i?rectangulaires d 'un point d^'une sphère; 0^ 0^, 0;(, 0^ é t a n t q u a t r e so-

lutions de Inéquat ion de Laplace donnée, —^ 7^? ^i i sont troii"? solu-v^ y^ 0'^

t ions d'une équation à, invar iants égaux de la forme

àzo « ()0 ()0
j^-rn^+n^

Sur la sphère, le réseau qui correspond aux para inet ros a, ^ est,
donc orthogonal et isotherme, et par suite, l ' équat ion de Laplace que
vérif ient 0^ ôy , 0^ , 0^ est harmonique.

L<)rsque ^ := 5, les 0 sos'it les coordonnées pen ta sp ) j é r iqu<*s d'un
point d'une surface i so ther rn iquo rapportée à sea l ignes de cour-
hure ( ^ ) , Nous appl iquerons plu^ loin cette propriété, .

33. L'équation de Laplace, que, nous avons, considérée, adme t t an t
toujours la solution o, une équation E^1 renferme toutes les équa-
tions lîp^,

Nous allons indiquer une méthode qui permet de déduire, dans
certains'cas'particuliers, une équation Ep^ d 'une équation E^

( l ) DAnBOUX, Théorie des surfaces, Livre IV, n0 437.
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Remarquons d'abord que la so lu t ion ô/» que nous calculons au
moyen d 'une solution co, est, en général, dist incte de œ.

Nous dirons que 03 est une solution spéciale de l ' équat ion E^ lorsque,
m é tant constant,

U''=: WO) .

Si. l'on pose, en général,
c7,G) =Ao

les fonctions cr sont des solutions de l ' équat ion de Laplace que l'on
obtient en app l iquan t à l 'équat ion E^ la transformation de M. Moutard
relative à la solut ion co.

De la relat ion
m, (») ::r (^ :=: Ïp Ai <5/

on dédui t faci lement 1 , en représen tan t par A2 une constante quelconque,

^A^ +^=0,

ou, en remplaçan t A/ par la valeur cr^o),

( 1 5 ) laî^^=o.

1/équation que l 'on d é d u i t de E^, par le méthode de M, Mouta rd ,
admet comme so lu t ions c r ^ , cr^, . . . , o^, - don t la somme des carrés est
n u l l e ; d'où l'on conc lu t :

Si l'on applique à une équation Ep la transformation de M, Moutard
relative à une sol.uii.on spéciale û), on obtient une équation ,E^(.

Lorsque h =•= o l'équation transformée est aussi de la forme E .̂

34. App l iquons le théorème précédent aux équations harmo-
niques E/^

En fa isant usage des relat ions que nous avons employées au corn-
rnencement de la troisième Part ie, on voit que co sera une so lu t ion
spéciale si

m. (ù ::;;:: 0i x + 02./ "+" ^'À z + ̂ 4u-

Nous avons trouvé précédemment (n° 25) qu'une telle solution o)
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f a i sa i t connaî t re u n e surface a p p l i c a b l e sur le paraholoïde qu i a un
plan d i rec teur isotrope. La re la t ion (i5) devient alors

^2+j2^^S^ ^——/^

Une équation harmonique a donc toujours (les solutions spéciales
La recherche des solutions spéciales de foules les équation}! harmonu/ue^

est un problème équivalent à la déformation du paraholoïde r/ui a un
plein directeur isotrope.

En part iculier , lorsque le paraboloïde est de r é v o l u t i o n , la r e l a t i on
précédente se rédui t à

^4"-y2 4-^=^.

La solution œ correspondante a été déjà ca lculée (u° '1.4, for-
mule (ri)]. On peut vérifier que cette solution est hamumique et
énoncer le résultat suivant :

Pour obtenir une équation harmonique en appliquant à une éf/uailo/i
harmonique la transformation de M. Moutard, il faut que celle irum-
formation soit relative à une solution harmonif.jw de la première equa^
tion.

M. Darboux a d^i l lcurs démont ré que cette c o n d i t i o n nécessaire
est suffisante (1).

35. La méthode que nous venons d'exposer permet donc de dédu i re
de chaque so lu t ion d ' u n e é q u a t i o n ha rnwn ique i^ une équa t ion E,.

Les cinq q u a n t i t é s x, y , 5, u, h, liées par la r e l a t i on

^ 4~ j^+ s2 :=: /^ — h\

peuvent être considérées comme les1, coordonnées pentasphériqyes
d'une surface i so therrn ique rapportée à ses lignes'de courbure/Les
coordonnées ponctuel les ' sont / ! !

' X — —y- Y — •Y 1 1 y z
, ^ - aAA^ , ^ '^TTïV -^^ÏT

( 1 ) D A R B O U X , Théorie des w/we.y, Livre IV, n0 407.
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Le double signe donne deux surfaces inverses par rapport à l 'ori-
gine des coordonnées.

Un calcul facile montre que l 'élément l inéa i re de ces surfaces est:

^2==rfXâ+JY2+û?Z2== —^—(^^-r/p2).{u ± hy l • '

Les paramètres des lignes de l o n g u e u r nu l l e sont

a rr: a 4- |3, b •=. a — [3.

Ces lignes correspondent donc aux lignes de longueur nu l l e de la
surlace M' d é f i n i e précédemment.

En faisant usage des paramètres a, et h ^ , nous avons calculé (n° 27 )
les expressions des fonctions .r, y, z et //.

Si l 'on pose, comme au n° 27,

/. /./ / .. ï -l- A i B i( i ( > ) /(a,,^i)= » - , ^
/A,î.^

on t rouve i m m é d i a t e m e n t les fo rmules suivantes qu i donnen t les
coordonnées X, Y, Z d 'un po in t de .Fune des surfaces i so lhermiques
rapportée aux l ignes de longueur n u l l e '

IA.X-(^)-^---^ -^1 àa^ àôi ôa^ àb^

( 1 7 ) A/Y=^(&,-^)—^~^Èlf^^ifÈL^ÉL
àa^àb^ \àcti àb^

[ A. Z ::::::: [a,b, - i) "r^- ~ a, ̂  - ̂ i 4^ +/^ ' A ' àa^àb^ • • àat àb^

avec

A = ( a ,b, + ï ) (̂r - a! ̂  ~ ̂ 4f- + /'± "^ •^rti ^/^ r/^i obi

Le double signe c o n d u i t à deux surfaces inverses par rapport à l 'ori-
gine.

La fonctionna,, 6<) vérifie la relation

t .JÎÏL^ EL EL =ï.
. ' âcii àbi à(^ àÏh
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On peut donc exprimer X, Y, Z en fonct ion de/ •^ et ^"> c'est-
à-dire que, dans l 'expression des coordonnées X, Y, Z, f iguren t seu-
l emen t les fonct ions arbitraires A, , B,, et leurs deux premières déri-
vées.

36. Dans cette classe de surfaces isotherrinques qui parcrissent nou-
velles, on peut dé te rminer toutes les surfaces a lgébr iques .

On obtient toutes les surfaces cdgébnc/ues en remplaçant danîî /en for-
mules {i^yies fondions cirbùmires Ai et B, par (les fonctions al^éhriffiies
quelconques.

Cette condition est évidemment suf f i sante .
Pour montrer qu 'el le est nécessaire, nous i n d i q u e r o n s d'aixml les

deux relations

j(^^)^4^(ï+an^4^a,^.^

((^^n^^.(x.^î)^4.^^^~

que l 'on vérifie fac i l ement . El les expriment que la surface A corres-
pond à la surface rninima B par or thogonal i té des é léments»

On dédui t de l 'équation (5)

( 1 9 ) (^+ / / l ) ^+^ ( À l—^ l ) y+ (^ l ^ l~ ï ) ^ "4- (^i^i4-:0^=-^///(ai, h^).

Sur la surface i so thermique , les dép lacements effectués s u i v a n t une
ligne de l o n g u e u r nu l l e sont dé f in i s par les re la l ionB

JX -=p dK ̂  q dV, dV 4- dV^ dZ^='ô

( p et q désignent les dérivées, partielles de X par rapport à X et à Y).
Ri la surface11 est algébrique, p et q sont des fonc t ions a lgébr iques

d e X e t Y . /
Ces équations définissent, pour les d i f f é ren t i e l l e s dx^ dy^ d&, deux

systèmes de valeurs SX, ûY, oZ et ô'X, â"Y, o'Z.
'On dédui t des équat ions précédentes que le déplacement est néces-
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sai rement représenté par les formules

( 2 0 ) r 5 X = = o X , oY:=/i(X,Y)ôX, oZ= : /2 (X ,Y)ÔX,

j\ (X, Y) e t /2(X, Y) étant des fonctions algébriques.
Dif Ïerent ions les deux membres de l 'équation

, ,r=:X(^—^),

nous obtenons
0,2" -= ( // — ii ) ôX. 4- X o^.

L'égalité

(-U) X24•-Y24«Zâ^^-!^•^ — ît

montre que u est une fonct ion algébrique de X et de Y.
En employant les relations (-20) et (21), on pourra représenter le

déplacement correspondant effectué sur la surface A par les formules

ar -:: ¥ , ( X, Y ) ^/X, oy r= F, ( X, Y ) d X , oz •••:•:: V, Ç X, Y ) d X,

F, ( X , Y ) , F y ( X , ' Y ) el F ; { ( X , Y ) é tant des fonct ions algébriques-
Si to déplacement correspond à une variation du paramètre a,,, QX,

•^ ^ . .. , ,. •ii , ûx ôy ûz . 1oy, 05 sont respectivement proport ionnelles a -,—"5 —^ .—? et la pre-
mière relation (18) devient

. , ( ï ~ a]) ¥,( X, Y) + /(i -4-- a ] ) F,(X, Y) + 20, F,(X, Y) = o.

a, est donc une fonction algébrique de X et Y; on démontrerait d 'une
manière analogue que &, a la même propriété.,

x, y , z et u é t an t des fonctions algébriques de X et Y, on déduit de
Inéquat ion ( H')') que

/•(^,^)^A!+AJ^I
J " ï ) ^B\

est une fonction, algébrique de X et Y, et, par suite, de <^ et b^. Nous
allons démontrer qu,e, si la, fonction fÇa^ ^) est algébrique, les fonc-
tions A,i et B< sont nécessairement a lgébr iques»

Donnons, en effet, à b^ deux valeurs distinctes, nous obtiendrons
Afin. de l'Êc\ NonnaÎG. 3" Série. TomtiXIV. iVUns ï8()'7. ï^
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deux fonctions algébriques de a,

f+ A i W I -h Ai / /

^"A\n ' \/A^

(w, n,p, q désignent des constantes)*
Le quot ient de ces deux fonctions est

l 4" A i / / / , / f/
m^p y /r5

ce quotient étant algébrique, A,, l'est aussi et B,| a la même propriété.
La surface M' est renveloppe du plan défini par l 'équation

( Oi "I- Ai ) ,r -h /( ̂ i — ff^ ")r ••••h ( Cï\ l^i — i ) :' — lï f\ Hi ^i ) i''1. o.

Cette surtace est donc algébrique lorsque j\a^b^) est une fonc-
tion algébrique. Les surfaces M et A sont algébriques en même temps
que la surface ^othemnque correspondante.

La proposition énoncée au n° â9 est démontrée.
Dans un Mémoire q u i sera pub l i é p l u s tard nous fe rons l ' é tude géo-

métr ique des surfaces i so tbe rmiques p r é c é d e m m e n t d é f i n i e s .


