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ANNALES

SCIENTIFIQUES

I’ECOLE NORMALE SUPERIEURE.

MOUVEMENT D’UN PROJECTILE DANS L’AIR,

Par M. Paur GAUTIER,

PROFESSEUR AU LYCEE D'ALGER.

1. L’étude du mouvement d’un projectile dans un milieu résistant date
de Porigine du Calcul infinitésimal. Newton et Wallis ont douné les
premiers travaux sur ce sujet en 1687.

Lesrecherches de Newton se trouvent danslesecond livre des Principes,
etcelles de Wallis dansles Transactions philosophigues. Deux ans plus tard,
Leibnitz publia un Mémoire sur le méme sujet dans les Acta eruditorum.

Jean Bernoulli fut provoqué par Keill 4 déterminer le mouvement d'un
projectile dans un milieu homogene, lorsque la résistance est propor-
tionnelle au carré de la vitesse. Ilrésolutle probleme plus général ou la
résistance est proportionnelle & une puissance quelconque de la vitesse.
Ses recherches furent publiées, ainsi que celles de son neveu Nicolas
Bernoulli, dans les Acta eruditorum, 1719, p.216. Plus tard, Legendre
ramena aux quadratures la détermination du mouvement d'un projec-
tile quand la résistance est égale & une constante, plus un terme pro-
portionnel au carré de la vitesse (Mémoires de I’ Académie de Berlin, 1782).

On peut encore consulter sur le probleme balistique : Euler (M-
moires de I’ Académie de Berlin, 1753), Borda (tbid., 1769), Templehoff
' (tbid., 1788-1789), Moreau (Journaldel’Ecole Polytechnigue, XI* cahier).
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Ces indications ont été puisées dans les Problémes de Meécanique
rationnelle de M. I'abbé Jullien. _

Dans tous ces travaux, le projectile est toujours considéré comme un
point matériel, et la résistance du milieu comme une force dirigée sui-
vant la tangente 2 la trajectoire, et en sens contraire du mouvement.

Poisson a publié (Journal de I'Ecole Polytechnique, 1838-1839) un
Mémoire tres-développé sur le mouvement d’un projectile dans un
milieu résistant, en tenant compte de la forme du projectile et en
admettant que la résistance est proportionnelle au carré de la vitesse.
Mais il s’est borné au cas ol le projectile differe tres-peu d’une sphere.

Je me propose de reprendre cette question pour un projectile quel-
conque de révolution, et en adoptant d’autres lois que celles que Poisson
a admises.

Le tir des canons rayés donne de I'intérét a cetle étude. On a reconnu,
en effet, que les projectiles animés d’une vitesse de rotation autour de
leur axe de figure éprouvaient une déviation latérale, qu’en termes
artillerie on nomme derivation. Cette dérivation est assez considérable
pour qu’il ait fallu en tenir compte dans le tir. Il est évident que si la
résistance de l'air pouvait étre représentée par une force appliquée
au centre de gravité et tangente & la trajectoire de ce point, cet effet
ne se produirait pas. '

2. Quand un corps se déplace, les éléments de sa surface n’agissent
pas de la méme maniere sur I'air qui les touche. La surface doit étre
considérée comme partagée en deux régions, I'une qui sort de I'espace
actuellement occupé par le corps et l'autre qui pénetre dans cet
espace. La ligne de séparation de ces deux régions est l'intersection
de la surface du corps dans la position qu’il occupe actuellement avec
cette méme surface pour la position infiniment voisine que le corps
prend aprés. Les éléments de surface appartenant ala premiere région
compriment 'air; ils supportent donc la pression ordinaire de I'air et
en outre une résistance normale dirigée de dehors en dedans, et dont-la
grandeurdépend de la compression éprouvée par I’air. Les éléments de la
deuxieme région se trouvent en contact avec un air dilaté; ils suppor-
tent alors une pression moindre que la pression atmosphérique ordi-
naire. On peut dire qu’ils supportent une pression égale a la pression
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ordinaire, & la condition de leur appliquer une force normale de sens
contraire, ¢’est-a-dire dirigée de dedans en dehors, et dont la grandeur
dépend de la dilatation de I'air. Enfin, dans chaque région, les résis-
tances élémentaires ne sont pas égales, parce que, les vitesses de ces
éléments n’étant pas égales, la compression ou la dilatation de Iair
n’est pas la méme. Cette compression ou cette dilatation ne dépendant
que de la vitesse normale de ’élément, j’admettrai que la résistance
élémentaire de I'air est proportionnelle 2 une certaine puissance de la
vitesse normale de I'élément sur lequel il agit. J'admettrai en outre
qu’a égalité de vitesse normale, les résistances élémentaires appliquées
aux éléments des deux régions sont les mémes. Cela revient & dire que
lorsque l'air éprouve un méme changement de volume en plus ou en
moins, la pression qu’il exerce sur I'élément qu’il touche est changée
de la méme quantité.

Les pressions ordinaires appliquées aux éléments de la surface se

composent en une seule force qui est la poussée de I’air.
" Cestune force verticale dirigée de bas en haut, égale au poids de
lair déplacé et dont le point d’application est le centre de gravité du
corps considéré comme homogene. Les résistances élémentaires peuvent
étre remplacées par deux forces seulement dont 'une passe par le centre
de gravité réel du corps. \

Il est aisé maintenant de comprendre qu’un projectile de révolution,
animé d’une vitesse initiale dirigée suivant son axe de figure et d’une
rotation initiale autour du méme axe, peut éprouver une dérivation.

Au commencement du mouvement, le plan vertical qui contient I'axe
est un plan de symétrie, et les forces élémentaires peuvent étre rem-
placées par deux forces contenues dans ce plan, ayant pour points
d’application, la premiere le centre de gravité, et la seconde un certain
point de I’axe. Le projectile se trouve deés lors dans les mémes condi-
tions qu’une toupie qui se meut sur un plan horizontal poli. On sait que
’axe de la toupie tourne autour de la verticale menée par le centre de
gravité. Il en sera de méme de I’axe du projectile; il sortira donc du
plan vertical qui le contenait d’abord.

Dés lors, le plan vertical qui d’abord contenait I’axe n’étant plus un
plan de symétrie pour la surface du solide, il n’y a plus de raison pour
que les deux forces qui peuvent remplacer les résistances élémentaires
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soient contenues dans ce plan. Transportées parallelement & elles-
mémes au centre de gravité, elles se composeront en une seule force qui
conjointement avec le poids détermine le mouvement de ce point. On
pourra décomposer cette force en deux autres, I'une située dans le
plan vertical initial, et 'autre perpendiculaire & ce plan. Cette derniére
déterminera la dérivation du projectile.

Ces considérations suffisent pour faire comprendre la possibilité
d’une dérivation, mais non pour en déterminer la grandeur et le sens.
Il faut, pour cela, se donner une loi de résistance. Dans une premiere
Partie, je supposerai la résistance élémentaire proportionnelle & la
vitesse normale, et dans une deuxieme Partie je la supposerai propor-
tionnelle au cube de la vitesse normale.

PREMIERE PARTIE.

RESISTANCE PROPORTIONNELLE A LA VITESSE.

1. Je suppose un projectile de révolution dont le centre de gravité
est animé d’une vitesse initiale ¢, dirigée suivant son axe de figure, et
qui possede en outre une vitesse initiale de rotation » autour du méme
axe. Jappellerai « I'angle initial que cet axe fait avec I'horizon.

Ce projectile est supposé homogeéne; mais il peuat étre creux. Dans
ce cas, je supposerai la cavité de révolution autour du méme axe que
le projectile. Il résulte de Ia que le centre de gravité réel du corps est
situé sur 'axe de révolution, de méme que le centre de poussée; mais
ces deux points peuvent ne pas coincider. Il en résulte aussi que les
deux rayons principaux de giration perpendiculaires & I’axe, menés
par le centre de gravité, sont égaux entre eux.

Je rapporterai les positions successives du centre de gravité a trois
axes fixes Ox, Oy, Oz, menés par sa position initiale. Je prendrai
pour axes des « et des z 'horizontale et la verticale contenues dans le
plan vertical qui contient I'axe an commencement du mouvement, les z
positifs de bas en haut, les o positifs dans le sens du mouvement.
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Pour axe des y, je prendrai I’horizontale perpendiculaire au plan z0wx,
et comptée positivement vers la droite d’un observateur placé sur I'axe
des z et tourné vers I'axe des «. :

Je rapporterai les points de la surface aux trois axes permanents
d’inertie G2', Gy', Gz’, menés par le centre de gravité G.

L’axe de révolution est le premier d’entre eux; les deux autres peu-
venl étre choisis arbitrairement dans le plan perpendiculaire a I'axe
de figure. Je prendrai pour Gy’ la droite qui coincide avec Oy au com-
mencement du mouvement; alors Gz’ sera Ia droite perpendiculaire au
plan 2/Gy’, et qui coincide avec Oz quand les axes Ga’ et Gy’ coin-
cident avec Ox et Oy.

Cela posé, soient, & I’époque ¢, x, y, z les coordonnées du centre
de gravité; p, g, r les vitesses de rotation du solide autour des axes
permanents d’inertie, ces vitesses pouvant étre positives ou négatives
conformément aux conventions en usage dans les Traités de Mécanique
rationnelle. Soient «a, @', a’, b, ¥, ¥", ¢, ¢/, ¢” les cosinus des angles
que les axes mobiles font alors avec les axes fixes; F,, F,, F; les
sommes des composantes des forces extérieures paralleles aux axes
fixes; M., M,, M, les sommes des moments des mémes forces par rap-
port aux axes d’inertie; soient enfin M la masse du solide, 7 et /' les
deux rayons de giration. Les équations qui définissent le mouvement

seront :

dz _ o 'y o PR
Mz?‘-__l’z, M-~ =F,, MW'—F”

. 4p
Mz L=,

Ml”%:M(l"—l’)pr—(—Mf,
I d}' 19 2 /

MZ-E:—-M(W—I)pq—}—M;;
da da , ’ da” ” n”
-(—l—t—z:br-—cq, —E{?::br——cq, —(Z—t—:bl'—cq;
ﬁ_ > — ar dbt ,oodbr o, v
7r = CP roogp =P —dr, e =cp -l
.(.Z_C;—-— — b .(;l_c_l_-_- ’ 1% de” e 1%
= MTO g =P g =ed e

Cela fait quinze équations et quinze inconnues.
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Les valeurs initiales de ces inconnues sont, d’apres ce qui précede,

x=o0, y=0, 3=0, p=w, =0, r=o;
dx dy dsz .
77 = e c0s, =0 Zﬁ:uosma;
a4 == CoSc, ad =o, a’'=sina;
b=o0, . b =1, b'=o;
¢ =—sinag, ¢ =o0, c¢"=cos«.

2. 1l faut déterminer les quantités F,, F,, F,, M, M,, M.. Soient «/,
y', 5" les coordonnées d’un point m de la surface; ds I'étendue de 'é1é-
ment infiniment petit de surface auquel ce point appartient; X, Y, Z
les cosinus des angles que la normale & cet élément dirigée de dedans
en dehors fait avec les axes permanents d’inertie; u, «', u” les vitesses
du centre de gravité estimées sur des droites fixes, coincidant, &
époque ¢ avec les axes d’inertie.

Les vitesses du point m, estimées suivant ces droites, seront

u—+qs' —ry', w—+rx'—pid, u+py' —qx'.

.

Si P'on appelle V la vitesse normale du point 7, on aura

V=(u+qz"—ry" )X + (' +rz"— p3' )Y + (¢ + py’' — qx’) L.

La résistance élémentaire appliquée a I’élément dont le point m fait
partic sera, d’apres la loi adoptée, £Vds en valeur absolue. Je peux
remplacer £ par eM, M étant la masse du solide et € un coefficient con-
stant. La valeur absolue de la résistance élémentaire est donc eMVds.

Je suppose d’abord que le point 7 appartienne & la premiere région
de la surface, c’est-a-dire que, par suite du déplacement du solide, ce
point sorte de I'espace occupé par le corps a I’époque ¢. Alors la direc-
tion de la vitesse du point 72 fait un angle aigu avec la direction de la
normale extérieure. Or le cosinus de cet angle a le méme signe que V,
el, puisque cet angle est aigu, V est positif. La résistance élémentaire
est dirigée suivant la normale intérieure; ses composantes sur les axes
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d’inertie seront done
—::MVXds, —eMVYds, — <MVZds.

Je suppose en second lieu que le point 72 appartienne & la seconde
région, c'est-d-dire que ce point pénétre dans I'espace actuellement
occupé par le corps; alors la direction de la vitesse du point m fait un
angle obtus avec la direction de la normale extérieure. Il en résulte
que V est négatif; la valeur de la résistance élémentaire est alors
— ¢MVds en valeur absolue ; mais cette résistance est alors dirigée sui-
vant la normale extérieure; ses composantes sur les trois axes seront
comme précédemment

—eMVXds, —eMVYds, — e¢MVZds.

Les moments de ces composantes, par rapport aux mémes droites, sont
des lors :

—eMV(Zy' — Y3')ds, — MV (Xz'—Zx')ds, — MV (Yg — X)')ds.
Les sommes des composantes surles axes d’inertie sont done
— cMEVXds, —eM2EVYds, —:MXVZds,
et les sommes des moments
—eM2EV (2y'—Y3')ds, —eMEV(Xz'—~Zz")ds, —eMEV(Ya'—=Xy')ds,

les sommes se rapportant & toute la surface du projectile.
Les sommes des composantes des forces résistantes sur les trois axes
fixes passant par I'origine sont

—M(a 2VXds +b EVYds +c¢ EVZds),
—eM (e EVXds+ 0 EVYds + ¢ EVZds),
— eM(a"2VXds + b"EVYds + ¢"2VZds).

Outre les forces résistantes, il y a encore # considérer le poids du
corps et la poussée de I'air. Soient Ple poids du corps et = celui de
Pair déplacé, — P + = sera la somme des composantes sur I'axe des Z;

;e w . . , N
on peut écrire — P (r -——1;> ou bien — Mg, g représentant des lors
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Paccélération due au poids du corps dans I'air. Les composantes de
ces forces sur ‘les axes des x et des y sont nulles. Le poids du corps
¢tant une force passant par le centre de gravité, ses moments par
rapport aux axes d’inertie sont nuls, mais il n’en est pas de méme de la
poussée. Soit d la distance du centre de poussée au centre de gravité,
d pouvant étre positif ou négatif. Les composantes de la poussée sur
les trois axes d’inertie sont

wa’, wb’, wd,
et les coordonnées de son point d’application
d, o, o.
Les moments par rapport aux axes d’inertie sont donc
o, —uwdc’, —+wdbd”,
ou bien, en posant wd = My,
o, —Mpce”, + Mpbd”.

3. Détermination des intégrales doubles. — La valeur de Vpeut s’écrire,
en développant,

Ve=uX +w'Y w2 + ¢(Xz'—Zz') + r(Ya'— Xy7).

p v’y figure pas, parce que, la surface étant de révolution, on a en
chaque point Zy' — Yz’ = o. '

Pour avoir les intégrales cherchées, il faut multiplier cette expres-
sion successivement par

Xds, Yds, Zds, (Xz'—Zzx')ds, (Yx'— Xyp')ds,

etintégrer sur toute la surface.

Je remarquerai qu'une intégrale dont I’élément est de degré impair
par rapport 2 Y et y’ ou bien par rapport & Z et z’ est nulle. En effet,
la surface étant de révolution autour de I'axe des ', les éléments sont
deux & deux symétriques par rapport aux plans z'ox’ et yox’. Les
valeurs de Y ety ou hien de Z et 2’ qui correspondent & des éléments
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symétriques sont égales et de signes contraires; des lors 'intégrale

étant la somme d’éléments deux 4 deux égaux et de signes contraires
estnulle. On obtient, en tenant compte de cette remarque,

EVXds= uZXz2ds,
IVYds=u'2Y*ds + r2Y (Yz'— Xy’ )ds,
IVELds=u"32*ds + q2Z(Xz' — Zx')ds;

EV(Xs'—Zx')ds=u"37(X5 —Zx')ds + ¢Z(X 3z — Zx’)-ﬂds,
EV(Y2'— Xy )ds= ' ZY (Yo' — Xy )ds + rZ(Yx' — X 3’ ) ds.

Je remarquerai maintenant que deux intégrales dont les éléments ne
different que par le changement de Y et)y’en Z et z’, et réciproquement,
sont égales. Cela résulte de ce que, la surface étant de révolution, rien
ne distingue les axes des y et des z.

Je pose

2Xds=A, ZEYds=B, EY(Yx'— Xy')ds=C, Z(Xz' —Zz')*ds=D.

A, B, G, D sont des coefficients constants dont la valeur dépend de la
forme du projectile, et qu'on pourra calculer quand on se donnera la
section méridienne. Il vient alors

2VXds=Au, EVYds=Bu'+ Cr, E2VZds=Bu"— Cgq,
IV(Xz'—Zx')ds=— Cu”+ Dgq, EV(Yz'—Xy')ds =Cu'+ Dr.

Les quantités u, u’, u” qui entrent dans ces équations ont pour
valeurs

4 Y 4z

U — ar - a [l_l a EZ’

- ; dz . ,dy‘ ”d,o
u -—bgt-—-rb ’d—t"l—b Ey

dzx dy
dt AR TS

Les équations du mouvement sont maintenant connues.

Les moments des forces par rapport a I'axe d’inertie G2’ étant nuls,
il en résulte que p reste conslant; il garde donc sa valeur initiale o. Il
n'y a donc plus que quatorze équations et autant d’inconnues.
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Ces équations sont

((lez.‘?-'-'f__s[aAu+b(Bu'+Cl’)+c(Bu”———Cq)],
%%:f—e[a’Au—l—b’(Bu’—{—Cf‘)+C'(B“”—'Cq)]’
£gti-’:-'g’—s[a”Au—l—b"(]}u"-imCf‘)'?' ¢(Bu”—Cq);
1'2%]:(1/:_12)&”,__P,c”——e(——Cu”—l—Dq},
r Z’f:—u"—l’)mq+Hb"—s(Cu’+D");
da dd , ’ da” _ ., .
g =br—eq,  p=br—dg o =br—cy,
db _ ) (ﬁ — e —a'r EIZ —wc! —a’r
T =we—an 7 =0 ) di = ’
dc dc’ ' ’ (ZC” ” ”
{-,—t:———o)b—l—llq, _([_[___*&)b +da'q, —(Tl‘-:_‘mb -+ a’q.

%. Pour connaitre les circonstances du mouvement, il faut intégrer
les quatorze équations simultanées qui précedent. On connaitra alors &
chaque instant la position du centre de gravité et la direction de I'axe
de figure. Cela ne peut se faire exuctement, mais on peut avoir des
valeurs approchées des inconnues, dans le cas ol les termes qui con-
tiennente et p.en facteurs sont trés-petits par rapport & g. En effet, lesin-
connues sont alors développables en séries rapidement convergentes par
rapport aux puissances croissantes de ¢ et w. Si I’on peut calculer les
premiers termes de ces séries, on aura des valeurs suffisamment appro-
chées des inconnues.

Ainsi, je suppose ¢ et p. trés-petits, et je me propose de déterminer le
mouvement de rotation du solide autour de son centre de gravité en
négligeant les puissances de ¢ et . supérieures & la premiere, et cela me
permettra d’avoir o, y, z en ne négligeant que les puissances de ¢ et p.
supérieures a la seconde. On obtient une premigre approximation en
remplagant ¢ et p par zéro dans les équations du mouvement. Les valeurs
obtenues pour les inconnues par I'intégration des équations ainsi for-
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mées sont les termes indépendants de ¢ et p dans les séries précé-
demment indiquées. Elles correspondent au mouvement dans le vide.
Les équations différentielles deviennent )

d*z dy dz R

e =% A=Y d@e T &
i d ’9 2 dr 12 2
l"-——d?::(l-—l-)wr, l"(-ﬁz——(l — I?)wg,

lesquelles donnent, en tenant compte des valeurs initiales,
. 1
=0, C0Sx, ¥y =0, 3Z=¢iSine— 3 gt*, ¢ =o, Fr=o.

Les équations aux cosinus sont alors

da_o da’__o da”___o
dt — 7 dr T dr T
d A
372&)0, —a—t—:&)c, "'ZZT:(JJC y

"/ "
%:—wb, %:—wb’, (flat = —wb".

Intégrant et tenant compte des valeurs initiales, on obtient

a = CcO0S«, a’ =o, a” =sine,
b= —sinasinné, b =coswt, b” = cosasinnt,
¢ = —sinxcosw?, ¢ = —sinwt, ¢’ = CoS«xCOSwi,

valeurs qui prouvent que ’axe du projectile se déplace parallelement
a lui-méme. On aurait pu regarder ce résultat comme acquis, et en
conclure géométriquement les valeurs qui précédent.

5. Je pose

. . .
x =yl Ccosa +x,, 2zZ2=v lSina — Egt’—i—z.,

a4 =Ccosa + a, «" =sine + o,
b= —sina sinwi+ b, O =coswt+ ¥, 0" = cosusinwt + 07,
¢= —sinxcoswl+c, ¢ =—sinwi+c,, ¢’ =cosxcosnt—+ .

Annales scientifiques de U Ecole Normale supérieure. Tome V. 3
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4

Les variables 2,, v, 5,, ¢, 75 a,, &, d;; b, b, b5 ¢, ¢, ¢y, sTan-
nulant en méme temps que ¢ et w, contiennent ces nombres en fac-

teurs.
Les équations aux cosinus deviennent, par cette substitution,

da, . . / . dd' Csinmi)
‘T::smz(qcoswt—-—rsmml), —c-_l—l-:qsmmt—i—rcoswt, —Ji—:—cosx(qcom)l—lsmr.; )
db db' dav" .

77] =me, — reose, Ttl =ad, Tz’tﬂl =ud, —rsing,

de de' dc" .
T['::—/..-xbl-e-qcosm —d—t':——mb'l, —d?‘:—mb”, -+ ¢sine.

Jai négligé dans ces équations les carrés des nouvelles variables, ce
qui revient & négliger les carrés de < et p.
, . av . dc, , ’ Y
Les deux équations —rt = wcy, —t = — ob, montrent qu’a l'ap-

proximation convenue on a

A la méme approximation on a, d’aprés les équations en «, et @,

n

da . dd N
Cosu -d—t' -+ sing d—t‘ =0, d’ou I'on conclut

a=—d, . 1anga.
6. Je considere maintenant les deux équations

db, @we, — F oS de. wb, + g cos
_— J— o —_——— COS ¢«
i | r Fi W0, =+ ¢

Je pose

by=Msinwt + M coswt, ¢, =Mcosat— M sinmt,
M et M’ étant deux nouvelles variables; on en déduit aisément

bisinmt +cicoswi=M, b,cosmt— ¢ sinni=3,
puis

qinuth & COS 0 th/ cos co th i ar
s — Ve =} . ——— —_—
Wl — ~+ - o, St i Sinem i qeosa.
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Cela donne

dM . da” . "
—l-ﬁ—::cosa.(qcoswt——rsmm;):——dTa . dott. M=—d,

an . da' .
-d—l-::—cosa(qsmmt+rcoswt):—-c05a-—[l?, d’ot M' = —d cosa.

Ainsi on peut remplacer les deux équations différentielles en 4, et c,
par les deux relations suivantes :

bisinwt +c cosnt=—d,|, .

b,coswt —ec sinwi=—da’ .cosa.

En opérant de méme, on trouve que les deux équations différentielles
en b’ et ¢’, peuvent étre remplacées par les relations

bl sinwit + ¢ coswt = — a tang «,

b coswt — ¢, sinwt= —da sina.

On voit d’apres cela que tous les cosinus dépendent seulement de a’
et @i, et cela était évident a priori, parce que, w étant constant, le
mouvement de I'axe de figure détermine celui des deux autres axes
d’inertie.

7. Pour avoir @' et @', , il faut, d’aprés les relations précédentes, con-
naitre les deux expressions gsinw? + rcoswé, ¢ cosw? — rsinwé, au
premier ordre prés.

Les équations aux rotations sont

" fé—? ={"*"—P)or—pc"+e(Cu”—Dgq),
1O (1%~ I)ag 4+ ub” —e(Cu + Dr).

Négliger les puissances de ¢ et p. supérieures a la premiere, cela re-
vient & faire ¢ et p. nuls dans &, ¢, C&/ + Dr, Cu” — Dg.
Il faut, par conséquent, supprimer les termes D¢, Dr; remplacer &”

et ¢” par cosasinwi et cosxzcosw?, puis calculer u' et «” en y négli-
3.
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geant les termes du premier ordre. On a

, dx dy'

u + ¥ -+ b dz
dt de’
dy‘ dz
II_ +cl__ +cll_
w=Cq dt di’
dx—-vcos y—-o z—-v sine ot
dt — % gy T @ T 8t
b =—sinasinwl, ¢=—sinxeoswt, b’=cosasinw?, ¢’=cosacoswl.
Done
W= —gtcosx.sinwi, u’=—gicosa.cosnl.

Les équations aux rotations deviennent alors

2 ___ ]2
%:—“Z [Izl ‘*’r—jla(}t-l-icgt)COSacosm,
Ig__ 2
%:"‘E“l—lﬁ’Q-*-l,z(H+ngt)cos<xsinmt.

Je pose comme précédemment

12 2 2 __ 2
¢ = Msin (l l,zl mt)—l—M’COS(l 1,21 mt>,

r—Mcos ('1‘2—1::2‘5“’0" M’ sin(z 2;2 lzo)t),

d’olt I'on déduit
. l:! . 12
¢sinwt + rcoswt=Mcos l—,;wt) + M’sin <7-2 mt)7
. (D [
gcosw? — rsinw? = — Msin et)+ M'cos <l_’=°’t>’

Les deux équations différentielles deviennent

(U= dM -1 N’ :
Sm<_l_2—")t> -+ os<—F—mt>—aT —-l—x,—,(gx—f—ngt)COSonOSwt,

12— dM L (U= dM’ 1 .
005( G wt>_d—t_ —sin <—7,T— wt) Tr =T (. +eCgt)cosa sinwt,
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lesquelles peuvent étre remplacées par les suivantes :

21
dM 1 12
aw
R

lz
77 (o + ngt) cosa co; (l—,; )

Intégrant et tenant compte de ce que M et M’ sont nuls pour ¢ =o
on obtient

M= C;—S: [[.c—— (e +eCgt) cos(ll,ﬂ t> —+ %ngsin <7l,i2mt>]:
M=— cgs: 5:2 eCg +(usm<ll,22mt>—#aCdcos<lI t>]
Ces valeurs donnent
qsinmt—i—rcosmt:——C;i)a[y+s(]°'t——ycos(;,;m‘)-—llz—,;ngsin <l' mt)] .
qcoswl—-rsinmt:—cosa

rs 3 2
T [ll eCg +usm(l mt) !

2 -
7 —F-cCgcos( t> J
on en conclut
’ 2 [ 5
%fl; = — c?ﬂ%[p-i- eCgt — pcos (—2 t) o ¢Cgsin <1/2 J")]
da, e cos2
dt — T°

I 2 l
[ eCg+ 57 77z {J.Sln (l >—ngcos<l,2mt>]

En intégrant, on obtient

AL 2\
4 c?zsma[yt—i-—ngt’ BT 51“(75“’5)
72\ 2 2 f]\ 2 i
+(ll=—w) ngcos(ll—,zwt>——(lL25> ng:',
. "2 cos?e
YT e

2 1 A
eCgt+ p— p cos (ﬁ“’t) ngsm & mt):l

Une parallele 4 I'axe de révolution menée par I’origine des coordon-
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nées a pour projection sur le plan horizontal une droite dont 'équation

RH

Si Pon appelle ¢ l'angle que cette droite fait avec Oz, on a

-

tang «
ang Y = —,
sv a

¢’est-d-dire, en négligeant les termes du deuxieme ordre,

On a done

[r /2 i\ I
_‘J’l—’—rjsm<i'—z°’t> +<[~—C-o-> ¢Cgcos (?;o)t>].

Les valeurs de ¢ et de @’ = sinx + o définissent le mouvement du pro-
jectile autour de son centre de gravité.

Elles renferment des termes périodiques et des termes non pério-
diques.

8. Je considere la droite dont le mouvement serait défini par les
termes non périodiques, de sorte qu'on aura pour cette droite

b=— | = L 2FC“‘+ {+ ~eCat?
T e \lew) TP ¢ PR

’2 @
= {-;—2§f(y+ eCgt).

Cette droite représente la position moyenne de 1’axe du projectile. Je
P'appellerai I'axe moyen. L’axe réel tourne autour de cet axe moyen:
je 'appellerai 'axe vrai. Jappellerai encore pole moyen et pole yrai
les extrémités de longueurs égales & 'unité portées sur ces deux axes
a partir de I'origine.

Les formules qui précedent montrent que I’axe moyen tourne autour
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de la verticale menée par le centre de gravité et que ce mouvement est
uniformément varié. Il change de sens avec le sens de la rotation ini-
tiale du solide autour de son axe de figure, ct il est d’autant plus lent
cque la vitesse de rotation initiale est plus grande.

Ce mouvement est I'analogue de celui qu’on appelle en Astronomie
mouvement de précession.

Outre ce mouvement de rotation autour de la verticale, I'axe moyen
posséde un second mouvement, en vertu duquel il se rapproche ou
s’éloigne de la verticale. Ce second mouvement est beaucoup plus lent
que le premier si w est grand, et son sens est indépendant du signe
de w, c’est-d-dire du sens de la rotation du solide autour de son axe de
figure. La vitesse de ce mouvement est constante.

Ce mouvement est I’analogue de celui qu’on appelle en Astronomie
variation séculaire de I'obliquité de 1'écliptique.

N

9. Il reste a étudier le mouvement du pole vrai autour du pole
moyen. De 'origine comme centre, je décris une sphere avec un rayon
égal & P'unité. Soient P et p les points ol les axes moyen et vrai percent
cette sphere; OA et OB les rayons qui coincident avee les axes Ox et Oz,

Je mene les axes de grand cercle BP et Bp qui percent le plan horizon-
tal en C et D, puis I'arc de grand cercle ACD. Par le point p, je méne
I'arc de petit cercle pE perpendiculaire & I'arc de grand cercle BP.
Soit E le point d’intersection des deux arcs. Les arcs PE, pE étant trés-
petits peuvent étre considérés comme rectilignes; je les appellerai £ et n,
et je compterai £ positivement de P vers C, et ;; positivement de C versD.
Je cherche maintenant les valeurs de £ et 4.
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L’arc BE étant égal aBp, ona

r2 2
(‘OQ(BP-{-&)—SII](Z—}-Z—ZCL:——( +eCgt)
[ cos’a " . (b i
-—-T[ cos(l,z col> ers eCg sm(l,z mt)J
ou
2 2
(osBP——EsmBP_sma—l—l—EQ—S-—( +¢eCgt)

lw?
{"?cos?a 2 I .
— W—[y. cos <F wt> e e Cgsin (l“ o>t>]
sin BP doit étre remplacé par cos «, parce qu’il est multiplié par &, et

l'*cos?a
cosBP = sin« + —Jrgr (P (p.+eCgi).

__ {*cosa ([ I . <l’
E= W[[J cos (l,zo)t> -+ mngsm ﬁmt>]

©

Done

D’autre part, on a
‘ n = DC cose.

L’arc AD a méme valeur que sa tangente & I’approximation convenue;

donc
__"cosx (e t—ﬁ— Crrcosl ;
=TT | PN\E®Y) TR R\

fin faisant la somme des carrés de £ etx, on obtient

2 4
b= l———c—gs——-<;2+ l—- s’C’g)

IATAY ln

quantité indépendante du temps. On en conclut que I'axe vrai tourne
autour de 'axe moyen en décrivant autour de lui un cone de révolution.

2

l
La durée de ce mouvement périodique est 27 7-—> quantité trés-petite
si o est grand. Il faut maintenant trouver le sens de ce mouvement. Il
est déterminé par le signe de I'expression

21y 25,
dr —"at”
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(Cette expression a pour valeur

lI'? cos*« l's
H 2("2 o2,
Ty p e2Cg

l?
On en conclut que le sens de ce mouvement est le méme que celui de
la rotation du projectile autour de son axe de figure. De plus, la vitesse
, A
est constante et égale & 7
Le mouvement de 'axe vrai autour de 'axe moyen est 'analogue de

celul qu'on appelle en Astronomie mouvement de nutation.

10. Le mouvement du solide autour de son centre de gravité étant
maintenant connu, je vais déterminer le mouvement de ce point. Dans
les valeurs de u, v/, w’, je fais

dzx dz, dz . dz,
E:aocosa—i—wa Ti?:vosmae——gt—i—m,
a4 = COSw -+ a,, a” =sina + «,
b —=—sinasinewt+ b, b =cosnt, b” = cosa sinwi + 0,
¢ =—sinacoswl+c, c¢' = —sinwl, c¢”=cosxcoswi-+ c’,

et je néglige les puissances des nouvelles variables supérieures & la pre-
miere. J'obtiens ainsi

- s dxl r dzl "
U _un—gtsma+ COSQTJ——F‘DID&—JZ——(I‘ gt,
uw gt cosa sinw ¢ sin dz, cos dz, sine?
= — - oL — o= @
5 dt dit /
. d)" b " .
—r—mcoswt—i— 19 oS ~+ b (v Sina — gt ),
. . dx, dz,
U= — ot t — _— — w i
. g CcoSa cosSw (sma 7 cosa 77 ) €os®
dy N t ~ U H A
— 7 Sinei -+ Civ CoSa - C, (vosine — gt).

On obtient ensuite au méme degré d’approximation

2VXds=A(v,— gtsina)+A <cos:x% ~+ sinoz-‘-f%> —Agtd,,

Annales scientifigues de I’Ecole Normale supcérieure. Tome V. 4
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2VYds= —Bgtcosasinw -+ B(—- sina (‘{E -+ cosa ([lz[

)Smw{
dy P :
4 BEZ coswi =+ B[ b, v cosa + b (v, sine— gt)] + Cr,

dzx, dz,
> e —
VZ ds = Bgtcosozcoswt+B( sino —— 7 —f—cosadt)nosmz
——B%smwt—kB[cloocow-l—c'ﬁ(oosina—gt)]—-Cq.

Portant ces valeurs et celles des cosinus dans les équations du mouve-
ment, j’obtiens au deuxieme ordre pres, en tenant compte des relations
précédemment trouvées,

V=0, ¢,=0, a=—d,| tange,
b, sinnt + ¢, coswi=—d, b, coswt—e, sinwt=— &' cosa,
U . " — " 7 x — ! N
bisinwt + ¢ coswt = — o tange, &) coswt— ¢\sinwt= — o sina,
dd’ da'

—+ = — cosa (g coswt — rsinni),

T =g¢sinwt + rcoswl,

dt

les valeurs suivantes :

d*x, . .
T{%:——a[Acosa(uo—gtsmoc)—}—Bsmacosa.gz
+ A cos« | cos dzi | e %2
24 Otdt ,Slndm
-+ B sin sinexdx —cC dz,
“ dr %% g
all _all
+(B— A) (v sina + tcosza)&—a-s—;z—htanga lt]
dz, . .
a7 — —&|Asina(v— gtsine) — Bcos’a. gt
. dx dz,’
—+—Asmoc<cosa—d—t~+sn dt)
— Bcos« | sin lx‘—-cos dz,
74 1n o dl O(—(ZT
" dall
—~(B—A)(vo— 2gtsina)d,+ C dt]
dy . dd,
—(m_.+s[(B—A)(vo—-gtsmoc)a—-C—(ﬁ-]



MOUVEMENT D’UN PROJECTILE DANS L AIR. 27

11. Les deux premieres valeurs peuvent s’écrire autrement. En ne
prenant que les termes du premier ordre, on obtient

d*x d2z,

oS 7;2-'- + sina Im = ¢A (v, — gt sina),
. (l’x; d’zl .
sine —m- — c0sa 0 = — eB.gtsina;

d’ol1, en intégrant,

coso dz, ~+ sin dz, _ A{vet — < gt*sin
‘dt Fdr T TR\t T g s smep
. dx, dz, I .
Sing — — €0So — — — — eBsina. gt
“dr 08« > %8

En portant ces valeurs dans les équations, il vient

d*z .
dt*l =—c¢[Ao cosa~+ (B—A)gtsinacosa]
I .
4 ¢? [A*vot coso + ;(B*— Az) gt® Slnacosa]

" "

. a, a,
+(B—A)(v,sine gtcosaoc)cooc Ctanga i’

d*z . .
dt,' = —¢e[Aosina + (B cos’a + Asin?a)gt]

. I e
- g [A’oo tsino — 5 (B cos?a + A?sin’a) gt?]
"
dd,

—(B—A)(v,— 2gtsinoz)a"l +CW

Ces formules permettent de calculer x, et z, et par suite x et z,

" (’a, .
parce que @ et -t sont des fonctions connues du temps.

Dauns le cas ol la vitesse de rotation est considérable, ces fonctions
restent toujours trés-petites, comme cela a été démontré précédemment.
On peut alors les supprimer et I’on obtient en intégrant deux fois:

I I Lo
Z == ¢,l COSex — eCOS e [-5 Ao, t* -FE(B —A)gt351naJ

+ e7cosz [éA200t3+ 2L4 (B*— A?)gts sina],
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. gt’ 1 2ot 1 , . ;
3=otsing —2——¢| ~ Av,t?sine — 3 (Bcos*« + Asin’a) gt

I . I N .
+ & ‘:TS Ay, sine — 7 (B?cos?a + A?sin’«) grd] )

si le projectile est une sphere B = A. Les formules sont alors celles
que I'on obtient quand on détermine le mouvement d’un point matériel
pesant dans un milieu dont la résistance est proportionnelle d la vitesse
et dirigée suivant la tangente & la trajectoire en sens contraire du
mouvement. Les inconnues peuvent s’obtenir sous forme finie; mais
si I'on développe les valeurs trouvées en séries ordonnées suivant les
puissances croissantes du coefficient de résistance, les premiers termes
sont exactement ceux quireprésentent les valeurs ci-dessus de et de =
dans lesquelles on fait B = A.

12. Je considere la valeur de ‘(1—”—%,
d*y el , da"”
q ¢ [(B — A)(vy— gtsina)a’ — C—dT] .

Cette formule montre qu’il y a une dérivation, et que cette dérivation
est une conséquence de la rotation de Uaxe du projectile autour de la
verticale menée par le centre de gravité. Comme le sens de cette rota-
tion change en méme temps que celui de la rotation du projectile au-
tour de son axe de figure, il en résulte qu’il en est de méme de la
dérivation.

Supposons que la vitesse de rolation soit considérable, on pourra
alors dans o’ et% négliger les termes périodiques, lesquelsdéterminent

le mouvement de nutation de I’axe. On obtient alors

d'y  ecosal : ! %
T;z: i [__(B_A)(Vo_gz51na<(u.t+-£ngt’>+EL2gl].

Considérons le cas ol1 le projectile est plein; le centre de poussée coin-
cidant alors avec le centre de gravité, p. est nul, etl’on a, en ordonnant,

I e*cose
dir 2 '

[-—— 2Cgt +-(B——A)Co.,gt"———(B—A)Cg’t“sinz],
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d’olt, en intégrant deux fois,

1 2Ccosa . L1 1, i
;.—-—I._,m—-gt [-—§C—.——I—;(B Aot zo\B—A)nz sme

y=—

. . N . I~
Dans les premiers instants la parenthese a le signe de — 5C; donc v

alesignede w. Si, pour fixer les idées, je suppose w négatif, comme ¢’est
le cas pour les projectiles lancés par les canons rayés, la dérivation se
fera d’abord & gauche; mais si¢, est tres-grand, et si de plusCetB — A
sont de méme signe, cette dérivation a gauche ne durera qu’un temps
tres-court, de sorte qu’elle pourra étre insensible. Aprés une fraction
tres-petite de seconde, le projectile repassera par le plan du tir, et, & par-
tir de cet instant, la dérivation se fera i droite. Si l'angle de tir o est
petit, comme ¢’est le cas ordinaire, la formule devient sensiblement
1 2C(B—A)

v e o ot COSe.
J 24 {2 '8

o N ¢
Pour une méme bouche i feu,. Z'Z est constanl; on en conclut que la

dérivation produite au bout d’'un temps donné est indépendante de la
charge.

13. Fapplique cette théorie & quelques exemples.
1° Le projectile est plein, homogene et & centre.
. est nul, Uintégrale

C=3Y (Yo' — Xy )ds

est nulle également, parce que ses éléments sont deux a deux égaux et
de signes contraires. Par conséquent, I'axe de figure restera parallele &
lui-méme et la dérivation n’existera pas.

2° Le projectile est une sphere homogeéne, mais creuse.

La cavité est sphérique et son centre placé sur I'axe de rotation, mais
en un point différent du centre du projectile.

Si le centre de la cavité est en avant du centre de la sphere, le
centre de gravité se trouvera en arriere du centre de figure; . sera done
positif. L’intégrale C se réduit & 2Y?x'ds.

Cette quantité étant nulle quand Uorigine est le centre de figure,
devient positive quand elle est portée en arridre, parce que a2 aug-
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mente. Ainsi p. et C sont positifs tous deux. 11 en résulte que le sens du
mouvement de précession est le contraire de celui de la rotation initiale.
Les deux mouvements seraient de méme sens si le centre de la cavité
était en arriere du centre de la sphere.

La formule de dérivation se réduit dans ce cas a

dry  ¢(Ccosa
T Ty 80

parce que A =B: elle montre que la dérivation a dans les deux cas le
signe de w. De plus, elle ne dépend pas de la vitesse initiale ¢,.

3° Le projectile est formé d’un cylindre plein surmonté d’un hé-
misphere de méme rayon.

Soient R et Hlerayon et la hauteur du cylindre.

Carcur pE A = 2X*ds. — La partie de A qui correspond 2 la surface
eylindrique est nulle, celle qui correspond & 1a base du cylindre est 7R,

Pour avoir celle qui correspond & '’hémisphere, j'appellerai ¢ I'angle
que la normale en un point d'un certain parallele fait avec I'axe,
et & 'angle que le méridien qui passe en ce point fait avec yOa. On a
alors

X=cose, ds=R’sinododf.
I’intégrale a calculer devient
2 cos*g.R*sinododf,

'intégration par rapport & ¢ devant étre faite entre o et 2x, et U'inté-
. N brs . . . 2
gration par rapport 2 ¢, entre o et ~. On obtient ainsi 3=R*. Donc

A -::7:[’3—4—%7:[{2.

Carcur pE B=Z2Y*ds. — La partie de B qui correspond & la sur-
face du cylindre est
2 c0s’60dORdx = =RH.

La partie qui correspond & I’hémisphere a pour expression

A

2
2 cos’@sin’quincpdc;d@=TrR“f sin®g do ‘—:%7?[{2.

(6]
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Done
2
B==RH + 3 R2.

Il en résulte
B—A=nxR(H—R).

Carcur pE C=2Y (Y&’ — Xy')ds. — Cette intégrale se compose
de deux termes, I'un qui dépend de la position du centre de gravité,
I'autre qui n’en dépend pas. Je calcule d’abord le second, XYy ds.

Cette intégrale n’existe que pour ’hémisphere. On a, en conservant
les mémes notations,

¥ = Rsinocosd, Y=sinocosh.
Done

Wiy

EXYy’ds:nRsf sin*e cosedg = -, R°.

o

0

Pour avoir 'autre terme, il faut d’abord déterminer la position du
centre de gravité. Le centre de gravité g du cylindre est au milieu de
I’axe, celui g’ de ’hémisphere & une distance du plan de sa base égale

.3 . . . .
2 g R. Soit G le centre de gravite du solide entier, on a

I 3
E’g_Gg’_EH+8.R,
2 T H — 2
d’ol
3
. H+4R
Gg'——gB. > .
H+§R

La distance de la-base de I'hémisphere au centre de gravité G est
alors
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32
Il en résulte que 'abscisse d’un point de 'hémisphere est
. 1
H'.‘ - ; Rz
I ),
&= ——Z— 4 Reoso.
H+§R

Calculons maintenant l'intégrale 2Y?a'ds. Elle se compose d'une
partie correspondant & la surface du cylindre. Cette partie est égale &

Scosbx' RdO dx' = Terx’dx’.

En prenant les limites voulues, on obtient

La partie qui correspond & ’hémisphere a pour valear

N,

H2 — _l Rz
2sintocos?f | — 2 R coso Y R*singdodfd
*H+ 2R
3

¢'est-d-dirve, en effectuant,
1

. H: — 3 R? .
3 7w R? — + - R
Done
3Y:z'ds = o.

Done enfin on obtient pour C, toutes réductions faites,

C=—>xzne.

4
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C est négatif, B — A est positif quand H>R. On en conclut, si » est
négatif, que 'axe du projectile est dévié vers la gauche et que la déri-
vation se fait & gauche. Si, au contraire, H< R, Iaxe est encore dévié
vers la gauche, mais la dérivation se fait & droite.

4° Je prends pour projectile un cylindre creux; la surface convexe
a partout la méme épaisseur, mais les deux bases ont des épaisseurs
différentes.

Soient R et Hle rayon et la hauteur du cylindre, a la distance du
centre de gravité au point milieu de I’axe; a sera positif ou négatif
suivant que I'épaisseur de la base antérieure sera supérieure ou infé-
rieure a celle de la base postérieure.

On trouve aisément

B—A=7R(H—2R), C=—7rRHea, p=—Kag,

K étant un coefficient positif. Par conséquent, si la base antérieure est
plus épaisse que la base postérieure et si en méme temps H dépasse 2R,
'axe du projectile tournera vers la gauche et la dérivation se fera vers
la droite. Mais si H est égal ou inférieur 2 2R, la dérivation se fera vers
la gauche.

SECONDE PARTIE.

RESISTANCE PROPORTIONNELLE AU CUBE DE LA VITESSE.

Des expériences faites a Metz en 1856 et 1857 par la Commussion des
principes du tir out fait connaitre que la résistance de l'air sur des
boulets sphériques pouvait étre sensiblement représentée par une
force unique dont I'intensité variait proportionnellement au cube de la
vitesse du boulet. Il en sera ainsi si I’on suppose que chaque résistance
élémentaire est proportionnelle au cube de la vitesse normale de 1'élé-
ment sur lequel elle agit. Il y a donc intérét a résoudre le probleme
en admettant cette nouvelle loi.

1. On démontre comme précédemment que si I’on représente par V

Annales scientifiques de UEcole Normale supérieure. Tome V. 5
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[

I'expression

(e +qz' — )X + (¢ -+ rz’ — pr')Y + (& -+ py' — q2') 7.,

les équations qui définissent le mouvement du projectile sont

“;tf — — £ (aSV'Xds 4+ bSVIY ds + ¢SV Z ds),
.

fgl—/% = —¢(a'ZV3Xds+ V' EVY ds +~ ' ZV: 2 ds),

s _ g —e(a’EVsXds + b"ZVYds + ¢" V27 ds);

r

I fl_(./_ :(['2—12)031’—— p.c”——— EEV3(X5'—— Zx’)([s,‘

dt
[ % = — ("= 1) wg+ pb” — eIV (Y2' — X' ) ds;
It
da’ da” ,,

Wbr—eq,  Woprog, Wby
db ar -——db, ¢—a'r (-—-——”)” me” — a1
- = WC — — == mc¢ — a'r =me’ — a’ g
di ’ di ’ dit
de de’ de” .
('/—(t- _ — O)b -+ aq, W == — (;}I)’ —+- (llq, m— TiL e h)l)” -t l'tl'(],

expressions dans lesquelles «, /, «” ont pour valeurs

v — a dx o dy | v dz
f— — = - a” —
di U di dt’

dx dy dz
W= b — b == b =
di U di dt

” dx sdy ,ds

u ::C—d-—t—-—.—(, 7 - T
2. Développement des sommes :
Vi [uX 4+ 'Y+ "2 + ¢ (X7 —Zax')+r (Yo' — X' )P
je développe ce cube : on sait que ’on a

(Zay=—2a*+ 32 @b+ 6% abe.
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On obtient alors

Vi a8 XFer 03 Y® ++ 0”23+ 6un 0" XYZ +- * (X3 — Z2') + r3(Ya' — XY
+ 3! X2Y -+ 3wt XeZ - 3uu*XY? - 3" YA
—+ 3uu X2+ 3u Y1
+3wqg X (X2 —Za') + 3u2¢Y (X5 — Zx') 4 3u"qZ* (X7 — Zx'")
+3wrXy(Ya' — Xg') = 3w rY (Yo' — Xp') + 3u"rZ* (Ya' — X'
+3upX(Xz' —Za' P+ 30 @Y (X3 —Za' P+ 30" ¢ Z (X3 — Za' )
=3urX (Yo' — X' a3 Y (Yo' — Xy P+ 3u"rmZ(Ya — Xy )
=3¢ (Xs' —Z2' (Yo' —Xy') + 3qr(Xz' - Za" ) (Yo' — X' )
+~ 60 wgYZ(Xz' —Zx') + 6uw’ ¢XZ(Xz' — Zz')
-+ 6un' g XY (X3 —Za')
+6u W' rYZ (Yo' — Xy') + 6w’ rXZ (Yz' — Xy}
- 6w rXY (Yo' — Xy

+~6ugrX(Xz' —Za') (Yo' — Xy ) + 60/ qrY (Xz' — Z2") (Y2’ — X3')
+6uqrZ(Xz' —Zx")(Ya' — Xy').

Pour avoir les sommes cherchées, il faut multiplier cette expression
successivement par

Xds, Yds, Zds, (Xz' —2x)ds, (Yo' —Xy')ds,

et intégrer sur toute la surface. On remarquera comme précédemment
que les intégrales dont les éléments sont de degré impair par rapport
a'Y ety’, ou bien par rapport & Z et z’, sont nulles. On obtient
IViXds = wEX'ds + 3uu2X2Y?ds + 3uu2XZ*ds
+6un” qEXZL(Xz' — 22" )ds + 6ur/ r2X*Y (Yo' — X' )ds
+3uqgrEX: Xz —Zx' ) ds + 3urZ X (Yo' — X' )ds,
EVeYds = uEYids + 3w/ EX Y ds + 3w " 2Y 22 ds
+ 3w rEXY (Yo' — Xy )ds + 30 rEY (Yo' — Xy')ds
+3urEYZH (Y2 — Xy )ds - 60/ " g2V 2(X 2 — Za')ds
+ 3w @3Y (X' —Zz' )ds + 3w r2Y*(Ya' — Xy' ) ds

+ 6w grEYZ(X2 —Za')(Yx'— Xy')ds
+rIY(Ya' —Xyp/pds + 3¢ r3Y(X2' — Lo/ (Y2 — Xy')ds,
5.
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SViZds = u37ds + 3w’ EX 2 ds + 3uru” 2Y 2 ds
+3urqSXZ(Xa — Za')ds + 3w qSYZ( X5 — Za')ds
+ 3uq3S2:(Xs' — Zx')ds + 62w rEYZ}(Yz' — Xy’ )ds
+ 3w ¢S7 (X2 — L' )2ds + 3w 37 (Yo' — Xy’ J ds
+6u qriYL(Xs —Zz') (Yo' — Xp')ds + ¢*22(X 3 — Lz’ Pds
+3gr3SZ(Xz — Za')(Ya' — Xy )ds,

SV (X — 22! )ds== u 223 X3 — Lz’ )ds + 3wru’ EXPL (X 5" — Zz')ds
+ 3uru’EY'Z(Xz —Zx')ds
+ 3w q3X (X5 — Za' frds + 3uqEY (X z'— La' Pds
+3u”q27 (X2 —Zz' Yds
+ 61w rEYZ(Y2' — Xy )(X2' — Za')ds
+ 3w @ SZ2(Xs — Zx' pds '
+ 3w r3Z(Ya' — Xy ) (Xz'— Zx' ) ds
+ 6w qriY(Xz' — Zx' (Yo' — Xy')ds
+ @2(Xs—Zx')ds
+ 3qr3(Xs' — Zx' (Yo' — Xy' )i ds,

IV Y — Xy )ds = u " 2YNYV2'— Xy )ds + 3w 2X2Y (Yo' — Xy’ ) ds
+3u uEY (Yo' —Xy' ) ds
+3uwrEX: (Yo' — Xy ) ds +3u*rZY* (Y2 — Xy' ) ds
+3urZ(Yx' — Xy’ ds
+ 60w g3IYL(X3 — Zx')(Y2'— Xy’ )ds
+ 3w P EY (X —Z2' (Yo' — Xy’ ) ds
+ 3w rEY(Ya' — Xy )ds
+6u"qri2(Xz' —Zx')(Ya' —Xy')ds
+ 3 (Ya'— Xy’ )ids
+3¢r2(Xs' — Za" (Yo' — Xy’ ) ds.

3. Les deux remarques suivantes permettent de simplifier ces ex-
pressions.

t° Les intégrales dont les éléments ne different que par le change-
ment de Y et y’ en Z et 2, et réciproquement, sont égales.

2° Les intégrales dont les éléments sont du quatrieme degré par rap-
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~a

port & Y et y' ou bien par rapport a Z et z' se ramenent i des inté-
grales dont les éléments sont du deuxieme degré par rapport i ces
variables. En effet, soient M un point appartenant au parallele dont le

Fig. o
g\
E
\\"/-'; \ M
I_‘,f’,\*‘\»\‘//‘/
AN
/
i

centre est C; MO ‘la normale en ce point qui rencontre Paxe en O:
OB la projection de cette normale sur le plan perpendiculaire & Paxe:
OD et OE des paralleles aux axes menées par le point O.

Du point O comme centre je décris une sphere de rayon égal &
unité. Soient A, B, D, E les points ou elle est rencontrée par les
droites passant en O ; je méne les arcs de grands cercles AB, AE, AD,
DBE. Soient maintenant ¢ 1'angle que la normale fait avec 'axe et 7
P'angle que Ie méridien du point M fait avec le plan y' O . Il est visible
que

AB=-—¢, cosAD=Y, cosAE=Z, BD=0, EB=-—4.

w s

[SRR]

Les deux triangles sphériques ABD, ABE donnent

Y =sine cosd, Z=sinosinb.

On a d’ailleurs
X =coso, y'=pcosb, z'=psinf,

en appelant p le rayon MC. L’élément de surface est un petit rectangie
dont les cdtés sont les différentielles des arcs du parallele et du méri-
dien passant par le point M; I'arc de parallele a pour différentielle o5

. T dx’
et celul du méridien ——; done
sing

cdbdx’
ds = "=
sin o
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Considérons maintenant I'intégrale 2Y"ds; elle devient
27T
S cos'bdIsindo pdz’ :f cos'f (lﬁfsinscg odla’:
o

or, en intégrant par parties, on trouve

2T

2 27T 27T
J cos'6db — 3f sin?f cos* 6 d9;
0 [e)

on en conclut
3Yids — 33Y272ds.

On démontre de méme que

SY (Yo' —Xy')ds=3ZYZ(Ya'— Xy')ds,

EY (Yo' —Xp'»ds =332Y" (X35 — Za' ) ds,

SY (Y& —Xp' VP ds=33Y (X5 —Zx") (Yo' — X ') ds,

(Yo' — Xp'Vds=33(Xz'—Zz2' (Yo' — X' ) ds.
Enfin

IYZ (X2 —Z2') (Y’ — Xy )ds = — EY* (X2 — Zx’ )2 ds.

En effet, la surface étant de révolution, on a en chaque point

Y _ Z Pou Yz  Zx
"}", - 'z—;a a’ou W = i_z_”

d"ots
Yo' —Xy' Zx' —Xz'
Y - 7 :

et par suite
Z(Ya' — Xy ) =Y (Za' — Xz').

Donc on a en chaque point
YZ (X2 —Zx') (Yo' — Xyp') = — Y {Za'— X3z’ ),
et par conséquent

IYZ(X ' — 22 ) (Yo' — X' ) ds = — ZY? (Za' — Xz’ ) ds.
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%. Je pose maintenant

SXods=A, EXeVids=B, IV:Zdi=C, 3X*Y(Ya'— X' )ds==D.
SYZ:(Y2'— Xy )ds=E, EX:(Ya'—Xyp')ds=F, SZ(Yz'—Xyp')ds= G,
SY(Ya' —Xp') (X5 — Za'pds=H, (Yo' —Xp' ) (X3 — Za'fds=

Ces coefficients définissent le projectile; les trois premiers A, B, C
représentent des surfaces, leurs valeurs dépendent seulement de la
surface du projectile. Les autres coefficients dépendent de la position
du centre de gravité.

Les expressions qui préceédent deviennent

SVeXds == Aw + 3Buw + 3Buw”>— 6Dun’q + 6Duw'r + 3F uq* - 3F wr+,

SViYds = 3Cu*+4-3Butu' + 3Cuu” + 3Dwr+ 9B r+3Eu"r—6Eu «"q

+3GWg 4+ 9Gu r'—6Gu" gr+ 3Hr 4+ 3Hg*r,

IViZds ==3Cu"+3Buru” 4+ 3Cu"*u” — 3Dwg— 3Eu"*q—gEBu"q+ 6B« /")
-+ 9Gu"¢*~-3Gu"r* —6Gu' gr—3H¢g — 3Hqgre,

IVHXz —Za')ds = — 3Eu" — 3Du*t” — 3Eu*u" + 3Fuq + 3G u'%¢
+9Gu"g — 6Gu v r—gHu"¢* — 3Hu"r* +~ 6Hu'

-~ 3K ¢+ 3Kqrs,

IVi(Ya' —Xyp')ds =3Eu*+ 3D’ + 3B v + 3F wr+ gGu'*r=+ 3Gu™ v
—-6Guu"q+3He' ¢ gl r* —6Huw" qgr+ 3K#?
- 3Kg*r.

Les équations du mouvement éfant maintenant connues, je me pro-
pose, comme dans la premiere Partie, de déterminer le mouvement de
rotation du solide autour de son centre de gravité, en négligeant les
puissances de ¢ et p. supérieures & la premiere, et cela me permettra
d’avoir x, y, z, en ne négligeant que les puissances de ¢ et p supé-
rieures a la seconde.

5. Les équations aux cosinus peuvent, en négligeant les termes
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d’ordve supérieur au premier, étre remplacées par les suivantes : -

a,= — djlanga,
dd . g .
—7 = ¢sin wl -+ rcoswt, —f = — cosz (qcoswt — rsinnt),
b sinwi 4+ ¢ cosnli=—d,, b\ sinwi + ¢ cosnt = — o tang =z,
b cosmi—e sinwt=— a’'cose, b coswi— (| sinwt=— a’sinz,
b, =o0, . ¢, =o,

ces variables ayant le méme sens que dans le premier probleme.

6. Pour déterminer ¢sinw? -+ rcosw? et gcosw: — rsinwt au pre-
mier ordre pres, il faut négliger ¢ et p dans EV?(Xz' — Za') ds et
SV (Ya' — Xy')ds; on obtient

(X2 —Zax')ds =3 [D(v,— gtsina )+ Eg? t*cos’a] gtcosax cosmt,

P
EVi(Ya' —Xy')ds =3[D (v, — gtsina ) + Eg*t*cos*x] gt cosx sinmd.

Les équations aux rotations sont alors

dy = 1y 3 in o) 242 00g? L 0os o Si
o= T T T m L+ e[D(vo— gtsina)* + Eg*¢*cos a]gt;cosa sinm,
(l" ]” _— 12 I . 2 2 £9 2 ] H
et m { -+ 3e[D (v, gtsina) + Eg? ¢ cos’a] gt | cosasinn L.

Je pose

COSx
e

{p. +3egt[D(vo— gtsina ) + Eg-¢? cos’a]§ = f(¢);

J(2) est donc une fonction du troisieme degré par rapport a ¢.
Les deux équations & intégrer sont alors

1 ' — ]2
% - Iz d wr—f(t)cosnt,
. n__
?C% == 1_1731‘ wq -+ f()sinnt.
le pose
i b= 2 2
q_:Msm < 77 (:)l) +M’COS( - mt),

Te K 2 __ J=
r = M cos <l-——l—,2—£ wl) — M’ sin <l—27—l— mt)-
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Met M étant deux nouvelles variables, on déduit de 1a

¢ sinwé +rcoswt =M cos <le_ wt) -+~ M’ sin ([[— wl)

qcoswt — rsinw? = — M sin G—,— mt> -+ M’ cos (117 0)t>

Les équations différentielles deviennent

L= dM 2 — 2 aM’
Sln(T mt)w—{—cos <—7,‘1— &)t)——dT:—f(t)COSCO[,
Cos(l’l_—l”(‘t>dﬂ_s. (lzlzlzo)t>Eg—(;,—\f—:f(t)sinml,

équations qui peuvent étre remplacées par les suivantes
d_(g; = f(¢)sin <-l-l;3 wl,‘),‘

dM' 2

= — f(¢t)cos (l” mt>

En intégrant par parties on trouve, en posant

. 1"\,
Fio=(m=) o=,

M= " ¢ L wit) + Iy "(¢t) sin t) + 75— o(o)

= rpeltcosi@mo e ¢ 701) + i 9 (o)

) I e In\: 1 z>
M=— VTS @(2)sin <l" mt) <l—%> ¢'(t)cos (\l’ m[> <[—2(; o’ (o).

-Q

Ces valeurs donnent les suivantes:

gsinwl +rcoswt

I I A [
= — - 9()+ = 9(0) cos (7“ °”> - <73

gcoswt—rsinmd
i\ ¢ , 1 i l ['2\ 2 2
= — <FZ>> (¢) — l—,—cp(o)sm (Z’ﬂ mt) -+ (72—5> o' (0) COS (7 mt>-

Annales scientifiques de U'Ecole Normale supérieure. Tome V.
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En se reportant aux valeurs des cosinus, on obtient

!/{l’ l’? ["-’ [2 l/z \ 2 \
W-—m@([)'}'m@(O)COS(r&)i) ([_;G—J)U(O sm(zz‘ I‘

dd! I\ Iz e 1\ 2 el
B | PR [ 3 ‘ — . 0SS | — i .
TrC 05a[<1_w> o' (1) lzch(o) sm(l, ut) <1-’m> o' (0) cos (\[,2 ) >J

Intégrant, on a, pour &' et 4,

W=— l’m] ¢ (2)dt + 12 > 9'(0)
lu 1 llz 2»/ ) lz )
-+ (l’w> o(o )Sm<l” c.)t) (T’Z) @' (o) CO&(I—,? J)l>7
o (7 . <12 e oo (N
= <[—2;)> Cosa[cp(t) — w(0) cos T'?“’z> — 9 (0) sin <7,_2,,)1>J

Si l'on appelle ¢ P'angle que la projection de I'axe sur le plan yOx
fait avec Oz, on a, pour définir le mouvement de I’axe, les deux rela-
tions

P ’
Y= l‘mcosa [f o(l)dt— > o’ (0)
U . (l <I’9>2 , . (l J
"175@(0)5“1 luf’)l) 4 T o'(0) cos [—,7(.>t

p [\ & i, L (L i
I cosa(“ ) [cp(t)—cp(o) cos <l,zo)t) 75 ¢ (o) sin <l’2 mt>_J

7. La position de I’axe moyen est définie par les deux expressions

I=\*
Y= l‘mcosa [f ¢(1)dt— (l%)) ¢ (o)],
BTN
“‘:l\m> cosaw(t).

La variation de ¢ détermine le mouvement de précession. Un voit
que ce mouvement change de sens en méme temps que la rotation du
solide autour de son axe, et si Ia vitesse de rotation o est trés-grande,
il est tres-petit.

La valeur @] montre que I'axe s’éloigne ou se rapproche de la ver-
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ticale, et le sens de ce mouvement ne dépend pas du signe de w; de
plus, si la vitesse de rotation » est trés-grande, ce mouvement est
beaucoup plus lent que le précédent.

Le mouvement du poéle vrai autour du pole moyen est défini comme
dans la premiere partie par les deux valeurs suivantes :

= () o)+ v ()]
- <ll___—:>2[<g(o)sin<zl—,1mt> — [i,:) ¢’ (o) cos (llj« ):I
D’ol 'on déduit
e (1) [otor= (2 o]
iz = () [eer+ (m) wior]:

Donc le pole vrai décrit une circonférence autour du pole moyen avec
une vitesse constante. Cette vitesse est

=

AT
[
La durée de la révolution est
AL
2o

Le sens de ce mouvement est le méme que celui de la rotation du
solide autour de son axe.

On voit par 1a que la nutation de I'axe est la méme que pour le
premier probleme; il n’y a que le rayon du cercle qui soit changé.

Supposons o trés-grand, les formules qui définissent le mouvement
de 'axe moyen pourront s’écrire

lla ['2 AN
' —_ R " — - 2
U=~ Hmcow‘fj t)de, & (t‘m) cose f(t),
6.
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ou, en remplacant /() par sa valeur,

t
kp:—-._[;_(;)f ‘[i+3Eg'l[D<Uu—‘gtSina)3+Eg2t:COS2a] g'dt’
o
. 1"*cos?a 3 D . o
L= g bt egt[D(v, — gisina) + Eg?¢ cos-a](-

La valeur de ¢ devient, en intégrant,

1 [ 3z . 3 . . y
b= — i [_u.t +;°D00’gt3— 2eD o, gt* sino+— e (Dsin®e -+ lLCOS"a)gaf’J-

2 4

Dans les premiers instants, le sens du mouvement de précession
sera déterminé par le signe p.; le temps augmentant, il dépendra des
signes et des grandeurs des coefficients D et E.

Mouvement du centre de graviié.

8. Au premier ordre pres, on a, comme dans le premier probleme,

. . dzx, . dz, "
U == ¢, — gt:ma -+ cosa:-ﬁ —i—sma—[?l— —a, gt

W= — ol cosasinml — (sina il—“‘ii — COSz ilf—') sinm{
° di dt
-+ Z—);coso)z -+ biv,cosa + b (vosine — gt),
u’ == — gt COSx COSm! — (sina féx— — cosai‘f—") cosmt
S dt dt

}/‘ s M .
— T sinwt + av cosa + ¢f (vosine — gt).

On obtient ensuite, au méme degré d’approximation,

2ViXds= % % (vo— gtsine)® + B(v, — gtsina) g*¢2cos*a
. . dz, . ds,
~+ [A (0, — gtsina)* + Bg*t? cos’a] (COSa —; - sina W)
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. dz, dz
+2B(¢, — gfsine) gt cos« (S"w_fz_ — cos Tif)

— [(A— 2B) (v, — gfsinz)® +Bg*i*cos*x] gt a]

3

dd,

‘:7
dt |

— 2D (v, — gtsinz) gt

2VeYds= 3% — [B(v,— gtsina)*+ Cg*#* cos*a] gt cosa sinw

. . . dx dz ,
— [B(vo— gtsinz)*+ 3Lg2tﬁcos’o¢]<sma —d—t'— cOS o lt)smwt

. dx,
— 2B(v, — gtsine) gt coser <005a T

-+ sin 4z, sinm¢
G [0
di

i 2 2 £2 2 (l_)"
+ [B (v, — gtsina)*+ Cg*#* cos a]d_zCOSMt

+2(B— C)(v,— gtsina) g* ¢* cosx &, sinmt

7"

dd
2K g% o——Sinwi
—!——'7ED di )
+ [B(vo— gtsina) + C g*t* cos*«] b v, cos a4 ) (0, sino — gt )]

+[D (¢ — gtsinx)*+ E gt cos?e] r sv'

EVeZds=3{—[B(v,— glsina)* + Cg*1* coste] gl COSCi COS » !
S o o]

\
) COS™ I3

—[B(vo— gt sina)*+ 3Cg*¢* cos®er] (smocd(; cos« d;[

dz
n 0 &
T ' + sina ll> COSm

: dz,
—2B(v,— gfsinea) gt cosa <c05a 7
. y a1 OV
— [B(v,— gt sina)* + Cg*#* cos*«] 77 Sinwl

— 2(C—B)(v, — gtsina) git*cosa a) cosw!
,(ll/ i
+2E g%’ cosa——0Sm !l
& dt

+ [B(vs— gtsina )+ C g21* cos*a][c, vy COSar+ ¢ (0y5inz — gt)]
—[Do,— gtsina )+ Egi?cos*alyq :

Les équations du mouvement deviennent
d2x A . . -
—?ﬁ;' = — 3¢ ( [E(UJ — gtsine ) + B(v, — gisina) g*#? cos-’aJ CoSz

-+ [B(v, — gt sina)’+ Cg?t cos’a] gt sine cosu
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+{[A (0 — gtsina) + B g2 costa] cosa
. . ; dx, dz
-+ B(on—-gtsmac)agtsmacom%(cosa pr - 4 sino— y7 )
+12B (v — gtsina)gt costa
) dz, dz,
+ [B(0o— gt sina)?+ 3Cg* ¢ cos’a) smocsksmoc o cosa—
+13(C—B) (v — gtsina) g t*sina cosa + (C — B) g° L cos’x
A_p ot sine ) A—3B olsine)?olcosald
—{3— (vo— gt sinaPtange— (A —3B)(v,— gisina) glcosa
— gD(uo—— gtsina ) tanga ~+ 2 D (¢, — gisina) gt cosx

L dd
3Eg it sina cos,c s
Vdr

d*z,. A ) .
~ 3¢ 3 (0, — gt sinec)® + B (v, — gt sine) g*t* cos’er | sina
e
— [B(vo— gtsina) + Cg*t* cos*a] gt cos’a
+ | [A (v, —gtsine):+ Bg 2 cos’a]sina
| — B (0, — gtsinz)2g! costal | cosa—t dz, ~¢—sm/~/i
| K dt di
+ | 2B(v,— gisina)gtsina cose
' . . e da dz,
— [B(vy— gt sina)*+ 30g’t-cos’a]cosa§(sma—;ﬁ-——cosa—{/—l>
41 —3(C—B)(v,— gtsina) g*t* cos’a + (C— B)g*t*cos*asinza
{ ( 5 8 8
A -
+ §~—B (vo— gtsina) — (A —3B)(v, — gtsina)* nlsnm {
+ D (v — gtsina) — 2D (0, — gt sina) gt sine
,da
_ 2 f2
+3Eg - J
oy

E T 3 °3 Rg - B) (¢y—gtsinap — (C— B)(v,— gt sine) gL cos‘-’a_l a

da
+ [D (0 — gt sina)* -+ Eg*t* cos*a] — 1.

dt \
Des vale l*dgx‘ Ldzz' lut yremier ordre pré >
Des vateurs de — ;- et —7» on conclut, au premier ordre pres, que
d*x d*z “A . . )
(OSUT + 8 771,7“’1 =— 3¢ —‘g(u..—~ gisina )y -+ B(v¢, — sina) g* * cos*a |
2 4 d?*z
“sing wa €08 ot —— = — 3¢ [B(v,— gtsina )+ Cg ¢ cos’a] gl cosa.

dr di?
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b'oli 'on déduit, en intégrant,

oS dz. -+ sin ozdgI
dt dt
—_ 3. A YA o2 ofsi L d sing . L
= — 3¢t T AN gtsina + §\A sine -+ B cos’a) v, g% t*
1 /A ) .1
-z (gsm”a—é—Bcos-a g sinx ',
dz, ‘ ’ B

sina & cos
b g—— — C A=
dit dt

1 2 . I . . 2 Y o2 :
= — 3cgl? cosx [~Bt'0” — 3By, gtsina + - (Bsin®x + Ccosta) gt l
2 3 4 e

. g d*zx d*z .
Ce sont ces valeurs qu’il faut porter dans —= et —=» car par la on ne
néglige que des termes qui contiennent ¢ en facteur & des puissances

supérieures a la deuxiéme.

I d[l" / n . »
a, et —* étant des fonctions connues du temps, oii est en mesure

d’avoir o, et 5, et par suite x et z.

s d*y . .
9. Considérons la valeur de —d—tl Cette valeur prouve qu'il y a une dé-

rivation et que cette dérivation est une conséquence de la rotation du
solide autour de la verticale qui passe par le centre de gravité. On & vu

, . dad - , . . . o
que @' et —- changent de signe en méme temps que w3 on en conclut

que la dérivation change de sens en méme temps que la rotation du

solide autour de son axe de figure.
a grandeu érivati 'y ndant & une vitesse
La grandeur et le sens de la dérivation correspondant t
donnée dépendent d’ailleurs de la forme, des dimensions et du poids

du projectile.

10. Il est facile de voir ce que sont & peu pres les coefficients A, B.
C, D, E pour les projectiles employés dans lartillerie.

Ces projectiles sont formés d’un cylindre creux surmonté d’un
solide de forme ogivale, de hauteur moindre que le cylindre, et ter-
miné en avant par une face plane dont le rayon est a peu pres la moitié
de celui du cylindre. Cette partie ogivale est & peu pres pleine; elle
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présente seulement une ouverture semblable au goulot d’une bouteille
par laquelle on introduit de la poudre dans l'intérieur du boulet. 1l
résulte de cette disposition que le centre de gravité est plus pres de la
partie antérieure que si le projectile était plein. Le centre de poussée
se trouvant alors en arriere du centre de gravité, u est négatif.

D’autre part, les normales aux différents points de I'ogive font toutes
des angles trés-grands avee I'axe; done X, qui représente le cosinus
d’un quelconque de ces angles, est tres-petit sur toute la surface ogi-
rale. Examinons maintenant les coefficients.

A = 3X"ds se compose des surfaces des deux bases et d’une partie
correspondant a la surface ogivale; cette partie est trés-petite, parce
que tous les éléments qui la forment sont multipliés par X*.

B = 2X®Y*ds correspond seulement & la partie ogivale; c¢’est un
terme trés-petit, parce que les éléments contiennent X* en facteur.

(= =Y?*Z*ds correspond a la surface cylindrique et & la surface
ogivale. La valeur de C est du méme ordre de grandeur que celle de A;
¢’est une fraction finie de la surface convexe du projectile.

D = 3X*Y (Yo' — Xy’) ds correspond & la surface ogivale seule-
ment. La valeur de ce coefficient dépend a la fois de la position du
centre de gravité et de la surface de la partie ogivale. Cette valeur peut
étre positive ou négalive, mais elle est toujours tres-petite, les élé-
ments qui la forment contenant tous X* ou X*® en facteur.

E=3YZ*> (Yx'= Xy')ds se compose d’'une partie négative qui
n'a de valeur que pour la partie ogivale, et d'une autre =Y?Z*x’'ds,
dont la valeur et le signe dépendent a-la fois de la position du centre
de gravité et de la surface convexe du projectile. Si le centre de gra-
vité coincidait avec le centre de gravité de la surface convexe, on
aurait S2'ds = o. Je dis que, dans cette hypothese, ZY?Z*x'ds est
négatif. En effet, si I'on appelle ¢ la différentielle de I’arc de méridien
mené par un point donné, p le rayon du parallele qui passe par ce
point, ¢ I'angle que la normale fait avec ’axe, et & 'angle du méridien
avec le plan y'O2/, on a

2Y* 222’ ds= Z sin‘o cos*fsin?b.p2x'db.a
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ou

I3 I .
IY 1z ds = Z rzfsm“q.px’a.

@

Or znfpcx' représente le moment de la surface convexe par rapport

a origine; si P'origine est le centre de gravité de cette surface, on a

fpo-x’ =o.

Or sing =1 pour la surface convexe du cylindre; les éléments dimi-
nués sont done ceux qui correspondent a la surface ogivale : ces élé-

ments sont positifs; il en résulte quefsin"go.pm’c est négatif, et par

suite aussi £Y?*Z*x’'ds. J'ai raisonné dans 'hypothese que le centre
de gravité de la surface convexe coincide avec le centre de gravité du
solide; en réalité, le centre de gravité du solide se trouve en avant
du centre de gravité de la surface convexe. Soit a la distance de ces
deux points. Pour passer de la valeur 2Y*Z*x'ds, correspondant au
centre de gravité de la surface, & celle qui convient au centre de gra-
vité du solide, il faut remplacer o’ par &' — a; cela revient & ajouter
a I'expression qui précede le terme négatifl — aZY*Z2ds.

Done, en définitive, E est négatif.

Nous sommes en mesure maintenant de déterminer les sens des dif-
férents mouvements du projectile. Pour cela, nous supposerons que B
et D sont nuls, et que E est négatif. A et C sont d’ailleurs essentiel-
lement positifs.

La rayure des canons tournant de gauche a droite dans la partie
supérieure pour un observateur placé a la culasse, il en résulte que
est négatif. De plus, ¢’est un tres-grand nombre; je prendrai donc les
formules qui conviennent a ce cas.

Le mouvement de nutation est déterminé par la formule

1

Y= — yers (;uf—l—-st cos’az.gw);

v. et E étant négatifs, il en résulte que ¢ a le signe de w, ¢’est-a-dire

Annales scientifiques de I’ Ecole Normale supérieure. Tome V. 7
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’

qu'il est négatif. Donc I'axe du projectile est dévié d gauche du plan
initial du tir.

Le changement d’obliquité de I'axe par rapport & la verticale est
déterminé par la formule

1" costa
" 2 .
= == (i + 3eE g3t cos’a);

il en résulte que @', est négatif. Le cosinus de I'angle que I'axe fait avec
la verticale diminuant, il en résulte que la partie antéricure du pro-
jectile s’abaisse constamment.

Enfin, la dérivation est définie par la formule

Ay A . .
= -—323 [—g(vo——- gtsma)"—C(vo—gt51na)g’t7cosza] a
, da'|
'+-Eg252(303 OC(—H'S"

Le multiplicateur de &’ reste positif pendant toute la durée du mou-
vement, si, comme il faut le supposer, ¢, est grand; parce qu’alors
A

7 (vo — gtsina)® dépasse Cg*1® cos® a5 le second terme est positif, mais

il est beaucoup plus petit que le premier, parce que le multiplicateur de

da' . )
7 e contient pas ¢,.

La dérivation a donc le signe du premier terme, c’est-a-dire le signe
positif. Il résulte de Ia que le projectile se déplace vers la droite du
plan du tir.

Tous ces résultats sont d’accord avec I'expérience.

Remarque. — 1l arrive souvent que la dérivation se produit d’abord
4 gauche, puis, quelque temps apres, elle se fait vers la droite. La for-
mule de la dérivation rend tres-bien compte de cette circonstance. Vai
supposé que D était nul. Cela n’a pas lieu en général. Si I'on suppose
D positif, mais toujours trés-petit, comme dans la valeur de o/, il est
multiplié par ¢35 @’ sera d’abord positif, puis, ¢ augmentant, il de-
viendra négatif. Donc le projectile se tourne d'abord vers la droite, puis
vers la gauche. Il s’ensuit que la dérivation se fait d’abord vers la
gauche, puis vers la droite.
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i1. Il conviendrait maintenant de chercher la valeur numérique de
la dérivation en prenant pour projectile un des boulets en usage dans
I'artillerie, et pour lesquels il existe des tables de dérivation. 1l m’a
manqué pour cela de connaitre la position du centre de gravité et les
rayons de giration. Le profil intérieur du boulet est trop compliqué
pour qu’il y ait lieu de chercher ces quantités par la géométrie, d’au-
tant plus que la poudre qui remplit le boulet et les ailettes qui en gar-
nissent la surface déplacent un peu le centre de gravité et changent les
rayons de giration.

12. Je prends pour projectile un cylindre creux en fonte, de poids
spécifique égal & 7 et ayant le méme poids et & peu prés les mémes di-
mensions que le boulet de r2. Voici les dimensions :

Rayon de base extérieure................... R= onio59
Rayon de base intérieure ................... r = o0,04075
Hauteur du cylindre . ...t H=o0,2
Epaisseur de la paroi antérieure ............. e = 0,05818
Epaisseur de la paroi postérieure... ........ e’'=o0,019
On trouve pour le poids....... ............. P = 104,825

Le centre de gravité est & o™,10811 de labase postérieure, ou bien a
o™,00811 en avant du point milieu de 'axe. Les coefticients & calculer
sont
z :

4 q

Le coefticient ¢ se déduit des expériences de balistique faites sur des
boulets sphériques. On a trouvé que la résistance de I'air sur un bou-
let sphérique de rayon R et animé de la vitesse ¢ était

nRHd, H:mgd’ e el o.

{2, U, A=27R?, C= P

#RH, E=

F=—— xR e
7100
Je vais chercher une autre expression de cette force. Je prends pour
axe des « la tangente & la trajectoire décrite par le centre de gravité;
la vitesse normale d’'un élément de surface ds élant vX, la résistance
élémentaire est alors en valeur absolue '

eM * X3 ds,
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et la composante de cette force parallele & I'axe des « est
—eM*Xéds

en grandeur et en signe. La résistance totale est alors

— eMov2X¢ds,

le signe = s’étendant & toute la surface de la sphere.

Soient » I’angle que la normale fait avec I'axe de «, et ¢ angle que
fait avec yox le plan méridien mené par le point considéré; on trouve
aisément que

ds = R*sina do d0.
Done la résistance a pour valeur
— ¢M ¢*R23 costm sinw do d6,

intégration par rapporta § devant étre faite entre les limiles o et 27,
et 'intégration par rapport a w entre les limites o et 7.
On obtient ainsi
— %ﬁ{{’ eMo3-
On a done I'égalité
éﬂ:R’eMw‘ =R v,
5 7100
d’ol
‘ g
E = e T o -
5680M = 5680 P
Le coefficient » dépend de la vitesse initiale et de I’hélice du canon
rayé. Dans le canon rayé de 12, le pas de I’hélice suivie par les ailettes

est de 3 meétres. Ainsi, quand le boulet avance de 3 metres, il fait un
27T
3

La vitesse initiale ¢, est le plus souvent 307 metres : c¢’est celle qu'on
obtient avec une charge de r kilogramme de poudre.

Voici le tableau des valeurs numériques des coefficients :

tour sur lui-méme, il en résulte la vitesse de rotation © = — = ¢,.

d = —o0,00811, logl*=3,32583, logl'* = 3,72 03g,

logA =2,33988, logC=3,96697, log(—E)=25,875qg,

log(— p-)=25,311768, loge=4,20283, log(—w)==2,80820,
=307, o= —643.
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13. Je calcule maintenant les différents mouvements du projectile.
1° Mouvement de nutation.
La durée d’une révolution de 'axe vrai autour de I’axe moyen est
amwl’?
o 7
on trouve pour cette valeur 0%,02424.
Le rayon du cercle de nutation est

ll‘,‘
— m!]. COS« ;5

'angle du cone de nutation, évalué en secondes, est alors

I pcosa
l"e? sin1”

On trouve pour cette valeur
0”,01214 COS«.

On voit par la que le mouvement de nutation est tout a fait insen-
sible. On est donc en droit de le négliger.
2° Mouvement de précession.
La formule est
I 3 1
Y= — — 3 —cRodlt 3? S
v I3 <P[+4 Egstcos oz) sin1”

Je prends Pangle de tir & = 16°. Il vient alors
Y= — tNlo,49808 — t*N11,32 477,

en représentant par Nla le nombre dont le logarithme est «. Sil'on
donne a ¢les valeurs
5s, 10%, 15%,
on trouve pour ¢ les valeurs
—2/29”, 95, —35'43",9, —2°59/,1.

3¢ Variation de I'obliquité de 'axe sur la verticale.
En appelant @ 'accroissement de I'angle que I'axe fait avec la ver-

ticale, on a
c0s (9o — o+ 8) =sina + .
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On en déduit

!

f = — .
COS2
Done
{"*cosa _ — )
§o=— s (p 4+ 3eEgis cosia).
. . . 4. " cosa ., .
On doit négliger le terme — —=—=2= ., qui n’est autre que le rayon du
8 (" »? .

cercle de nutation; il vient alors, en évaluant ¢ en secondes,

31’2 ¢E g’cosia

0= — .
lin: siny”

t* ou 6=Nl2,24604.

Si Pon fait ¢ = 15%, on trouve 6 = 54”,88.

On voit que la variation d’obliquité de I'axe reste toujours trés-petite;
il en résulte qu’on pourra la négliger dansle calcul de o, et z,.

4° Dérivation.

La formule de la dérivation devient pour le projectile considéré, en y

4

da _
remplacant @ et — par leurs valeurs dans lesquelles on a supprimé les
dt
termes périodiques,
dy A . : . .
'J,—’z =3¢ % [—- (vo— gtsina) — C(v, — gt snm)g“t‘cosﬂa]
I \

(p.t + %sE cos’a gﬁt")

+Egit? cos’x 5

COSx
(*o

:cu (. +3cE cosfag“l") gao

ou bien, en développant,

d :‘,)1
dt:

eBgicosta[A | . . .
hi’w [— v t'— Avi gtesino - (A sin*ec — Ccosta) v, g L°

9
4 3

‘A . . ]
- (gsm“a — Ccos*a) gt sina + 4 E g2 i3 cos’aJ
. 3ep.cosa [A

o 3 vyt — Ay gt*sine + (A sin’a — Ccos*a)v,gie®

A . .
— <—§ sin?a — Ccos?a) g?¢¢sina + E g*¢? cosaa]-
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En intégrant on obtient successivement

dy  ge2Egteosia [A

I 15

I I -
— 3 5 — 2 63 -— 5in2z — J‘ 2 ) 277
7 T 2% 6_\ v gttsina +- 7(.& sin*a — C cos?a ) v, 8%

il

1A e - 2 e ;
-3 (— sina — G cos-ac> gitisina + zEg?e° cos?a]

8\3 )
Jepcosa | A 1 o I . N ,
+ vyt — 3'"“ v gt sina + Z(;\ sinz — Gcos*a)v,g7¢t"

3w 6°

9

t /A , C o TP }
——<[—sm’x—-—Ccos’x)g“t“smx—{—T—Eg-tJvosu

513 3 -
g2l gicosta [ 1 , 1 o n s 1 . T
reeg 0 - T N3t — — Avlgt’sina + == (Asin*x — (Gceosta)e, g2
1 I3 go "’ f27 0D 5()( Jorg
1 A ey N 2 A et 2 n 7 )
e — — |z sin'a— Ccos*xz | g''sinx + —Eg?ticosia
72\ 3 ot 21 )

I . 1 . R
1 — — Avigtising + — (Asintz — Ceos?a) v, g0
2 20 el

Jeucosa [ A o3
1§’

[ ()
- a5 l—, Sin‘e — (1 COS -.’O t°sino -+ — h g 14 CcOS'x |+
30 d € 12 «

En remplacant les coefficients par leurs valeurs numériques, on
obtient

y=0N15,27021 — 1'N17,54601 — £:N1g:98427 -+ *N111,88460 — 'N113,26(23
+1*N13,39247 — 1*N16,51337
— 15N18,85472 + t°N110,68810 —1'N112,3¢247.

Si 'on donne & ¢ les valeurs
55, 105, 115, 14,
on trouve pour y les valeurs

o™, 59, 16,5, o7m,5, o83,

Projection de la trajectoire sur le plan zox.

14. La projection de la trajectoire du centre de gravité sur le
plan zox est déterminée par les valeurs de x et z. Dans les formules
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d* d* 3, . .
— et —= dun® 8 (p. 45-46), je fais

B=o et D=o;
j'obtiens alors

d:x, A . e )
y /il 3¢ g 3 (¢, — gisine)’ cose + C gé*sinzcos’ o
-+ A (¢ gisine ) cose | cos dz, ~+ sin dz,
sy — sin o A S o o
v 5 di i
. dz, dzx,
—3C g**sina cos’« (cos ¢ —— — Sino ——
R A\ dt
+ [3(1 (¢o — gtsina) g*t*sina cosa + € g3 t* cos’a
—3 (vi— gtsine) tangee — A (0, — gtsine)* gt (:050:] o,
da! )
— 3E g*’sinc cos« .
8 Sine. a o7 ,'
d2z, {A . . _ '
- o= — 3g ) = (¢, — gtsina Psing — C g3tPcos‘a
v (3 (0= gtsine) g :
Al ¢tsine)?sina | cos dz, —+ sin dz,
T o — a SIN &« 0S5 20 o
o 8 di dt
dz, dz, \
~3C g 2cos’e | cOSz — — sing ——
olgT s ( di dt

+ [ — 3C(¢vy— gtsine) g*t?cos?a + C g°* cos*a sinz

+ 5 (0o — gt sina} — A (v, — gt sinef gt sinocJ a,

da’l )
-+ 3E g*t*cos’a —;#:
On en déduit
cos {Px'—i—siuy ]
OS2 (lt—2‘ A dﬁ
A O dx, . dsz,
:—Bs?g(v‘,——gloma) A (0~ glsina )| cosa 7 sine —p
+[Cg*tcos’a — A (v, — gtsina) gt] :-a
cosz ——:J— siny&
T T ode
{ , dz, . dx,
=—3c; —Cg*t’cos’a + 3C g?#2cos’a | cosx — sing ——
e( 8 o g§U°CoS’ o CO/dt /dt
<l 3C (¢, — gt sina) g2 cos % 4= gising) — | d!
+ | — ¢, — gtsine) g cou—i—-—g—(w-—,_., sina) a1

+ 3E g2trcose 241,
3‘»]~3g.-j,r*tc,05aca”s
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En ne prenant que les termes du premier ordre, on obtient

cos ___dzx, —+ sin d’z, = A (¢, — gfsina)
" 24 74 —_c A (%) of 3
dt de ¢ v — gtsinaf,

COS (—ZQ L sin -—-(P d = 3¢Ca2r? 3
o o -+ sl gt cos’a;
s WIE g costa;

d’ou, en intégrant,
dzx, . dsz,
COS« 7{ -+ SINn« W

1

- @3isind a]v
7
4 o

: 3 . . :
=—cA [03 t— 3 v, gt sina + ¢, g P sinfa —

dz, . dz,

coso — — sina ——
dt

3
77 =+ - eCgticosia.

4
Ce sont ces valeurs qu’il faut porter dans les équations qui précedent,
car par 12 on ne néglige que des termes du troisieme ordre.

"

) " a .
Je remarque en outre que a; et 71—‘7 qui entrent comme facteurs dans

plusieurs termes, restent extrémement petits pendant toute la durée du
trajet, puisque, d’apres le calcul fait pIus haut, I'aceroissement de
'angle que P'axe de figure du projectile fait avec la verticale n’atteint
pas une minute. On peut donc, sans erreur sensible, supprimer les

. . dd, — o
termes qui contiennent & et —+ en facteurs; il vient alors apres réduc-
tion
cos Lo, sin &z,

05— [24
dt de
= —¢eA[v; — 3v; gtsina + 3v, g2 *sin’a — g3 sin*«]
-+ 3e2Al [og t— % vy gi*sina + 505 g*f*sin®e
15 : 3 s o
— 5 v; g°tisin®o + 5 giisinta — i g° l"bl[’]sot:l ’

dz, d*z, 27

cosa —— — sina ——— = 3eCgt*cos’a — —* e2C*g*1°cos’a.
*dr ar g AR

On a d’ailleurs, p. 17,
s l ,
x = ¢lcoSa +x, et Z=v,lSing — ;gt‘ -+ Zi;

Lo . )
Annales scientifiques de I'Ecole Normale supérieure. Tome V. 8
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done

1 . .
2 COSa —+ zSina == v, — ;gl‘-‘sma -+ 2z, COSa -+ 3,Sin«,

3 C0Sa + z Sina = — — gI* COS& + 3, C0So — zSina.

™

On obtient alors, en intégrant les équations qui précedent.

f

{ . 1 . s
X COSo —- B SsINo == vy — ;—gl‘sma

1 1 1 . L .
3 2 H 4 2 3 75 a
—cA (g"o” —-;uugﬁsma +Zuug’l’sm a— =g ésin a>

(1) , ; .
-+ 3etAl (6031‘3— Z—Zv‘;gl" sina +Z vigttisinte
— 0 g0 8in% o — v, g 7 sinfoe— L gstsinta ) 5
4 °® 28 '8 224 °
i ! 3 N o3 f5 3 27 272 o5 s' 340
(2) zcosa— xsina= — —gt*cosa -+ —e(g L cos" oo — el gt 1 cosia.
2 20 294

Dans I'exemple numérique que j’ai choisi, si I'on donne & z une va-
leur de plus d’une seconde, on reconnait que les termes du deuxieme
membre de I'équation (1) vont en croissant. Ce deuxieme membre ne
donne done pas une valeur approchée de x cosa + zsine, puisque les
termes négligés sont plus grands que les termes conservés. Il est doue
nécessaire de trouver par un autre procédé une valeur approchée de
2 cosa + zsina.

15. Les deuxiemes membres des équations (1)'et(2) ne dépendent pas
de la rotation du solide autour de son centre de gravité. Il en résulte
que, si Uon chrerchait le mouvement du solide dans I’hypothese ou il se
déplacerait parallelement & lui-méme, on devrait obtenir les valeurs pré-
cédentes (1) et (2). Je cherche les équations du mouvement qui con-
viennent a ce cas.

Je fais done

@ = coS o, a =o, a” = sina,
b=o, O =1, b’ =o,
¢ = —sina, ¢ =o, ¢’ =cosu,

»nw=o0, p =o, qg =o, y=o.
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Les valeurs de u, ', ©” dun° 1 (p. 34) deviennent

U = CcOSc dz -+ sin dz
— Tt “dr’

uw=o,

’”

u sin dz + cosx 2
—_ — & — o —
di de’

puis
2V3Xds=Auw -+ 3Buun’:,

2V3Y¥ds =o,
2ViZds=3Cu” +3Buzu”.

. , . d*z d*z
Si 'on porte ces valeurs dans les équations en — et —=

e PIE dun®t
(p- 34), on obtient

2
{(—lﬁf_ = —c¢[cosa(Au® + 3Buu")—sine(3Cu" + 3Bu*u")]
{id_—;{ = — g—e¢[sina(Aw +3Bu"u)+ cosa(3Cu” +3Buu")],

d’ott 'on déduit

cosa@+sina QT—z:-— sina — z(Aw® + 3Bu"*u)

di dr 8 ’
Az . dz . "

COSO(W”SIHOC HF:-——gCOSa~32((‘u3+Bu’u ),

ou plus simplement

—({l—;—; = — gsine — e(Au* + 3Bu"u),
”
%L-%-: — gcosa — 3¢ (Cu” + Buru”).

Telles sont les deux équations qui définissent le mouvement du
centre de gravité dans ’hypothése que j’ai faite.
Le projectile étant cylindrique, B = o, et'on obtient
du _
dr
du”
at

— gsinae — eAw?,

= —gcosa—3eCu",
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16. Je suppose qu’on ait intégré ces équations rigoureusement, et
(qu’on en ait déduit
x cosa + zsina = F (¢, ¢},
zcosee — xsinae =F, (¢, ¢).

Il devra arriver qu’en développant F (¢, ), F, (¢, ¢) en séries ordon-
nées suivant les puissances croissantes de ¢, les premiers termes de
ces développements forment les deuxitmes membres des équations (1)
et (2), de sorte que ces deuxiemes membres ne représentent que des
valeurs approchées de F(z, ¢), F, (¢, ¢). Cela suppose que les dévelop-
pements de ces fonctions en séries sont convergents; si donc il arrive
que pour certaines valeurs des coefficients et du temps, un des
deuxiemes membves des équations (1) et (2) devient divergent, il ne
pourra plus remplacer la fonction F(z,¢) ou F, (¢, ¢), et par suite il ne
pourra plus servir au calcul des inconnues.

Or, dans l’exemple numérique que j'ai choisi, les termes du
deuxiéme membre de I'équation (1) vont en croissant quand le temps
dépasse une seconde, tandis qu’au contraire les termes du deuxieme
membre de I'équation (2) diminuent trés-rapidement pour toutes les
valeurs du temps inférieures a 15 secondes qui représentent une limite
supérieure de la durée du trajet. Donc on pourra conserver I'équa-
tion (2) pour le calcul des inconnues, mais il faudra remplacer I’équa-

. ve 4 1 1. . du . 2
N (1 g - = - — & L

tion (1) par I'intégrale de I'équation — gsine — cAu
17. I'ai donc & intégrer I’équation

du

T — gsina — eAud.

Cette équation donne

du
dt—m— —————
gsina + kuw?

en remplacant ¢A par £, équation qui peut s’écrire

gsine dt = — ———
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i 3 ko . . .
Je pose u \/g o = W et 'équation devient
3 m————— dw
hotsinedi = — ———.
Vi “ L
D’ailleurs
. : 3/osina
dx cosa +dzsina = udt = \/ T wdt-
2

Si, de cette relation, je tire Ia valeur de d¢ et que je la porte dans
I'équation qui précede, j’obtiendrai
. 2 g Z
VEk*gsina(dr cose + dzsina) = — AL
I - -
Ainsi I'équation différentielle & intégrer peut étre remplacée par les
deux équations suivantes :

3y dw
Vg sinta di = — ——,
1+ w?
— . wdw
Vg sine (dz cose +dzsing) = — —="_,
) -+ w?
ou bien
4
=
T dw 1(2w—1)dw = /3
—3://z‘gzsm’acdt= ——-( - ) -i-\/d ~—\_f’——~f_7
I+ w 2 Wi—w 41 :wu——xj~
[ =4 ——
(%)
> d
—= W
——— . dw 1 (2w—1)dw - 3
3€/lf2g°smoc((lxcosa+dzsma)= _ L - ) —V3 \f -
© I+w 2w?— w41 +(gw_,\
V3
d’ol1 'on déduit, en intégrant,
————— = 2w —1I I I+ w
3t\3//fg’sm“oc= C—\/g arc tang ———— — =108 ———r—-,
V3 M "° Vo —w 1
— 1 I - (v

L . ~ EY 2w
3 C//)"g Sine (x cose —l—ZSanC):(JI'— \,/3 arc tang ——— —I——,log———/__—:_——.:_—:.
V3 M Ver— w1

. ) . I ’ . ) < v
Dans ces équations 5; représente l'inverse du module, c’est-a-dire
4

le nombre 2,30259, et C et C’ deux constantes arbitraires. La valeur
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/‘.

———- Avee
8 Sin «

initiale de w est ¢,; par suite celle de w est w, = ¢, \/
les données numériques que j'ai choisies, on obtient

w, = 3,3424.

Les constantes C et C’' se déterminent par la condition que pour ¢ =o
on ait
w=—3,3424 et xzcosxz-+ zSinoe=—o0;

on obtient ainsi
C=2,5878, (' =1,8290.

Si de la premiere des deux équations on pouvait tirer la valeur de s,
en la portant dansla deuxieme équation, on aurait pour « cos« -+ z sin«
Pexpression que j’ai appelée F (¢, ) et qui, développée suivant les puis-
sances croissantes de ¢, donnerait pour premiers termes le deuxitme
membre de 1'équation (1). Cette élimination de w ne peut pas se faire.
On est alors obligé de conserver les deux équations a la fois en y re-
gardant w comme une variable auxiliaire.
On pourrait intégrer de méme I’équation

4

du

—Sr= g cosa— 3¢ Cu's.

Mais comme le développement de zcosa — xsinax en série est conver-
gent, il est plus commode de le conserver. L’équation permet d’ailleurs
d’avoir autant de termes que I'on veut.

Intégrant donc par approximations successives, en tenant compte de
ce que pour = o on a u’ = o, on obtient, en posant 3¢C=14",

—_ L 3 £4 3 3 ”
12 __~gtcosac+zlz g%t cos amEIr 1g%t cos’x

5 3
+ ——z—k”3g7 4 costa— —1L fps gt costa+ ... ;
1120 29120

d’ol, en intégrant,
% COSo — & Sino = — ~ gl cosa + =k gips ‘cossoc — —3—If”z g5 1% CoSte
2 20 @ ® 224 5 ’

737

L% _ 137
407680

3350 k"gt" cos’a

k" gt cosla + . ..
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On reconnait que les trois premiers termes de ce développement for-
ment bien le deuxitme membre de 'équation (2).

18. Le mouvement du centre de gravité en projection sur le plan
zox est donc défini par les trois équations simultanées

(1) ¢N12,94509 = 2,588 — 3arctanc?‘—v;—~l—ilog—;i~—i_
(1) 04599 = 2,5878 — /3 e NS ey

(2)(x cosa—+3zsina)N14,98291=1,82g0—y 3 arc 1.;11)32(—)0,_—i + i log LW 5
V3 M Ve =

. oo T ,
(3) z‘cosa—xsma_—_—Egt?cosa—i—:l—(-)iz"‘gdﬁcos’a

57
12320

3 )
—ﬂ]z""l gt costa + kgt cosia — . .. -

équations dans lesquelles

N12,94509 =3k g*sin' «
et

N14,98291 =3 f//ﬁgsin o.
Si I'on donne une certaine valeur & w, I’équation (1) donnera la valeur
correspondante de z. L’équation (2) donnera la valeur de  cos« + z sina.
Portant ensuite la valeur trouvée de ¢ dans I’équation (3), on obtiendra
zcose — xsina. Ayant 4 cosx + z sinx et z cos« — x sin«, on calcu-
lera « et z. Si 'on fait w = 1,1 on obtient

t =¢%611, xcoSc-+ zsine=1528"3
et
Z C0Sa — & Sinoe = — 421,49,
d’otr
2=1585™,1 el z=16™,17.

Si l'on fait w = 1,05, on obtient

¢ = 10%, 369,
puis
r=1674 et z=— 21,50,
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Si 'on fait w =1, on obtient

t= 115,186,
puis
z=1769 et z=— 96,59.

On voit par la que la durée du trajet est comprise entre 95,611 et
10%, 369, et que la portée est de méme comprise entre 15852, 1 et 1674.

19. L’équation (1) jointe & I’équation en u”,

I ”
1 = — gteose + Zk giticosla—.. .,

permet d’avoir les valeurs simultanées de u et w’, puis celles de
dx dz :
7}' et (lG 2;-

Pour w = 1,1 on obtient

u=r101%03 et (= g¢,611

puis I'équation en u” donne

uw’ = — 83,713.
On en déduit
dx dz
77 =120,197 et = — 52,622,
d’olt
% = — tang23°38'6.

I’angle de chute est donc & peu pres 23° 387 6.
La vitesse finale est
dz
dt

05233576 — 1312t

20. En comparant ces résultats & ceux que donne I’expérience pour
le boulet de 12, on reconnait que la résistance de I'air sur le projectile
que j’ai considéré est beaucoup plus énergique que sur le houlet de 12
véritable. Pour le boulet de 12 vrai, la durée du trajet dans les condi-
tions ol je me suis placé est de 14 secondes, et la portée de pres de
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3000 meétres. La vitesse restante est de 170 metres et 'angle de chute
de 24°20'. La dérivation finale est de 71 meétres. A la distance de
1600 metres, qui représente la portée du projectile que j’ai considéré,
la dérivation du boulet de r2 vrai est de 15 metres. Celle que jai
calculée pour cette distance est de 16 métres.

Les différences entre les résultats que j’ai obtenus et ceux de I'expé-
rience peuvent tenir & ce que la loi de résistance que j’ai adoptée n’est
pas exacte, ou bien & ce que le coefficient ¢ que j’ai calculé d’apres une
formule de balistique est trop considérable. Mais elle provient certai-
nement en grande partie de la forme du projectile que j’ai considéré.
La partie ogivale qui termine le boulet de 12 doit diminuer la résis-
tance de 'air qui s’exerce suivant la tangente a la trajectoire, et par
conséquent le boulet doit aller beaucoup plus loin que si cette partie
conique n’existait pas.
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