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SUR LA REDUCTION

SYSTEME DIFFERENTIEL QUELCONQUE

SYSTEME LINEAIRE ET COMPLETEMENT INTEGRABLE
DU PREMIER ORDRE,

Par M. RIQUIER,

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE CAEN.

Dans deux Notes communiquées a 'Académie des Sciences (28 mars
1892, 27 février 1893), et dans un Mémoire ayant pour titee: De
' Existence des intégrales dans un systéme différentiel quelconque (An-
nales de U Ecole Normale supérieure, 1893), j’ai montré comment on
peat, de deux manitres différentes, mais toujours par de simples ré-
solutions d’¢quations, combinées avee des différentiations, ramener
un systeme différentiel quelconque & une forme completement inté-
grable, que j’ai nommdée Larmonique ('), et dont ordre est générale-
ment supérienr i 1. Cette premiere réduction une fois effectuée, on
peut, comme j'en ai acquis récemment la certitude, en effectuer une
seconde, et ramener, par de simples différentiations, un systeme harmo-
nique et completement intégrable d’ordre quelconque, & un systeme
harmonique et complétement intégrable du premier ordre, possédant
en outre la forme lincaire par rapportaux dérivées des fonctions incon-
nues. e nouveau résultat, dont ’exposition détaillée constitue I'objet
du présent Mémoire, a ¢té communiqué 2 I'Académie des Sciences

(1) Nonobstant cotte dénomination d'karmoniquc, il 0’y a rien de commun entre les
recherches d’Analyse générale dont je m’oceupe actuellement et Ia théorie d'une certaine
équation aux dérivées partielles du second ordre, dont la considéralion est souvenl usitée
en Physique mathématique.
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dans la séance du 24 avril 1893; il m’a permis, cela va sans dire, de
simplifier dans une mesure considérable ma premitre démonstration
de la convergence des développements des intégrales.

Jaurai souvent & m’appuyer, dans le cours de ce travail, sur les ré-
sultats qui font I'objet de mon dernier Mémoire (e I’ Existence des
intégrales dans un systéme différenticl quelconque) : les chillres suivis
d’un astérisque renverront le lecteur aux divisions du Mémoire dont
il s’agit, et les chiffres non suivis d’un astérisque i celles du présent
Mémoire.

Systémes harmoniques. — Conditions de passivité d'un systéme
harmonique.

L. Voirles n 1* 4 13* du Mémoire cité plus haut (Annales de [ Ecole
Normale supéricure, p. 65 4 86; 1893).

Existence des intégrales ordinaires dans un systéme harmonique,
passif et linéaire du premier ordre.

2. Lorsqu’'un systéme différentiel du premier ordre est harmonique,
passif et linéaire par rapport awx deérivées des fonclions inconnues, il
admet un groupe d'intégrales ordinaires (2%), et un seul, répondant a
des conditions initiales données (8").

Pour établir I'existence du groupe unique ’intégrales dont parle
’énoncé, il suffit, comme nous 'avons dit ailleurs (8%, 11I), de prou-
ver la convergence des développements de ces intégrales. Lartifice
employé, pour certains systemes du premier ordre, dans un Mémoire
publié par M. Méray avee ma collaboration ('), m’a suggéré la démon-
stration suivante.

I, Définition des majorantes.

Voir 15%, I (Annales de I Ecole Normale supéricure, p- 1245 1893).

IL. Soient [f(x, y, ...) une fonction olotrope & Uintéricur d’un sys-

(1) Sur la convergence des développements des intégrales ordinaires d'un systéme d'é-

quations différenticlles partielles (dnnales de U Ecole Normale supcricure, p. 17 el sui-
vantes; 18¢o).
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téme de cercles de rayons Ry, Ry, ... 5 2y, ¥y, ... des valeurs particuliéres
intérieures aux cercles dont il s’agit; r une premicre quantité positive in-
Serieure aux différences R, — modx,, R, — mody,, ...; « une deuziéme,
positive ou nulle, quelconque d’ailleurs; M une troisiéme supérieure & tous
les modules que peut acquérir la valeur de f(x, y, ...) a Uintérieur et
sur les circonférences des cercles de rayon r décrits respectivement de x,,
Yor «-- comme centres; 3, Y, ... des constantes positives au moins égales

1 . ..
a -5 enfin mun enlier posutf.
7 e posiyf
Cela élant, la fonction
: M+ o
[1—B(x—2y) —y(y—y¢) —...]"

— &

est majorante pour [(x, y, ...) relativement aux valeurs z,, y,, . . ..

Voir 15%, Il (Annales de U'Ecole Normale supérieure, p. 124 et 1253
1893).

HI. St lon désigne par w une fonction inconnue de la variable inde-
pendante z, par U, (x, u) une composante donnée, olotrope a l'intéricur
d’un systéme de cercles, et par x,, w, des valeurs intérieures aux cercles
dont il s'agit, Udquation différentielle

du
e I U X, U
p l~ ¢ 1 ( ’ )
est identiquement vérifice par la substitution & w de la somme d’une série

enlicre en x - a,, se réduisant & u, pour & == x,.
Voir 15%, 11l (Ann. de U Zeole Normale supérieure, p. 1254 1273 1893).
IV. Nous nommerons désormais :

(A) le systéme harmonique, passif et linéaire du premier ordre que
vise ’énoned;

X4y Yoy - - les valeurs initiales des variables indépendantes z, y, ...;

Uy 94, - .. celles des fonctions inconnues u, ¢, ...

v, ¢, ... les déterminations initiales de «, ¢, ...

coefficients du systeme () les diverses fonctions de @, y, ..., u, ¢, ...
qui figurent dans ses seconds membres, soit comme multiplicateurs
des dérivées paramétriques premitres, soit comme termes indépen-
dants de ces dérivées.
Ann. de U'fic. Normale. 3° Série. Tome IX., — Dicennnr 1893. 46
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Les coefficients ainsi définis sont, bien entendu, tous olotropes dans
quelque systeme de cereles, et les valeurs initiales @y, y,, ..oy g, 04, ...
respectivement intéricures aux cercles dont il s’agit.

Cela posé :

Le systéme déduit de (D), en y remplagant les cocfficients des seconds
membres par certaines majorantes relatives aux valeurs initiales x,,
Vs «eny Uy Oy onny possede un groupe d’intégrales satisfaisant a la
double condition : 1° de se réduire respeclivement @ w,, ¢,, ... pour
X=g, Y ==Yy oo 20 d admellre, pour leurs derices paramétriques
de tous ordres, des valeurs initiales posttives et supcricures aux: modudes
de celles qui ont éié choisies pour les dérivées semblables des intégrales

hypothétiques de ().
Aux variables indépendantes et aux fonctions inconnues
&y ,)11 L] i, v,

du systeme (), faisons correspondre autant de constantes posi-
tives

! " end i
4

o, 4, ey %5 .y

que nous nommerons, pour ahreger, leurs podds vespectifs; consideé-
ant ensuite Pune quelconque des dévivees premieres de w, ¢, ...,
appelons poids de cette dévivée le quotient obtenu en divisant le poids
de Ta fonction & laquelle elle appartient par celui de la variable indé-
pendante i laquelle elle se rapporte. Soient enfin :

g le nombre des fonctions inconnues «, ¢, .. .;

e une quantité positive moindre que 1;

v une quantité positive quelconque;

O () la fonction I,}

I résulte de Palinéa 111 que, en désignant par ¢ une fonclion in-
connue de la variable indépendante ¢, I'équation différentielle
dwv  p@ (L gw)

" AT (1 g

est identiquement vérifice par la substitution i w d’une série entiere
:n ¢ dont la somme s’annule avee ¢. D’ailleurs les valeurs initiales des
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dérivées de cette intégrale sont toutes positives. Elfectivement, si 'on
développe O (<) par la formule

T i,

et que, apres avoir remplacé © par ¢ -+ gw, on ordonne le résultat par
apport aux puissances de 2 et v, on voit immédiatement que les va-
leurs initiales de la fonction © (¢ + gw) et de ses dérivées de tous
ordres sont essentiellement positives. 11 en est de méme de la fone-

. I ) ’ H
Hon <y quon peul développer suivant la formule

o0 - 20 -, . .,
par suite enfin du produit

PO (L gw) Py ('/«| ek

seccond membre de Péquation (1). Les valeurs initiales des dérivées de
tous ordres de notee intégrale jouissent done, elles aussi, de la pro-
pri¢té annoncée; car, en vertu des formules ultimes appliquées a leur
aleul, elles se présentent sous forme d’expressions entieres, a coeffi-
cients entiers el positils, par rapport aux valeurs initiales du second
membre et de ses dérivées partielles. Nous désignerons par W (¢) I'in-
tégrale considerce de I'équation (). Nous observerons en outre que
cette méme Gquation peut encore s’éerive, soit sous la forme

sy ' PE®? (L~ giyr)
) P A e Yy

soit sous la forme

. sy ‘ cZw dsy
(3) i SO (L ) A O (L gw) AP 4 8y0® (¢ 4 gw) i A,

olte,, gy, ... désignent des quantités positives, en nombre limité, ayant
pour somme e. Si, dans 'une quelconque des équations (2), (3), on
remplace alors la variable ¢ par

a (@ ay) + 2" (Y = Yo) -+,
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et la quantité gw par

B/ (1 —tty) 4B (0 — ¢0) .-,

. . . e, div . .

si I'on substitue enfin & la dérivée —-> qui peut figurer dans divers
termes de 1'équation considérée, divers produits obtenus chacun en
multipliant par son poids I'une quelconque des dérivées premieres de
u, ¢, ... relatives d z, y, ..., il est facile de voir que la relation résul-
tante est identiquement vérifiée pour

S = uy+ é'/ W (z—ay) -+ (y—yy)+...],

( 0 =0y (%, Wla (x—ay)+a'(y —y) +...],

............................................

Cela posé, prenons dans le systeme (X) une relation quelconque (),
et désignons par ¢ le nombre (o) des dérivées contenues dans son
second membre, par A, A,, ..., A, les dérivées dont il s’agit, par A
celle qui figure dans son premicr membre, par o, w,, ..., @, @ les
poids respectifs de toutes ces dérivées; posons enfin, pour abréger,

§om ol (&= @) A (Y = Yy) e aebe B t0y) A= B0 = 0y)

Suivant que U'entier ¢ sera nul ou positif, ¢’est-a-dire suivant que '¢-
quation (a) aura Uune ou Pautre des deux formes

A=f(x, ¥, ., U, 0, ...),

A= f(a, ¥y ooy , 05 )= 100,09, ooy 1, 0, 00 ) A
A So (s Yy ey Uy Oy ) By Sy (Y, o, e, ) Ay,

~on considérera 'une ou 'autre des deux relations

pe®?(s)
10 (s)

A== 0 (s) -+ f7 .0 (5)A, -+ f; 20 (5) Ay 4. . . - S_ w,0(s)A,,

. . 1 . P .
et on multipliera par les deux membres de la relation dont il sagit;
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Iéquation résultante ((a)) ne différera alors de (a) que par les coefti-
cients, fonctions de x, ¥, ..., u, ¢, ..., qui figurent dans le sccond
membre. A chaque équation du systeme (X) on fera correspondre de
la méme maniére une équation telle que ((a)) : on obtiendra finale-
ment un systeme ((X)), ne différant de (X) que par les coefficients
des scconds membres, ct identiquement vérifi¢ par la substitution a
u, ¢, ... des seconds membres de (4), ¢’est-a-dire de fonctions qui
prennent en 2, y,, -.. les valeurs initiales «,, ¢,, ..., tandis que leurs
dérivées de tous ordres ont des valeurs initiales essentiellement posi-
tives. Chacun des nouveaux coefficients s’obtient d’ailleurs en faisant
le produit de © (s) par quelque constante positive, ety ajoutant par-
fois le produit de
0 (s)
1—e0(s)

par quelque autre constante positive. La premiere de ces deux con-
stantes, qui seule est importante 4 considérer, et que nous nomme-
rons, pour abréger, caractéristique du coclficient, dépend de € ou de 1
suivant que le coefficient ol elle figure multiplic ou non quelque dé-
rivée. Son produit par ® (s) est identique au coefficientde ((X)) dont
il s’agit, on Padmet pour majorante relativementaux valeursa,, yo, -
Ugy Yoy -+

La constante positive e étant choisie sous la seule condition d’étre
inférieure & 1, fixons maintenant les valeurs des constantes positives

(5) [ o, o, ..., ﬁl, {_:)//,
A cet effet, soient :

R;, Ry, ..., Ry, Ry, ... lesrayons des cercles & I'intérieur desquels les
coefficients des seconds membres de (A) sont supposés olotropes;
rune quantité positive inféricure, d’'une part a toutes les différences

Rz — modax,, Ry —mody,, ey
R, — mod u,, R, — mody,, ey

d’autre part aux rayons de convergence des déterminations ini-
tiales v, @, ... choisies pour les intégrales hypothétiques de (X);
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M une quantité positive supérieure i tous les modules que peuvent
acquérir les coefficients des seconds membres de (), et les dévi-
vées l‘)l"({rrliisl‘(:-.s des déterminations initiales v, o, ..., & Uintérieur
et sur les circonférences des cercles de rayon r ayant pour centres
les valeuars initiales de leurs variables respectives;

; “, 1
P la plus grande des deux quantités M, —;
I 8 7

Q un entier positif supérieur & la plus grande valeur que puisse at-
teindre, pour une équation quelconque du systéeme (), le nombre
des dérivées figurant dans le second membre;

Py by, oooy by les plus petites valeurs que puissent respectivement at-
teindre les cotes premitre, secconde, ..., pime des diverses variables
indépendantes (17);

Gyy Gy, ey Gy les plus grandes valeurs que puissent respectivement
atteindre celles des diverses fonetions hieonnues ;

fir Jor ooon fp les plus petites valeurset ), J,, ..., I, les plus grandes
valeurs que puissent respectivement atteindre celles des diverses
dérivées figurant dans 'ensemble des équations (X).

Désignant en outre par

Oy lrj’ O'! O‘Jv LR} r},:

p -2 constantes positives, dont les valears vont étre fixées dans un
instant, nous prendrons : 19 pour chacune des quantités =/, o, ... le
produit de o par des puissances de 0, 0,, ..., 0, dexposants respeeti-
vement ¢gaux aux cotes premiere, seconde, .., pime de Ja variable
correspondante; 2° pour chacune des quantités §, 87, ... le quotient
de B par des puissances de 0,,0,, ..., 0, d’exposants respectivement
égaux aux cotes premicre, seconde, ..., p*" de la fonetion inconnue
correspondante. Le poids d'une dérivée premivre quelconque aura

(e
. J .
alors pour valeur le quotient de = par des puissances de 0,,0,, ..., 0
o 19 Yuo Y
d'exposants respeclivement égaux aux cotes premiere, seconde, ...,
P de lacdérivie considérée.
Cela étant, on peut disposer de 0,, 0,, ..., 0, de maniere que les

caractéristiques dépendant de e soient toutes supérieures i P, quels
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que soient z et 3. 11 suffit, pour réaliser cette condition, de prendre
suceessivement

r', ‘ Op >,
¢ - PQ
( 0/» = "‘E‘;
5 Opey > 1,
PQ ;-
[ 0> 29 g
6y e DN
S 02 =0,
> o
( 02 >\ _]‘(‘) (j'!;t"“l;x . 01]’]/;——/,;;

S 0y =1,
[0 = Qg g
En effet, si 'on considere une relation quelconque du systeme ((A)),
chacune des dérivées que contient son second membre a, par hypo-
these @ soit une cote premicre inféricure a celle du premier membre;
soit une cote premiere ¢gale & celle du premicr membre, avee une
cote seconde inféricure; .. .5 soit des cotes premiere, seconde, ...,
(p = 2)"™ respectivement égales & celles du premier membre, avee
une cote (p - 1) inféricure; soit enfin des cotes premiere, se-
conde, .., (p - )" respectivement égales i celles du premier
membre, avee une cote p" inféricure. Comme on a pris 0, >1,
0,>r1, ..., 0,>1, les caractéristiques dépendant de e ont done, sui-
vant le cas, une valeur sapérieure i une ou a l'autre des quantités

(i) Oip=te L Ol g0,
E ity g~y
O N/ /P
........ e,
e =il p
0 00, -1
g
”“)“ 01;;

elles sont done toutes supéricures a P, en vertu des inégalités (6).
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Si, aprés avoir ainsi fixé 0,, 0,, ..., 0,, on prend

P
“ —————e e e
= e oy

B> DS ol . g

P

les constantes o, a7, ..., ', §”, ... seront elles-mémes supéricures
aP.
Enfin, si, désignant par « la plus petite des quantités o, o”, ..., et
o] ’
. PB
par B la plus grande des quantités §, §”, ..., on prend p.> ==, toute

caractéristique dépendant de ., étant au moins égale & ‘—Lﬁ-, sera, par

suite, supérieure a P.

En rapprochant de I'alinéa IT tout ce qui précede, on voit sans peine
que les divers coefficients du systeme (A) admettent comme majo-
antes, par rapport aux valeurs ,, ¥o, .. ., 4y, ¢4, - .., les coelficients
correspondants du systeme ((X)). Ce dernier possede d’ailleurs,
comme nous I'avons remarqué il y a un instant, un groupe d’intégrales
se réduisant respectivement & wy, ¢, ... POUr & == Xy, ¥ == Y;, ..., €L
admettant des dérivées de tous ordres a valeurs initiales positives. Il
nous reste a faire voir que, parmi ces dérivées, celles qui sont para-
métriques ont des valeurs initiales supéricures aux modules de celles
que on a choisies pour les dérivées semblables des intégrales hypo-
thétiques de (X).

Or, d’apres les formules (4), toute dérivée d’ordre total met d’ordres
partiels £, £, ... des intégrales considérées de ((X)) est égale & la
dérivée semblable de quelqu’une des fonctions

B]-I W e (2= xg) 4+ o' (y —yo) -+ -],

) . .
g Wla (@ — ) + o (y = 30) -],

............................... ooy
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par 'une ou l'autre des constantes §', B, .... Chacunede ces dernieres
étant au plus égale 4 B, et chacune des constantes ’, o, ... au moins
égale A a, la valeur initiale dont il s’agit est supéricure a

an [ W (0)
B 72 PR

D’un autre coté, le second membre de Péquation (1) qui, avec la eon-
dition initiale

(7‘) [§SR=——s] pour t = o,

définit la fonction W (¢), est majorant pour la fonction .0 (¢), car la
suppression du dénominateur 1 — ¢® (¢ + gw), ct la substitution de o
a la constante positive g dans le numérateur 1. ® (¢ + gw), ne peuvent
évidemment que diminuer les valeurs initiales, pour ¢ = o0, &w = o,
du second membre et de ses dérivées de tous ordres relatives i ¢ et .
Si done on considere successivement Péquation (1) et I'équation

iy

T O (1),

il résalte immédiatement de la forme des expressions ultimes que les

dérivées de tous ordres de intégrale déterminée par la condition ini-

tiale (7) auront, dans le premier cas, des valeurs initiales supérieures

a celles qu'elles possedent dans le second. D’apres cela, toute dérivée

paramétrique d’ordre me des intégrales considérées du systeme (X)) a

une valeur initiale supérieure & la quantité
o .t

r
TR A1) = i Lo, (m—1)am > -

e (mo—1)
il .

A plus forte raison a-t-¢lle une valeur initiale supérieure au module
de celle que 'on a choisie pour la dérivée paramétrique semblable
des intégrales hypothétiques de (A) : car cette derniere peut étre
considérée comme une dérivée d’ordre m — 1 de quelqu’une des dé-
rivées premivres des déterminations initiales donndées, et des lors le
module de sa valeur initiale tombe nécessairement au-dessous de

P .’__.i.,__,”(é'_::_.ll

Ann. de U’ Fe. Normale. 3% Série. Tome X, — Dicemsre 1893, 47
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V. Les développements des intégrales hypothétiques de (R) sont con-
pergents.

Pour le systeme (), en effet, les expressions ultimes des dérivées
principales sont des sommes de produits pouvant contenir comme
facteurs quatre sortes de quantités, savoir : certains entiers positifs;
certains coefficients des seconds membres; certaines dérivées par-
tielles de ces coefficients; enfin certaines dérivées paramétriques des
fonctions inconnues. Bt pour le systeme majorant (X)), dont la for-
mation est expliquée ci-dessus (IV), les expressions ultimes des mémes
dérivées sont composées exactement de fa méme facon avee les entiers
positifs dont il s’agit, les majorantes des coefficients de (A), leurs
derivées particlles et les dérivées paramétriques des fonclions incon-
nues. Des lors, puisque, dans le systéme majorant, les valeurs initiales
des dérivées paramétriques de tous ordres sont positives el sapéricures
aux modules de celles que possedent les dérivees semblables des in-
tégrales hypothétiques de (), Ia méme propricté subsiste pour les
dérivées principales. Or, les développements des intégrales effectives
de ((A)) sont de toute néeessilé convergents; par suite, ceux des in-
tégrales hypothétiques de () ne peuvent manquer de Uétre aussi.

Réduction d'un systéme différentiel quelconque & un systéme harmonique
et passif.

3. Voirles nos 18% &4 22% da Mémoive déjh cité (Annales de U Ecole

Normale supéricure, p. 167 1815 18)75).

Réduction d'un systéme harmonique et passif quelconque a un systéme
harmonique, passif et lincéaire du premier ordre.

4. Etant donné un systeme harmonique et passif, dont nons dési-
gnerons Pordre par K, si Pon partage en groupes les diverses équa-
tions qui le composent, suivant que les premiers membres des équations
dont il s’agit appartiennent i telle ou telle des fonetions inconnues, et
si, dans chacun des groupes résultants, on évalue le nombre des équa-
tions ’ordre K, le plus grand des entiers ainsi obtenus se nommera,
pour abréger, le genre du systeme.
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Cela posé :
Tout systeme harmonique et passif d’ordre K > 1 se raméne ¢ un sys-
téme également harmonique et passif, qui est :
Ouw d’ordre moindre;
Ow d’ordre égal, mais de genre moindre.

I. Nous supposcrons jusqu’a nouvel ordre que, dans le systeme
harmonique et passif donné, uN pREMIER MEMBRE, QUEL QU'IL SOIT, N'EST
LA DERIVEE D'AUCUN AUTRE, ¢l NOUS DESIGNERONS BN PAREIL CAS PAR ¥ LE SYS-
TEME DONT 1L 8'AGIT; celle restriclion ne sera supprimée que dans la
derniere partic de la démonstration (VI, inf.).

Si P'on partage en groupes les diverses équations du systéme X, sui-
vant que leurs premiers membres appartiennent i telle ou telle des
fonctions inconnues, il est clair que towte fonction correspondant a un
groupe d’ordre K admet, dans chacun des ordres 1, 2, ..., K — 1, quel-
que derivée paramctrique.

I1. Nous déduirons du systeme X, & Paide du mécanisme décrit ci-
apris, un nouveau systéme jouissant de propriétés remarquables que
nous ¢tablirons ensuite.

A. Désignant par @, v, ... les variables indépendantes, et par a,
¢, ... les fonctions inconnues dua systeme X, nous adjoindrons i «,
¢, ... de nouvelles fonctions inconnues en nombre égal & celui des
dérivées paramétriques des ordres 1, 2, ..., K1, et nous écrirons
que celles-ci sont respectivement égales aux nouvelles fonctions incon-
nues: nous obtiendrons ainsi un ereyiek crover @, d’ordre K —1, soit

B. En supposant, pour fixer les idées, que la fonction « soit une
de celles dont quelque dérivée d’ordre Kfigure comme premier membre
dans ¥, désignons par X, 'ensemble des équations de X qui ont pour
prémiers membres des dérivées de la fonction «, et partageons X, en
deux groupes 2, X7, dontle premier conticnne les équations des ordres
1,2, ..., K—1, ¢t le second les équations d’ordre K. Si, dans les
ordres 1, 2, ..., K — 1, on prend i volonté une dérivée paramétrique
de la fonction w (1), sa comparaison avee les divers premiers membres
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de X! pourra donner lieu aux deux cas suivants : ou bien quelque pre-
mier membre de X, aura avec la dérivée considérée quelque variable
de différentiation commune; ou bien un premier membre, quel qu’il
soit, de X! n’aura avec la dérivée considérée aucune variable de difle-
rentiation commune. Nous pourrons, d’apres cela, partager les déri-
vées paramétriques de u d’ordre inférieur & K en deux groupes (,),
(v.), contenant, le premier les dérivées de la premitre sorte, et le se-
cond les dérivées de la deuxieme sorte. Un semblable partage devra
d’ailleurs étre fait pour toutes celles d’entre les fonctions inconnues
dont quelque dérivée d’ordre K figure comme premier membre
dans X.

- Comme nous I'avons expliqué au n° 1*, chacune des variables indé-
pendantes z, y, ... et des fonctions inconnues «, ¢, ... du systeme
harmonique X, par suite aussi chacune des dérivées de ces dernieres,
se trouve affectée de p cotes. Cela ¢lant, nows attrdbucrons @ chacune
des nougelles fonctions inconnues w, ... des coles premicre, scconde, . . .,
piéme respectivement égales a celles de la dérivée paramétrique correspon-
dante; nous affecterons en outre les variables indépendantes x, y, ... de
cotes (p 1) soutes égales entre clles, les anciennes fonctions incon-
nues w, ¢, ... de cotes (p+ 1‘)“"”“"‘ quelconques, cnfin les nouselles fonc-
tions inconnues 1, ... de cotes (p - 1) satisfuisant « la double con-
dition suivante : 1° St ['on considére les nouvelles fonctions inconnues
dérivees d'une méme ancicnne quelconque, lewrs cotes (p -+ 1)"“””""‘ sont
toutes distincles entre elles; 2 Si la fonction w est une de celles dont
quelque dérivée d’ordre K figure comme premier membre dans X, les cotes
(p~+ 1)mes des nougelles fonctions inconnues qui correspondent aux de-
rivées paramélriques du groupe (N,) sont inféricures a celles des nougelles
Jonctions inconnues qui correspondent awr dérioées paramétriques du

groupe (Y, )-

C. Désignons actucllement par £ an entier positil “K — 1, par g
un entier positif queleconque, et considérons, relativement au sys-
teme 2, une dérivée paramétrique d’ordre £ 4 ¢; on peuat, et souvent
méme de diverses manicres, la regarder comme résultant ’une diflé-
rentiation d’ordre ¢ exécutée sur telle ou telle des dérivées paramé-
triques de Uordre £, et, par suite, sur telle ou telle des nouvelles
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fonctions inconnues qui correspondent & celles-ci. Il est clair (B) que
les diverses dérivées d'ordre ¢ (des nouvelles fonctions inconnues) qui
reproduisent ainsi, 4 la notation pres, une méme dérivée paramé-
trique d’ordre £+ ¢ du systeme X, ont des cotes premiere, se-
conde, ..., p respectivement ¢gales aux cotes homologues de cette
dernitre; de plus, si ces dérivées sont en nombre supérieur & 1, leurs
cotes (p + 1) sont necessairement distincles entre elles, car les nou-
velles fonctions inconnues auxquelles elles appartiennent respective-
ment ont des cotes (p-+1)*"" toutes distinctes, tandis que les variables
indépendantes ont des cotes (p -+ 1) toutes égales entre clles.

D. Partageant les équations du systeme X en deux groupes X/, ¥,
dont le premier contienne les ¢quations des ordres 1, 2, ..., K—1, ct
le second les ¢quations d’ordre K, on considérera le groupe ¥, et I'on
substituera aux dérivées paramétriques qui figurent dans les seconds
membres les nouvelles fonctions inconnues correspondantes. On tom-
bera ainsi sur un pruxine crovee @,, dont Pordre ne peat dépasser
K—1.

E. Considérons i volonté deux ¢quations, 'une dans le groupe @,
I'autre dans le aroupe @,, sous la seule condition que leurs premiers
membres soient les dérivées d’une méme fonction inconnue. Si, pour
fixer les idées, D.w==n est I'équation extraite de @, et I.D.ula ré-
sultante Cordre minimam des deux premiers membres, la dérivation
exprimée par le symbole I est d’ordre nécessairement supérieur i
zéro el au plus ¢gal 8 K — 1. Cela ¢tant, on considérera la relation ul-
time de X qui a pour premicr membre 3.D.w, ¢t on y remplacera ce-
lui-ci par .5 quant aux dérivées paramétriques qui penvent figurer
dans le second membre, on les remplacera, si clles sont d’ordres 1,
2, ..., K—1, par les nouvelles fonctions inconnues correspondantes,
et, si clles sont d'ordres K, K -1, ..., par des dérivées d’ordres 1,
2, ... appartenant i celles d’entre les nouvelles fonctions inconnues
qui correspondent aux anciennes dérivées paramétriques de I'ordre
K — 15 on aura soin sculement, toutes les fois qu’une substitution de
celte derniere sorte sera possible de plusieurs manitres, de choisir,
parmi les diverses dérivées i substituer, celle dontla cote (p +1)" est
la plus faible (C).
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En variant de toutes les manicres possibles, sous la seule condition
que leurs premiers membres apparticnnent & une méme fonction in-
connue, le choix des deux équations respectivement prises dans les
groupes ©,, @,, et répétant chaque fois opération précédente, on
obtiendra un trowsiine erovrr @,, dont les premiers membres ont des
ordres au plus égaux A K— 1.

F. Supposons que la fonction « soit une de celles dont quelque dé-
vivée d'ordre K figure comme premier membre dans X, et prenons i
volonté une dérivée du groupe () et un premier membre de X, (B).
Si, pour fixer les idées, D.a = u est la dérivée considérée du groupe
(hy)s et DD la résultante Cordre minimum des deux dérivées, la
dérivation indiquée par le symbole 3 est d'ordre supéricur i zéro et
au plus égal & K. Cela posé, on considérera la relation ultime de X
ayant pour premicr membre la résultante dont il s’agit, on y rempla-
cera ce premier membre par M.u, et on elffectuera sur le second Io-
pération décrite dans E; puis on variera de toutes les manieres pos-
sibles le choix des deux dérivees prises, une dans le groupe (7,),
Pautre parmi les premiers membres de X/, et 'on construira chaque
fois, comme nous venons de Pindigquer, une rvelation correspon-
dante.

En opérant de semblable maniere pour chacune des fonctions in-
connues dont quelque dérivée d’ordre K figure comme premier membre
dans ¥, nous tomberons sure un guarniime crover @, dont les premiers
membres ont des ordres au plus égaux h K.

G. Désignons par 2 une dérivée des anciennes fonctions inconnues
U, 5 ..., jouissant de la double propriété d’élre paramétrique par rap-
port au systeme X, et cardinale (117) par rapport au systeme des équa-
tions @, ; puis considérons, dans le groupe formé par les nouvelles
fonctions inconnues u, ... ¢t leurs dérivées des ordres 1, 2, ..., K—1,
les divers termes que le changement de u, ... en D.w, ... rend iden-
tiques & o5 partageons enfin les termes dont il s’agit en groupes sue-
cessifs d'apres les valeurs décroissantes de leurs ordres (positifs ou
nuls), et rangeons les dérivées de chaque groupe d’apres les valeurs
déeroissantes de leurs cotes (p-+-1)"™", nécessairement distinctes (G) :
la suite totale ainsi oblenue comprend nécessaivement plus d’un
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terme, et nous ¢galerons le dernier d’entre eux & chacun des précé-
dents, en ayant soin qu'ils figurent toujours, ceux-ci dans les premiers
membres, celui-Ia dans les seconds membres des équations résul-
tantes. )

En variant de toutes les manieres possibles, sous les conditions in-
diquées, le choix de la dérivée ¢, et répétant chaque fois Uopération
].)récé<_le|'|t0., nous tomberons sur un CINQUIEME ET DERNIER GROUDPE ©®,,
dont Pordre ne dépasse pas K — 1.

H. Nous nommerons Q le systeme différenticl
[QBM (52’ QB:&! @.’n @:‘;],
formé par Ina réunion des cing groupes précédents.
HI. Le systéme Q (11, H ) est, comme (1), harmonigue el passif.

A. Chacune des équations du systéme Q, considerée isolément, est har-
montque (127, 111).

Le point en question est évident pour les groupes &, @,, G,.

Considérons maintenant une équation appartenantsoit au groupe @,,
soit au groupe &, Sil'équation considérde a étée deduaite d’une rela-
tion ultime de X dontlordre soit inféricur ou égal & K—1, elle ne con-
tient dans son second membre aucune dérivée. Supposons, au contraire,
qu’elle ait éte déduite d’une relation ultime dCordre supéricur A K —1:
deux eas sont alors & distinguer. Lorsque la nouvelle fonction in-
connue dont quelque dérivée figure dans le premier membre de cette
¢quation correspond i une ancienne dérivée paramétrique d’ordre in-
fericur & K — 1, le second membre est d’ordre nécessairement infé-
ricur an premicr membre. Lorsque la fonction inconnue dont il s’agit
correspond au contraire i une ancienne dérivée paramétrique d’ordre
K — 1, le seccond membre peut contenir quelque dérivée d’ordre égal
au premier membre s mais alors, comme la substitution aux nouvelles
fonetions inconnues 1, ... et i leurs dérivées des quantités D, ...
et de leurs dérivées semblables transforme I'équation considérée en
une relation ultime, nécessairement harmonique (12, II), (12%, 1V),
du systeme X, il résulte du choix que nous avons fait, pour les cotes
des nouvelles fonctions inconnues (11, B), que les dérivées d’ordre
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¢gal au premier membre qui figurent dans le second remplissent, ve-
lativement & leurs cotes premitres, secondes, ..., p™, les conditions
indiquées au n® 1",

B. Aucun des premiers membres du systéme Q ni aucune de leurs de-
rieces ne figurent dans le sccond membre d’une équation (/ue/(:()/z.(/uc de ce
sysiéme.

1° Les ¢quations @,, @, onl pour premiers membres diverses dé-
rivées des anciennes fonctions inconnues, et ne conticnnent dans leurs
seconds membres aucune dérivée quelle qu’elle soit.

2° Aucune dérivée des anciennes fonctions inconnues ne figure
dans [@,, ©,, G,].

3¢ Les premiers membres de @, non plus que leavs dérivées, ne
peuvent figurer dans les seconds membres de @,.

Effectivement, si l'on prend & volonté 'une des équations @, el si
Pon considere, dans le groupe formé par les nouvelles fonctions in-
connues 1, ... et leurs dérivées de tous ordres, les divers termes que
le changement de w, ... enD.«, ... transforme, avee le second membre
de cette équation, en une méme dérivée de quelque ancienne, le se-
cond membre dont il s’agit, compard aux autres lermes, appartient
certainement a Pordre minimum, en méme temps qu'il possede, dans
cet ordre, la cote (p -+ 1)m¢ Ja plas faible. D’un autre coté, dans cha-
cune des équations @; ou de celles qu’on en déduit par différentia-
tions, le premicr membre est toujours, soit "ordre supéricur ausecond
membre, soit d’ordre égal avee une cote (p 1) supéricure; il ne
peut donc coincider avee le second membre d’aucune des équations @;.

4° Les premicrs membres de [@,, ©,|, non plus que leurs déri-
vées, ne peuvent figurer dans les seconds membres de |6, 6, 6,

Car le changement de n, ... en D.u, ... transforme les seconds
membres des équations @; en autant de dérivées paramétriques du
systeme X; il transforme les seconds membres de |@,, @, | en expres-
sions ultimes (du systeme X) ne contenant aucune dérivée principale,
et enfin les premiers membres de [@,, @, |, ainsi que leurs dérivées,
en autant de dérivées principales.

50 Les premiers membres de @, ou leurs dérivées ne peuvent figu-
rer dans les seconds membres de | @,, @, |.
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Car le premier membre de chaque relation @; et ses dérivées, qui,
apres le changement de n, ... en D.x, ..., deviennent respectivement
identiques au second membre correspondant et & ses dérivées sem-
blables, ont, avant cette substitution, soit des ordres respectivement
supérieurs, soit des ordres respectivement ¢gaux avee des cotes
(p -+ 1)l respectivement supérieures; et d’un autre coté, dans les
relations ultimes du systeme X qui ont servi a former [@,, ©,], ona
eu soin de remplacer chaque dérivée paramétrique des ordres 1, 2, ...,
K — 1 par la nouvelle fonction inconnue correspondante, puis chaque
dérivée paramétrique d’ordre supéricur & K — 1 par une dérivée de
nouvelle fonction inconnue qui fat d’ordre le plus petit possible, en
méme temps qu’elle possédait, dans cet ordre, la cote (p —+ 1)i“me la
plus faible.

C. Lesimple rapprochement de A et B prouge la nature harmonique
du systéme €, el il nous reste & établir sa passivité.

D. Si awx noupelles fonctions inconnues w, . .. dusystéme Qet a leurs
dérivdes paraméiriques de tous ordres on substilue respectivement D.u, ...
et leurs derivdes semblables, on reprodudt une Jois el une seule chacune
des derivées paramdctriques du sysiéme X, et aucune de ses derigées prin-
cipales.

Ce point résulte immédiatement des suivants :
1° Siaux nouvelles fonctions inconnues u, ... et 4 leurs dérivées de
tous ordres on substitue respectivement D.w, ... et leurs dérivées
semblables, on reproduit, avee certaines dérivées principales du sys-
teme X, au moins une fois chacune de ses dérivées paramétriques.
Car, dans le systeme X, toute dérivée paramétrique d’ordre supé-
ricur i K—1 est forcémentla dévivée de quelque dérivée paramétrique
des ordres 1,2, ..., K— 135 une dérivée paramétrique d’ordre quel-
conque coincide done, 4 la notation pres, soit avec quelqu’une des
nouvelles fonctions inconnues, soit avec quelqu’une de leurs dérivées.
2° Parmi les dérivées des nouvelles fonctions inconnues, celles que
le changement de n, ... en D.w, ... transforme en dérivées princi-
pales du systeme 3, sont elles-mémes principales relativement au sys-
teme Q.
Anr. de (' Fe. Normale. 3¢ Série. Tome X. -~ Dicoysre 1893. 48
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Pour fixer les idées, considérons, parmi les nouvelles fonctions in-
connues, celle que définit la relation D.a = u : il s’agit de faire voir

“que la dérivée D.u est néeessairement principale dans le systeme Q,

si la dérivée B.D.ulest elle-méme dans le systeme Z.

Supposons d’abord que, parmi les premiers membres de X (11, D),
il en existe quelqu’un, D', «, qui, lui'ou une de ses dérivées, soit iden-
tique 3 .D.« : en désignant par . D .« la vésultante d’ordre mini-
mum de D.z et D'.w, I.D.u coincide forcément avee I'expression
D'.D.uou quelqu’une de ses dérivées; I .u se confond par suite avec
Pexpression I'.u ou quelqu’une de ses dérivées, c’est-b-dire avec
un des premiers membres du groupe @, ou quelqu’une de ses dé-
rivées.

Supposons en second licu que . D.wne coincide avee aucun des
premiers membres de X' ni aucune de leurs dérivées. Comme elle est
principale dans le systeme X, il y a certainement quelque premier
membre de X7, par exemple D”. «, qui, lui oun une de ses dérivées, se
confond avee I.D.u, et la fonction « est au nombre de celles dont
quelque dérivée d’ordre K figure comme premier membre dans X.
D’ailleurs D”.w est lui-méme une dérivée premivre de quelque dérivée
d’ordre K — 1de «, et cette dérivee d'ordre K- - 1, néeessairement pa-
ramétrique en vertu de la restriction formulée dans Palinéa T, appar-
tient ¢évidemment au groupe (4,), puisqu’elle a pour dérivée un pre-
micr membre de 27, Cela posé, nous distinguerons deux cas, suivant
que la dérivée D appartient au groupe (A,) ou au groupe (v,). == Si
la dérivée ). w appartient au groupe (%,), on désignera par 7. D.u la
résultante d’ovdre minimum de D.w et D”.w, et on observera que
BD.D.u coincide forcément avee Pexpression D7 D.w ou quelqu’une
de ses dérivees, que, par suite, D.u se confond avee Pexpression
D".wou quelqu'une de ses dérivees, ¢est-i~dire avee un des premiers
membres du groupe @, on quelqu’une de ses dérivées. — Sila dé-
rivée D.aw apparticnt au groupe (v,), on se souviendra que 3.D.u est
forcément la dérivée de quelque dérivée appartenant tout ensemble
au groupe (A,) et a Vordre K — 1, soit D" "0 = u™", ¢t on en con-
clura que 3.D.u coincide nécessairement, soit avec la résultante
d’ordre minimum de D.a et D*". u, soit avec quelque dérivée de
cette résultante. Or celle-ci, évidemment cardinale par rapport au
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groupe @,, est nécessairement paramétrique dans le systeme X : effec-
tivement, elle ne peut, & cause de notre hypothese, coincider avec au-
cun des premiers membres de X' ni aucune de leurs dérivées; et, d’'un
autre coté, s’il existait quelque premicr membre de 7 qui, lui ou une
de ses dérivées, se confondit avee elle, comme le premier membre en
question serait d’ovdre K, et, par suite, d’un ordre plus élevé que
D" u, D.waurait quelque variable de dilférentiation commune avec
ce méme premier membre, ce qui est impossible, puisque D.u est
supposée appartenir au groupe (v,). Cela posé, soient

@T-D.u, @E-D DBy

les deux expressions dont la résultante en question est susceptible i
Paide de D.w et D™ w, et ot @, T désignent des symboles de dé-
rivation d’ordres au plus égaux A K — 1. Si D.west d’ordre inféricur
4 K — 1, la premicre des expressions

@T.ow, @O

st d’ordre supéricur i la seconde; si D.w est d’ordre K — 1, Ies deux
expressions sont d'un méme ordre néeessairement supérieur & zéro,
mais la premicre aune cote (p -+ r)i“*¢supéricure i laseconde, puisque
D .o n fait partic du groupe (v,), et D® Ve == 0" du groupe (A,)
(11, B); done, dans tous les cas, @.u est le premier membre de quel-
que équation da groupe @;. Finalement, puisque M.D .« coincide
avee .1 « ou quelquune de ses dérivées, . w coincide avec T.u
ou quelquune de ses dérivées; ¢’est done une dérivée principale du
systeme Q.

30 Si, dans le groupe formé par les nouvelles fonctions inconnues
u, ... et leurs dérivées de tous ordres, on considere tous les termes
que le changement de w, ... en D.w, ... transforme en une méme dé-
rivée paramétrique du systéme X, il en est un et un seul qui coincide
avee quelqu’une des nouvelles fonctions inconnues ou de leurs déri-
vées paramétriques (relativement i Q).

Effectivement, si ’on partage les termes considérés en groupes suc-
cessifs d’apres les valeurs déeroissantes de leurs ordres (positifs ou
nuls), et que I'on range ensuite les termes de chaque groupe d’apres
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les valeurs décroissantes de leurs cotes (p -+ 1), nécessairement
distinctes (II, ©), un terme quelconque de la suite

(8) DO.aY, L, D(")_u(l')’ e, D(-\‘)_u(-“),

ainsi obtenue, est ¢videmment ¢tranger au groupe formé par les pre-
miers membres de [@,, @., @,, @, | et leurs dérivées, et il suffit des
lors de prouver que e dernier d’entre cux est élranger au groupe
formé par les premiers membres de @; etleurs dérivées, tandis qu’au
contraire chacun des précédents en fait néeessairement partie.

Or, si le dernier terme Y. u® figurait comme premier membre
dans quelqu’une des équations @, ou de celles qu’on en déduit par
différentiations, le second membre de cette relation, que la substitu-
tion dew, ... a4 D.w, ... transforme en la méme dérivée paramétrique
du systeme X, serait, ou d’ordre inféricur au premicr membre, ou
d’ordre égal avee une cote (p - 1) inféricure; M. u® ne serait done
pas le dernier terme de la suite (8), ce qui est contraire & I’hypo-
these. :

Considérons maintenant, dans la suite (8), 'un quelconque des
termes qui précedent Te dernier, par exemple 7. u®, el soient

DLy,
DG gl

celles d’entre les équations @, qui définissent les nouvelles fonctions
inconnues u”, u®. La dérivée paramétrique du systeme X en laquelle
se transforment, par le changement de n, ... ¢en D.w, .., les dilférents
termes de la suite (8), admet alors, entre autres expressions, les deux
suivantes

DD,  DEDE,,
et par suite coincide forcément, soit avee la résultante d’ordre mini-
mum de D, u, D¥.u, nécessairement paramétrique par rapport a X,
soit avee quelque dérivée de cette résultante. Si 'on désigne mainte-
nant par

DD, BELDE u
les deux expressions dont cette résultante est susceptible au moyen
de D”.w, D9.u, il est facile de voir que la quantité .n" est
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forcément, ou d’ordre supérieur & M. u®, ou d’ordre égal avec une
cote (p + 1)i¥mesupérieure : car une méme différentiation (d’ordre po-
sitif ou nul), exécutée sur M. u®, D u®, fait retomber sur les
quantités P7.u", DPO.u®, dont la premiere jouit précisément, par
rapport 4 la seconde, de l'une ou lautre propriété. D’ailleurs les
ordres de D). u®, B u® sont au plus égaux A K — 1. Il résulte alors
du mode de formation des équations @, que D). u" se confond avee
quelqu’un de leurs premiers membres, et par suite que . n® se con-
fond, soit avec quelqu'un de ces premicrs membres, soit avec quel-
qu’ane de leurs dérivées.

E. Les relations ultimes du systéme Q peuvent éire partagées en deux
catégories se distinguant l'une de l'autre par ce caractere, que le change-
ment de w, ...cnD.u, ... transforme celles de la premicre en relations
wltimes du systéme X, et celles de la deuxiéme en relations identiques
ayant chacune pour premier et pour second membre une méme derivée
paramétrique du systéme X.

Le point dont il s’agit est évident pour les relations ultimes de
premitcre classe (4") du systeme Q, puisqu’elles font directement
partic du systeme en questions; il suffit des lors de prouver qu’en le
supposant exact pour les relations ultimes des classes 1, 2, ..., /, il
ne cesse pas de 'étee pour les relations ultimes de classe j + 1.

Or, les relations primitives (2°) de classe j-- 1 du systeme Q sont
de trois sortes, suivant que la substitution des quantités D.z, ... 4
u, ... les transforme : 1° en relations identiques ayant chacune pour
premier ¢t pour second membre une méme dérivée paramétrique du
systeme 25 2° en relations identiques ayant chacune pour premier et
pour second membre une méme dérivée principale du systeme Z;
3¢ en relations ultimes du systeme £ ou en relations ultimes diffé-
rentiées.

Si, dans unerelation primitive de la premiere sorte,le second membre
est paramdétrique relativement au systeme Q, cette relation est en méme
temps ultime, etappartient a la seconde des deux catégories dont parle
énoncé. Si le second membre est au contraire principal, il appartient
forcément & quelqu’une des classes 1, 2, ..., j, et toute expression
ultime du second membre est de deuxieme catégorie (nous voulons
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dire qu’elle est fournic par une relation ultime de deuxieme catégorie);
en la substituant au second membre dont il s’agit, on tombe évidem-
ment sur une relation ultime de méme catégorie.

Dans une relation primitive de la seconde sorte, Ie sccond membre,
nécessairement principal (D, 29), appartient & quelqu’une des classes
1,2,...,/; toute expression ultime de ce second membre est done
de premitre catégorie, et, en le substituant au second membre, on
tombe sur une relation ultime de premicre catégorie.

Enfin, dans une relation primitive de Ia troisicme sorte, le second
membre peut contenir des dérvivées principales de classes 1, 2, ..., /,
dont chacune doit ¢tre remplacée par une expression ultime de pre-
mitre ou de seconde catégorie, suivant que le changement de u, ... en
D.w, ... la transforme en une dérivée principale ou paramétrique du
systeme X. Comme celui-ci, & cause de sa passivité, n"admet pour
chacune de ses dérivées principales qu’une seule expression immé-
diate (12%, VI1), cetle substitution, suivie du changement de n, ... en
D.u«, ..., vedonne forcément une velation altime du systeme 2.

F. Lesysieme Q est passif.

Dans le systeme Q, deux relations ultimes de méme premier membre
appartiennent toutes deux & la premiere calégorie, ou toutes deux i la
seconde (E).

Si deux relations ultimes de méme catégorie ont le méme premier
membre, elles ont forcément aussi le méme second membre; car, se-
lon qu’elles appartiennent & la premivre ou i la seconde catégorie, le
changement de u, ... en D.w, ... les transforme, soit en une méme
relation ultime du systeme X, soit en une méme identité ayant pour
premier et pour second membre quelque dérivée paramétrique de ce
dernier; ct, d’un autre coté, si lon forme successivement, dans le sys-
teme X ct dans le systeme Q, un groupe avee les variables indépen-
dantes, les fonctions inconnues et leurs dérivées paraméiriques, les
deux groupes ainsi obtenus sont identiques a la notation pres (D).

IV. Les fonctions u, o, ..., constituant un groupe d’intégrales ordi-
nares du sysiéme X, figurent dans quelque groupe d’intégrales ordinaires
du systéme Q. Réciproquement, les fonctions u, ¢, ..., figurant dans
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quelque groupe d’intégrales ordinaires de Q, constituent un groupe d’in-
iégrales ordinaires de X.

En conséquence, la recherche des intégrales ordinaires de S se ramene
a celle des intégrales ordinaires de Q.

La proposition directe est ¢vidente.

Pour la réciproque, on observera : 1° qu'd la notation pres, ¥ se
confond avec @,; 2° qu’en vertu de la restriction formulée dans I'ali-
néa I, tout premier membre de X7 peut étre considéré comme une
dérivée d’ordre K — 1 de quelque dérivée paramétrique premiere, et
que des lors, & la notation pres, I'équation correspondante fait partie
du groupe @,.

V. Le sysiéme Q est forcément :
Ou d’ordre K — 1;
Ou d’ordre K, mais de genre moindre que 3.

Les groupes @,, @, @,, @, étant ’ordre K — 1 dansleur ensemble,
tout revient a examen du groupe @,.

Supposons, pour fixer les idées, que w soit 'une des fonetions in-
connues dont quelque dérivée dordre K figure comme premier membre
dans X, ¢t D.w == 1w 'une des nouvelles fonetions inconnues du groupe
(A). Pour obtenir celles d’entre les équations @, qui ont pour pre-
miers membres des dérivées de n, il faut, comme nous 'avons vu
(I, F), comparer suceessivement D .« & tous les premiers membres
de X : toutes les fois que D .z ¢t un premicr membre de 27, ont quelque
variable de différentiation commune, I'équation correspondante est
d’ordre inféricur & K; toutes les fois que D.w et un premier membre
de 7 w’ont aucune variable de différentiation commune, I'équation
correspondante est d'ordre K. Or, puisque D.w fait partie du groupe
(\), la premitre circonstance se présentera au moins une fois : done,
dans le systeme Q. le nombre des équations ayant pour premiers
membres des dérivées d’ordre X de la fonction u est inférieur d’une
unité au moins i celui des équations X;.

On en déduit immédiatement le point qu’il s’agit de prouver.

VI. La proposition qui fait 'objet de notre énoncé général se trouve
maintenant établie en supposant que, dans le systeme harmonique et
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passif donné, un premier membre, quel qu’il soit, n’est la dérivée
d’aucun autre. Lorsque cette condition restrictive ne se trouve pas
satisfaite, on commence par supprimer du systeme donné les diverses
équations dont les premiers membres, comparés 4 ceux de telles ou
telles équations d’ordre inféricur, en peuvent étre considérés comme
des dérivées; ainsi que nous I'avons fait observer ailleurs (13*), le
systeme résultant admet les mémes intégrales que le proposé, et pos-
sede, comme lui, la forme harmonique et passive; s’il est d’ordre infé-
rieur au proposé, ou bien encore s’il est d’ordre égal, mais de genre
moindre, il satisfait aux conditions de I’énoneé; dans le cas contraire,
on lui applique le mécanisme décrit a alinéa II.

5. Towt systéme harmonique et passif du premier ordre est réductible
@ un systéme de méme nature, possédant en outre ke forme lincéaire par
rapport aux dérivées des fonctions inconnucs.

Les raisonnements a Paide desquels on établit cetle proposition
offrant une grande analogie avee coux du numéro précédent, en méme
temps qu’'une grande simplicité relative, nous nous bornerons i dé-
crire, sans démonstration, le méeanisme 2 Paide duquel on passe du
premier systeme au sccond.

A. En désignant par x, y, ... les variables indépendantes, et par
u, ¢, ... les fonctions inconnues du systéme donné, nous adjoindrons
4w, ¢, ... de nouvelles fonctions inconnues en nombre égal a celui
des dérivées paramétriques du premier ordre, et nous éerirons que
celles-ci sont respectivement ¢gales aux nouvelles fonctions incon-
nues : nous formerons ainsi un prEMIER GroUPE 3.

B. Remplacant dans les équations proposées les diverses dérivées
paramétriques par les nouvelles fonetions inconnues qui leur corres-
pondent, nous formerons un pEUXIEME Groupk 33,.

C. Chacune des variables indépendantes et des fonctions inconnues
du systeme harmonique donné, par suite aussi chacune des dérivées
de ces dernikres, se trouve, comme on sait, affectée de p cotes (p dési-
gnant un certain entier). Gela étant, nous attribuerons i chacune des
nouvelles fonctions inconnues des cotes premiere, seconde, L, pleme



SUR LA REDUCTION D’UN SYSTEME DIFFERENTIEL QUELCONQUE, ETC. 385

respectivement égales & celles de la dérivée paramétrique correspon-
dante; nous affecterons en outre les variables @, y, ... de cotes
(p + )™ toutes égales entre elles, les anciennes fonctions inconnues
u, ¢, ... de cotes (p -+ 1)m% quelconques, enfin les nouvelles fone-
tions inconnues dérivées d’'une méme ancienne quelconque de cotes
(p + 1) toutes distinctes entre elles.

De la résulte, en particulier, la conséquence suivante : si quelque
dérivée des anciennes fonctions inconnues est paramétrique par rap-
port au systéeme donné et intéresse a la fois plusieurs variables indé-
pendantes, les diverses expressions dont cette dérivée est susceptible,
a I'aide des nouvelles fonctions inconnues, ont leurs cotes (p + 1)iemes
nécessairement distinctes.

D. Considérons & volonté deux équations, 'une dans le groupe 3B,
Pautre dans le groupe 38, sous la scule condition que leurs premiers
membres soient les dérivées d’une méme fonction inconnue. Si, pour

U TR VP </ T T du ) 2
fixer les iddes, ay = est 'équation extraite de 3B, ct - =... I'¢-
quation extraite de 3,, on considérera la relation ultime du systeme

, . . d*u ..
donné qui a pour premier membre 5=, et 'on y remplacera celui-ci
dx dy .

’

dut,
DA
le second membre, on les remplacera, si elles sont dua premier ordre,
par les nouvelles fonctions inconnues correspondantes, et, si elles
sont du second ordre, par des dérivées premicres appartenant aux nou-
velles fonctions inconnues; on aura soin seulement, toutes les fois
qu'une substitution de cette dernitre sorte sera possible de deux ma-
nicres, de choisiv, parmi les deux dérivées a substituer, celle dont la
cote (p -+ 1)eme est la plus faible (C).

En variant de toutes les manitres possibles, sous la seule condition
que leurs premicrs membres appartiennent & une méme fonction
inconnue, le choix des deux équations respectivement prises dans les
groupes 3B, B,, et répétant chaque fois Popération précédente, on
formera un trotsime 6rourE 3B,.

; quant aux dérivées paramdétriques qui peuvent figurer dans

E. Désignons enfin par ¢ une dérivée (seconde) des anciennes fonc-
tions inconnues, possédant la double propriété d’étre paramétrique

Ann. de l'fic, Normale. 3¢ Sérvie. Tome X. — Dicemsne 1893. Lo
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par rapport au systeme donné, ct cardinale par rapportau groupe B, ;
puis, ¢galons entre elles les deux expressions dont cette dérivée est
susceptible & I'aide des nouvelles fonctions inconnues, ¢n ayant soin
de faire figurer au second membre celle dont la cote (p ~1)me est la
plus faible (C).

Envariant de toutes les manitres possibles le choix de la dérivée o,
et répetant chaque fois Popération précédente, on obtiendra un qua-
TRIEME BT DERNIER GROUPE 3.

F. Le systeme

[iﬂh i%f iﬁ:ﬁ EH’;]»

orm¢é par la réunion des quatre groupes, est celui auquel fait allusio
formé par la réunion des quatre groupes, est celui auquel fait allusion
notre énoncé.

6. Du simple rapprochement des deux numéros précédents (1),
(5), il est facile de conclure qu'a Carde de simples différentiations, un
systéme harmonique ct passif d’ordre quelconque se raméne, de proche en
proche, & un systéme harmonique et passif du premier ordre, présentant
la forme lincaire par rapport avx déricées des fonctions inconnues qu'il
unplique.

Des lors, et en verta du n® 3, de simples résolutions d’équations, com-
binces agee des différentiations, permeltent, dans les circonstances géné-
rales, de ramener un systéme differentiel quelconque « un systéme har-
monique, passif el linéaire du premier ordre,

FIN DU TOME X DE LA TROISIEME SERIEK.



