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SUR LES

SURFACES ISOTHERMIQUES

A LIGNES DE COURBURE PLANES

DANS UN SYSTEME OU DANS LES DEUX SYSTEMES,

Par M. P. ADAM,

INGENIEUR DES PONTS ET CHAUSSKEES.

I o S

M. Darboux a fait connaitre le premier (') les ¢quations des sur-
faces isothermiques & lignes de courbure planes dans un systeéme. Sa
méthode, extrémement ingénicuse, repose sur 'emploi des formules
de Codazzi et de la théorie savante des fonctions doublement pério-
diques que nous devons a M. Hermite (*).

M. Darboux s’est borné au cas général, dans lequel les plans des
lignes de courbure du premier systeme enveloppent un cone.

Je me propose, en suivant la voie tracée par I'éminent géometre,
de traiter le cas particulier dans lequel les plans des lignes de cour-
bure du premicr systéme enveloppent un cylindre, puis de dégager
du résultat : '

1° Les équations des surfaces isothermiques 4 lignes de courbure
planes dans les deux systemes;

2° Les équations des surfaces & courbure moyenne constante et &
lignes de courbure planes dans un systéme.

Les fonctions doublement périodiques rencontrées par M. Darhoux

(1) Comptes rendus de U Académie des Sciences, 1°7 semestre do 1883. — Bulletin des
Sciences mathématiques, t. V11, 1883.
() Comptes rendus de I Académic des Sciences, t. LXXXYV.
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sont de deuxieme esptce; on verra que ces fonctions deviennent de
premibtre espece lorsque le sommet du cone enveloppé par les lignes
de courbure du premier systeme s’é¢loigne & Uinfini, et que les coor-
données de la surface peuvent, par un calcul qui constitue une inté-
réssante application de la théorie des fonctions H et © de Jacobi,
s'exprimer & 'aide des fonctions elliptiques sn, ¢n et dn, isolées ou
engagées sous le signe /l, et d’une fonction arbitraire. Je montrerai
aussi que les coordonnées des surfaces isothermiques a lignes de
courbure planes dans les deux systemes dépendent uniquement des
fonctions elliptiques, isolées ou engagées sous le signe /‘, et qu’en
donnant au module % de ces fonctions la valeur zéro, on obtient deux
catégories de surfaces comprenant la premiere les cyclides et la se-
conde les surfaces minima d’Ossian Bonnet et la surface minima d’En-
neper.

Rappel succinct du Mémoire de M. Darboux.

Le ds* des surfaces considérées par M. Darboux peut s’éerire
ds® == 2 (i - do?),

w et ¢ désignant les parametres des lignes de courbure.

Si T'on suppose que les ¢ == const. soient fes lignes de courbure
planes, les six rotations p, ¢, 7, p,, ¢,, r, introduites par M. Darboux
doivent avoir pour valeurs

| o
/ 0%

P == 0, Py V/ ;)/' R

| e
) )
(/::v;)i{’ /17 0,
—_ f)/l o 0{{

- ()(’ ’ /'y (}[_{ s

\

et la fonction 4 doit satisfaire aux deux Gquations aux dérivées par-

e e S
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tielles
! J*h
) o wos N\ _on o
b I oh T ou oy’
Jv
. o 02N L0k rh
(5) (l - V );j‘:é‘ |- VV (')T; - ;)*;E == 0,

V étant une fonction de ¢.
[ équation (2) s’integre facilement et donne

U et U, désignant des fonctions de U.
Quant & 'équation (3), si 'on remplace ¢ par une autre variable ¢,

oy . N
telle que do, == == » elle prend la forme tres simple
Vi Ve
- D*h 0*h
(.‘)) -1 O

du? el

Le probleme est ainsi ramend & Pintégration simultandée des équa-
tions (4) et ().
M. Darboux démontre que U et U, doivent satisfaire toutes deux i

,y/’
(6) Yooz oo Y snt i e— 1 K% e ok snt o,
Y

et que lear produit doit avoir pour valeur

/‘,'l

(7) Ut =

(sn*e — sn?u),
o désignant une constante arbitraire.

Or (6) est le cas le plus simple d’une équation considérée par Lamé
et intégrée par M. Hermite ('); M. Darboux déduit du résultat donné

(1) Compies rendus de U dcadémie des Sciences, 1. LXXXV.

Ann., de U Fe. Norm. 30 Sévie. Tome X, — Ocrosre 1893, 4t
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par M. Hermite les expressions suivantes de U et de U, puis de e

U = !Il_go) H(« - r_n) (8)’((2::
(8) T Ta0(0) 0(a) ¢ ,
( U, = H (o) H(u+m) « %7(_:.’:_)
1 ’(")("’)O(ll) e ,
O<u-{ £e) "‘ﬁ)> 0({1———(;' l.)> o
) " 1{.),
oY/ 2 - 0“‘)
v o 11 <[(._:if(’ e ”’> ”<” ==l r.)) )

Il reste & caleuler les coordonnées rectangulaires d'un point de la

surface. A cet effet, M. Darboux introduit une nouvelle fonetion
et de ¢, si 'on remarque que ¢* est le carré du module de

- AN
L R L)
0] ( L iy (o)

- (}7 2 ('Hm)
Il ~}~1c -l m
()
Y,

SN
hia (“)( " ) 1= sy (") (o)

on peut poser

( ”')) ¢ 2 e M ¢ 2 (") ((.) y,

U=t (9=
H{
”,
U {7y =t I~ L4y =t 1)
0 ( SR ) H (»« S U™ .
v, : ", a

i e e . PR Wi,
i (fﬁ.f?"]“'l -+ ",’) ) ( - ““71.’2)
% \ 2

On a d’ailleurs les relations

ce qui donne

(11) A

) o oo
N de, T ol du T de,

7 dew

parce que £ - (o est une fonction de la variable complexe « -+ ,.

La fonction o ne différant de £ que par les notations satisfait i

(13) P Mclﬂ' f- '\uﬂi’}'
1
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avec
Mo 08 iy i
() ’ 20 (o) M (ivy) ’
Sy N , . G TS
' N ll’(())(;)(m—wl)ewr@—%.

| 2 0(w) (i)
M. Darboux se sert ensuite d’une représentation sphérique particu-
liere dans laquelle le rayon de la sphere est parallele & la tangente i la
courbe ¢ == const. tracée sur la surface, c’est-a-dire dans laquelle les
coordonnées de la sphire sont les cosinus @, «', a” directeurs de la
tangente & la courbe ¢ = const.
Dans cette veprésentation, le ds® de la sphere s’¢erit

AS? = da® - da' - cla"?,

In se servant des rvelations différentielles entre «, «, «” et les six
votations p, ¢, r, pi, ¢, r, considérées par Codazzi, des valeurs (1) de
ces rotations et enfin des relations (12), on trouve

AN sty V”(()7~ L(/("",
U !

ou, en vertun de Péquation (13),

(15) A9t cdot 4 (VM e YNe )2 ot

¢e qui montre, qu’en représentation sphérique, les ¢, = const. sont des
grands cercles ot que 5 est la distance d'un point quelconque de la
sphire i une courbe fixe I' orthogonale i ces grands cercles. Les plans
des lignes de courbure du premier systeme sont d’ailleurs paralleles
aux plans de ces grands cercles. -

En appelant @, y, = les coordonnées d'un point quelconque de I’
sxprimées au moyen de arc s de ', on a

-
c b

o oo | iy sy ) el [ 4 ((ys 5y
(16) Do =y - i(se - as)] et |y i(sx - 23)]en i,

[ o o l 5 e L'(;lfl)/’ _“_"},J’.I)J el -} I 5 - I'(.'I;.}/’-»—— }’.’L") |e—ia’
ce qui donne une seconde expression de &5

L 2 p 2o et - lA _(/s N ji.‘é _(/s ,--irr‘ e
(17)  dS*=da* v da'? -+ da" = do* - ( o, el = e, ¢ ) de?,
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324
A désignant fe déterminant
S ll' et
a5
l‘” ‘,// :.V/

La comparaison de (15) et (17) conduit &
S (1 -+ (A)ds == 2 VM dv,,
[ (r—iA)ds =2 VNdyy.

(18)

Les coordonnées X, Y, Z de la surface cherchée se déduisent enfin
des formules X = ¢*(adu -+ bdy) qui prennent la forme suivante, en
se servant des relations différenticlles entre a, @', ¢ et les six vrotations

P> Gy s Py gy 1y et des relations (12)
e
vy
@ di A = dy
Jr )

dX el

(19)
. dey
et 'on obtient
(= (60— 3 m
X @)@ —ilys— 3] ”-( . ) TRE
H(om) (o) I (/ll Loy
\ 2 )
(20) / I ( w3y S ‘
(n)‘).(,,))l‘::[‘. e i( 7,:;’,,.A,, :y’)l o ) (u /«'.)(u:-,'l-'}’-f
. 14 L . ¢ T
H(2m) (o) ”(l/~ L0
alors (18)

On peat, ou bien se donner arbitraivement la courbe I e
déterminent s ¢t V en ¢, ou bien se donner V arbitrairement en ¢,;

alors (18) définissent s et A en ¢, ¢’est-h-dire A ens, et 'on peut cal-
culer 2, y, z, coordonnées de |
Les lignes de courbure da premicr systeme sont dans les plans
e

'K Y'Y 3

normaux i I,
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If.

Equations des surfaces isothermiques a lignes de courbure planes dans
un systéme lorsque les plans des lignes de courbure de ce systéme enve-
loppent un cylindre.

Tant que o n’est pas nul, la courbe T' ne peut pas étre un cercle,
¢'est-h-dire que les plans des lignes de courbure du premier systeme
enveloppent un cone véritable; en effet, si o est différent de zéro, le

M , : , ..
apport < donné par les valeurs (14) dépend de ¢,, et en divisant

membre & membre les relations (18), on voit que A dépend aussi
de ¢, 5 or, si T ¢était un cercle, on reconnait aisément que A serait con-
stant.

Pour que les plans des lignes de courbure du premier systeme
enveloppent un eylindre, il faut done que o == o.

Cette condition est sullisante, car, si w == 0, on a

PR I

d’ol
b (A s (1 (A,

A=z,

et Ia courbe I étant réduite & un point, les plans des grands cercles
normaux i cette courbe passent par un méme diametre de la sphere;
les plans des lignes de courbure du premier systéme, qui sont paral-
leles aux plans de ces grands cercles, sont done paralleles & une direc-
tion fixe.

Soit alors » = o.

On peut supposer le point auquel se réduit I' placé sur Oz, c’est-

a-dire
Z=m 0, Y=o, s==1.

Les expressions (20) des coordonnées de la surface se présentent
dans ce cas sous forme indéterminée et il faut reprendre le calcul.
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En faisant o == o, il vient

14 .

JA
\ U =-— - sna,

(8) ! .
( U= k s,
2

(9")

(10%)

(1)

(13") (’)):’l M (% — i),

(147) MooN %? ﬂiix;:z ns;im"

Quant aux expressions (16) des coordonnées de la sphere, en assi-
milant le point I au cerele infiniment petit de rayon p

&
X P COS =

. 5 - - .
puis, en posant P A, elles deviennent
g

cosh , . )
R L LD B

16/ sin )
( ) ) ((I e L ?l: ((_,[f; o p=is )’

) (617 e e 1) s
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A représente alors Pangle du plan =02 avec le plan du méridien qui
passe en (a, @'y a") et o est I'arc de ce méridien compris entre le
pole T et le point (@, a', a”

Il est d’ailleurs ais¢ d’établir directement les formules (16').

Les deux expressions (15) et (17) du dS* de la sphere sont mainte-
nant

(15") dS?*=== dg® -1~ VEM?(ei®— ¢=19)2 do?,

R ) ) elﬂ,__(f—'ld‘ 2 .
(17") A8 da? -+ da'® - da"? == do? - (—- —~——> d)*.

2
Il faut done que
(18" dh = 2iMV dv,.
Tout cela posé, on obtient pour les expressions (1) des différen-
tielles dX, dY ot dZ

/

(l\

(us/ |- [V — Ly .
-~ ( N [ T phein {[ l) — "V sinkdy,,
2 o

sinz N Y TR N
(19) Y s e ((:’*""’ et gh=iT ] ,J> - etV coshdey,
[\ o ) ‘
. RS St "~ i,
7, I IT ! - el (]
»

Or les fonctions ¢ et ¢, dont les expressions sont (o) et (10),
sont doublement périodiques de premitre espeee; si on leur applique
la méthode de décomposition de M. Hermite, on trouve

(1l FESinN
! O (i) 1 “ ( 2 ) H (

el o e lo e L

Chsnde, O(iy)  ksniey ll(" i— t.st) ll(_u_ui(‘j]_‘.

i ( oy

2

SN

¢ 1

eAdS e 20 o ]) B N
« s ) ) 7
fe k i’_.LL‘.“ i " —+ n,
o

P ;e 0" 4 . (5 oo o
C désignant la constante 5 et D, ., signifiant dérivée par rapport
D O (o) -.7-__' <
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Ces résultats, portés dans (197), donnent & X, dY, dZ des formes
immédiatement intégrables, et il vient, en remplacant la surface

P — XY 7
(X, Y, Z) par la surface homothétique (/ - —/>,

, . 8 (o) Vsing
Zeosh L) ¥ s ”Iclv,,

X =7 cosh

CI R

Y - isin

.. ¢’ V ’
Zsing (i) ‘m/l "

O (v sniv,

On peut transformer ces expressions de facon quelles ne contiennent
plus que les trois fonctions elliptiques sn, ¢n, dn.

Prenons d’abord I'intégrale qui se trouve dans X en se servant des
relations connues

iy
o (ivy ( )
Oy (W )

; . 0w
Asndvysn®
R

et en ayant v”‘:ml i (18’), il vient

.. NI T
/ |C¢:0sl ' ({v,) Vsink l o,

O (0i,) sniv,

YAy A
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On a de méme

s e o ()
[[gsm +-(O)—(.i‘-‘-) Y-Eﬂ] dyy= —2isin) —2L
J oL D (i) snpyg o (¥
2
-+ k2 fsn2 L(sinh — VcosA) dp,.
D’autre part, on sait que

w (”:*i-f-"> @)/(5’.‘> W(ﬁ) sn &1
\ 2 2 S\ 2 2

u - Iy o\ + w\ u w9,
1 ( -um) ) (-’——’) H (-—) SN — sn ———
> 2 2 2 2

u {9, i, (v, u
. sn——(:n-——dn————sn—-cn—-dn—
U~ 19 2 2 2 2 2
sn » =
2% e
t— k2gn? Y gpe 4
2 >
et
du
e == CONSEL
sn?

Si I'on porte ces expressions dans (20"), on obtient, réductions
faites,

X = 0d o5k ke [ o £ (cosh -V sin?) de,

(21) { Y ==oisink 2.2 2 - /f‘z/“lz ' (sink — Vcosh)dyy,

A% o
sn—! . gn? -
9 2
iy
§n? ot su — (n dn ,
, 9 du
Z=n I i Tt u
§n? — §N% — — sn?— sn? —
2 2 2 2

On pourrait, dans ces équations, remplaccr Lot ~ par deux autres

Ann.de I'fie. Normale. 3° Série, Tome X. — Novemore 1893. 42
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variables ¢ et 7, & la condition de remplacer aussi — par © dans (18);

V et A deviendraient alors des fonctions de =. On pourrait aussi faire

disparaitre 7, qui ne figure qu’en apparence, en se servant des rela-

tions
sn (@, k")

sn (l“)ﬁ', /i) == m)

. I
cn (l;l', /A) == (TI‘IT,('”/{A") )
; . dn (o, /."}

do (er 1) = G 7y

Mais nous laisserons les équations de la surface sous la forme (21).

Les ¢quations (2r1) contiennent deux fonctions Vet A de ¢, lices
par (18"). On peut prendre arbitrairement soit V, soit A, et (18") dé-
termine alors soit A, soit V.

II.
Mode de génération de la surface.

Posons

La ligne de courbure (C), pour laquelle ¢, == const., est dans le
plan
(29) Y — W, =tangh (X — W),
parallele & OZ. Ce plan coupe le plan XOY, suivant une droite Az qui
rencontre 'axe OY en A, et 'on a
OA =W, — W tangi.
Prenons sur Ax

AQ) == ——\-Y

T cosi

Rapportons la ligne de courbure (C), dans son plan, 4 O’z eth O’z
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parallele 2 OZ. On a, pour les coordonnées de cette courbe,

/

81 0, cn £y 1 )
S X W Shmendan 2
. Y ) = — == 21 .
(23) COSA  COSA o Lu
sn? — —sn? -
s=17.

Donc la forme des courbes (C) ne dépend pas de V: elles sont les
mémes pour toutes les surfaces pour lesquelles Ie module £ a la méme
valeur.

Cherchons la droite (D) suivant laquelle le plan de la ligne de cour-
bure touche son enveloppe. Elle est définie par (22) et par

(A r
P costa

e (X - W) — W' tangi,
ce qui donne

(24) X = (W tangh — W) cos?) - W,
et, en appelant M le point ot (D) rencontre O'a,

O'M - ;';(?\"; S w% — f2V sn? ‘,:_‘ .

La courbe (L), enveloppe de O'z, a d’ailleurs pour équations (21)
et (24) qui peuvent s’ éerire

(25)

Cette courbe, dont la forme dépend de 'V, est quelconque; son ds
differe de la différenticlle de O'M’ de la quantité

ge=ds —d.0'M,

de sorte que, si, O’a enveloppant (L), on veut que (C) engendre la sur-
face cherchée, il faut que le plan de (C) glisse parallelement & XOY
de la quantité g quand ¢, varie de dy,.

La surface cherchée est donc engendrée par la courbe plane (C) qui se
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déforme, quand ¢, varie, comme le veulent les équations (23), et dont le
plan roule sur un cylindre paralléle a OZ et de directrice (L) (/uclconque
située dans le plan XOY, en méme temps qu’il subit parallélement ¢ XOY
le glissement élémentaire g.

Le liea de O est une courbe (L,), ayant pour équations

X =W,
Y=W,.

On peut done dire encore que :

La surface cherchée est engendrée parla courbe (C), d’équations (23),
vartable de forme avec v,, dont le plan z0"x demeure paralléle & OZ.,
le point O décrivant la courbe (L) et la droite O x s’ appuyant constam-
ment sur la courbe (1.).

Iv.

Cherchons si, parmi les surfaces trouvées, il y en a pour lesquelles
les plans des lignes de courbure ¢, = const. passent par une droite
fixe.

Il faut et il suffit pour cela que la courbe (L) se réduise & un
point, ¢’est-a-dire que les différenticlles des coordonnées (25) de cette
courbe soient nulles. Cela conduit & deux conditions qui, combinées
entre elles, peuvent s’éerire

d 2 g
T (V sn 7;) -+ SN =0,

di vy == 0.

En vertu de la relation (18"), la scconde donne

Qo
Vo= fsnideg.
1

Portant dans la premiere, il faudrait done que

d . Ain 1
—m  SNEW 8NE ) e (N2 s = 0.
dy, 2 2
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Or on reconnait aisément que cette rclation ne peut exister. Donc
les surfaces trouvées n’en comprennent pas pour lesquelles les lignes
de courbure ¢, = const. soient dans des plans passant par une droite
fixe. :
Ce résultat nous conduira plus loin & énoncer un théoréme.

V.
Surfaces (21) pour lesquelles 4 =1.
Si k== 1,1l vient
u . u
sn 5= tangh 57
1

1 u
en — = (dn—- = ,
2 p 1A
cosh -
2

S0Py == L lang eq,
0w . ¢
sn Y == elang -

Iy I
en — == (dn —* =
2 2

(14") M=o
2rtang ey
. Vdo
(18”) o == -r..,..,__l-.
tange,
Ltang - .
. o, , Y .
X =29 Co8 b e BT —— ~—/wng.;" ;—)1 (cosh -+ Vsink) dvy,
PR PR et ¢ . 2
cos? 5 <l..1n;:. P tang®h :>
()
tang -
N4 Y = asin e ang* ! (sin) — V cos).) d
(2174 Y = asin ) - R T tang?* - (sink — V cosA) avy,
| ; oy, . 2
cos? - <t.:m;.;'~' ,)1 - tang*h ~)‘)
2% ] - P

tangh &
b4 'y .
’ angh -
Y A R— oy AR u - U
"y PR 9
cos? - [ tang® — -+ tang*h —
2 <' i e T,

Nous examinerons plus loin I'hypothese £ = o.



331 P. ADAM.

VI.

Surfaces isothermiques a lignes de courbure planes
dans les deux systémes.

Les surfaces & lignes de courbure planes dans les deux systemes
comprennent :

1° Les surfaces pour lesquelles les lignes de courbure d’un sys-
teme sont dans des plans paralleles & un plan fixe et les lignes de
courbure du second systeme dans des plans paralleles & une droite
fixe. Ce sont les surfaces moulures de Monge.

Il est facile de reconnaitre géométriquement que, de ces surfaces,
les cylindres, les cones et les surfaces de révolution sont les seules
sur lesquelles les lignes de courbure puissent dessiner un réseau iso-
therme; aussi n’est-ce pas de ces surfaces que nous avons i nous
oceuper.

2° Les surfaces pour lesquelles les lignes de courbure de chacun
des deux systemes sont dans des plans paralleles & une droite fixe,
les deux droites fixes qui correspondent aux deux systemes de lignes
de courbure étant rectangualaires.

Celles des surfaces de ce second groupe qui sont isothermes ont
leurs équations nécessairement comprises dans les équations (21).

Les ¢équations (21) supposent que les lignes de courbure du pre-
mier systeme (¢, = const.) sont dans des plans paralleles & OZ; nous
prendrons OY comme direction fixe & laquelle nous voulons que les
plans des lignes de courbure du second systeme (u == const.) soient
paralltles. '

Pour que ces lignes soient planes, il faut et il suffit, dans ces con-
ditions, que 'on ait

X

(44 It .
— == fonclion de w.
J7.
Jvy

Pour exprimer cela, le moyen le plus simple consiste & partir des
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é¢quations différentielles (19), lesquelles donnent

cosh(el7 - e~y — V gind

(26) T pT: = == fonction de¢ «.
Or, si 'on pose
u iy
sh > S —
[ o, — {3,
u u 0w iy
cn -~ dn— en —-dn —
2 2 2 2

_ B
(27) i = ";,_,,,__,f’_, e-ic 2P
i o~ [ a—p

ce qui transforme (26) en la condition suivante

= fonction de c.

2087 ~= V¥V sind) - f*(cosd -+ V sink)
SRR
Comme V et A ne dépendent que de ¢, ¢’est-a-dire de §, il faut donc
que
N 2 At

S Vsind +4 cosk = =z )
(28)
( Vsind - cosh = a3,

A et B étant deux constantes absolues, réelles pour une surface réelle.
On vérific aistment que, quels que soient A et B, les expressions de Vet
de A tirees de (28) satisfont i la relation différentielle (187); (28) dé-
terminent done les fonctions Vet A de ¢, pour lesquelles la surface (21)
a ses lignes de courbure planes dans les deux systemes.

A Iégard des constantes A et B, il convient de faire cette remarque
que, pour une surface réelle, 1 — 4AB est positif; on tire, en effet,

des relations (28),
' (1 - V2)sin?) =1 4AB.

Avee la premiere des relations (28), I'intégrale qui se trouve dans
la coordonnée X de la surface (21) se calcule immédiatement; elle a
pour valeur

. tow iy i iy
2A t/r‘*/ sn=ten—tdn-tde =2 AL snt =,
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‘en remplacant d'autre part, dans X, cosA par sa valeur tirée de (28)

i,
A 0112 dn2 — Bsn?—
A — B ﬁ2 2 D)
cosh=1( : =1 P fv P )
- [
sn-<en— dn =+
2 2 2
il vient
i w
A cn2 ! dn2 i Bsn’—;—‘ i
X=—2 2 — +2Aksn?—L.
i(y i 9

sn? P SN2 —

2 A

Un calcul facile permet d’écrire X de la manitre suivante

sn? — A cn? (In2 S
2 2 A
X —— __.w-;(v. . ,‘_._.._.‘ ..1,,.._._.. - _(; .
sn% — snz L _gpe ¢ sn? -
2 2 2 2

Cette expression, comparée a celle de Z, montre que

. 2 A " du
X— T %~ o u
{ 5
sn? — sn* -
2 .. %
(29) w,,u u e w u . u o
Acn?—dn?— — Bsn* - §1 = G = (1 -
2 9 9, PR 2

Les lignes de courbure « == const. du deuxitme systeme sont done
bien dans des plans paralléles 2 OY.
On a, en définitive, comme coordonnées de la surface,

, /

| SN~ (n—;—«ln-»-'-
. 2 ) 2

X =2icosh—-" -

1

iw
G- o Ak%sn? L,
o U’ 2{ 2
s§n® —= —8nt -
2 9

4

_ vy 1(,

sn -) en 21 fln

. « 4 2

(30) ¢ Y =aisinh - ” = k* / sn? - ’(%m/ — Vcosh) dyy,

y L
sn? ws gt
2

)
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les fonctions V et A devant étre remplacées par leurs expressions tirées
de (28).

Nous savons déja que les lignes de courbure ¢, = const. des sur-
faces (30) ne peuvent passer par une droite fixe. Il en est de méme
des lignes de courbure « = const.; sans cela, en effet, d’apres Uéqua-

. du . . p-
tion (29), ——— serait exprimable algébriquement au moyen de
sn* —

u
9,

% S . . . .. .
sn— considéré comme la variable; or il ne peut en étre ainsi, car, si
, “ *du ., .o .
Pon pose sn— = .x, -~ estune intégrale elliptique de troisieme
- SN —

o,
. -

espece.
VII.

Classement en deux catégories des surfaces isothermiques
a lignes de courbure planes dans les deux systémes.

Nous avons rappelé plus haut que, abstraction faile des surfaces
moulures de Monge dont nous n’avons pas a4 nous occuper, les sur-
faces d lignes de courbure planes dans les deux systemes ont, pour
chaque systeme, leurs lignes de courbure dans des plans paralleles &
une droite fixe.

Ces surfaces peuvent élre regardées comme engendrées de la ma-
niere suivante :

On prend deux coniques foeales 'une de Pautre et situées dans deux
plans rectangulairves; on considere deux spheres dont les centres dé-
crivent respectivement ces deux coniques et dont les rayons varient
suivant deax lois quelconquess le plan radical de ces deux sphéres
enveloppe la surface demandée.

Les deux coniques focales peuvent étre :

1° Une ellipse et une hyperbole;

2 Deux paraboles.

Pour les surfaces 1°, I'équation du plan tangent peut étre ramendée
a la forme

(31) I[J.(l e f2) (= 1) (1 —I"")I X Y —tZ==f(l) + o(r),

‘o D Lt ow P . 9 b
Ann. de ' Ee. Vormale. 3* Série. Towe X. - Novempur 1893. 43
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et pour les surfaces 2°
(32) (1t——)X —o2tY +atl = f(¢) +o(7),

¢ et = désignant les paramétres des deux systemes de lignes de cour-
bure, g étant une constante arbitraire et /, 9 deux fonctions arbi-
traires.

Je vais démontrer que I'équation du plan tangent aux surfaces (30)
ala forme (31) quand les constantes A et B contenues dans (28) sont
toutes deux différentes de zéro, et la forme (32) quand on asoit A = o,
soit B = o.

En effet, supposons d’abord A et B dillérents de zéros les coefti-
cients des coordonnées courantes dans I'équation tangenticlle des sur-
faces (30) sont proportionnels &

aY o7 ()i/;_ Y

gL .,
du dv, du dv,

0X  0X T . , .

Py L se Grent immaédiatement des ¢quations
1

différenticlles (1g”) et il vient

oY I, a7 oY

Or les dérivées

C(:IQ' b m”)’

L YV cos?
L L ey

du vy du dvy 2
O oX  OX 0L e Y e e
(34) | de doy D ey o082 0 (e ke 17),

JdX JY Y 0X \Y

|- D T (72 et L
du dv, du v, v,r,( )
Remplacons ¢, e~ par leurs expressions (27) en 2 et 35 puis, dans
le deuxivme coefficient, A et V par leurs expressions tirces de (28);
divisons ensuite les trois coefficients par

VAN

posons enfin

A Bad Ty
LI T

VAN
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tout calcul fait, les trois coefficients prendront la forme

1 — 7
Y SR L -2
ViagY ' V (=)o
— 1.

) I . Ve
Il n’y a plus qu’a poser s W pour obtenir les coefticients du
\/.lr

premier membre de Péquation (31).

On voit que, tant que A et B sont tous deux différents de zérvo, les
surfaces (30) appartiennent i la premiere catégorie (31).

Supposons maintenant A == o.

Dans ce cas, on prend comme diviseur des coefficients (33), au
licu de expression (31), la suivante

iBo2BV

(71-,, l{'j':. ?
et Pon pose
1 y 1 e
B ’ Voo
ce qui donne
P (2 7
— a7,
l,

¢’est-i-dire les trois coefficients du premier membre de I'équation (32).
Si A == o, les surfaces (30) appartiennent donc a la deuxieme caté-
gorie (39).
Supposons enfin B == o.
Il suffit alors de prendre comme diviscur des coefticients (33)

AV
Tt
et de poser
a D I P
AT Ty TR

pour retrouver encore les trois coefficients de I'équation (32).
Ainsi B == o donne aussi des surfaces de la deuxieme catégorie (32).
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VITL

Surfaces isothermiques a lignes de courbure planes dans les deux systémes
pour lesquelles /# — 1. Exemple.

SiPon fait £ == 1, les relations (28) et les équations (30) deviennent

1
( cosh 4 Vsind = -2,
(a87) ' sin e,
Ccostk — Vsind o= Bsine,.
/ lany i
ang - -
e A 2 A tang? -,
L ¢ gy (0 ,
cost = (fang? - Iz\n;,"'h»«)
o, 9 o

[A. o f.l
| ang ‘; . o
(30°) 1Y 22 98I0 N e e ~ /lun;,:'ﬂ»q' (sin2 -V cosh) dy,,

v

¢ [

g "1 TEMR )

cos?-= g lang? - 1 ng I -
p \ Al P - ta 5

7
tangh =
YA 9 - - - -,
L8 N oy 1
cos? -2 (l:m;:‘ ~b e tangt ]y )
o\ P % )

Si Pon fait, par exemple, A = o et B 2, il vient

COS) = siney.

On peut prendre
SinZ = cosgy,

ce qui donne
V- cottangs - tang,

L4 o

. tang® -t (e, Vi tang -

I TP ’ . 0 B
tang? - = (sin/ - Veosh) vy -

% "

vy
. - o= o lang - | l”u . —
ORIy . T - 0y
e AN -~
%

On a d"ailleurs

T o8y dy,
)
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(rOil l’()l'l (1(",(][1“,
tang "‘"1 = 1a l _('
f = ftang .
ally N2 h

Cela posé, si 'on ajoute 4 X la constante — 2, si I'on remarque que

[ == l(ln”h -
JE— ]0" [ -y

i
t-—tangh —
- 2

et enfin si 'on pose

u
tangh — = ¢,

]

"
tangh - =1,

2

on ohtient, pour la surface, les ¢quations trés symétriques

T
T2ty
5 1417 2t(1 - 07)
3 1Y = log- —
( )) S o fh )
7 - h,,rl.:l_’ 2L(1 1)
\ o o | —;l }__ /z

-
- de sorte que le ds?

- \ I 1
Quant i ¢, on trouve qu'il a pour valeur —
de la surface a pour expression

s == ( Lj:|~[ ‘ > (du?+ dv?),

I d 1o £ ar a2
“s ¢ 1—7‘) = T U=

De la symétrie des équations (35) il résulte que les lignes de cour-
bure planes des deux systémes ont la méme forme qui est celle de la
ligne (C) ayant (23) comme équations, quand on suppose 4= r. On
voit, de plus, que le plan Y = Z est plan de symétrie pour cette sur-
face, laquelle posside dans ce plan la droite X == o. Enfin, A étant nul
pour la surface (35), les deux coniques focales qui servent a sa géné-
ration sont deux paraboles.

ou
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Revenant aux équations (30"), on reconnait, comme dans le cas gé-
néral olt £ est <1, que les plans des lignes de courbure ne peuvent,
pour aucun des deux systemes, passer par une droite fixe.

IX.

Surfaces isothermiques & lignes de courbure planes dans un systéme,
pour lesquelles A ==o.

Si k= o, I'équation (7) donne UU, == o, ce qui exige soit U = o,
soit U, = 0. On ne peut alors conserver les expressions (8) qui don-
neraient i la fois U = U, == o.

[l faut donc reprendre le caleul dans les deux hypotheses U= o et
U,=o.

Premiére hypothése : U, = o. — Dans cette hypothese, qui doitnous
donner en particulier les cyelides de Dupin ('), la fonction 4 de « et
de ¢ doit satisfaire encore i 'équation (5)

2 2
) i

et i Iéquation (4), qui se réduit ici a

Al (’/l e Nt
(_,l) ()” prve U(. .

La variable ¢, est, comme dans le cas général, définic par

dy

I (e p— .
IED%
[’équation (5) donne

el fa A dvg) g (u— dsy),

(1) Les cyclides de Dupin ayant, en effet, leurs lignes de courbure planes dans les
deux systemes ot isothermes, doivent satisfaire & U'Gquation (3 )

Jn = Jeltet- Ugp el

ot il est facile d’établir que U, == o pour ces surfaces.
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d’ott
oh
—t ()_l; J— cpf,+f(?’

Il faut done, pour satisfaire & (4"), que
9+ [ ==—T,
¢’est-a-dire
v/ = Jo"=o.
Cela exige g

S e

= a?,

a désignant une constante réelle ou purement imaginaire.
Il vient ensuite
.//2: ((2/2 + b2,
b désignant une constante réelle ou purement imaginaire, et

bH . .
[ —sina( -+ io)).
J= Zsina(ur i)

On aura de méme
C o, N
o e SIN A — 1),
7 P ( 13
d’ott, en laissant de eoté le produit be, qui donnerait une surface
homothétique & celle que nous allons trouver

I o*
g/ﬁ . i e g ——
S osina(u - i) sina(w — ivy)

Cette forme de ¢* nous conduit i introduirve, comme dans le cas
général ot U et Uy ne sont pas nuls, une fonction o définie par

b

y [
&4 e ; )
st (- toy)
de sorte que
: sine(u — ivy)
F L e
gine (e - cs'y)
et
o ol asinzau

dey T du sina(u -+ iey) sina(u — i)
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Cherchons si I'on peut poser

) . o
7 Meit - Ne-in,
ds,

M et N ne dépendant que de ¢,. Kn identifiant, on trouve

I“ T I\ o -...,i_‘

Csinalo,

D’apres ce que nous avons exposé précédemment, ce résultat signifie
queles plans des lignes de courbure de la surface cherchée enveloppent
un cylindre et que les équations (187) et (1g") s’appliquent au cas
actuel.

On a done
EYARIY

(18") b == 0 iMV dvy

. . 2
sin o iy

. CONA o gl O ) C o
dX s DS <e’“"’7 d =L pgh-in ') eV osindodey,
{ “

a
sin2 - Ly 7T .
(”)r) /gy - 2 ((‘,h RO ] L Lo it ! ) boeV eosl dvy,
s { 2 . 0
d7 givvim g 1 F qoghim g

o, 5y

En remplacant dans ces différenticlles ¢#+7, /=7 & par lears
valeurs et en intégrant, il vient pour les coordonnées de la surface
ksl
changées de signe
[ . . Sin s adle
X ool o8t oo D DN -y
GO (IM'1 e (SO8 LU
e PR sin el
(36) Y = aisin . iy ’
(';()h"&at(\ e (SO (LU
. sineau
/,Z‘.: 174 f . R )
COSAULY |~ COSA U

olt & doit étre regardé comme une fonction quelconque de v,
St a n’est pas nul, on peut faire 2« =1 et remplacer X, Y, Z par
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T

leurs moitiés, ce qui donne

. . sin g
N=/icosh—-o- L.
COS Ly — COS 1

sin e,

0 )
COSL{yy— COsu

Y =¢sinx

N sin
A R

COSLP, — COSw
Si @ tend vers zéro, les coordonnées de la surface deviennent

¢, COS A
T2’
U= 07

0y 8inA

X =

Y =

2

PRY ]

u? - 2
u

G

Les ¢quations (36) comprenant les deux cas a £ o et a = o, nous
les garderons sous cette forme.
Les lignes de courbure ¢, = const. de la surface trouvée sont dans

des plans
Y = X tang?,

passant par U'axe des Z. 11 est facile de voir que ces lignes de courbure
sont des cercles ayant leurs centres dans le plan XOY et que a = o
correspond au cas ol Lous ces cercles sont tangents & 0Z; le lieu des
centres de ces cercles est une courbe quelconque, parce que A est une
fonction quelconque de o, .

Siune surface admet un systeme de lignes de courbure planes dont
les plans passent par une droite fixe OZ, les lignes de courbure du
sccond systeme sont tracées sur des spheres ayant leurs centres sur
cette droite.

Cela se vérifie dans Ie cas actuel.

En coordonnées cartésiennes, les surfaces (36) ont pour équation

X2t YEop 72 ‘(/(%) -+ consl.,

/ désignant une fonction arbitraire.

dnn. de U'Fe. Normale. 3¢ Sévie. Tome %. — Novensre 1893. 4!

FaN
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Pour déduire des équations (36) les équations des cyclides, il suffit
de chercher celles des surfaces (36) qui ont leurs lignes de courbure
planes dans les deux systemes. A cet effet, on ¢erira que

de .
—-L — fonction de w«,

comme nous 'avons fait pour obtenir en général les surfaces isother-
miques a lignes de courbure planes dans les deux systemes. On trouve
que les deux fonctions A et V doivent étre définies par

V sind — cosk cosaaiy, == aAisin2aly,,

Vsind cosaaiv, — cosh == al}isinaaiy,,

A et B étant deux constantes quelconques réelles pour une surface
réelle.

Comme dans le cas général ot U et U, sont tous deux dilférents de
zéro, on reconnait que, si A et B ne sont pas nuls, les deux coniques
focales 'une de Pautre qui servent de base a la génération des cyclides
sont une ellipse et une hyperbole et que ces deux coniques dégénerent
en deux paraboles si 'ona A = o ou B - o.

Deuzxicme hypothése U= o. — Lafonction & satisfait toujours i I'équa-
tion (5)
he o 0*h

5 PIRER T
(5) oui Vg O
et i équation (4) qui se réduit ici i
A ()/'. L
) du Use
et 'on a
Aoy .
Vi Vi

[’équation (5) donne

el S+ doy) Y (=~ 1ivy),
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d’olr

oo
—
S|

oh
I — ! !
et == [
Ju 0"+ [ e

Il faut donc, pour satisfaire a (4”), que

o/ [ = Uy,
f,'Jf” ___f,{)//: o.

Cette dernitre équation, traitée comme celle que nous avons obtenue
dans le cas U, = o, donne

’ b . at -+ io,
= -~ Smaf u - g
o « 1)9

C o, .
¢ == sina(u — ivy),
et Pon peut prendre

P C .
el == o sina(w - ioy) sina(w - iop).
Introduisons la fonction o définie par

hevis
¢ * oo esina(u 4 Iy

« ( k 1)7
de sorte que

sinea(w - (o)
el

do Ol asinoc
dvy  du osina(w A ivg) sina( - i)

Cherchons si I'on peut poser

Oz

—oie o Mel® - Ne—i7,
de;

M et N ne dépendant que de ¢,. En identifiant, on trouve

M=o N

sinaaly,

Par suite, les lignes de courbure ¢, = const. de la surface cherchée
enveloppent un eylindre et les équations (187) et (19") s’appliquent



348 P. ADAM.

encore ici. On a done

( ! S”’) dh== 0 il\l \% ‘l"l o ?[”_Vf_{"i s
sin2aie,
dX == f__(l.iﬁ (c" HiT o i’i}f_(_’_‘ . gl d.’i:iﬁi’) — ¢V sinhdv,,
! * P
) = Sil‘_lz <Cll+m ((_’f___‘)__’f_’_l —etmird LI{fU) - ¢"V cosh dy,,
dZ = ehvis !’.lf‘ e ph—in g ,f‘:»is_'_n .

Supposons d’abord @ < o.

En remplacant dans les différenticlles (1¢/) ¢+, e el e par leurs
valeurs et en intégrant, il vient pour les coordonnées de la surface
multipli¢es par 4 a*

X == ;cosA cos2au sinoary, — - /((;os/. — V sink cos2ady) daaivy,

i . . . . Lo . .
Y o= Csind cos2au sinv adey - - /( sind - V cosh cosa advy) daaivy,
(¢

4

I . .
7oz~ (2au — sina2au cos 2aivy).
@

Dans ces ¢quations, « ne figure que multiplié par « ou par ¢, ou
comme diviseur des scconds membres; on peut done donner v e (elle

v . L . ..
aleur que Pon veuat et, en particulier, la valeur L5 8 de plus on divise
les seconds membres par 2, les ¢quations prennent la forme

Xz CO$A COsLu sing, - /(m)ﬁ). -V sinkcose) dey,

~——

Y === sind cosiu sing, - /( sind -t Veoshcose,) dey,

7oz - (SN cos ¢y,

—

En second licu, supposons que ¢ tende vers zéro; il vient alors

N A
hiig
¢ * o ozmou ot vy,
1
R el
208y

Mo N
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et les coordonnées de la surface ont pour expressions

[ X = ¢, u*cosh — /vl(cos7 -+ V sind) dy,,
(38) s Yoo ((;;u‘*’ sina -—J ¢3(sink —- 'V cos2) dyy,
( 1= - — uvd,

Dans (37) et (38), on doit regarder A et V comme deux fonctions
de ¢, assujetties & la seule condltlon (18”); on pourra, par exemple,
prendre A arbitrairement et (18”) donnera V par une simple différen-
tiation.

Iin raisonnant comme dans le cas général ot U et U, ne sont pas
nuls, on verra que :

1° La ligne de courbure (C) pour laquelle 0y = consl. est dans [e
plan parallele & OZ

(22") Y — W= tang2 (X — W),

Woet W, désignant les / contenues dans X et Y, pour la surface (37)
ou la surface (38);

2* Que celte ligne de coarbure a pour équations dans son plan

S C0S 8in g,
s 7,
pour la surface (37), et
ar ey
R/
pour la surface (38).

La ligne (C) a done une forme indépendante de V.

Quant au cylindre enveloppe du plan (227), sa directrice (L) est
quelconque parce que YV est quelconque.

Enfin, en opérant comme dans le cas général de U #o et U, 220, on
reconnait que la directrice (L) ne peut se réduire 4 un point pour au-
cune des surfaces (37) et (38). Ce résultat, rapproché de ce qui a ¢té
dit précédemment, permet (en laissant de coté bien entendu les surfaces
de révolution) d’énoncer ce théortme :

Les scules surfaces isothermiques & lignes de courbure planes dans un
systéme pour lesquelles les plans de ces lignes de courbure passent par une
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droite fixe sont les surfaces pour lesquelles U, = o; elles ont les équa-
tions (36) et leurs lignes de courbure planes sont des cercles.
Cherchons, parmi les surfaces (37), celles qui sont & lignes de
courbure planes dans les deux systemes. Il faut pour cela que I'on ait
X

Jy . .
1 — fonction de «,

ce qui conduit aux deux relations suivantes en A et V
{ Vsind —cosZcose,=Asing,,

(39)

[ Vsinkcose,— cosh = Bsine,,

A ¢t B étant deux constantes quelconques.
Les expressions de A et Vtirées de ces deux relations et portées dans
les équations (37) donnent

i X ==DB(cosiu + cosey) ~— A cosiu cosey,

, AB . T 5
Y = AT (:nszu> Vsin® ey (A cose,— 13)*
(i) 14 A% B (1 A%) cose,— AB
S Lo Are Cos . - >
(11 A;\)a \/I*l“ A% B®

V7=~ Esin e cos e,
en remarquant que 1 - A% — B* est positif’ pour une surface réelle,
car des deux relations (39) on tire
(1~ V2)ysin®h o1 - A2 BB,
Les valeurs de X et Z montrent, de suite, que les lignes de courbure

w == const. sont bien dans des plans paralleles 2 OY.
Calculons ¢, en fonction de ¢ au moyen de 'équation différentielle

et des relations (3¢); on obtient

) ('\/lm;-i‘-{/\’ (- A¥)cose — AB

cOs ol 8
RVE S CTE Vi AL B
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Cette relation permet de remplacer ¢, par ¢ dans les équations (40),
ce qui donne

( B AT iR\
Viea—p:)

Vi1 AF— 32 sin oV 1 AZ oV 14 A2 B2
A A ok A

.L.>isin lu.

- Ve . y ; . .
Si I’on fait B = o ¢t si Pon pose T = A, on obtient les surfaces
1 A2

?

minima d’Osstan Bonnet

X == \/"1 —I* cos v cosiu,
Y == Ly~ sinyg cosiuw,
70w - dh sindue cose.

Passons maintenant aux surfaces (38) et cherchons celles de ces
surfaces qui sont i lignes de courbure planes dans les deux systemes.
On trouve les deux relations suivantes entre Vet A

Ccosh-— Vsinh=2Ap,
ho 2B
s .. 0

(h2) } cosh -+- Vsind == ==

\ 1

et les équations de la surface deviennent

X o= w2 (A2 B) - Bo?,

Y utyol - (A v B 4 Lﬂ—%ﬁﬁ Vi— i AB =[2A%i—(1— 2AB)[}

(43) 1 1—GAB . 2Ao?— (1—2AB)
Y arc sin e y

Il“
7 A= 2
7= W

en remarquant que 1 — 4AB est positif pour une surface réelle, car des
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relations (42) on tire
(14 V¥ sin?2 =1 — 4AB.

Les valeurs de X et Z montrent de suite que les lignes de courbure
« == const. sont dans des plans pavalleles & OY.
(]alculom ¢, en fonction de ¢ au moyen de I'équation dilférentielle

dy, = —— = et des relations ;1 vient
1 \/[ + < >
N [ 9 A\B 1 —AAB 2 A ¢
(14) M T L /
: Ve /|AB

ce qui transforme les équations (43)en les suivantes

) w? oAy ;

X = - (r a4\ AAB §in s

2A ) / — \n)

A e
/ v A Vi - hAB 2 A

o : : sAp
7, Ll ( o AB V1 AR sin

ST VA Vi AR i .Al;)

Sil'on remplace w ety par Bu et Be, puis qu’on divise les seconds
membres par B et qu’on appelle m le produit AB, ces équations
prennent la forme plas simple

R .
, w- e -, 2 A
,\'~—»~(;~-}-\/1-~.’|/ns111-~ 7)7

21n V=hm

\/l ‘ qlll 208 V\/l hm
' ' ~ . iy

(495) Y oz (om®Pe oy )

P s ;
htn \/, —hm am
wt " / e . LU
7=z e < Ve a1t o AS e At s s = .
\ 2 2% IN | e ,)(
\ . |

Considérons, en particulier, le cas A == o. La relation (44) et les
Cquations (43) et (45) tombent en défaut, et il faut reprendree le
calcul.

Les relations (42) deviennent

cosh — Vsinl = o,

(46)

. - 2B
cosh -+ Vsind . P
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et 'on trouve, pour les équations de la surface,
X =B (u*—0?),
’ v7 — 4 B? T
— <U,2 J— .._'.____.__L__> V/PT — B‘J’

(47) :
l["’ .
7 = 5 - wues.

La relation entre ¢, et ¢ prend la forme
p2= o — B2,

de sorte que les coordonnées de la surface s’expriment de la maniere
suivante en « et ¢ (i des constantes additives pres et en changeant Z
en - 7)

X = B(w*—¢?),

\3
Y oz oo (- B2) — i.r’
o

(est Ta surface d’Enneper, dont les équations se simplifient en
remplacant « et ¢ par Bu et Be et divisant les seconds membres par B? :

e T
(o8

— ) 2 il [
Y == o (u*-1) 77

7oz (0% 1) — ’—,;'—) .

On reconnait sans peine que, pour les surfaces isothermiques a
lignes de courbure planes dans les deux systemes (41), (45) et (47),
les plans des lignes de courbure de chaque systeme ne peuvent passer
par une droite fixe.

le résultat, rapproché de ce qui précede, donne le théoréme sui-
vant :

Les cyclides de Dupin sont les seules surfaces isothermigues a lignes
de courbure planes dans les deux sysiémes pour lesquelles les plans des
lignes de courbure de 'un des systémes passent par une droite fixe. On

Ann. de U Fe. Normale, 3°Série. Tome X.— Novemsre 1893. 45
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satt d’ailleurs que, pour ces surfaces, les plans des lignes de courbure
passent, pour chacun des deux systémes, par une droite fixe.

A I'égard des surfaces isothermiques a lignes de courbure planes
dans les deux systemes pour lesquelles U = o, on peut s’assurer encore
que les deux coniques focales qui servent de base i leur génération
sont une ellipse et une hyperbole quand A ¢t B sont tous deux diffé-
rents de zéro, et deux paraboles si A =o0 ouB = o.

On a donc, en particulier, deux paraboles pour les surfaces mi-
nima d'Ossian Bonnet et pour la surface d’Enneper.

Il convient enfin de remarquer que les surfaces (36), pour les-
quelles U, = o, peuvent se déduire des surfaces (21) en faisant tendre £
vers zéro; mais qu’il n’en est pas de méme pour les surfaces (37)
caractérisées par [J = o.

X.

Surfaces & courbure moyenne constante et a lignes de courbure planes
dans un systéme.

Les surfaces a courbure moyenne constante ont leurs lignes de
courbure isothermes.

Les surfaces & courbure moyenne constante et a lignes de cour-
bure planes dans un systeme sont done comprises parmi les surfaces
qui font 'objet de ce Mémoire.

Je vais d’abord montrer que, pour les surfaces cherchées, les plans
des lignes de courbure du premier systéme (¢ == const.) enveloppent
un eylindree.

Le ds* de ces surlaces pouvant &tre mis sous la forme introduite par
M. Darboux dans son Mémoire

ds* = e (du® -1 do?),

les rayons de courbure principaux R et R” ont, en chaque point (u,¢)
pour valeur

14 I

4 4
R &, | T
q P

g et p, étant deux des six rotations.
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Nous voulons que

¢est-a-dire

el

(48) Lol = sa,

a désignant une constante réelle ou purement imaginaire.

Nous laisserons de coté le cas a =o.Si, en effet, @ estnul, on a
R+ R = oetil s’agit alors de chercher les surfaces minima & lignes
de courbure planes dans un systeme. Or ces surfaces sont connues : ce
sont les surfaces de Bonnet qui ont leurs lignes de courbure planes
dans les deux systemes. On vérifie d’ailleurs sans peine ce résultat.

Soit donc @ % o.

Si I'on remplace, dans I'équation (48), p, et ¢ par leurs expres-
sions (1), elle prend la forme

ety L (v k)

On a donc, cn intégrant,

ol
e

(49) * [ e - f2 (u) ] == Vel P

S*(u) désignant une fonction de w, et, en intégrant une nouvelle fois,

(ho) el fu) tang [rp (u) [ (u) / %:l )

o (u) désignant une seconde fonction de «.
Il faut, d’apres 'équation (4), que

M Ueh 4 Uyert,
Jdu
¢ est-h-dire
el ()/'. = Ue - U"
Ju

Or on tire de (50)

ol oh = [/(u)tang {‘cp(u) + @ f(u) /%’]

du
AL [:q/(u) 4 (t’/”(zz).ffifﬁ] §1+ tang? [cp(u) -+ a”f(u)'/ﬁflx_;)] i



356 P. ADAM.

ah
Sil'on compare ces deux expressions de ¢* ==, on voit qu'il faut et

Jdu
il suffit, pour obtenir une surface répondant & la question, que I’on

ait
U /2 tang? <w+a{/[‘£‘-> -+ U,

(51) == f'lang (qj - a2/f£\;>
.+f<9‘"—+* (12/'/,[{.\4;)[’ " L(m"i( A Mf[flﬁ) I

v
quels que solent « et ¢, ou ot/ i

Si'on supposait /" (u) # o, /V figurerait dans (571) isolément et

sous le signe tang ct l'on aurait / - = fonction de wu, ¢’est-a-dire
"dv
J Vv
a une surface de révolution.
Laissons ce cas de coté et soit /7 (1) == o, d’olt f == une constante m;

== const., ¢'est-d-dire enfin ¢* = fonction de u, ce qui conduirait

(51) ne contient plus f - que dans tang*; il faut alors que (51) ait

licu quel que soit tang?, ce qui donne
Um® == mg (1) == Uy.

Le rapport de Ua U, doit donc étre constant. Mais les expressions (8)
de Uet de U, montrent que cela ne peut avoir lieu que si o = o, et
nous savons qu’alors les lignes de courbure ¢ == const. enveloppent un
cylindre.

Ainsi :

Quand une surface a courbure moyenne constante a ses lignes de cour-
bure plancs dans un systéme, les plans de ces lignes de courbure envelop-
pent un cylindre.

Prenons pour U et U, les valeurs (8). Cela exige que I'on fasse
m* = —1,
m =1,
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L’équation (44) devient alors

oh
a? c?h —1 Velt iy
( ) = 5’
. . N . . dy
et, en introduisantd la place de v lavariable ¢, liée o pardy, = :/—_-_‘—: )
1+V?
\% oh
(32) aZ(ezh. I) [ C‘ l
i vE o dep

Cette relation va nous donner la fonction V pour les surfaces que
nous cherchons.
e doit, en effet, avoir la valeur (¢)

0 - “’1 0 A.z_/__:;[(;,
2 2

(9") el e T L

Il((t - LH) i (_L_—::JL>,
2 2

(53 ) (fll e — -......,4‘_._.._._.4 .,,.1‘1.. «

laquelle peut s’¢erire

) ((2
/. isn u’

Nous avons posé plus haut

I I . 9
REp= 2
pour la commodité du calcul.
Posons maintenant
1 L.
RTR ™o

’ . . 1 . .
¢’est-i-dire remplacons — 24* par ~; il viendra

\/} . V2

—— = akisniy,
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54 S
(54) \ vy

La fonction A se déterminera ensuite au moyen de I'équation diffé-
rentielle (18")

(18" dh = 20 MV dyy,

aveo

Connaissant V et A, on les portera dans les équations (21) qui re-
présenteront alors les surfaces & courbure moyenne constante et &
lignes de courbure planes dans un systeme.

Si 'on voulait chercher celles de ces surfaces dont les lignes de
courbure sont plancs dans les deux systemes, il faudrait identifier
Pexpression de V tirée des relations (28) avee Pexpression (54), On
trouve que cette identification est impossible. Done :

A part les surfaces minima de Bonnet, il n’existe pas de surfaces a
courbure moyenne constante et @ lignes de courbure planes dans les deux
systemes.

Dans tout ceci, nous avons laissé de coté le cas ol la fonetion f(u),
aulicu de se réduire & une constante m différente de zéro, seraitnulle;
dans ce cas, en eoffet, 'équation (49) donnerait pour 3{? une expres-
sion de la forme Ue* et la surface cherchée rentrerait dans la caté-
gorie des surfaces (36) & lignes de courbure circulaires dans un sys-
teme. Or il est facile de s’assurer, soit géométriquement, soit par le
calcul, que la sphere est la seule de ces surfaces qui soit i courbure
moyenne constante.



