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LES LOIS DE RECIPROCITE

ET LES

SOUS-GROUPES DU GROUPE ARITHMETIQUE,

Par M. X. STOUFF,

MAITRE DE COMFERENCES A LA FACULTE DES SCIENCES DI MONTPELLIER.

Il est évidemment d'un grand intérét d’augmenter autant que pos-
sible Ie nombre des prineipes qui peuvent servir i définir des groupes
de substitutions linéaires (*). Il arrive souvent que ces principes
peuvent se ramener les uns anx autres; mais chacun d’eux permet du
moins d’envisager la question i un point de vue spécial et de préciser
les véritables difficultés. (Cest ee qui m’a décidé i publier ces recher-
ches.

Lidée qui m’a servi de gaide se trouve en partie dans un Travail de
M. Sylvester velatil & Ta loi de véciprocité ordinairve pour les nombres
réels (*). Mais, & cause d’une circonstance qui sera approfondie dans
lasuite, cetle loi de réciproeité ne permet pas de définir de sous-groupes,
du moins d’une maniere simple. I faut avoir recours aux lois de réci-
procité des nombres complexes, données déjh en partie par Gauss, mais
surtout par Eisenstein (* ). Dans le dernier de ses travaux sur ce sujet

(1) Keein, Forlesungen ither dic Theorie der clliptischen Modulfunctionen, p. 418,
1890; Teubner. — Comparer aussi : Foicke, Ueber die ausgeseichneten Unlergruppen, ele.
( Mathematische Annalen, t. XXX 1887).

(%) Syuvesrer, Sur la loi de réciprocité dans la théorie des nombres (Comptes rendus
des scances de U Académic des Sciences, p. 10535 1880). -- Comparer aussi : GEGENBAUER,
Sitzungsberichte der k. k. Akademie der W issenschaften von W ien; 1885. — Ucber das
Legendre-Jacobische Symbol.

(%) BiSENsTRIN, Reciprosititsgesetz fiar die cibischen  Reste (Journal de Crelle,
t. XXVI, p. 289). — Nachtrag sum cibischen Reciprocititssatse (1bid., t. XXVIII,



296 X. STOUFF.

(Journal de Crelle, Bd. XXXIX), ce géometre fait observer que I'intérét
des lois de réciprocité consiste surtout dans leurs démonstrations. Il
n’est donc pas inutile de faire voir ici qu’elles se rattachent & une
théorie importante, celle des substitations linéaires.

1. Considérons d’abord les substitutions & coefficients entiers réels

(:,M), ol — By =1,

y5+0
a—1=0—1=0F=y=0 (mod.4);

elles forment un groupe bien connu G.
Jenvisage le signe de Jacobi (/) tel qu'il est défini dans la Zhéorie
, ) . . . . m’]
des nombres de Dirichlet, p. 104, et [’introduis un nouveau signe [Wl

que je définis de la manitre suivante. 22 est un nombre pair positif ou
négatif, n est un nombre positif ou négatif et toujours congru @ 1
(mod. 4).
Soient 72 et n' les valeurs absolues de ces deux nombres, on aura,
par définition,
lm - (m )’

si 'un au moins des deux nombres m ou n est positif, et

=)

si ces deux nombres sont négatifs. Faisons les remarques suivantes.

1° Le groupe G est un sous-groupe du groupe X des substitutions

c‘/~ -Jr~ " . N

ﬁ::::y::o (mod.2);

p- 28). — Lois de réciprocité (Thid., p. 53 ). — Fundamentaltheorem fir dic biquadra-
tischen Reste (1bid., p. 293). — Einfaches Mittel zur Auffindang der héheren Reciproce
titsgesetze (Ibid., t. XXXIX, p. 351). — Foir aussi Busci, Arithmetischer Bewels des
Reciprocitasgesctzes fir die biquadratischen Reste (Journal de Crelle, t. XCIX, p. 261).
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20 Le groupe H admet comme substitutions génératrices

25 -1

T:(:,z—-l—?,), U:<5"—‘—i_>’

qui correspondent aux substitutions homogenes

T T x -2y, Z 1 x,

U’

y in Vs Yy in 2z + y.

Cette proposition est bien connue. Le groupe H n’est autre que le
groupe du mod. £* de Legendre.

3¢ Sil’on considere un systeme de deux nombres, « pair et y congru
a 1 (mod.4), et si Uon applique & ce systeme les substitutions T et U
et leurs inverses un nombre quelconque de fois et dans un ordre quel-
conque, x reste toujours pair et y congru & 1 (mod.4).

En effet, T ou T~ ne changent pas la parité de 2, et U ou U~* ne
changent pas a; donce, si a est primitivement pair, il reste toujours
pair, T" ou T"=' ne changent pas y, et 2 é¢tant pair, U ne fait varier
que d’un multiple de 4. €. Q. F. D.

4° G ¢tant un sous-groupe de H, toute substitution S de G peut
s’exprimer par un produit de substitutions T et Uj; je dis que, dans ce
produit, T figure un nombre pair de fois et que U figure aussi un
nombre pair de fois.

. . _— o
En effet, soit 8 (2?, Y

(% A
'f} une substitution du groupe G et
0

‘,S @ in az-- By,

[ ¥ in yx -+ dy

»

la substitation homogtne correspondante. La substitution S’ trans-
forme ¢videmment un systéme de deux entiers p et g tels que

pimg-—1==0 (mod.4),
en un systeme de deux entiers qui jouissent des mémes propriétés.
" L X
Or U ne change pas a; T ou T' change la parité de —;-donc,

pour que p primitivement divisible par 4 redevienne divisible par 4,
il faut que 17 soit employé en tout un nombre pair de fois.

Ann, de l' e, Normale, 3¢ Sévie. Tome X. - Ocropre 1893. 38
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On observera que §' transforme aussi un systeme de deux entiers p

et ¢, tels que

p—ri=qg=0 (mod.§),
en un syst‘clﬁc de deux entiers jouissant des mémes propriétés. Or T’
ne change pas y, U’ change la parité de -)Z, done, pour que ¢, primiti-
vement divisible par 4, redevienne divsible par 4, il faut que U’ soit
employé un nombre pair de fois.

La rvéciproque est vraie. Ainsi, pour qu'une substitution de H soit
une substitution de G, o fauwt et il suffic qu’elle contienne un nombre
pair de fois la substitution T et un nombre pair de fois la substitution U.

Il est facile de reconnaitre d’apres cela que le groupe G admet pour
substitutions génératrices

T Uz, TUO*T, UT2U, TUTU.
Observons, de plus, que si I'on transforme 'un des systemes p, ¢

peig—1=20 (mod.g),
P 1=z o (modo),
I: et de :f sont respective-
ment égales aux parités des nombres de fois que les substitutions T/
et U ont ¢té employées.

52 Ona toujours

par les substitutions 17 et U’, les parités de

n

l'mﬁ\ B l " - '.;/f/:‘]

7

D'apres les propriétés bien connues du symbole de Jacobi, cela est
evident dans tous les cas, saul peat-étre celui ol 2 est négatil et m et
m 4 2kn de signes contraires. Supposons done m positil

o= o ke = -y, P Ny,

m et ny étant positifs. On a

m| ( Y
Do (7Y,
n " )

mo- 2 kn] myy mo~ akn’ r\ .
o 1 n ) - ny ) )’
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or n, est de la forme 44 + 3; donc (—— ;E—) égale — 1. Donc
1

[m—;—-z/m _(m2kn\ _/m\ _ [m
n - n, “\n) 2

6° Soit [ un nombre impair positif ou négalif, on a

m m
LA IS 1
[/z]“ [n-—y—zl/nJ( )

st m est sumplement pair et

[ m :I [ m ]
— | ——— |,
n n—oalm

st m est doublement pair. Il y a un cas d’exception : ¢’est celui ot m est
négatif et n et n -+ 2l de signes contraires; alors on a

m’ C om
o fownard el [P
["' ] (_n ~+ alm J

st m est simplement pair, ¢t

[‘ m] ( m !
Bl I R el B
n ol

st m est doublement pair.

Représentons par 2% la valeur absolue de m; m’ étant un nombre
impair.

Nous distinguerons plusicurs cas.

Premicr cas : n et n ~ 20m sont tous les deux positifs. On a, d’apres
une formule connue (*),

- \ 1 1
m a1 git=1) /o \
- =20 € -7 ]
2 n m

(1) Comparer spécialement ici les travaux déja cités de MM. Sylvester et Gegenbauer.
(%) Dmicuner, Zahlentheorie, p. 127.
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les unités ¢ et € ne dépendent que de m; donc on a aussi
1

m ”m ,\%(n-o—‘.zlm—-l) ~8[(n+2[nz)*—-1] n +zlm
o = 0~ € e B
n—2lm_ n-+ailm m! ’

en réduisant et en comparant ces deux égalités, on a

Im - -
m 5[ m
e s fromustll ) — ;
[/z + 2 lm] [ n J

im
si m est doublement pair, €* égale 1; si m est simplement pair, ¢
égale — 1, et 'exposant est impair; le théortme est done démontré
dans ce cas.

Deuxicme cas : n et n -+ 2/m sont tous les deux négatifs. On rame-
nera les signes [ | aux signes de Legendre () ¢t 'on suivra une marche
absolument analogue & la précédente.

Troisicme cas : n et n—+ 2lm sont de signes contraires. Supposons,
par exemple, n positif et n + 2lm négatif et égal & — n,. Ce cas se
subdivisera en deux autres.

A. m est positif :

- 1 1
m m a2 1) glnt=1) [ n
el SR elts) 3 AL
n n m

- : 1 1
m m .)\:z("lwn 51 iy
UCESAEtR BBy v B TN, € —
n--2lm ny m/

1 3
,\z(u—l)»l-l -‘:(n!»-i)«f-t{»;ﬁ -]
fomentll) € T
ne

,‘ém—-lu—l 1(1(!--1) 0»{-':5 J— ‘n
—3 &b g (N[ .
m' m!')?
—.—;.l o
— =)
- l -
m . E-;'f m
n-=aolm | n |’

ce qu’'il fallait démontrer.

or,

done
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B. m est négatif :
m7l _ feFm\ 822(')_”8%("2_—“ n
n| n ) m')’
m ) akm!\ 6%(::.—1) S%(n?—-x) ny
n4aolm | n, m/

1 ) 1 _ im \
62(1:—1)4«188(115 1)+——2 —1 no\
. / 1]
m m

on suppose que ¢ et e correspondent & 2%m’; donc

l

et

ce qu’il fallait démontrer.

Considérons une substitution du groupe G, el réduisons E’ en frac-
tion continue en ne prenant que des quotients pairs et des restes posi-
tifs ou négatifs, mais moindre en valeur absolue que le diviscur em-
ployé. En supposant, pour fixer les idées, que le nombre des quotients
incomplets soit pair, nous aurons, en les désignant alternativement par
les lettres @ et ballectées d'indices,

B 1

(1 ) 5 IS Qe e
P [)‘ B

I

20y~ —
2 Uy =
8 Qba'i‘_ . 1
_— l
2a —
»* 30,
et, par suite,
Btoasz X
2 X Y T eiar—
(2) O -yz Y2k, .
- [
2@, —— p
2b,+ -

28+ —-.
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La substitution considérée peut alors se représenter par le produit
(3) Uul '1‘/)1 o .. U"zll’l‘{)u Ul;

on a
dy4+ o+ .+ @+ t=b, ...+ b,=0 (mod.2).

Soient #,, 7y, ¢y, ..., i ceux des indices des @ impairs tels que le
nombre total des substitutions T qui se trouvent a leur droite dans le
produit (3) soit impacir; considérons un systeme de deux nombres p
et ¢, tels que

) p=g—1=o0 (mod. 4).
Soumetlons ce systeme successivement aux substitutions
ure, T, U, Lo

nous obtiendrons des systemes
1)1’ (//; 1)/1’ (/ll; [)I//, (///I; . .; /)h) (/h;
le dernier sera
By -tap, o¢-+yp.
Soit rle nombre de fois qu’une puissance de la substitution U’ fait
changer de signe ¢™ 5 p™ Glant négatif (*).
Nous aurons en tenant com l)t.() de l(l sixieme remarque

Ceci posé, considérons une substitution du groupe G. Elle sera de
la forme (3), & cela prés que le produit pourra commencer par des
substitutions T et finir par des substitutions U. En parcourant le pro-
duit de droite & gauche, comptons le nombre o de fois qu’un exposant
impair de U a, & sa droite, un nombre total impair de substitutions T.
Les substitutions du groupe G pour lesquelles ce nombre est pair forment
un sous-groupe I'. En effet, le nombre o, relatif 4 la substitution SV,
est la somme (mod. 2) des nombres o relatifs aux deux substitutions S

Pqop
O - 1

(1) Cela revient & la considération de la chaine rdductive de M. Sylvester.
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etV, parce que, en comptant le nombre ¢ de SV, on peut, lorsque I'on
arrive aux substitutions qui proviennent de S, faire abstraction des
substitutions U de V, dont le nombre total est pair.

Les substitutions du groupe I' peuvent étre caractérisées de la ma-
niere suivante :

On aura d’abord

a—1=0—1=F=y (mod.4).

Si, de plus, on considére un systéme quelconque satisfaisant aux condi-
wons (4) et st Lon forme le nombre r correspondant, en désignant par

(— 1)™ le produit [F) -([‘-ilf«a—-/f] [BJ’ il faut et il suffit que m et rsotent de

o +ap || q
méme parile.

On peut encore faire sur ce sujet une autre remarque. Le nombre r
dépend du signe de certaines quantités et, par conséquent, reste le

,. Y . -
meme (ll,lill"l(] -(/7 varie de telle sorte que ces (]ll%lll[‘llch' conservent un

signe constant. Ainsi le nombre 7 reste constant tant que le signe des
termes  des fractions U¢, T4 U UST4UY ... ne change pas. Les
zéros de ces fonctions lin¢aires déterminent sur axe véel des régions.
Poar chacune de ces régions, la transformation que la substitution
fait snbir au symbole I (I/‘) ’ est parfaiterment déterminée.

Un autre sous-groupe 1 du groupe G peut étre aussi défini de la
manicre suivante. Apres avoir mis une substitution de G sous la
forme (3), comptons le nombre de fois qu'un exposant impair de T
a, & sa droite, un nombre total impair de substitutions U: si ce nombre
ost pair, la substitution considérée appartiendra au groupe I. On
pourra caractériser les substitutions du groupe I d’une maniére ana-
logue 4 celles du groupe I'.

Enfin des considérations analogues s’appliqueraient au groupe 1™
formé des substitutions communes a I' et & I".

On voit que cette maniere de définir de nouveaux groupes est loin
d’étre satisfaisante, puisqu’elle exige, pour reconnaitre le caractere
d’une substitution, un développement en fraction continue. On pour-
rait s¢ demander si par un choix plus convenable de la définition
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n . . .
de [%], pour les valeurs négatives de m et de n, on ne pourrait pas s’en

dispenser; mais on reconnait aisément que tout autre choix présente
un désavantage équivalent.

Nous verrons, au contraire, que les lois de réciprocité des nombres
complexes donnent des caracteres tout a fait satisfaisants.

Iy

2. Considérons le groupe G des substitutions & cocfficients entiers

réels
<;, Zzw‘f\J) , od — By,

=0 (mod.3);

Je ferai, dans ce paragraphe, usage de la loi de réciprocité cubique et
j'entendrai le symbole i ------ | dans le sens adopté par Eisenstein. Con-

3(a+bp)

sidérons | = ol le dénominateur est tel que
¢ (Jp

(1) c¢c==0 (mod.3), d=:v (mod.3),

on aure
cA-dp - p(e - d'p),

¢+ d'p élant un nombre primaire d’Eisenstein, ¢’est-a-dire tel que
¢+ 1==d's==0 (mod. 3). Cesymbole n'est appliqué par Kisenstein que
lorsque le dénominateur ¢st un nombre primaire. Nous ajouterons i la
définition d’Eisenstein cette définition complémentaire bien naturelle

Bla+bp)
¢ dp

Bla bp)
' dp ’

mais il ne faudra appliquerles regles d’Eisenstein (') qu'aux symboles
olt le dénominateur sera primaire.

(1) Journal de Crelle, \. XX VI, p. 28.
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Quant au numérateur, nous examinerons seulement trois cas. Nous
dirons que le caractere du numérateur est

(2) o pour a=2, b=1 (mod.3),
(3) 1 pour =2, b=a2 (mod.3),
(4) 2 pour a=s2, b=o (mod.3).

Dans le premier cas, le numérateur est de la forme

B(—1)pt(1—p)(a'+ 0'p);
dans le second cas
—3p*(a' -+ b'p);
dans le troisi¢me
3(a'-+ 0'p),

oll @'+ b'p est primaire.

Je désignerai par N(L) la norme d’un nombre complexe L.

Voici d’abord quelques remarques analogues & celles du premier
paragraphe :

1° Si I'on soumet le systeme

3(a+bp), c-dp

aux substitutions homogenes T', U’ qui correspondent aux substitu-
tions fractionnaires T et U un nombre quelconque de fois ¢t dans un
ordre quelconque, la nature du dénominateur ne change pas, c’est-
a-dire que ¢ reste toujours congru i zéro et a1 (mod.3).

Le caractere final du numdérateur est congru au caractere primitif
augmenté du nombre de fois que la substitution T a été employée
(mod. 3), en supposant, bien entendu, que le systeme primitif présente
P'un des trois cas que nous avons examinés.

Afin d’éviter une confusion qui ne produit cependant pas d’ineon-
vénient essentiel, il ne sera pas permis de changer simultanément les
signes des quatre coefficients d’une substitution de G. On devra tou-
jours supposer ¢ congru a1 (mod. 3).

2° Soit K le sous-groupe de G formé des substitutions pour les-
quelles 8 est divisible par g. Pour qu'une substitation de G appar-
tienne 2 K, il faut et il suffit qu’en la décomposant en substitutions T
et U le nombre total de fois qu’clle contient la substitution T soit di-
visible par 3.

Ann, de ULe. Normale, 3¢ Série. Tome X. — Ocronre 1893. 39
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3° Je compare le symbole

3(a—+bp)
[WZ +dp ]

et le symbole
_ Bla+bp)
c+dp+3Lla+bp).
qui résulte du premier par la substitution U”. Je distingue trois cas :
I. Le caractére de 3(a + bp) esto. On a

Bla-+bp)  [B(—1)pt(1--p) (a4 bp)
¢+ dp L dp
. [ (— 1) Htpb (- p)* (a4 /p) ]

¢ H-dp

2

(1 —p)? étant un cube parfait, on peut le supprimer sans altérer le
signe. Il reste

(_«1)7\-1-1'
[ e dp ‘
et PN s e (,c,_* dry
=p a4 f)'p P v(‘l . /)/P)
Le nombre ¢ -+ 3la + (d -+ 3lb)p est de la forme — p(¢"+ d'p),
¢+ d’p étant aussi un nombre primaire, qui ne differe de ¢’ + d'g,
que par un multiple de @’ + &"p; done

P {2

T

a -~ I)’E'

S dp.

3(a—+bp) . %‘[L F2) NLCa-S e (d 43 LhYp | =1 | ((;/‘.;r_ d'p
G Blac (d3lb)p b )

On a

Nle-+3la~+ (d~-3lb)p]==(c 3la)y— (¢ -+3la)(d-+ 3lb) + (d + 31b)?,
N(c-dp)=c*— cd - d*

et, par suite,
Nic+3la -+ (d+-3lb)p] - N(c-+dp)=3l(2b-—a) (mod.g).
Or 26 — a est congru & o (mod. 3). Donc

. Blatbp) | [Blatbp)
c+3la+(d+3l)p | | crdp |
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1. Le caractere de 3(a -+ bp) est 1.

o] [3p(e U] p-w'+~w'+d'm-”[c'+d’eJ

¢ +dp ¢-+d'p a+bp]
Or
¢=c—d, d'=c, N(c'+d'p) =N(c +dp),
donc
- I 3(a-+-bp)| __ SN e +dp)--1] c —i—d’rf“
) c4-dp | a+0'p)

onaura de méme

(6)

3(/; bp) 1 2"14 3L+ N{(c+3 La) 4 +-310 pl =1 | [ ¢/ - fl’p
¢+ 3la 4—(([—{«3!/1)(;1 a+ b p»

Or, dans les formules (5) et (6), la différence des multiplicateurs de 3
dans les exposants de p est, en tenant compte des congruences (1),
congrue & 6/ (mod. ). Mais, b ¢lant congru & 2 (mod. 3) on a

. 3(a - bp) ) 1 |3((1—| //p)l.
I 3l A4 (d -+ 3lbyp | ¢+ dp
HI. Le caractere de 3(a@ -+ bp) est 2 :
Bla-vbp)) [ -bp)) Gl mdie) g la’%fl’ﬁl
¢+ dp e+ d'p R a+b'p]’
de méme
N , 3((1}4 ])(_,) .' o 2(( +3la) | ’}"fZ/P
Bl (d-3i)p ) T a4 bp |’

donce

' 3(a-+-bp) i '?’,(,‘Lilbﬁ)],
¢ 3la (d-+-30b)p ¢ +dp
Ceci posé, considérons une substitution S da groupe K, et suppo-
sons-la exprimée par les substitutions T ¢t U
8§ == T Ul T Ula ... T% Uln,

on aura |
g+ Ayt o .4 ap==0 (mod.3).
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Désignons par ry, ry, ..., 7, le nombre total des substitutions T qui
se trouvent respectivement i la droite des exposants by, b,, ..., b, de U,
Considérons un systeme

[3(e—+bp), ¢-+dp).

La substitution homogene §', qui correspond & la substitution S, trans-
forme ce systeme en un autre

3(e+fp) &+ hp,

et comme le nombre total des substitutions T employées est congru
par rapport au module 3, le caractere de 3(e + fp) est le méme que
le caractere primitif.

D’apres Ja troisibme remarque, une substitation U” multiplie le sym-
bole de Jacobi par p*7i, r; étant le nombre total des substitutions T qui
sont & sa droite; on a done

(5)

(2] e Ll
g-+hp S Cedy

Les substitutions S, pour lesquelles

(6) N A N A e

est congru (mod. 3), forment un groupe R, parce que, dans la substi-
tution SV, Set Vétant deux substitutions du groupe K qui jouissent de
la propriété (6) pour déterminer o, on peut faire abstraction, chaque
fois que I'on considere une substitution U des substitutions T, dont V
est composée, puisque V appartient au groupe K et que le nombre des
substitutions T qu’elle contient est congru (mod. 3). Le o de SV est
donc congru & la somme des o de S et de V.

(Pest précisément le groupe R que j’avais en vue et dont je me pro-
posais de donner le caractire arithmétique.

Pour qu’une substitution & coefficients entiers réels de déterminant i
apparticnne au groupe R, 1l faut et il suffit que

fz==0 (mod.g),
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<

et que, en prenant au hasard un systéme de deux nombres complexes

[3(a+bp), c¢—+dp],

== 2, b==1, ¢ == o0, d=1 (mod.3),
on ail
i l3 a(a-bp)+Bc+dp)) _ [3(e+0bp)]
87(a+bp)+o(c+Hdp) ] | c+dp

Signalons encore une circonstance extrémement remarquable. La
possibilité de définiv un sous-groupe R, a ['aide des deux nombres
complexes 3(a 4+ bp), ¢ + dp, tient essentiellement aux congruences
imposées au sccond des deux nombres; en effet, si, au lieu de supposer
¢ divisible par 3, nous prenions, par exemple pour ¢ + dp, un nombre
primaire d’Eisenstein, nous verrions facilement que les substitutions

“3(a-+ bp) . .
3 (a - -»--P—)J absolument invariable.

du groupe G laissent le symbole | =~ 2%
lu groupe G laisse ymbole | ==

3. La théorie des restes biquadratiques fournit des résultats ana-
logues. Revenons au groupe G du premier paragraphe. J'emploie, pour
représenter le caractere biquadratique, le symbole d’Eisenstein (')
[, ], etjelapplique & un systeme de deux nombres entiers com-
plexes ‘

(1) 2 (a4 bi), ¢~ di,
oll
(2) d-—yzzec==0 (mod.f),

de sorte que
¢ di=i(c"+ d'i),
¢'+ d'i tant un nombre primaire d’Eisenstein. Il faut encore faire une
remarque analogue i celle de tout al’heure. Eisenstein n’applique son
symbole que dans le cas ol le second nombre est primaire. Nous con-
viendrons que
[2(a 4= bi), ¢4~ di]=[2(a -+ bi), ¢'-+d'(].

(1) Journal de Crelle, t. XX VI, p. 223. Comparer le Mémoire de Busche déji cité
(Crelle, 99).
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Relativement & @ -+ &7 j’examine quatre cas : je dis que le caractere
de a + bi est

(3) o pour a==1, b=1 (mod.4]),
) 1 pour a==1, b==2 (mod.}),
(5) 2 pour a==1, =3 (mod.4),
(6) 3 pour a=1, b=o0 (mod.4,).

Dans le premier cas, le nombre 2(a + 0r) est de la forme
B0 (a -+ 00y
dans le second, de la forme

(- 0)? (a'-+ b i)
dans le troisieme,

(-0 (a4 00
dans le quatrieme,

P10 (a0,

@ -+ '¢ désignant partout un nombre primaire.

Remarquons que la nature du dénominateur ne change jamais,
lorsque I'on soumet le systeme (1) aux substitutions T" et U” du pre-
mier paragraphe. Quant au numérateur, la différence entre son carac-
tere final et le caractere primitif est congrue (mod. 4) an nombre de
fois que la substitution 1" a été employée.

Je rappelle les formules d’Eisenstein : on a

3

C. . ,'f'((" 1)
(7) [6, ¢'+d'i)=i* ,
1
. . : p (Ol e ' 1)
(8) 14y ¢l i | == it ,
1
o P PR VR CRES VI . .
(9) [a'+0'd, ¢+ d'i] o= (- 1)? 'i ¢y a4

i-dire pour lesquels la partie réelle est congrue & 1 et la partie imagi-
naire congrue 4 o, ou la partie réelle congrue & — 1 et la partie
imaginaire congrue 4 2 (mod. 4). De plus, par suite des hypotheses
antérieures, nous n’aurons, comme on le verra dans les caleuls sui-
vants, & employer la formule (9) que lorsque le second nombre appar-
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tiendra & la premiere espéce de nombres primaires, ¢’est-a-dire ¢’ étant
congru a 1. Nous aurons donc, dans tous les cas ot nous emploierons
la formule (9),

(@ iy '+ d' i) = [c'+ d'iy a'+ ' (]
Nous nous proposons de comparer les symboles

[2(@—+ bi), ¢+ di] et [2(a-+ bi), c + hla~+ (d+ 41b)i]

dans les quatre cas (3), (4), (5), (6).
I. Le caractere de 2(a + bi) est 0. On a

[2(a~ 00), ¢c--di| = [+ ) (/4 '), '+ d' (]
w= |l o d EP 1y = AP [a - T - d

2 (€ 1) =4 ,—‘ ('l 1)

i3 W [¢'+ iy a'+ &' {].
Or
(10) ¢z d, d' = —c.
Done

) d
(el - H«i»q(tlﬂo-('-('k-i)
b

[2(a -+ be), ¢+ di] = (2 [+ iy a0 i)

on aura de méme
[o(a--bi), ¢ A fla - (d - 4IH)E)

4 3
sl bl ) po 4 0 Ll emp a4l )21 . .
e v [e'+d'i,a’ -+ 00

eL, par suite,
[o(a - bi), ¢ 4 fla-+ (d - 4Lb)] = a(a -+ bi), ¢+ di].

Il. Le caractere de ¢ ~+ di est 1, on a

,Ifu,-'-—u~r.1u~'-:l'-»:l"-—1)
== K

[e'+ d'i, a+ b'i],
et, ’apres les valeurs (10) de ¢’ et de o,

3 1
. . 4 ol )y (d o € e? 1) . ..
[2(a-+ 00), ¢ 4+ di]==i* ‘ 2 [e'+d'i, a'+ b'(],
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on aura de méme

[2(a+ bi), ¢ + fla + (d—+ 41b)]

3 1
Sldhlb—1) 45 (d4=vlb e la—(c+hla)® —1] . .
= ? 2 [e'4-d'i, a'+ b ().

En réduisant les exposants de  (mod.4), on trouve ainsi
[2(@ -+ bi), ¢+ fla—+ (d=4 410)i] = (—1)[2(a -+ bi), ¢ -+ di].
III. Le caractere de ¢ + di est 2, on a

[2(a@—+ bi), c+di) ==[d, ¢/ 4+-d i1+ i, ¢/ -+ P e/ - d' iy @ - b' (]
3
3(C—1) 4= (¢ —d'f =1 . -
=TT [¢/+d'i, a" -+ D'E]

3
A d e e (o om0 =) . L.
= b [¢' - di, a - 0"(];

on aura de méme

[2(a 4 bi), ¢+ Gla-(d+GIb)i]

3
B d b b ler) oo Yok [l e dtt e € Al Wy mm (€ 4= b0l )2 1) . R
= 4 [¢ = el'éy a" - D'

et, en tenant compte des congruences (5),
[2(a@ -+ bi), ¢ 4 fla-- (d - 4Lb) ) = [a(a -+ bi), ¢+ di].
IV. Le caraclere de ¢ + di est 3.
[2(a-4-bi), ¢ i) =10, "= iP[ 14 6 ¢ - d" O e d'dy a 1- 6

9 1
v (€ L) (el e ('3 e 1) . .
s g 2 [etdiy a4+ 00|

9 1
wolde 1) (ot €2 1) . s
=g 2 [e/ 4 d'iy a4 b |,

de méme
[2(a@ -+ bi), ¢ - Gla -+ (d -+ 4D (]
9 1
R R N AT A O Y Y ey Y e PO L Y e S LR B , .
SN 2 ‘ ' e +4di, a"+ i)

¢t, en tenant compte des congruences (6),

2(a~+ bi), ¢ + Gla -+ (d -+ 4ID) ] == (— 1) [a(a - bi), ¢+ i].
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En résumé, le caractere biquadratique de 2(a -+ &i) par rapport i
¢ -+ di ne change pas, quand le caractere de 2(a —+ &7) est o ou 2. Le
caractere biquadratique est multiplié par (— 1) lorsque le caractere
de 2 (a—+ be) est 1 ou 3.

En revenant aux considérations dun” 1, envisageons une substitution
homogtne S décomposée en substitutions T” et U’. Je suppose que la
substitution fractionnaire S qui correspond a la substitution 8" appar-
tient au groupe G. Si I'on suppose S’ décomposée en substitutions T
et U et si l'on soumet le systeme

o(a -+ bi), ¢ d,

successivement, i ces substitutions, & partir de la droite, le premicr
nombre du systeme final

2(e - fi), g+ hi,

possede le méme caractere que 2(a ~+ bi); soit o la somme (mod.2)
des exposants des substitutions U qui ont & lear droite un nombre im-
pair de substitutions T, nous aurons

[a(e 4= fi), & 4 hi] = (— 1)7[a(a -+ bi), ¢ -+ di].

Les substitutions, pour lesquelles o est pair, forment un groupe I,
et, en abrégeant nn pea des raisonnements que analogic permet de
rétabliv facilement, nous pouvons donner un caractere arithmétique
des substitutions du groupe I' du n° 1.

Pour qu’une substitution S apparticnne aw groupe I, o faut et il suffit

que
o~z 1Bz gy (mod.f),

et, de plus, qu’en choisissant arbitrairement un systéme de deux entiers
complexes
2(a~ bi), ¢-di,
tel que
@=:1, bzzt, c=o0, d=1 (mod.}),
on ait

[2a(a -~ bi) - (e di), ay(a—+bi)+ od(c—+di)]=[2(a~+bi), c+di],
[2y (e di)+ 2a(a--di), a(c—+di)+2p(a-+bi)]=/[2(a— bi), c-+di].
dnn.de U BEe. Normale. 3¢ Série. Tome X. — Ocropre 1893, 4o
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Voici une remarque analogue 4 celle qui termine le n° 3.

Si, au lieu de choisir dans ¢ + di, d congru (mod.3) on prend pour
¢~ di un nombre primaire, les substitutions du groupe G laissent
absolument invariable le symbole

[2(a -+ bi), ¢~ di].

4. Les lois de réciprocités d’ordre supéricur se préteraient ¢videm-
ment & des développements analogues. Les groupes que nous venons
de définir forment donc le point de départ d’une théorie tris générale
et tres entendue. Un simple aper¢u parait d’ailleurs indiquer que la
généralisation présentera des circonstances spéciales, ce qui augmen-
tera sans doute 'intérét de la question.

Les sous-groupes précédents sont & congruences; par exemple, celui
qui est défini dans le n® 2 satisfait aux relations

o120 (mod.g),
=0 (mod.3).

Il y aurait un grand intérét i trouver des groupes qui ne fussent pas
a congruences, et il parait probable que la solution de ce probleme
pourrait étre obtenue par des recherches dans le sens que je viens d’in-
diquer. Par exemple, les substitutions S du n® 2 telles que

T Ot DErd - DR e o (mod.3),

forment un groupe, mais je n’ai pu trouver de caractére avithmétique
simple pour ses substitutions.



