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LES LOIS Dlî RÉCIPROCITÉ
ET LES

SOUS-GROUPES DU GROUPE ARITHMÉTIQUE,
PAR M. X. STOUFF,

ALUTIliï DI';; CONFERENCES A L\ FAOî.îtTK DES SCIENCES Dlî MONTPI5LLŒM.

Il est évidemment, (l'un ^rand intérêt d'augmenter autant que pos-
sible le nornhre des priiw.ipes qui peuvent servir a définir des groupes
de substitutions linéaires ( 1 ) , II arrive souvent que ces principes
peuvent se ramener les uns aux autres; mais cliacun d'eux permet du
moins d'envisager la question a un point de vue spécial et de préciser
les véritables diff icultés. C'est ce qui m'a décidé à publier ces recher-
ches.

L'idée qui m'a servi de ^uidc se trouve en partie dans un Travail de
M, Sylvesfer relatif à la loi de réciprocité ordinaire pour les noiBhres
réels (a). Mais, a cause d'une circonstance qui sera approfondie dans
la. suite, cette loi d< î réciprocité ne jx^metpas de defi.riirc.le sous-groupes,
du moins d'une manière simple. Il faut avoir recours aux lois de réci-
procité des iioilibn'is complexes, données déjà en partie parGauss^ mais
surtout par Eisenslein (a). Dans le dernier de ses travaux, sur ce sujet

( 1 ) KLEIN, "FûrIcKU.fi^cn. ùhar die 'riicorle der eUipti^chen Moduffulictionm, p. /\i3^
,1890; Tctit.ïi'ior."-" (,km'ip(irer aussi : FWKÏ^ Ufîbcr die aw^ezelc/ineUîn Untor^'ruppen, etc.
( Mathernndsc/Hî ^nnaUm., i. XXX; 1887).

( 2 ) SyiA'.(';ST.Kîî, Sur U(- loi de réciprocité dans la théorie des nombres (Compter rendtu
défi ^(/ance/î de l'/'Icwlémw deff Sciences, p* îo53î 1880). "•- Comparer aussi :Gi3Gï3NMumî,
SUuui^bericlii(s dcr /'. /•. Àkadcmie der ^'ùw^c/iaften von 'l'F'ien; i885.— Ueher da.v
Le^endre-Jaco/dsche Sjmhûl,

( 3 ) EISENSTEÏN, RffcIprwIUU^'gwîs fur die nl/uw/ien Reste {Journal, de CrcUe,
t. XXVIÎ, p. '289)- — Nachtm^ sum càbuchûti Reciprocitàtssat^e {îbid^ t. XXIVÎIÏ,
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{Journal de Crelle, Bd. XXXIX), ce géomètre fait observer que l 'intérêt
des lois de réciprocité consiste surtout dans leurs démonstrations. Il
n'est donc pas inutile de faire voir ici qu'elles se rattachent à une
théorie importante, celle des subst i tut ions linéaires.

1. Considérons d'abord les subs t i tu t ions à coefficients entiers réels

/ a^4-P\ . .^ —————^ , y^r) — py == j
\ y^-+- d/ I '

a — i, == ô — i ̂  (3 ï-s y ES o ( mod. 4 ) ?

elles forment un groupe bien connu G.
J'envisage le signe de Jacobi (^\ tel q u ' i l est déf in i dans la Théorie

des nombres de Dirichlel, p. 104, et j ' i n t rodu is un nouveau signe | m \
que je définis de la manière suivante , m est un nombre pair positif ou
négatif, n est un nombre posi t i f ou négatif et, toujours congru à i
(mod.4).

Soient m' et r/ les valeurs absolues de ces deux nombres, on aura ,
par définition,

\^\^(^\\^\^\^r
si l 'un au moins des deux nombres m ou n est positif, et

[ H l } ^ ^ . / ^ }
L^J""" "\^7

si ces deux nombres sont négatifs. Faisons les remarques suivantes.
ï° Le groupe G est un sous-groi^e du groupe H des subnituuonfî

( a^4-|3\ ,,^.^^^^ ao-(3y=^

(3 s^y ss; 0 (mod. a);

p. 28). — Lois de réciprocité (TbuL, p. 53)* — FundainenUtIthcorem fur die hiquadra"
tischen Re/!te (Ibid^ p. a^3). — JSinfache^ Mittd wr Âuffindan^ âcr Ïtôhercn licciproc^
tàu^etze {Ibid., t. XXXIX, p, 351). — Fw aussi BUSCHE, ArUhmeti^hcp Beweis des
Reciprocitâtsgesetzes f&r die biquctdwis chéri licite (Journal da Crelle, t. XCÏX, p. 261).
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2° Le groupe H admet comme substùlUions génératrices

T:(,5, ^+2), U:
2S-+ -1 /

qui correspondent aux s u b s t i t u t i o n s homogènes

( x in ^4- ^ y , .y in .y,
( y in y , y in 2^* -h y»

Cette proposi t ion est bien connue. Le groupe H n'est autre que le
groupe du mod.P de Legendre.

3° Si l'on considère un système de deux, nombres^ pair ety congru
à i (rnod./i), et si l'on a p p l i q u e à ce système les subst i tut ions T et U'
et leurs inverses un nombre que lconque de fois et dans un, ordre quel-
conque, x reste toujours pair et y congru, à i (mod .4) -

En, efïet , T ou T'"1 ne changent pas la par i té de x, et U' ou U''"^ ne
changent pas»z"; donc, si x est p r i r n i l i vemen t pair , i l reste toujours
pair , T ou T'1"'1 ne changent pas y, et x étant pair , ir ne f a i t var ie ra
que d 'un r n u l t i p l e ' d e 4, c" Q- F- D -

4° G éta.nt u n sous-^wïp0 de H, toute subs t i tu t ion S de G peut
s 'exprimer par un p r o d u i t de subs t i tu l ions T et U; je dis que, dans ce
p r o d u i t , T f igure un nombre pair de fois et que U figure aussi un
nombre pa i r de fo i s .

En eiïety soit S ( z , a.3^ ) une subs t i tu t ion du groupe G et\. y z -lh 0 /
^ ^ in a,:»411- (3 y,

l y in y<v ""i'" ^y

la s u b s t i t u t i o n liomogene correspondante. La subst i tut ion S/ trans-
forme é v i d e m m e n t un système de deux entiers p et q tels que

p ̂  q — i =s o ( m od. 4},

en un système de deux entiers q u i jouissent des mêmes propriétés.
Or IF ne clian^e pas x; T ou T"^ change la pari té de ^; •donc,

pour q u e / ? p r imi t i ve rnen i d iv is ib le par 4 redevienne divis ible par 4»
il f a u t que T soit employé en tout un nombre pair de fois.

A i ï i i , de VKc. Normale. 3* Série* Tome X. — OcTomui ï^S. , àb
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On observera que S' transforme aussi un système de deux entiers p
et y, tels que

p — i ES y ss o ( m od. 4 )î

en un système de deux entiers jouissant des mêmes propriétés. Or T'
ne change pas y, 17 change la parité de •y; donc, pour que y, pr imi t i -
vement divis ib le par 4» redevienne divsible par 4? il ^\it que [Y soit
employé un nombre pair de ibis,

La réciproque est vraie. A i n s i , pour qu'une subst i tut ion de H soit
u n e s u b s t i t u t i o n de G, il faut et il suffit qu'elle contienne un nombre
pair de fois Ici substitution T et un nombre p (tir de fou la substitution U.

Il est faci le de reconna î t re d'après cela que le groupe G admet pour
substi tu ti ons gén éra tri ces

T2, V\ TIPT, UT^U, TUTU,

Observons, de plus, que si l'on transforme Fun des systèmes p , q

p s:s <•/ — i s:ï o (n ii o(L4 ),
p .„..„„„.. î .̂;; q •_;; o (nuK 1 » 4 ) »

par les subst i tut ions T7 et IJ7, les parités de /- et de '; sont respective-
Â À '

m e n t égales aux pari tés des nombres de (bis (lue les subs t i t u t ions T
et ir ont été employées»

5° On a tou jours
""" ///. "iii ['" fri -t-" '2 h'n '}^ -4;1-1111---11111'1,,-1-

D'après les propriélés b ien connues du symbole deJacobi , cela est
év iden t dans tous les cas, s a u f p o u t - è t r e celui ou n est négatif et m et
m -4- 2/cn de signes contraires. Supposons donc m positif

m -h 2Â7A :::;:: — m^ n ==:— n^

m^ et ri^ étant positifs. On a

[m\...... ( I n \— »«. "•1-- ?L ^ J \f^)
["' ni 4-"^ k / i \ / 'w- f \ / rn -•(- 2 kn \ ( ,r \

. ! ! l;'1-'111"1-'-,,-'-''11'''1"-] -- ̂ ^^ ~~ ^ 1 1 1 • 1 1 - " 1 - 1 1 „ 1 ^ 1 1 • - • 1 1 1 - 1 • 1 1 1 " • • J ̂  i;̂
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or rit est de la forme 4^ + 3; donc ( -— -1-) égale — i. Donc

[" m -4- a /••/À "1 / m -4- ss A'/i \ _ / m \ _ F /n ~1^ ^ j 3= ̂ ^ j = ̂ J = ̂ J.

6° Sou l un nombre impair positif ou négatif\ on a

p '̂i - r m_1 fi\i^r^^[^^^r "
si m est simplement pair et

f^1 — f.—^-.—l,
| n J "~" ^ /^ -i- a /m |?

n m est doublement pair. fl y ci un cas d'exception : c'est celui où m est
négatif et n et n •-+- ûlrn de signes contraires; alors on a

M ̂ [^.^J1'},
| n \ ' " | n 4- 2 l/n |

si m est simplement pair, et

r^i-^r—.,!?:'_l,
I,n J L^' "h ̂ ^J

si m est doublement pair.

Représentons par ^mf la va leur absolue de m; m' étant un nombre
i m p a i r . -

Nous distinguerons plusieurs cas*
Premier cas : n et n 4- ilm sont tous les deux positifs. On a, d'après

une formule connue (2) ,

M /^^^^ci'^Y-^Y\^\^\^)-() £ ^/;5

( i ) Comparer spécialement ici les travaux déjà ciLôs de MM. Sylvesfcer et Gegenbauer.
(*2) DnuciiLîîT, ZcthiGnthewie, p. ï'27.
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les unités S et £ ne dépendent que de m; donc on a aussi

r m 1 _ / m \ _ ^(^+2//n-l) ^[(n+î£m}^i] / n 4-.a/^\

\^n 4- à irn \ \/2 -h -2 Im) \ m1 ) ^

en réduisant et en comparant ces deux égalités, on a

[ -.. //% .,- »...
_w_ «^T m .
/<t 4" 2 Im j '"^ [ /^ J ^

/w
si w est doublement pair, e 2 égale i ; si m est s implement pair, £
égale — i , et l'exposant est impa i r ; le théorème est donc démontré
dans ce cas.

Deuxième cas : n et n •+- 2/w sont tous les deux négatifs. On ramè-
nera les signes [ ] aux signes de Legendre ( ) et l'on suivra une marche
absolument analogue à la précédente.

Troisième ccis : n et n + 2/m.sont de signes contraires. Supposons,
par exemple, n positif et n 4- 2/m négat i f et ^gal à — n^ Ce cas se
subdivisera en deux autres.

A. m est positif :

f^ l^^^^y^"^^^"1"1»/
i n ] \^J v^7

f̂ .,̂ »._1 — (^l} — y^'1^^ I(/<^"l) f^\
^n -t" ÏÏ^î] """" \^i} """( £ \^t)

_ ^«tH-i |(^-i),,,^/-n\
"—•" y e. ( '•—•-""."" i\ / M 7
__ ^.-,,-,-, ;(..-„...^/--.A/«\
-J e V'OT^V/I'/'

or,

(^)-a,
donc r OT i - . 'w

L/tH-'aT/nJ "~e [TTj'

ce qu' i l faHait démontrer.
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B. m est négatif :

p^'l -^ y^^^— ^{f^~l] ^nî-ï^ n N
i'n] ^ \~ n ̂  cr E ^7,

r ^ -1 —— f2^!^ —-^ 4^^» i^^-^/^i,[_^4-2i^j '~" \ ^i y ~~~ £ \w7

on suppose que S et £ correspondent à 2/(W; donc

et
\̂ .̂ ^^^^^^^^
j i ^ ^ l m \ ~" s in Y

ce quMl fallait démontrer.
Considérons une subs t i lu t ion du groupe G, et réduisons ' en frac-

tion cont inue en ne p r e n a n t que des quot ien t s pairs et des restes posi-
tifs ou néga t i f s , niais moindre en valeur absolue que le diviseur em-
ployé. En supposant, pour fixer les idées, que le nombre des quotients
incomplets soit pair , nous aurons, en les désignant alternativement par
les lettres a et b affectées d'indices,

(l) ^^ 2^4" ~-.............-..-..,-.....̂
Ô , 1

o // .".). » 1 1 . 1 - - ! '—«i™.».*»"" ''"'à i '"""""1""""" •———**—
a b^ "4- «...,—————

2 0^ -h
à 63 "+-

et^ par suite,
/ . v Ç5-{-ocs i.( à) f ,̂ .,.,.......̂  = as a 14" —j—

rî-hy^ â&r

a a^ 4- —r-
2^/,

20,,

^bn

2^4- ^-
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La substitution considérée peut alors se représenter par le produit
(3) U <?•«../U^rMJ^;

on a
a 14- €i.i -h-.. . -t-- a^ 4- t == b^ 4-. . . 4" ^=^ o ( lïiôd. -2 ).

Soient ^, ^, ^, ..., 4 ceux des indices des a impairs tels que le
nombre total des subs t i tu t ions T qui se t rouvent à leur droite dans le
produit (3) soit impair; considérons un, système de deux nombres/?
et y, tels que
(4) p ss q — :i ss o (mod. 4) -

Soumettons ce système successivement aux substitutions
T\H T/ / / , ÎV^,,U , J. », U «, . . . ,

nous obtiendrons des systèmes
,-J //. f-Jf /y//. ,̂  y/W. . /•,»// / /A./> » '7 » /^ » // » /' » '/ ? * • * ? r ? 7 '

le dernier sera
(3 y + a/?, 5q •4"" y/>.

Soit r i e nombre de fois qu'une puissance de la substi tution IT f a i t
changer de sifine, q^;?^ é tant négatif (1).

Nous aurons en tenant compte de la sixième remarque

^^^^^^(^
^/+y/^, v i^/,.

Ceci posé, considérons une subst i tut ion d u groupe CL Elle sera de
la forme (3), à cela près que le p rodu i t pourra commencer par des
subst i tut ions T et f i n i r par des subsl i tut ions U. En parcourant le pro-
du i t de droite a souche, comptons le nombre a de fois qu 'un exposant
i m p a i r de U a, à sa droite, un nombre total impair de substitutions T.
Les ^/ÀS'/^^M.y du groupe G pour lesquelles ce nombre cal pair forment
un sous-groupe I\ En ef fe t , le nombre cr, relat if à la subst i tut ion SV^
est la somme (mod. 2) des nombres cr relatifs aux deux substi tut ions S

( 1) Cela revient à la considération de la cJicwie r^ducd^e do M,. Sylveslor.
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etV, parce que , en comptant le nombre cr de SV, on peut, lorsque l'on
arrive aux subs t i tu t ions qui proviennent de S, faire abstraction des
subs t i tu t ions U de V, dont le nombre total est pair.

Les s u b s t i t u t i o n s du groupe T peuvent être caractérisées de la ma-
nière su ivan te :

On aura d'abord

a — i ES <5 — i ES (3 == y (rnod. 4 ) -

Si, de plus, on considère un système quelconque scifisf élisant aux condi-
tions (4) ^ si l'on forme le nombre r correspondante en désignant par

/ — i y^ [(} produit " , -7-•--•-"-~••^ /- i il faut et il suffit que rn et r soient de

même parité.

On peut encore fa i re sur ce sujet une autre remarque. Le nombre r
dépend du signe de certaines quant i tés et, par conséquent , reste le
même quand ^ varie de te l le sorte que ces q u a n t i t é s conservent u n
signe constant . A ins i le nombre r reste cons tant tani que le signe des
termes des ( rac l ions W\ TM.P, UVFM.P, ... ne change pas. Les
zéros de ces f o n c t i o n s l i n é a i r e s d é t e r m i n e n t sur l'axe réel des régions.
Pour chacune de ces régions, la t r a r i i s fb rma t ion que la s u b s t i t u t i o n
fa i t subir au symbole •1^ est p a r f a i t e m e n t dé terminée .

Un autre sous-groupe P du groupe G peut être aussi déf in i de la
manière su ivan te . Apres avoir mis une s u b s t i t u t i o n de G sous la
forme (3), comptons le nombre de (bis q u ' u n exposant impai r de T
a, à sa droi te , un nombre total , i m p a i r de subst i tut ions U: si ce nombre
est pa i r , la subs t i t u t ion considérée appar t iendra au groupe P. On
pourra, caractériser les s u b s t i t u t i o n s du groupe P d 'une manière ana-
logue à celles du groupe Ï\

Enfin des considéra t ions analogues s'appliqueraient au groupe T"
formé des s u b s t i t u t i o n s communes à F et à r/'.

On. voit que cette manière de déf in i r de nouveaux groupes est lo in
d'être sat isfaisante, puisqu 'e l le exige, pour reconnaître le caractère
d'une subst i tut ion, im développement en fraction cont inue. On pour-
rait se demander si par un choix plus convenable de la déf in i t ion
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de m , pour les valeurs négatives de m et de n^ on ne pourrait pas s'en
dispenser; mais on reconnaît aisément que tout autre choix présente
'un désavantage équivalent.

Nous verrons, au contraire, que les lois de réciprocité des nombres
complexes donnent des caractères tout à fait satisfaisants.

2. Considérons le groupe G des subst i tut ions à coefficients entiers
réels

/ a54"(3\ . .
(-yi+i^ ao-py:::1:!,

P ss o (mod .3 ) ;

ce groupe admet pour s u b s t i t u t i o n s génératrices

T(^-.+-3), I J ^ , -
\ ^ -h" î /

Je ferai, dans ce paragraphe, usage do la loi de réciprocité cub ique et
^entendrai le symbole — dans le sens adop té par KisensteirL Con-

sidérons ^^....^ ou le dénomina teur est ( . ( i l queL c4"d? J ! ! ' ' '
( i ) c ̂  o ( rnod- 3 ), d ̂  î ( niod. 3},

on aura
c 4- dp ;:::::— p(c1^ d'p),

c'4-^p étant un nombre p r ima i re d 'Eisenstein, c'est-à-dire tel que
c'+ î E^^E^O (mod.3). Ccsyml)o le n'est app l iqué pa rEiBens te in que
lorsque le dénominateur est un nombre pr imai re . Nous ajouterons à la
défini t ion d'Eisenstein celte d é f i n i t i o n complémentaire bien naturel le

r"3(^.41" b o ) ' " _ r 3 ( ^ 4 - À p )
l c ••+" ^P . "1 1"1"1 1" .[„ r'/"l•l•l'l•lll ^ ' 9 " \

mais il ne faudra app l iquer les règles d'Eisenslein ( f ) ( ju 'aux symboles
où, le dénominateur sera 'pr imai re*

{ î ) Jwrtial de CrcUe, i. XXVÏÏI, p. ^3.
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Quant au numéra teur , nous examinerons seulement trois cas. Nous
dirons que le caractère du numérateur est
(2 ) o pour a E= 2, b =s i (mocL3),

(3 ) i pour a == 2, b ES a (rnod.3),

(4) ^ pour a = 2 2 , & ss o (ni od.3).

Dans le premier cas, le numérateur est de la forme
3(_,)).pl.(,^p)(^4..^p);

dans le second cas
—3p 2 ( r /~•^- / /p) ;

dans le troisième
3(^+//p).

où a' 4- //p est primaire.
Je désignerai p a r N ( L ) la norme d'un nombre complexe L.
Voici d'abord quelques remarques analogues à celles du premier

paragraphe :
i° Si l'on soumet le système

3 (a •4- &p), c 4- dp

aux subst i tu t ions homogènes T, \V qui correspondent aux substitu-
tions f rac t ionna i res T et U un nombre quelconque de fois et dans un
ordre quelconque;, la nature du dénomina teu r ne change pas, c'est-
à-dire que c reste toujours congru à %éro et cl h î (mod. 3),

Le caractère final du numéra teur est congru au caractère p r i m i t i f
augmenté du nombre de fo i s que la s u b s t i t u t i o n T' a été employée
(mod, 3), en supposant, bien en tendu , que le système pr imi t i fprésente
l'un des trois cas que nous avons examinés.

Afin d'éviter une confusion qui ne p rodu i t cependant pas d' incon-
vénient essentiel, i l ne sera pas permis de changer s imu l t anémen t les
signes des quatre coefficients d 'une subst i tut ion de G. On devra tou-
jours supposer $ congru à ï (mod. 3).

2° Soit K. le sous-groupe de G formé des subst i tut ions pour les-
quelles p est divisible par 9. Pour qu'une substi tut ion de G- appar-
tienne à,K, il f a u t et il suffi t qu'en la 'décomposant en subst i tut ions T
et II le nombre total de fois qu'elle contient la substi tution T soit di-
visible par 3.

Âim. de .l'Êc. Normale, 3« Série- Tome X. — OCTOBKE 1893. °9
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3° Je compare le symbole
r3(a4-^pn
L"'"c'T"<5pL 'c+dp J

f^^-Jl?^^^^^^^ ̂ .̂ ^ ̂  ̂  ̂  ̂  ̂  ^ ̂  ^ ^
et le symbole

qui résulte du premier par la subs t i tu t ion IK Je dis t ingue trois cas :
I. Le caractère de 3 (a 4- &p) est o. On a

f - 3 (a + &p)1 r3^ 1)^0 - P^^' + ̂ 'r^l,̂.,.̂ ^^^^

r f ...„ i ) î pEx+2 (, .„.„...„..,„ p )3 ( ̂ / + // p ) -j ^
:;::: ^-•11•-••••••~"-•1-1•1•1-•"1-"-•11•••'11-^^

(i _^ p)3 étant un cube parfait , on peut le supp r imer sans altérer le
signe. Il reste

n^i^nr pp^ "na^/pl
l 7+^pj [c/+^pJ Lc7^^^.]

^^^'il^"^^ fc1^ ri/p \ i^8!^^4^^" /c^-t..- d1^
=P 1 'î ^'T^ 1 t,,^7'111::^1^?/

Le nombre (? + 3(a + (^^ 3^)p est de la forme -p(^+" ^p),
c ^ d ' p étant aussi un nombre primaire, qui ne dUÏere de </'Wp,
que peir un mul t ip le de a'4- //p ; donc

F 3(ff-+" ^p) 1 |f(A..1^2)}Nl(•4.. '^^+(^4":!^)pj- l ! /C /•• l+"^ /p'\

\jc~TJiaTïd^^^ ^^"rir^/p^r

On a
N [ c 4- 3 /a 4- ( ̂  4- 3 Ib ) p ] •= ( c 4" 3 ̂  )2 •- ( e -h 3 l a ) ( d ̂  3 Ib ) ̂  ( d 4- 3 lb f,

N ( c 4" ^p ) = c1 — cJ 4-" ^2

et, par suite,
N r c 4- 3 la + ( d 4- 3 ̂  ) p ] !— N ( e 4- rfp ) ss 3 Z ( 2 & — a ) • ( m od. 9 ) -

Or 2& — a est congru à o (mod.3). Donc

r ! 1 3 (a4-^p) ^ 1 _ ^3(a 4-„&P,)1. l l

[^^'y/al"4:'"u(Ï'+'''3 J ""l"" [. """ç;;:1"^"1"1""111 j '
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1t . Le caractère de 3 (a + bp) est s .

^(a'-l-^pT) _ J^'+N.^(a^^p)'"] _
c 4- dp

p)-^ r—3p2(a /- l - / /p /)1 _ l[^Nk""(-rrP)~"13^^±^-P^_j „ ̂ ,._^^^^ ^ p. ^ ̂ j.
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Or

donc

(5)

on aura de même

3 ( a 4-

c'-= c — ^, ^= c, N^^- <^p) -== N ( c 4- ^p),

3(^+^p)1
/'"""C4-- ^p'""J

2 [c + N (c +- ̂ p) -iî r c^ + ̂  pi
^ [^7:^pjî

- 3 ( ^+^p ) 1
vo; C4-I^^^

^ g <"-41"3 l(t-^ N [(/:4- 3 /rt) •4- [ll^lb) pi —1 ! ^Cf -\" Cl' ?[^r^p^
Or, dans les formules (5) et (6), la différence des multiplicateurs de j
dans les exposants de p est, en tenant compte des congruences (i),
congrue à 6/^(mod. 9). Mais, h étant congru à ^ (mod . 3) on a

^•^P) 1 ^o^/f^.^PJI.
c + S la+ (^"-h 3' ÏÏ) )p J """'""1 |, c + d9 J

111. Le caractère de 3(a + /^p) est 2 :

'3 (a +• (î/p)" 3(a /4""^ /p)" l ] l l '
c ^ d p ] 1<""""1" [/"'""c^+^p

|^V4-^p" ..-r-r^-^pL
P ^/+yp, <"•-"-p L^+'FpJ'

de même

donc

r 3 (a -h ^p) 1 .,,. j^-3^ rc^H ̂ p'J.
|J-'14^11i/all'IT"^lllrflll"-4-17^^^ J 1"^ 1 1.,^/+ ^PJ

3(a4 - ^p ) l.^^l'^^^t..^
^ cl'T37al4-ll (rf 4- 3 ̂  ) p J w l l. c 4- ^p, J

Ceci posé, considérons une substitution, S du groupe K, et suppo-
sons-la exprimée par les substi tutions T et U

on aura
S — T^ U^' T^ U^... rîalt US

ai 4- ̂ 4-... 4- an^s o (mod. 3 ).
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Désignons par r^ r\, ..., r,, le nombre total des substitutions Ï qui
se trouvent respectivement a la droiled^ exposants b^ b^^ . . » , b^ de U.
Considérons un système

[3 (a 4- bp), c 4- dp).

La substitution homogeneS7 , qui correspond à la subs t i tu t ion S, trans-
forme ce système en un autre

3(e+"/p), g-^h^

et comme le nombre total des substitutions T employées est congru
par rapport au module 3, le caractère de 3(c'-h/p) est le même que
le caractère pr imi t i f .

D'après la troisième remarque, une subst i tut ion \Y m u l t i p l i e le sym-
bole de ,)acobi par p^s î\ étant le nombre total des substitutions T qu i
sont à sa droite; on a donc

(5) r^^.+âji^p^.Y^.^.--^L ff^^-p J ' l L ^^ .
Les substitutions S, pour lesquelles

(6) cr = Z^i î\ + b^\ 4"... -h l^n ^n

est congru (rnod. 3), forment un groupe R» parce quey dans la substi-
tution SV, S et V étant deux substitutions du groupe K q u i jouissent de
la propriété (6) pour déterminer T, on peut faire abstraction, cliaque
fois que l'on. considère une substi tut ion U des substi tut ions Ï, dont V
est composée, puisque Y appartient au groupe K et que le nombre des
substitutions T qu'elle contient est congru1 (mod. 3)* Le cr de SV est
donc congru à la somme des cr de S et de V.

C'est précisément le groupe K que j'avais en vue et dont je me pro-
posais de donner le caractère arithmétique.

Pour (jaune substilulion à coefficients entiers réels de déiennincuu ï
appartienne €iu groupe R, il faut et il suffit que

1 (3so (tî lod.g),
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et que, en prenant au hasard un système de deux nombres complexes
[3 (a+- /^p) , c+dp],

a=s2, ^ = 2 1 , c SE o, ci ES= ï (mod. 3),
o/^ <^

pa(a4-^p) 4-(3(c4-rfp)1 _ "3(a+^p)1
[ 3'y'^'+"ïpyi^ô(^^ """' ^^-^-^p--j-

Signalons encore i.:iîie circonstance extrêmement remarquable. La
possibilité de déf in i r un sous-groupe R, à l'aide des deux nombres
complexes 3 (a 4- A p ) , c -+- d p , t ient essentiellement aux congruences
i'mposées au second des deux nombres; en effet , si, au lieu de supposer
c divisible par 3, nous prenions, par exemple pour c 4- d p , un nombre
primaire d'Eisenstein, nous verrions faci lement que les substitutions
du groupe G laissent le symbole ^•^•^—-^ abso lument invariable.

;L La théorie des restes biquadratiqu.es f o u r n i t des résultats ana-
logues. Revenons au groupe G - d u premier paragraphe. J 'emploie, pour
représenter le caractère b iquadra t ique , le symbole d'Eisenstein ( 1 )
[ , ], et je l 'appl ique à un système de deux nombres entiers com-
plexes
( i ) a ( f f 4 " (n), c ̂ di,

où
( a ) d-- is. c^o (mod.^1),

de sorte que
c 4" dl = i{c' "{- d1 l)y

c^ di étant un nombre primaire d'Eisenstein. Il f au t encore faire une
remarque analogue à celle de tout à l'heure. Eisenslein n 'applique son
symbole que dans locas ou le second nombre est primaire. Nous con-
viendrons que

[ 2 ( a 4- bi}, a 4- dl ] -= [ 2 ( a 4- bl), c^h cV i\. ,

( i ) Journal de CrcUe, l. XXV111, p. a23. Comparer le Mémoire de Busche déjà cité
( CrcUc, 99 ).
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Relativement à a -}~ ^ ' j 'examine quatre cas : je dis que le caractère
de a -h bi est

(3) o pour assr , ^ s= r ( m o d . 4 ) »
( 4 ) ï pour a ^ i , b s= 2 ( m o d . 4 ) ?
( 5 ) •>- pour ci s= i, 6 ss 3 ( mod. 4.')»
(6) 3 pour r/.ssi, A = s o ( m o d . 4 ) -

Dans le premier cas, le nombre 2(0 +• 6Q est de la forme

^ ( ï+O^^+^O;

dans le second, de la forme
i [ ï ^ l yça ' ^ ï / r ) ;

dans le troisième,
i^i^ lyçci'^ //o;

dans le quatrième,
^(ï-hQ^a'^ b1 i ) ,

a+ b1 i désignant partout un nombre primaire.
Remarquons que la nature du dénominateur ne change j ama i s ,

lorsque Fon soumet le'système ( i) aux substitutions T et ir du pre-
mier paragraphe. Quant au numérateur, la différence entre son carac-
tère final et le caractère p r imi t i f est congrue (mod. f\} au nombre de
fois que la substi tut ion T a été employée.

Je rappelle les formules d'Eisenstein : on a
'A

(7 ) [/, c^ d 1 1 ] = ̂  ' ,

( 8 ) |: 14- l, c^+ d'I] = ̂  ?<"•-"•//"^3'-^

(9) [a1^ b'i, c'^cl'l} -^ (~ l ty ( a f w i ) { c 'm l ] [c /+ d! i, a! ̂  h1 / ] ;

a'^r l / i et (^dfl désignent1 partout des nombres primaires, c'est-
à-dire pour lesquels la part ie réelle est congrue à :ï et la partie imagi-
naire congrue à o, ou la partie réelle congrue à — i et la partie
imaginaire congrue à 2 (mod. 4)- D^ plus, par suite des hypothèses
antérieures, nous n'aurons, .comme on le verra dans les calculs sui-
vants, à employer la formule (9) que lorsque le second n ombre appar-
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tiendra à la première espèce de nombres primaires, c'est-à-dire c'étant
congru à T . Nous aurons donc, dans tous les cas où nous emploierons
la formule (9)9

[a/+ b ' i , ^4" cri} = [c^- d ' i, a'-\- b' i'\.

Nous nous proposons de comparer les symboles
[a(^4- /^ c4- di} et [2(04-60, c +4/^4- (^4- 4^KI

dans les quatre cas (3), (4), (5), (6).
ï. Le caractère de 2(0 4- bÏ) est o. On a

\^{a -l- bi), c 4" <^] =• [^(i -+- ^;î (^'^ b ' l ) , c^h ̂ ^|
:̂ [7, c/4- ̂  ̂ l3 [ï + i, c'^ d'i^ [a''-\~ VI, c'-{- d' /]

.:::^^1)"1^"^1^

Or

( 1 0 ) c'^ ̂  cl'—— (\

Donc
|:.(^4-^.),C4-.^:|-.1('1"

on auî*a de même
I1 '1 a ( a 4- À/ ), c 4- 4 ̂  •+- ( d 4" 4 ̂  ) /']
^ ^ ( // 4... 4 /^ - 1 » 4-| 1 // "+.. •,. th + c. + 4 /a - ( r .-<-. Urt )< -. 1 J . ̂  ̂ ^ ^^ ^, ^ ^,

et, par suite,

1>(^4- hi), c+ fila^ {d^(\lb)i}^[^(a.~^bi), c 4" di}.

11. Le caractère de c 4" di est r , on a

[>(a 4." bi), C4- rf<] = [/, c^h rf^][i 4- ^ <ï/4- d1 ̂ [c'^r d'i, a' 4" ^1

L ( /•'' -.», -ï ï 4. «. ( <;' ».. c/',.— ^/'s »».. l ) . y < . ...
=::^1 a [c^-^ ^'^ a'4- Z/^J,

et, d'après les1 valeurs (xo) dec' et de d^,

[.(04- bi^ c 4- rf0 ̂ ^(^î)^('+<"•l""a'l)[c^ d ' i , a'^ b1^
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on aura de même

f a ( < % 4 - bi), c 4- 4^ + (^4-4^)^]

^^^U^1)-^|(^W^^./.-^C4-W^.^]^^^^ ̂  ̂

En réduisant les exposants de i (mod .4 )» on trouve ainsi

[2(0 4-^'), C4-4./a4- (^4-4^)0 ^(—i)7!;?^^-^ ^'). c+^f|.

IIL Le caractère de c 4" di est 2, on a

[ 2(04- &Q, c -h di} = [ ̂ , c7 4- ̂  <T [ i 4- î, c' "+~ ^/ f)3 [ c' -h rf' <?', a^ + // <]

.3(C'—l)4•- l(C'~"^"-/^3—l,, , •n ' f y / ' - i== & 4 [ç'-h ̂  ^ a^-t- h \|
.:i(r/—l )+ - ( / /4 -< ; '—r 2 -1 ) . y . . , y - ...m ^ * ' [ c ' "\- d ' i , a' + / / 1 \ ;

on aura de même

[ 9. ( a "+- é^')^ c + 4 Ici 4" ( rf 4" 4 /^ ) ̂ |

3 [ ? // + 4 /// ) •"" 1 1 4 - ? ( d + 4 /// 4« r «l- 4 /A — ( <1 -t- 4 /// )a - 1 1 ,. , ,, . , , , .,
== î " | (.; -h d t.. Ci' 4- ^ ^ [

et, en tenant compte des congruences (^Ï),

[2(0 4- <^), <? 4-" [\'kl-\' (cl 4- 4^)<] ̂  [^(^ •+•• ^/), r 4- di}.

IV. Le caractère de c -+- di est 3.

[2(a 4- bî), c 4- <1 "= [/, c '41-r f / :13 [ î 41111" ^ c^" ̂ fl^c^-t- ^^^ ^ /4-" ̂ ^]

^^^•l)^l^'•-"l/^r/'s'î)[.'4^

^^^l)^(//"^-•/^l)(:c/4^^^

de même

[ a ( ̂  4-1 h i), c 4" 4 ̂  -^ ( ̂  4- 4 ̂  ) 1}

^^.^.u.)^n-4i^.w..,c.u^

et, en tenant compte des congruences (6),

2(a 4- bi}, c + 4^ +• (rf4- 4^)^] "'= (—" Q^C^ -h ^Q, <:' •4" dl}.
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En résumé, le caractère b iquadra t ique de 2(0-+- &/) par rapport a
6" -h di ne change pas, quand le caractère de 2(0-4- bi) est o ou 2. Le
caractère b iquadra t ique est mul t ip l ié par (— îy lorsque le caractère
de 2 (a + /^') est ï ou 3.

En revenant aux considérations d.u n° 1, envisageons une s u b s t i t u t i o n
homogène S/ décomposée en subs t i tu t ions T et IT. Je suppose que la
subs t i t u t i on f rac t ionna i re S qui correspond à la substi tution, S/ appar-
t ient au groupe (;ï. Si. l'on suppose S' décomposée en substitutions T
et IF et si l'on soumet le système

2(0 4-- bi)^ c 4- eu,

successivement, à ces substitutions, à partir de la droite, le premier
nombre du système f ina l

2(^4-/Q, g -h hi,

possède le même caractère que 2(0-4-" bi); soit a- la somme (mod.2)
des exposants des substitutions U qui ont à leur droite un nombre im-
pair de substitu tiens T, nous aurons

[>(^ 4-./Ï), g 4-" /u] •== (— î ) r T [a (^ 4- bi), a 4- di}.

Les subs t i t u t i ons , pour lesquelles or est pai r , f o r m e n t un groupe F,
et, en abrégeant un pou des ra i sonnements que ranalogie permet de
rétablir f a c i l e m e n t » nous pouvons donner un caractère a r i t hmé t ique
des subst i tu t ions du groupe T" du n° 'I..

Pour ("fu3Wi€ $ubstitUMori S ctpparUerine au groupe r^, il faut et il suffit
que

a — ï ̂  f] "— ï s— (3 :̂= y ( rood. 4)?

et, de plus, (fit en choisissant arbitrairement un système de deux entiers
complexes

'i ( a 4- bi), c 4" dly
tel (fue

a £3 i, b ̂  i, c ss o, ci SH r ( mod. 4 ),

on au

[%a(a4- fn} 4" ^(c^di), 27(^4- ^0 -4" ô(c 4" ^")]==[2(a+ ̂ '), c4-^'],
[27(04" €U)-\- ac%(^ 4-^'), a(^4-rfr)4-2(3(^+ bi)'\= [2(^4-^0, c-h^'].

'Ifm.del'Kc. ^artnalf.. 3e Série. Tom« X. — OcîOKRrî 1893. 40
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Voici une remarque analogue a celle qui termine le n° 3.
Si, au lieu de choisir dans c 4- di, d congru (mod.3) on prend pour

c -j- di un nombre primaire, les subst i tut ions du groupe G laissent
absolument invariable le symbole

[ 2 ( a •+- bi\ c 4- cil].

4, Les lois de réciprocités d'ordre supérieur se prêteraient évidem-
ment à des développements analogues. Les groupes que nous venons
de définir 'forment donc le point de départ d ' une théorie très générale
et très entendue. Un simple aperçu paraît (.railleurs indiquer que la
généralisation présentera des circonstances spéciales, ce qui augmen-
tera sans doute l ' intérêt de la question.

Les sous-groupes précédents sont à congruences; par exemple, celui
qui est défini, dans le n° 2 sat is fa i t aux relations

8 — ï ̂  (3 (m od. g),
a ̂  o ( inod. 3)..

1 1 y aurait un grand intérêt à trouver des groupes qui ne fussent pas
a congruences, el il. paraît probable que la solution de ce problème
pourrait être obtenue par des recbercbes dans le sons que je viens d'in-
diquer. Par exemple, les substitutions R dn n° 2 telles que

T :•:= b\ r\ + //| rj 4-. .. 4- hi ri ̂  o ( mod. 3),

f o r m e n t un groupe, mais je n'ai pu trouver do caractère î i r i thmét ique
simple pour ses subst i tut ions.


