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DE

L’EXISTENCE DES INTEGRALES

DANS UN

SYSTEME DIFFERENTIEL QUELCONQUE

(surte ET FIN),

Par M. RIQUIER,

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE CAEN (1).

Réduction d'un systéme différentiel quelconque a la forme
harmonique passive.

18. Eiant donné un systéme différentiel & dont les seconds membres
sont nuls et les premiers olotropes dans quelque systéme de cercles, on
peul, dans les circonstances geéneérales, et sauf la rencontre de relations
Sinies impossibles, en déduire sans intégration un second systéme admel-
tant les mémes solutions, et composé : 1° d’un groupe de relations finies
exprimant certaines des fonctions inconnues a U aide des autres et des
variables independantes ; 2° d’un groupe harmonique passif impliquant,
ayec les mémes variables, tout ou partie des fonctions inconnues restantes.

Il va sans dire que ces deux groupes de relations, dont Iensemble
cquivaul au systéme proposé, peuvent éventucllement se réduire a un seul.

I. En désignant paru, ¢, w, ... diverses fonctions des variables inde-
pendantes x, y, =, ..., par

(?‘:) ) Cuy Coy  Cyy ceer Cxy Cyy Oy

des cotes respectivement atiribudes & ces quantites, et par K un entier po-
sutf donné, on peat, moyennant un choix convenable des constantes (25),

(1) Poir p. 65 ot 123,
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Jaire en sorte que, dans chacun des ordres 1, 2, ..., K, les dérivées de
w, v, w, ... atent des cotes toutes distinctes enire elles.

I suffit pour cela d’attribuer aux constantes (25) des valeurs (en-
tieres) positives satisfaisant aux relations

x> Key, ey > Keo, PN

Uu> Copt K Cus Co > Co = K Cors

Considérons, en elfet, deux dérivées d’un méme ordre total au plus
égal & K, et supposons d’abord qu’elles appartiennent & la méme fonc-
tion. En pareil cas, la différence de leurs cotes est visiblement

(25 bis) . (—ca'Yep+ (=B Yey+(y — 9 e+ . o,

olte, By v, ..o, &, B/, %', ... désignent les ordres partiels respectifs en
x, ¥, 5, ... des deux dérivées considérées; d’ailleurs, les quantités
a—ao,B—fF,y—%, ... ne sont pas toutes nulles, et I'on peut tou-
jours supposer que la premiere d’entre elles qui ne s’annule pas est
positive. Sion a a — o' > o, la quantité (25 bis) est au moins égale &

Co— (Bley+ 9 Cat.. ),
a plus forte raison i
Co— (B 7'+ ..) ¢y,

différence nécessairement positive, puisque son terme additif est su-
péricur & Ke,, et son terme soustractif au plus égal & cette quantité.
Si 'on a o —a'=0, B —B' >0, la quantitéc (25 bis) est au moins
coale 4

Cy— (Y ez4...),
i plus forte raison &

cy—(Y'+...)es,

différence encore positive, puisque son terme additif est supéricur i
Kez, et son terme soustractif au plus égal & cette quantité. Kt ainsi de
suite.

Supposons maintenant que les deux dérivées considérées appartien-
nent & deux fonctions inconnues distinctes. En nommant ¢ et ¢ les

© p———
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cotes respectives, nécessairement inégales, de ces deux fonctions, et

a, By Y e,
a/, (3/’ _/r,

les ordres partiels respectifs des deux dérivées par rapport 4 x, y,
z, ..., les cotes de ces dernitres auront pour différence

c—c' A (a-—a)er+ (P —Pey+(y—y )+ . ..

Or, si I'on suppose ¢ — ¢’> 0, ce qui est évidemment permis, I'ex-
pression précédente est au moins égale a

(¢c—c)—(a'cot+Pley+ye+...),
a plus forte raison &
(¢ —c") —~ (e[ 49 ~...) e,

différence nécessairement positive, puisque son terme additif est su-
péricur i Ke,, et son terme soustractif au plus égal a cette quantité.

I1. Supposons actuellement que les variables @, y, z, ... et les
fonctions u, ¢, w, ... aient é1¢ allectées chacune de p cotes; considé-
ant alors certaines dérivées, en nombre Iimité ou illimité, de ces
fonctions, partageons-les en groupes successifs d’apres les valeurs
croissantes de leurs ordres, puis les dérivées de chaque groupe en
sous-groupes suceessifs dapres les valeurs croissantes de leurs cotes
premitres, puis a lear tour les dérivées de chaque sous-groupe en
sous-groupes partiels successifs d’apres les valeuars croissantes de
leurs cotes secondes, et ainsi jusqu’a épuisement des p cotes. De cette
opération résultera finalement une suite de groupes, dont nous dirons,
pour indiquer d'une maniere abrégée son mode de formation, qu’elle
est construite conformément a U ordre harmonique.

Si Popération précédente, exéeutée sur un nombre limié de dé-
rivées, fournit une suite de groupes dont quelqu’un contienne plus
d’un terme, on peut toujours, en attribuant i chacune des variables et
des fonctions une cote (p -+1)“me convenablement choisie, faire en
sorte que le nouveau fractionnement qui en résulte conduise a des
groupes composés chacun d’uue dérivée unique. Il suffit pour cela, si

Ann. de I’ e, Normale. 3° Série. Tome X. — Juy 18y3. 22
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I’on désigne par K I'ordre total maximum des dérivées considérées, de
choisir les nouvelles cotes conformément aux indications de Ialinéa
précédent (I).

IlI. Lorsqu'un systéme difjérenticl se compose de relations ayant leurs
premuers membres tous distincts, el dont chacune, considerée séparément.
est harmonigue (12, 1I1), on peut, sans changer les cotes des variables
indépendantes ni des fonctions inconnues, former un sccond systéme,
harmonique dans son ensemble (1), équivalent au premier, et composé
d’un nombre égal d’équations ayant respectivement les mémes premaers
membres. (On suppose, comme nous 'avons toujours fait, les seconds
membres du systeme donné olotropes a I'intéricur de quelque systeme
de cercles.)

Les diverses relations dont se compose le systeme donné @ satis-
font, par hypothese, & la deuxieme des conditions énoncées an n® 1.
Si elles satisfont en méme temps i la troisieme, le systeme @ se trouve
de lui-méme étre harmonique. Dans le cas contraire, on désignera
par K 'ordre maximum des dérivées qui y figurents; puis on considé-
rera, parmi les dérivées d’ordres 1, 2, ..., K des diverses fonctions in-
connues impliquées par le systeme @, celles qui coincident avee
quelqu’un de ses premiers membres ou quelqu’une de leurs dérivées,
et de 'ensemble des relations déduites de @ par différentiations, on
extraira un groupe @’ choisi de telle sorte que, dans le systeme simul-
tané

(26) (@, @),

chacune des dérivées dont nous venons de parler figure comme pre-
mier membre une fois ¢t une seule. Les équations du systeme (26),
rangées a la suite les unes des autres dans un ordre convenable (vodr
3, I1), sont successivement résolubles par rapport aux dérivées qui
figurent dans leurs premiers membres, et en effectuant cette résolu-
tion, nous sommes conduit & un systeme

(27) (B, W),

composé de deux groupes d’équations dont les premiers membres sont
respectivement identiques & ceux des groupes @ et @'. Nous allons
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démontrer maintenant que, au point de vue de Iintégration, le sys-
teme M, dont la nature harmonique est facile & apercevoir, équivaut
au systeme @.

1° Toute solution de @ véryfic W.

Car elle vérifie (206), et par conséquent aussi (27).

2° Toute solution de R veérifie @.

Effectivement, les équations du systeme (26) étant disposées les
unes a la suite des autres dans lear ordre de résolution successive, et
celles du systeme (27) dans Pordre correspondant, désignons par g,
et r; les équations de rang ¢ de ces deux systemes respectifs. Sil’on
observe que la relation v, fait nécessairement partie du groupe R, que
g, est identique & vy, et que, par suite, toute solution de R vérifie g,
et r,, il nous suftit évidemment de faire voir qu’en supposant vérifices
les diverses ¢quations du systeme B et celles des deux suites

qh q!a e ey q/lr

rh r‘b LR} l.In

les ¢quations qu,,, vy, le sont également. Or, si r,,, fait partie du
groupe R, elle est vérifice par hypothese : done aussi g, qui peut
étree considérée comme une combinaison de r,, v,, ..., ¥y, Uyl Sl
fait partic du groupe ', g4, fait partic du groupe @', et peut se dé-
duire par différentiation de quelqu’une des équations gy, 4., .., 443
elle est done vérifice en méme temps que ces dernieres, par suite
aussi r,,,, qui s’obtient par une combinaison de vy, ty, ..., © G-

IV. Considérant diverses fonctions
(28) Uy § ey W
des variables indépendantes
Ly Ny ey By

et deux groupes formés chacun avec des dérivées de ces fonctions,
nous dirons, pour abréger, que le second groupe est éranger au pre-
mier et & sa descendance, $'il ne contient aucune des dérivées du pre-
mier groupe ni aucune de leurs propres dérivées. Dans un systeme
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harmonique par exemple, tout groupe de dérivées paramétriques est
étranger au groupe des premiers membres ct & sa descendance.

Cela posé, s¢ l'on forme successivement, avee des derivées des fone-
tions (28), un premier groupe quelconque, un second élranger aw pre-
muer et a sa descendance, un troisicme élranger aux deux: premiers el a
leur descendance, et ainsi de suite, le nombre de ces groupes est force-
ment limité.

Plagons-nous, en effet, dans P'hypothese contraire, ¢t supposons
qu’on puisse former une suite indéfinic de groupes, dont chacun ne
contienne que des dérivées étrangeres i tous les précédents et i feur
descendance. En pareil cas, quelqu’une des fonctions (28), « par
exemple, fournit certainement des dérivées & un nombre illimité de
groupes. Si P'on désigne par G’ 'un des groupes dont il s’agit, el par

ANy,
(29) da? dyv L ds
P'ane des dérivées de w qui y figurent, il y a encore, a la suite
de G/, un nombre illimité de groupes contenant des dérivées de la
fonction «; pour chacune de ces dérivées, 'un au moins des ordres
partiels A, @, ..., v, relatifs & &, y, ..., 5, est inférieur & Uordre par-
tiel correspondant de (29), et chacune d’elles appartient, & plus forte
aison, & quelqu’une des

(A e 1) e () A 1) e (V1)

catégories que définissent respectivement les relations

A=o0; A homzoag ces A=1%
Pz 03 e = H e pls

el e T ; S e ;
V=0 VESS T Vo : v o=y,

Des diverses catégories ci-dessus définies, une au moins, par exemple
30) 2=

fournit donc nécessairement des dérivées de « i un nombre illimité
de groupes postéricurs & G. Si I'on désigne par G” ['un des groupes
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dont il s’agit, et par

(31)

I'une des dérivées de w de la catégorie (30) qui y figurent, il y a en-
core, & la suite de G”, un nombre illimité de groupes contenant des
dérivées de w de cette méme catégorie; pour chacune des dérivées en
question, 'un au moins des ordres partiels ., ..., v relatifsay, ..., =
est inférieur & ordre partiel correspondant de (31), et chacune d’elles
appartient, & plus forte raison, & quelqu’une des

(P 1) = (V1)

catégories que définissent respectivement les couples de relations

{ A==, { A=, { == ] A==,

| poo; [ =13 ? =2 U =
2=, P == s Ao . (A= 14,
V0 % VE=N [ vng U [y,

[ poom,

fournit done nécessaivement des dérivées de « & un nombre illimité de
groupes postérieurs & G”. En poursuivant ce raisonnement et dési-
gnant par ..., n des entiers convenablement choisis, on arrivera i cette

conclusion absurde que la catégorie

( =
[

ne comprenant évidemment qu’une seule dérivée de u, en fournit & un
nombre illimité de groupes.

V. Pour démontrer la proposition contenue dans notre énoncé gé-
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néral, nous attribuerons d’abord aux variables et aux fonctions in-
connues engagées dans le systeme & des cotes choisies de telle facon
que le groupement, d’aprés Uordre harmonique, des dérivées eflecti-
vement contenues dans & conduise & une suite de groupes composés
chacun d’une dérivée unique (1) (IT). Cela posé, nous résoudrons par
apport au dernier terme de cette suite I'une des équations ot il figure,
et nous en porterons la valeur dans les équations restantes : nous
aurons ainsi, outre la formule de résolution, un nouvean systeme §'
contenant une équation de moins que le proposé. Pour obtenir, rangées
suivant ovdre harmonique (11, les dérivées effectivement contenues
dans &, il suffic de prendre la suite analogue relative & &, et d’y sup-
primer, avec certains autres parfois, le dernier terme, qui ne figure
plus maintenant que dans la formule de résolution. Résolvant par
apport au dernier terme de cette suite partielle Pune des équations de
S o il figure, nous en porterons la valeur dans les équations res-
tantes, ce qui nous donnera, outre les deux formules successives de
résolution, un troisieme systeme contenant deux équations de moins
que le proposé. Bt ainsi de suite. En d'autres termes, nous déduirons
des équations donndes, par résolutions successives, des formudes dont les
premiers membres se trouvent rangés suivant {ordre harmonique ren-
verse (1), et, en poursuivant ce caleul jusqu’a ce que les équations non
encore résolues ne contiennent plus ancune dérivée, nous tomberons
sur un systeme composé de deux groupes, Vun dilférentiel, Pautre
fini. Sile groupe fini n’est pas impossible, on en pourra tirer un cer-
tain nombre des fonctions inconnues exprimées i aide des variables
indépendantes et des autres lonctions inconnues (et par suite aussi
exprimer les dérivées des premitres en fonctions composées différen-
tielles des secondes). Le groupe différentiel pourra alors étre trans-
formé en un systeme d’ordre au plus égal & &, et qui sera de méme
nature que &, avee cette différence que le nombre des fonctions in-
connues s’y trouvera diminué, ainsi que le nombre des équations. Sur
ce systeme on opérera comme sur le proposé, et ainsi de suite. Fina-
lement, et sauf la rencontre d’un groupe fini impossible, le systeme
proposé se trouvera remplacé par un groupe différentiel accompagné
de quelques groupes finis. Si, dans chacun de ces derniers, on tient
compte de ceux qui ont été obtenus apres lui, on voit que 'ensemble
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des équations non différentielles exprime un certain nombre d’entre
les fonctions inconnues & I'aide des variables indépendantes et des
fonctions inconnues restantes. Celles-ci sont seules impliquées dans le
groupe différenticl, dont les diverses équations, séparément harmo-
niques, ont leurs premiers membres tous distinets; on pourra des
lors (Il1), sans changer les cotes des variables indépendantes ni des
fonctions inconnues, déduire de ce groupe différentiel un systeme %,
harmonique dans son ensemble, et composé d’un nombre égal d’équa-
tions ayant respectivement les mémes premiers membres.

Si le systeme 4 n’est point passif, on considérera, parmi les con-
ditions de passivite, celles qui ne se réduisent pas 4 des identités, et
F'on observera qu’elles constituent autant de relations auxquelles les
intégrales du proposé doivent nécessairement satisfaire. Iin attribuant
au besoin une nouvelle cote & chacune des variables indépendantes et
des fonctions inconnues, on pourra toujours faire en sorte que le
groupement, 'apres Pordre harmonique, des dérivées, nécessaire-
ment paramétriques, contenues dans les relations dont il s'agit, four-
nisse des groupes composés chacun d’une dérivée unique (11). De ces
relations on déduira alors, par résolutions successives, des formules
dont les premiers membres se trouvent rangés suivant Pordre hario-
nique renversé; si, une fois ces formules ol)lvnu(*s, les conditions de
passivité ne fournissent en outre aucune relation finie, on adjoindra
an systeme $ les formules, séparément harmoniques, dont il vient
d’étre question, el Pon substituera au systeme total ainsi formé un
systeme ', harmonique dans son ensemble, et composé d’un nombre
égal d’équations ayant n‘.sp('(,tlvonu,nt les mémes premiers mem-
bres (111). Si le systeme £’ n’est pas passif, on le traitera comme le
systeme #, et, saul la rencontre d’un systeme passif, on continuera
ainsi tant que les systemes %, ', ... successivement obtenus, ne
fourniront, par la résolution de leurs conditions de passivité, aucune
relation finie. Si, & un moment donné, on tombe sur un systeme non
passif oll celte circonstance cesse d’étre réalisée, on considérera le
groupe différentiel et le groupe fini déduits des conditions de pas-
sivité; du groupe fini, supposé p(mihlv, on tirera un certain nombre
des fonctions inconnues cxprimées a P'aide des variables indépen-
dantes et des autres fonctions inconnues, et le systeme dont il s’agit,
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préalablement augmenté du groupe différentiel, pourra, grice aux
formules résultantes, étre transformé en un systeme de méme na-
ture que &, mais impliquant moins de fonctions inconnues encore
que n’en impliquait le systeme .

Sur le systeme résultant, on recommencera i nouveau (outes les
opérations successives précédemment exéeutées sur &, et ainsi de
suite, Or, il est facile de voir que Uapplication d’un pareil mécanisme
conduit forcément soit & une impossibilité, soit & un systeme passif,
soit & élimination complete des dérivées. Effectivement, dans I'hy-
pothese contraire, elle ne pourrait manquer de conduire & un systeme
harmonique non passil qui, traité comme I'a été tout & Uheure Te
systeme #, engendrerait, sans réduction ultérieure du nombre des
fonctions inconnues, une suite dlimitée de systemes ¢galement har-
moniques et non passifs. En comparant entre cux deux systemes
conséeutifs de cette dernivre suite, on trouverait dans le second deux
groupes : 'un composé d’équations en nombre égal & celles du pre-
mier systéme et ayant respectivement les mémes premiers membres;
Pautre ayant tous ses premiers membres étrangers aux précédents et
a leur descendance. En vertu de alinéa IV, toutes les dérivées des
fonctions inconnues finiraient done par devenir principales, et les
conditions de passivité ne fourniraient plus alors que des relations
finies; on serait done conduit, contrairement i ce qui précede, soit b
une impossibilité, soit & une réduction du nomhre des fonctions in-
connues.

19. Ainsi done, étant donne un systéme différentiel dont les seconds
membres sont nuls et les premiers olotropes dans un systéme de cercles :

Ou bien ce systéme n’admet aucune solution ;

Ou bien il cquivaut a quelque systéme fini que Uon en peut déduire
sans inlégration ;

Ou bien enfin son intégration se rameéne a celle d’un systéme harmo-
nique passif.

20. On traitera, a 'aide des deux remarques suivantes, le cas d’vn
systeme différentiel qui, avee des seconds membres tous nuls, aurait
ses premiers membres olotropes, non plus dans un systeme de cercles,



DE L EXTSTENCE DES INTEGRALES, ETC. 77

mais dans un espace zormal I de forme quelconque (). Comme
d’habitude, les notations a, ¥, ..., «, ¢, ... désigneront les variables
indépendantes et les fonctions inconnues du systeme; nous nomme-
rons en outre ¢, ... les diverses dérivées de u, o, ... figurant dans les
¢quations proposées.

1° Supposons que le systeme dont il s’agit admette quelque groupe
d’intégrales, olotropes dans un espace normal E' ot leurs valeurs,
prises conjointement avee celles de leurs dérivées et des variables
indépendantes, n’excedent pas les limites du précédent E; et dési-
gnons parx,, ¥, ... des valeurs initiales de 2, y, ... prises i volonté
dans Despace B, par w,, 940 ...y 24y ... les valeurs correspondantes
des intégrales elles-mémes et des dérivées figurant dans les premiers
membres. En substituant respectivement d ceux-ci leurs développe-
ments consteuits a partiv de @y, Yo, oony @y, 945 oo ny By, «. . (valeurs
néeessairement situées dans K), on voit sans peine que les développe-
ments, i partiv de 24, ¥,, ..., des intégrales qu’admet par hypothese
le systeme donné, constituent un groupe d’intégrales ordinaires (2)
du systeme auxiliaire ainsi construit.

20 INVErsement, NOMIMONS Xy, Vs -« oy Uys Pys «« <5 Sy - - des valeurs
initiales arbitrairement choisies dans Uespace B, remplacons tous les
premiers membres des équations proposées par leurs développements
construits a partie de ces dernieres, désignons enfin par U, V, ... un
groupe d’intégrales ordinaives du systeme résultant, etpar A, ... celles
Fentre les dérivées de U, V, ... qui correspondentrespectivement aux
diverses dérivies de w, ¢, ..., désignées par e, .... Les fonctions U,
V, ... fourniront certainement un groupe d’intégrales du systeme
donné, si 'on peat trouver, pour le groupe des variables «, y, ..., un
espace normal tel, que leurs valeurs, associé¢es aux valeurs correspon-
dantes de U, V, ..., A, ..., n’excedent pas I'étendue commune & 'es-
pace i et au systeme des cercles déerits de zy, vy, ooy @y, 945 - oy
Sy, ... Comme centres avee des rayons respectivement égaux aux olo-
metres correspondants des premiers membres des équations proposées.

(Yest ce qui arrivera, par exemple, si les premiers membres dont il

(1) Foir mon Mémoire Sur les Principes de la Théorie géncrale des fonctions ( Annales
de Ulcole Normale supérieure, 1891, p. 66 ct 72},
Ann. de I’Fe. Normate, 3° Série. Tome X, — Juin 1893, 23



178 RIQUIER.

s’agit sont olotropes et réels pour les valeurs réelles de x, v, ... «,
Oy..vy 8,... respectivement comprises dans des intervalles donnés,
et si, de leur coté, les intégrales U, V, ... du systeme auxiliaire, préa-
lablement ramené & un systeme harmonique passif (18, V), corres-
pondent & un choix de valeurs initiales toutes réelles pour les variables
indépendantes, les fonctions inconnues de ce dernier systeme, et leurs

dérivées paramétrigues.
Caen, le 17 avril 18go.

APPENDICE (*).

Réduction d'un systéme différentiel quelconque a une suite de systémes
harmoniques passifs n’impliquant chacun qu'une seule fonction in-
connue.

21. Etant donné un systéme différentiel dont les seconds membres
sont nuls et les premiers olotropes dans quelyue systéme de cercles, on
peut, dans les circonstances geénérales, et sauf la rencontre d’une relation
non wdentique entre les seules variables x, y, ..., le remplacer par un se-
cond systéme admettant les mémes intégrales, et formé de dewx: groupes
d'équations G, G, qui joutssent de la double propricié ci-apres énoncée :
10 L'une des fonctions inconnues, u, du sysiéme proposé ne se lrouse plus
impliquée dans le groupe G, ; 2° en substituant aux fonctions restanies
¢, «.. des intégrales quelconques du groupe Gy, on transforme le groupe
Gy, s0ut en une formule unique cxprimant directement la fonction u a
I'aide des variables x, y, . .., soit en un systéme harmonique passif « la
seule fonction inconnue u.

Désignant par & le systeme différentiel proposé, Nous N’y TRAITERONS
PROVISOIREMENT COMME INGONNUE QU'UNE SEULE DES FONCTIONS 26, ¢, ..., LA
FONGTION U, PAR EXEMPLE, ¢l nous attribuerons i w, a, Y e des cotes
choisies de telle fagon, que le groupement, d’apreés ordre harmo-
nique, des dérivées de w effectivement contenues dans & conduise i
une suite de groupes composés chacun d’une dérivée unique (18, I, 11);

(1) Les résultats qui font I'objet de cel Appendice ont 616 communiqués a I'Académie
des Sciences dans la séance du 27 février 1893.
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puis, nous placerons en téte la fonction « elle-méme, ce qul nous
donunera la suite

(32) y, Diowy, Dyow, ..., Dg.uw.

Cela posé, nous résoudrons par rapport au dernier terme de (32)
I'une des équations ot il figure, et nous porterons la valeur ainsi oh-
tenue dans les équations restantes : nous aurons de cette manivre,
outre la formule de résolution, un nouveau systtme &’ contenant une
équation de moins que le proposé. Des divers termes de (32), I'un au
moins, le dernier, a disparu de &'; parmi les termes restants, nous
considérerons celut qui occupe dans (32) le rang le plus éloigné,
nous résoudrons par rapport au terme dont il s’agit 'une des équa-
tions de & ol il figure, ¢t nous en porterons la valeur dans les
équations restantes, ce qui nous donnera, outre les deux formules
successives de résolution, un troisieme systeme contenant deux équa-
tions de moins que le proposé. Iit ainsi de suite. En poursuivant ce
calcul jusqu’ic ce que les équations non encore résolues ne contien-
nent plus la fonction « ni aucune de ses dérivées, nous tomberons sur
un systeme composé de deux groupes, savoir : 1° les formules de ré-
solution A successivement obtenues; 2° les équations non encore
résolues B. Si parmi ces dernivres figure quelque velation non iden-
tique entre les seules variables 2, y, ..., le systéme proposé est im-
possible. Si parmi les premieres figure une relation a résolue par
apport & «, clle ne contient dans son second membre ni « ni aucune
de ses dérivées, et la fonction « se trouve ainsi exprimée a Paide des
variables indépendantes , y, ... des fonctions restantes ¢, ... et de
leurs dérvivées; les diverses dérivées de w peuvent done, elles aussi,
s‘exprimer de la méme manitre, et en portant lears valeurs, avec celle
de w, dans les formules de résolution précédentes, nous obtiendrons
certaines relations € ne contenant plus la fonction « ni aucune de ses
dérivées : le groupe G, se composera alors de la relation unique a, et
le groupe G, des relations B, €.

Siaucun de ces cas ne se présente, on pourra, en vertu d’'une pro-
position démontrée plus haut (18, IIl), remplacer e systeme A par
un systeme harmonique %, composé d’un nombre égal d’équations
ayant respectivement les mémes premiers membres. On observera alors
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que les conditions de passivité du systéme £ constituent autant de
relations auxquelles les intégrales du proposé doivent nécessaivement
satisfaire, et, en attribuant au besoin une nouvelle cote i chacune des
(quantités «, x, y, ..., on pourra toujours faire en sorte que le grou-
pement, d’aprés 'ordre harmonique, des dérivées de «, néeessairement
paramétriques, contenues dans les relations dont il s’agit, fournisse
des groupes composés chacun d’une dérivée unique. On traitera ces
relations comme on a trait¢ le systeme proposé &, et 'on en déduira
de méme : 1° un premicr groupe 3 d’équations, obtenues par résolu-
tions successives, ayant pour premicrs membres certaines dérivees
de w et éventuellement celte fonction méme; 2° un deuxieme groupe
B de relations ne contenant plus la fonction « ni aucune de ses dévi-
vées. Siparmi les dernibres B figure quelque relation non identique
entre les seules variables @, y, ..., lesysteme proposé est impossible,
Si dans le groupe A figure une relation o’ vésolue par rapporti «, Ia
fonction w et ses dérivées peavent s’exprimer a Paide des variables
indépendantes x, ¥, ... des fonctions restantes ¢, ... et de leurs déri-
vées, ct en portant les valeurs ainsi obtenues dans les relations pre-
cédentes du groupe A et dans celles du groupe £, on obtiendra cer-
taines relations € ne contenant plus la fonction inconnue «ni ancune
de ses dérivées : le groupe Gy se composera alors de la relation unique
o, et le groupe G, des relations B, B, €. Sile groupe A’ n’existe
pas, le groupe G, se compose des relations £, et le groupe G, des re-
lations 33, 3.

Siaucun de ces cas ne se présente, on poura déduire du systeme
(H, A') unsysteme harmonique ', composé d’un nombre égal d’équa-
tions ayant respectivement les mémes premiers membres. Sur e svs-
teme $’ on opérera comme sur #, et ainsi de suite.

Or, un pareil mécanisme ne peut manquer de conduire finalement
soit & une impossibilité, soit & une équation résolue par rapport i «,
soit & des conditions de passivité indépendantes de « et de ses déri-
vées. Car, dans le cas contraire, il conduirait & une suite illimitée de
systemes harmoniques possédant [a propri¢té suivante : chacun des
systemes dont il s’agit comprendrait un premicr groupe d’équations
en nombre égal i celles du systéme précédent et ayant respectivement
les mémes premiers membres, puis un deuxieme groupe d’équations
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ayant leurs premiers membres étrangers & ceux du systeme précédent
et i leuv descendance. 1 vésulte de cette circonstance que toutes les
dérivées de « finiraient par devenir principales (18, IV), et & partiv de
ce momentles conditions de passivité demeureraient finies par apport
4w, ce qui est ¢videmment incompatible avee notre hypothese.

22. En appliquant au systeme G, la proposition du numéro prece-
dent, et continuant ainsi jusqu’a épuisement des fonctions inconnues,
on pourra done, sauf la rencontre d’une relation non identique entre
les seules variables x, y, . .., ramener Uintégration du systéme proposé &
a celle de systémes harmoniques passifs ' unpliguant chacun qu'une
seule fonction inconnue.

Si le systeme proposé, avee des seconds membres tous nuls, a ses
premiers membres olotropes dans un espace normal de forme quel-
conque, on Jui appliquera les remarques du n® 20,



