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DE

L ' E X I S T E N C E DES I N T É G R A L E S
DANS UN

SYSTÈME DIFFÉRENTIEL QUELCONQUE
( .SUITE ET F I N ) ,

PAR M. RIQIJIEIL
PÏIOFESSEUH A. LA F A C U L T K DES SC1ÏSNCES DE CAt îN ( î ).

Réduction d'un système différentiel quelconque à la forme
harmonique passive.

18. Étant donné un système d^ffïre'nlid S§ dont les seconds membres
sont nids et les premiers olotropes dans quelque système de cercles, on
peu/, dans les circonstances générales, et sauf la rencontre de relations
-finies irnpossibles, en déduire sans inlé^ralion un second système admet-
tant les mêmes solutions, et compose : i° d'un groupe de relations finies
exprimant certaines des fonctions inconnues à l'aide des autres et des
variables indépendantes; ̂  d'un groupe harmonique passif impliquant,
a^ec les mêmes variables, tout ou partie des fonctions inconnues restantes.

Il va sans dire que ces deux groupes de relations, dont l'ensemble
équivaut au système proposé, peuvent éwituelle'meni se réduire à un seul.

1. En désignant par u^ y , w, ... diverses fonctions des variables indé-
pendantes ,T, y, ,s, . .., par

des cotes respectivement auribuées à ces quantités, et par K un entier po-
sitif donné, on peut, moyennant un choix convenable des cens tantes^)),

(r) Fuir p. 65 et Kî3,
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faire en sorte que, dans chacun des ordres r, 2, ..., K, les dé'mées de
u, y, (P, ... aient des cales toutes distinctes entre elles.

Il suffit pour cela d 'a t t r ibuer aux constantes (w) des valeurs (en-
tières) positives sa t i s fa isant aux re la t ions

( ' y ; > K, 6y, Cy > K. 6*3, , . . ,

Crt > Cy 4- K 6\y, <,,'t, > (" n, 4- K ̂ ..r» • • ' •

Considérons, en effet, deux dérivées d 'un même ordre total au plus
égal à K, et supposons d'abord qu'elles appa r t i ennen t à la roême fonc-
t i o n , En pareil cas, la différence de leurs cotes est v i s i b l e m e n t

(a5 fus) „ (y. — ^)c,,.-h ((3 — ̂ )Cy^ (y — /)<^+. . .,

ou a, p, y, ..., a', p7, y", ... désignent les ordres partiels respectifs en.
x, y , z, ... des deux dérivées considérées; d 'ai l leurs, les quanti tés
a — a^, p -— ^ /, y — y, ... ne sont pas toutes nulles, et l'on peut tou-
jours supposer que la première d'entre elles q u i ne s 'annule pas est
positive. Si l'on a a ""- a/^ o, la quan t i t é (25 'bu) est au moins é^ale à

^—(!^<-r+/^+—).

a plus forte raison a
^-(P^y^...)^

différence nécessairement positive, puisque son terme additif est su-
périeur à Kcy, et son terme soustractif au plus égal à cette quantité.
Si l'on a a — a'== o, p — p ' ^ o , la quantité (a5 bu) est au moins
égale à

^r~(/^-t-..),
à plus forte raison à

^y—(/-+- . - . K,,

différence encore positive, puisque son terme additif est supérieur 'à
Kcs, et son. terme soustractifau plus égal à cette quantité. Et ainsi de
suite.

Supposons maintenant que les deux dérivées considérées appartien-
nent à deux fonctions inconnues distinctes. En nommant c et c' les

^! - . . /.X



DSî L'EXISTENCE DES INTÉGRALES, ETC. ï 6q

cotes respectives, nécessairement inégales, de ces deux fonctions, et
a, (3, y, ..., '

^ (3^ /, ..,

les ordres partiels respectifs des deux dérivées par rapport à x\ y,
s, ..., les cotes de ces dernières auront pour différence

,. _ c'^ (a - ̂ )c,,+ (P - ̂ ')cy^~ (y - y^+....

Or, si. l'on suppose c — r / ^ o , ce qui, est évidemment permis, l'ex-
pression précédente est au moins é^ale à

( C .....„,. </ ) «»- ( ff.'C^ «+" f^ Gy + ̂ Cz "+" . . , ),

à plus forte raison à
(c-cQ-(a /^p /-hy /+.. . )^

différence nécessairement positive, puisque son terme addi t i f est su-
périeur à Kc^., el son terme soos t rac t i fanp ios égal à cette quant i t é .

I I . Supposons actuel lement que les variables x, y , z, . . . et les
fonc t ions u, p, w, . * . aient été afÏectées cliacune de p cotes; considé-
rant alors certaines dérivées, en nombre l i m i t é ou i l l i m i t é , de ces
fonc t ions , partageons-les en groupes successifs d'après les valeurs
croissantes de leurs ordres, pu i s les dérivées de chaque groupe en
sous-^roupos successifs d/aprcs les valeurs croissantes de leurs cotes
premières, puis a leur tour les dérivées de chaque sous-groupe en
sous-groupcïs parl iels successifs diaprés les valeurs croissantes de
leurs cotes secondes, et a ins i j u sque épuisement des p cotes. De cette,
opération résultera f ina lement une suite de groupes, dont nous dirons,
pour i n d i q u e r d'une manière abrégée son mode de formation, qu'elle
est constriiit(:K.Y^i/brmem^/'^ à l'ordre harmonique.

Si l 'opération précédente, exécutée sur un nombre limité de dé-
rivées, fourni t une suite de groupes dont quelqu'un contienne plus
d'un terme, on peut toujours, en at t r ibuant à chacune des variables et
des fonctions une cote ('/? •+" î)1^* convenablement choisie, faire en
sorte que le nouveau f rac t ionnement qui, en résulte conduise à des
groupes composés chacun d 'une dérivée unique . Il suffit pour cela, si

Ànn. de /'À'. Normale» 3* Série.. Tome X. — JUIN 1893. , ! 2â
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l'on désigne parK l'ordre total maximum des dérivées considérées, de
choisir les nouvelles cotes conformément aux indicat ions de l ' a l i néa
précédent (I).
III. Lorsqu'un système différentiel se compose de relations ayant leurs

premiers membres tous distincts, et dont chacune, considérée séparément,
est harmonique (i2, III), on peut, sans changer les cotes des variables
indépendantes ni des fonctions inconnues, former un second système,
harmonique dans son ensemble (l), équivalent au premier, et composé
d'un nombre égal d'équations ayant respectivement les mêmes premiers
membres. (On suppose, comme nous l'avons toujours f a i t , les seconds
membres du système donné olotropes à l ' intérieur de quelque système
de cercles.)

Les diverses relations dont se compose le système donné C& satis-
font, par hypothèse, à la deuxième des condi t ions énoncées au n° •I.
Si elles satisfont en même temps à la troisième, le système <î& se trouve
de lui-même être harmonique. Dans le cas contraire^ on désignera
par K l'ordre maximum des dérivées qui y f igurent; puis on considé-
rera, parmi les dérivées d'ordres x , a, , . . , K des diverses f o n c t i o n s in-
connues impl iquées par le système @ï, celles qui coïncident avc^c
que lqu 'un de ses premiers membres ou quelqu 'une de leurs dérivées,
et de rensemhie des relations déduites de <Ï& par d i f l e r e n t i a f c i o n s , on
extraira un groupe W choisi de telle sorte que, dans le système simul-
tané

W (0, <aV),

chacune des dérivées dont nous venons de parler f igure comme pre-
mier membre une fois et une seule. Les équa t ions du système (26),
rangées à la sui te les unes des autres dans un ordre convenable (voir
3, II), sont successivement résolubles par rapport aux dérivées qui
figurent dans leurs premiers membres, et en effectuant cette résolu-
tion, nous sommes conduit à un système

(^7) ! (%, HT),

composé de deux groupes d/équations dont les premiers membres sont
respectivement identiques à ceux des groupes (B et (SU/. Nous11 al lons
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démontrer maintenant que, au poin t de vue de l'intégration, le sys<
terne H, dont la nature harmonique est facile à apercevoir, équivaut
au système <B.

1° Toute solution de <B vérifie II.
Car elle vérifie (^6), et par conséquent aussi (27).
2° Toute solution de 1H vérifie Cû.
Effectivement, les équations du système (26) étant disposées les

unes à la suite des autres dans leur ordre de résolution successive, et
celles du système (27) dans l 'ordre correspondant, désignons par q^
et r/ les équations de ran^ i de ces deux systèmes respectifs. Si l'on
observe que la relation r^ f a i t nécessairement 'partie du groupe H, que
q,, est identique à l'i, et que, par suite, toute solut ion de H vérifie ^
et r^ i l nous suf f i t évidemment de faire voir qu 'en supposant vérifiées
les diverses équat ions du système 11 et celles des deux suites

^ll» Hït • • • » ^hf

^l» râ» * • • » ^hf

les équat ions ^.4.,, r^ le sont également. Or, si, r/^ f a i t partie du
groupe îl, elle est vérifiée par hypothèse : donc aussi A")/^, qu i peut
être considérée comme une combinaison de r ^ , to, ..., r^, r^n. Si r^,
tait partie du groupe H', q^ f a i t partie du groupe <BV, et peut se dé-
duire par d i f ïe rent ia t ion do quelqu 'une des équations A^, jq^, . . , ,^5
elle est donc vérifiée en même temps que ces dernières, par suite
aussi r^,,.H, qui s 'obtient par une combinaison de r^ ta, ..., t^ xu+r

IV. Considérant diverses fonc t ions

(a8) u, t', . , ., w

des variables indépendantes

et deux groupes formés chacun avec des dérivées de ces fonctions,
nous dirons, pour abréger, que le second groupe est étranger au pre-
mier et à sa descendance, s'il ne contient aucune des dérivées du pre-
mier groupe ni aucune de leurs propres dérivées. Dans un système
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harmonique par exemple, tout groupe de dérivées paramétr iques est
étranger au groupe des premiers membres et à sa descendance.

Cela posé» si l'on forme successivement, cwec des dérivées des fonc-
tions Çiï^ un premier groupe quelconque^ un second étranger au pre-
mier et à sa descendance, un troisième étranger €MX deux premiers et à
leur descendance^ et ainsi de suite, le nombre de ces groupes est forcé-
ment limité.

Plaçons-nous, en effet, dans l'hypothèse contraire, et supposons
qu'on puisse former une suite indéfinie de groupes, dont chacun ne
contienne que des dérivées étrangères a tous les précédents et à leur
descendance. En pareil cas, q u e l q u ' u n e des fonctions (28), u par
exemple, fou rn i t certainenient des dérivées à un nombre i l l i m i t é de
groupes. Si l'on désigne par G' l 'un des groupes dont il s 'agit, et par

^À^4.....--l.^^
(9 A ) »..,.....,.-,.̂ ,,..,.,,.,....,̂ ^^^

'" d^' dy^ . .. d^'

l'une des dérivées de u q u i y f igurent , i l y a encore, à la suite
de G', un nombre i l l i m i t é de groupes contenant des dérivées de la
fonc t ion u; pour chacune do ces dérivées, Fun au îïloiïis des ordres
partiels À, (x, . . , , v, re la t i fs à x , y , ..., s^ est i n f é r i e u r à Fordrc par-
tiel correspondant de (29), et chacune d'elles appar t ient , à p lus for te
raison, à quelqu 'une des

(?/+ ï ) 4, (?' .4^) 4.,.., _ . 4., (,/ 4. î )

catégories que définissent respectivcmient les relat ions

À=:'o; À : = i ; À - : = 2 ; . . . ; X ^ À 7 ;
p. ;=: 0 ; ^ =:: 1 ; y. = 2 ; . . . ; p :„::::: pj;

V == 0 ; V ::::: l ; K ':;•":= 9, ; ... ; V -::-,r V^

Des diverses catégories ci-dessus déf in ies , une au rnoinsy par exemple

3o) ! ^r:/,

fourn i t ' donc nécessairement des dérivées de u à un nombre i l l im i t é
de groupes postérieurs à G'. Si l'on désigne par G" l 'un des groupes
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dont il s 'agit, et par
^/4-;J/4-....-..hV'^

(3i)
dx1 dy^' ."1. .'"d^1

l 'une des dérivées de u de la catégorie (3o) qui y apurent , il v a en-
core, à la su i te de G", un nombre i l l imité de groupes contenant des
dérivées de u de celle même catégorie; pour chacune des dérivées en
quest ion, l ' un au moins des ordres part ie ls (x, ..., v relatifs à r, . . . , z
est i n f é r i e u r à l'ordre partiel correspondant de (3r), et chacune d'elles
appart ient , a p lus forte raison, à que lqu 'une des

(p/^-H) +. . ..+-(^4-0

catégories que déf inissent respectivement les couples de relat ions
( ^ = ^ \ -h^l, Â = ; / , ^ ^:=/,
] [A .:•::•:.. o; 1 p. — ï ; p. r= 2 ; " " ' ^ = [}!' ;

Z — l , ^ À^:/, j À::::-:/, ^ ( À"r::/,

•y -::. o ; ( r :r:.: î ; j v ;-:; a ; " ' " ' 1 v ::= ^//.

De ces nouvelles catégories, une au mo ins , par exemple

!'-'•
( [J. ::::: /?Z,

fou rn i t donc nécessairement des dérivées de u à un nombre i l l imi t é de
groupes postérieurs à (V\ En poursuivant ce raisonnement et dési-
gnant par ..., n des entiers convenablement choisis, on arrivera à cette
conclusion absurde que la catégorie

/ ï = /,
1 p. =::: m,

[ v ::= n,

ne comprenant évidemment qu 'une seule dérivée de u, en f o u r n i t à un
nombre illimité de groupes»

V. Pour démontrer la proposition contenue dans notre énoncé gé"
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néral , nous a t t r ibuerons d'abord aux variables et aux fonct ions in-
connues engagées dans le système §S des cotes choisies de telle façon
que le groupement, d'après l'ordre harmonique , des dérivées effecti-
vement contenues dans SS conduise à une sui te de groupes composés
chacun d 'une dérivée u n i q u e (1) (II)- Cela posé, nous résoudrons par
rapport au dern ier terme de cette suite l ' une des équa t ions ou, i l f igure,
et nous en porterons la va leur d a n s les équat ions restantes : nous
aurons a i n s i , outre la, formule de résolut ion, un n o u v e a u système §5'
con tenan t une équa t ion de moins que le proposé. Pour obteni r , rangées
s u i v a n t l 'ordre h a r m o n i q u e ( I f ) , les dérivées e f f e c t i v e m e n t contenues
dans §S\ i l suf f i t de prendre la su i t e analogue relat ive a Sb\ et d'y ^np"
pr imer , avec certains autres parfois , le d e r n i e r terme, qu i ne f igure

us .ma in tenan t que dans la f o r m u l e de réso lu t ion . BésolvarH: par
rapport a u d e r n i e r terme de cette sui te par t ie l le l ' u n e des é q u a t i o n s de
^ ou il . figure, nous en porterons la valeur dans les é q u a t i o n s res-
tantes , ce qu i nous donnera , outre les deux fo rmu le s successives de
résolu t ion , un t rois ième système contenant deux équa t ions de moins
que le proposé. Et a ins i de su i te . En d 'autres termes, nous déduirons
des équations données, par résolutions sucfiesfîwcs, de ff formula dont les
premiers membres se trowent rangés siwaril l'ordre harmow/w ren»
versé (II) , et, en p o u r s u i v a n t ce calcul jusqu'à ce que les équations non
encore résolues ne con t i ennen t p lus aucune dérivée, nous tomberons
sur un système composé de deux groupes, l ' un d i f î m m i i e l » l 'autre
f i n i . Si le groupe f in i n'est pas impossible, on en pourra tirer un cer-
t a i n nombre des fonct ions i n c o n n u e s exprimées à l 'aide des var iab les
indépendan tes et des autres fonctions, inconnues (et par suite aussi
exp r imer les dérivées des premières en fonc t ions composées d i f féren-
t ie l les dos secondes). Le groupe d i f fé rent ie l pourra alors être trans-
fo rmé en un système d'ordre au plus égal. à ̂  et qui sera de même
nature que 3, avec cette d i f fé rence que le nombre des fonc t ions in-
connues s'y trouvera d i m i n u é , ainsi que le nombre des équations. Sur
ce système on opérera comme sur le proposé, et ainsi de suite. F ina-
lement, et sauf la rencontre d'un. groupe f i n i impossible, le système
proposé se trouvera remplacé par un groupe différentiel accompagné
de quelques groupes finis. Si, dans chacun de ces derniers, OÏA t i en t
compte de ceux qui 'on t 'été obtenus après lu i , on voit que l 'ensemble
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Jes équations non d i f I e ren t i eHes expr ime un cer ta in nombre d'entre
les fonctions i n c o n n u e s à. l ' a ide des variables i n d é p e n d a n t e s et des
fonct ions i n c o n n u e s restantes. Celles-ci sont seules impl iquées dans le
groupe d i f f é ren t i e l , dont les diverses équations, séparément harmo-
niques, on t leurs premiers membres tous dis t incts ; on pourra des
lors (111), sans changer les cotes des variables indépendantes ni des
fonctions i n c o n n u e s , déduire de ce groupe différent iel , un système jÇ,
ha rmonique dans son ensemble, et composé d'un nombre égal, d'équa-
t ions ayant respeclivement les mômes premiers membres.

Si le système j? n'est poinâ: passif, on considérera, parmi les con-
ditions de passivi té , celles qui, ne se réduisent pas à des ident i tés , et
l'on observera qu 'el les constituent au t an t de relations auxquel les les
intégrales du proposé doivent nécessairement sat isfaire. En a t t r ibuant
au besoin u n e n o u v e l l e cote à chacune des variables indépendantes et
des fonct ions i nconnues , on pourra toujours fa i re en. sorte que le
groupement , d'après l 'ordre han'nomque, des dérivées, nécessaire-
ment pa,ramélr i( jues, con tenues dans les re la t ions d o n t i l s'agit, four-
nisse des groupes composés chacun d 'une dérivée u n i q u e ( I I ) . De ces
re la t ions on d é d u i r a alors, par r é so lu t ions successives, des fo rmules
dont les premiers membres se t r o u v e n t rangés s u i v a n t l 'ordre harmo-
n ique renversé; si, u n e f o i s ces formules obtenues , les condi t ions de
passivi té ne fou rn i s s en t en outre aucune re la t ion f in i e , on ad jo ind ra
au système 'S) les formules, séparément harmoniques , dont il v ient
d'être q u e s t i o n , et l'on substituera, au système total a insi formé un
système^, harm.oniquc dans son ensemble, et composé d 'un nombre
égal d 'équat ions ayant respect! venwnfc les mêmes premiers mem-
bres (lil). Si le système l^ r^esl pas passif, on le traitera comme le
système fj, et, sauf la rencontre d 'un système passif, on cont inuera
ainsi, tant que les systèmes £), j!̂ , ... successivement obtenus, ne
fourniront , par la résolut ion de leurs condi t ions de passivi té /aucune
relation f i n i e . Si, à un moment donné, on tombe sur un système non,
passif ou cette circonstance cesse d^être réalisée, on, considérera le
groupe dif férent ie l et le groupe f in i dédui ts des conditions de pas-
sivité; du groupe f in i , supposé possible, .on tirera un certain nombre
des fonctions inconnues exprimées à l'aide des variables indépen-
dantes et des autres fonctions inconnues, et le système dont il s'agit,
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préalablement augmenté du groupe différentiel , pourra, grâce aux
formules résultantes, être transformé en un système de même na-
ture que êè\ mais impliquant moins de fonctions inconnues encore
que n'en imp l iqua i t le système I).

Sur le système résultant, on recommencera à nouveau toutes les
opérations successives précédemment exécutées sur §Sy et a ins i de
suite. Or, i l est facile de voir que l 'appl icat ion d'un parei l mécanisme
condui t forcément soit à une imposs ib i l i té , soit à un système passif,
soit à l ' é l imina t ion complète des dérivées. Ef îec t ivemont , dans l'hy-
pothèse contraire, elle ne pourrai t manquer de condu i re à un système
harmonique non passif qu i , t ra i té comme Fa été tout à l 'heure le
système ^p, engendrerai t , sans réduc t ion u l té r ieure du nombre des
(onct ions inconnues , une su i t e illimitée de systèmes éga lement har-
moniques et non passifs* En comparant entre eux deux systèmes
consécutifs de cette dernière suite, on t rouverai t dans le second deux,
groupes : l'un composé d'équations en nonilm* é^al à celles du pre-
mier système et ayant respectivement les mêmes premiers rneînbres;
Fautre ayant tous ses premiers membres étrangers aux précédents et,
a leur descendance. En vertu, de FaHnéa IV , toutes les dérivées des
Ibncijons Inconnues f in i ra ien t donc par deven i r pr incipales , et les
cond i t ions de passivité ne fourn i ra ien t p lus alors que des relat ions
tinies; on serait donc conduit , cont ra i rement à ce q u i précède, soit à
une imposs ib i l i t é , soit, à une réduction du nombre* des fonctions in"
connues.

19. Ainsi donc, étant donne un système différentiel dont lea seconds
membres Kont nids et les premiers olotropeff dans an ^yatême de cercles :

Ou bien ce système n admet aucune solution;
Ou bien il équivaut à (fuelque ay sterne- fini que l'on en peut déduire

wns intégration ;
Ou bien enfin son intégration se ramène à celle d'un système harmo-

nique passif.

20. On traitera, à Faide des deux remarques suivantes, le cas d'un
système différentiel qui , ' avec des seconds membres tous nuls, aurai t
ses premiers membres olotropes, non plus dans ,un système de cercles,
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mais dans un espace nonncd E de forme quelconque (1) . Comme
d'habitude, les notations x , y , . . . » u, p, ... désigneront les variables
indépendantes et les fonctions inconnues du système; nous nomme-
rons en outre à, ... les diverses dérivées de //, 9, ... figurant dans les
équat ions proposées.

:i:° Supposons que le système don t il s'agit admet te quelque groupe
d ' intégrales , olotropes dans un espace normal E' où leurs valeurs ,
prises c o n j o i n t e m e n t avec celles de leurs dérivées et des variables
indépendantes , n'excèdent pas les l im i t e s du précédent E; et dési-
gnons par.r"(p yo, ... des valeurs i n i t i a l e s de x, y, . . , prises à volonté
dans l'espace E\ par //.o, t^,, ..., 5o, ... les valeurs correspondantes
des intégrales elles-mêmes et des dérivées f i gu ran t dans les premiers
membres. En substi tuant respectivement à ceux-ci leurs développe-
ments construits à p a r t i r de ;z'o, y^ ..., ^o, ^o, . . . , Oo, . . . (valeurs
nécessairement situées d a n s E), on voi t sans pe ine que les développe-
ments, à partir de »2"o, y^, ..., des intégrales qu ' adme t par hypothèse
le système donné , cons t i t uen t u n groupe d ' in t ég ra le s o rd ina i r e s (2)
du système a u x i l i a i r e a ins i cons t ru i t .

2° Inver sement , no rn rnons ^^^y^, . * . » ^'o, <\^ . . . , '$(>» • • . des valeurs
i n i t i a l e s a rb i t ra i re înent choisies dans l'espace E, remplaçons tous les
premiers membres des équa t ions proposées par leurs développements
construi ts à p a r t i t * de ces dernières, désignons e n f i n par U, V, ... uu
groupe d ' intégrales ordina.ires du système r é s u l l a n t , , e tpar A, . , . celles
d'entre les dérivées de V, V, ... q u i correspondent respectivernent aux
diverses dérivées de u, ç% ..., désignées par o, . , . . Les f o n c t i o n s U,
V, ... f o u r n i r o n t c e i ^ t î î i n e r n e n t un groupe d' intégrales du système
donné , si l 'on peu t t rouver , pour le groupe des variables oc, y , ..., un
espace normal tel, que leurs valeurs , associées aux valeurs correspon-
dantes de U, V, .... A, ..., n ' excèden t 'pas l ' é t endue commune à l'es-
pace E et au système des cercles décrits de ^o».y<)» " " " » u^ ^o» • • • »
O o » •- comme centres avec des rayons respectivement égaux aux olo-
mètres correspondants des premiers membres des équations proposées.

(restée qui arrivera, par exemple, si les premiers membres dont il.

( 1 ) 'F'oir mon Mémoire Sw les Pwic^
de L'École 'Normale supérieure, t^o t , p. 06 et 7%).

'^wmon Mémoire Sur les Principe au la Théorie générale des fonctions (ÂnnedG.v

Ann. de l'Éc. Normale. 3e Série. Tome X. — JTO 1893. 23
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s'agit sont olotropes et réels pour les valeurs réelles de x^ y , ..., //,
^ , . . . , < ? , . . . respectivement comprises dans des interval les donnés,
et si, de leur côté, les intégrales U, V, . . . du système aux i l i a i r e , préa-
lablement ramené à un système harmonique passif (i8, V), corres-
pondent à un choix de valeurs in i t ia les toutes réelles pour les variables
indépendantes, les fonctions inconnues de ce dernier système, et leurs
dérivées paramétriques.

Cacn, le 1er avril 1899..

APPENDICE (1).

Réduction d'un système différentiel quelconque à une suite de systèmes
harmoniques passifs n'impliquant chacun qu'une seule fonction in-
connue.

21 . Etant donné un système dijfférentiel dont les seconds membres
sont nuls et les premiers olotropes dans quelque système de cercles, on
peut, dans les circonstances générales, et sauf la rencontre d'une relation
non identique entre les seules variables x, y, ..., le remplacer par an se-
cond système admettant les mêmes intégrales, et formé de dei^r' groupes
d'équations G(, G^ qui jouissent de la double propriété ci-après éno/icée :
1 ° l'une des/onctions inconnues, u, du système propose ne se trouve plus
impliquée dans le groupe G^ ; ^° en substituant aux fonctions restantes
r, .,. des intégrales quelconques du groupe G^ on trans/brme le groupe
G-,, soit en une formule unique exprimant directement /a/onction u à
Vaide des variables x^ y, ..., soit en un système harmonique passif à la
seule fonction inconnue u.

Désignant par S le système di f fé ren t ie l proposé, NOUS N'Y T R A Î T K H O N S
PROVÏSÔ1KEMENT COMMK INCO^mm QU^JNE SRULK DES FONCTIONS U, ^ .... LA

FONCTION u, pAn EXEMPLE, et nous at tr ibuerons à u, œ, y, ,.. des cotes
choisies de telle façon, que le groupement, d'après l'ordre harmo-
nique, des dérivées de ^effect ivement contenues dans S conduise à
une suite de groupes composés chacun d'une dérivée un ique (18, I, I I ) ;

( 1) Les résultats qui foru robjefc do eel Appendice ofifc 'élé coiïUïumiqtté8i, l'Académie
(tes Sciences dans la1 séance du'27 février 1893, ^ , ' , 1
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puis , nous pincerons en tête la fonction u elle-même, ce qu i nous
donnera la sui te

( 3 ^ ) ^, D i .« , Da.^ , . . . , Dy.u.

Cela posé, nous résoudrons par rapport au dernier terme de (3^)
l 'une des équa t ions où il figure, et nous porterons la valeur ainsi oit-
tenue dans les équations restantes : nous aurons de cette manière,
outre la formule de résolution, un nouveau système ^' contenant une
équation de moins que le proposé. Des divers termes de (32), l 'un au,
moins , le dernier , a disparu, de S ' ; parmi les termes restants, nous
considérerons celui qui occupe dans (3a) le rang le p lus éloigné,
nous résoudrons par rapport au terme dont il s'agit l 'une des équa-
t ions de ^ où il figure, et nous en porterons la valeur dans les
équat ions restantes, ce q u i nous donnera, outre les deux formules
successives de réso lu t ion , un troisième système contenant deux équa-

• f i o n s de moins que le proposé. Et a ins i de suite. En poursuivant ce
calcul jusqu'à ce que les équa t ions non encore résolues ne contien-
nen t plus la fonc t ion u ni aucune de ses dérivées, nous tomberons sur
un système composé de deux groupes, savoir : ? 0 les formules de ré-
so lu t ion S successivement obtenues; 2° les équat ions non encore
résoluesH. Si, parmi ces dernières f igure que lque relation non iden-
t i q u e entre les seules variables x, y, ..., le système proposé est im-
possible. Si parmi les premières figure une relat ion a résolue .par
rappor ta u, elle ne contient dans son second membre ni. u ni aucune
de ses dérivées, et la fonc t ion u se trouve ainsi exprimée à Faide des
variables indépendantes x, y , ... des fonctions restantes e, ... et de
leurs dérivées; les diverses dérivées de ^ p e u v e n t donc, elles aussi,
s 'exprimer de la même manière, et en portant leurs valeurs, avec celle
de u, dans les Ibrmules de résolution précédentes, nous obtiendrons
certaines relations C ne contenant plus la fonct ion u ni aucune de ses
dérivées : le groupe G', se composera alors de la relat ion unique a, et
le groupe Ga des relations H, C.

Si aucun de ces cas ne se présente, on pourra, en vertu d'une pro-
position démontrée p lus haul(18, III), remplacer le système .31 par
un, système bannonique ^|,'composé1 d 'un .nombre 'égal1, d'équations
ayant respectivement les mêmes premiers membres. On,observera'alors
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([Lie les condi t ions de passivité du système j? cons t i t uen t . a u t a n t de
relations auxquelles les intégrales du proposé doivent nécessa i rement
satisfaire, et, en a t t r ibuant au, besoin une nouvel le cote à chacune des
quant i t és u, x , y , ..., on pourra toujours f a i r e en sorte que le grou-
pement, diaprés l'ordre h a r m o n i q u e , des dérivées de ^, nécessa i rement
paramétriques, contenues dans les relations don t il s'agit, f o u r n i s s e
des groupes composés chacun d'une dérivée u n i q u e . On t r a i t e r a ces
relations comme on a t ra i té le système proposé 5?, el l 'on en d é d u i r a
de môme : 1° un premier groupe ̂  d ' équa t ions , ob l enues par résolu-
tions successives, ayant pour p remie rs membres cer ta ines dérivées
de u et é v e n t u e l l e m e n t cette ( o n c t i o n même; 2° un deux ième groupe
ISî7 de relations ne con tenan t plus la ( o n c t i o n // n i a u c u n e de ses dér i -
vées. Si parmi les dernières 11' figure que lque relat ion non i d e n t i q u e
entre les seules variables ,r, j, .... le système proposé est impossible ,
Si dans le groupe 3^' f igure une relat ion a' résolue par rapport a u, la
fonct ion u et ses dérivées peuven t s 'exprimer a l 'aide des var iables
indépendantes ^,y, ... des f o n c t i o n s restantes ^ » . . el de leurs déri-
vées, et en portant les valeurs a in s i obtenues dans les r e l a t i o n s pré-
cédentes du groupe <3V et dans celles du groupe j(jh on obt iendra, cer-
taines r e l a t i ons C' ne contenant p lus la f o n c t i o n i n c o n n u e uni a u c u n e
de ses dérivées : le groupe G, se composera alors de la relat ion u n i q u e
a', et le groupe Ga des relations II, JÎT, C. Si le groupe 5V n'existe
pas, le groupe G-i se compose des relations £), (U le groupe G^ des re-
lat ions Iî, jB'.

Si a u c u n de ces cas ne se présente, on poura déduire du système
(J|, 3k,') un système harmonique £y, composé d'un nombre égal d'équa-
tions ayant respectivement les mêmes premiers membres. Sur le svs-
teme ̂  on opérera comme sur j|, et a ins i de su i t e*

Or, un pareil mécanisme ne peut m a n q u e r de condui re f ina lenwnt
soit à1 une impossibilité, soit à une équa t ion résolue par rapport, à / / ,
soit à des conditions de passivité indépendantes de u et de ses déri-
vées. Car, dans le cas contraire, i l condu i ra i t à une su i t e i l l i m i t é e de
systèmes harmoniques possédant la propriété suivante ; chacun des
systèmes dont il s'agit comprendrait un premier groupe d 'équat ions
en, nombre égal à celles du système précédent et ayant rospectiverneni,
les -mêmes'premiers 'membres, puis inr deux ième groupe d 'équat ions
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avcint l eurs pré nu ers membres étrangers à ceux du s y sic me précédent
et à leur descendance. I l résulte de cette c i rconstance que [ouïes les
dérivées de u. fin i rai eut par deven i r pr inc ipales (18, IV), et a par t i r de
ce m o m e n t les condi t ions de passivité demeureraient tinies par rappor t
à //, ce q u i est. év idemmen t incompat ible avec notre hypothèse.

22. i-în appliquant au système (,.î  la proposition du numéro précé-
dent, et continuant ainsi jusqu'à épuisement des fonctions inconnues,
on pou n'a donc, sauf la rencontre, (l'une relaUoii non ulenlique cuire
les seules veiri ailles x^ y , ..., ramener l'intégration du système proposé §S
à celle de systèmes h((nm)ni(fues passifs nimplùjuani eluieuu qu une
seule foncUon i/teofinue.

Si le système proposé» avec des seconds membres tous nuls, a ses
premiers membres olotropes dans un espace normal de forme quel-
conque, on lui appliquera les remarques du n0 20.


