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ANNALES

SCIENTIFIQUES

DE

I’ECOLE NORMALE SUPERIEURE.

COMPLEMENTS

THEORIE DES DIVISEURS ELEMENTAIRES,

Par M. L. SAUVAGE,

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENGES DE MARSEILLE.

e

1. Le théoreme fondamental de la théorie des formes bilinéaires (1)
est le suivant :

Sotent deux: formes bilincaires awr mémes 2n variables
S Ea“ﬁwa,yﬁ,
o= g way;
si le déterminant de la forme [ n'est pas nul, la nowselle forme

Iz fs o4 o,

(1) Yoir la Théorie des diviscurs élémentaires dans les Annales de UFeole Nornele
supcrieure ; 1891.

Ann. de U fic. Normale. 3* $évie. Tome X.— Janvier 1893, g
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ow § est une indélermince, peul s’écrire
i p
Al N . N[ - -
¥ ':_‘:2‘ [(5[ - 'S) ( ] )("‘ -+ (';Tl )4-1—1 A|~
f=l

(s — s:)% est Uun quelconque des o digiseurs élémentaires du deétermenant
de la forme ¥. On a, en outre, par defindion,

(5)pmq=20  pour ¢ -1,

(E0)e== Lo+ Exflemgt- oo o Eo iy

les % sont des fonctions linéaires, indépendantes et a cocfficients con-
stants de y,, Yus -+-y Yur € les 1) sont des fonctions analogues de vy,
Loy ooy Xy,

Si les déterminants des formes /et 2 sont nuls tous les deux,
mais si 'on peut trouver deux nombres m et n tels que la forme
Si=m/~+ no ait un déterminant différent de zéro, on pourra ap-
pliquer & /; et & ¢ le théoreme précedent.

Le seul cas olt 'on ne sache done pas réduire la forme I est celui ot
le déterminant de cette forme est identiquement nul. Cest le cas que
nous allons maintenant examiner.

Nous suivrons encore la marche indiquée par M. Darboux dans sa
profonde analyse des formes quadratiques (Journal de Matheématiques
pures et appliquces; 1874).

2. Supposons donc que le déterminant

apsS by oo s by,
Bs)e=]| «ovvnenen oo ool

AngS == bpy .. Upn St lyn

soit identiquement nul, ou encore que tous les coefficients du poly-
nome B(s) soient identiquement nuls.

Plus généralement, supposons que tous les mineurs de B(s) soient
identiquement nuls jusqu’a ceux de ordre & exelusivement.

Nous pourrons établir & relations de la forme

(1) CiYy+Co Yyt o= Cp Y, = 0,
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les C étant des fonctions rationnelles en s, et les Y représentant les dé-
rivées partielles de F par rapport aux y. Ona donce

Yi::((l”.s' -+ b”),‘lfl ... ‘l‘(fl,”'.‘)' -+ /),“')JJ,,.
Il faudra que les C satisfassent identiquement aux relations

Gy s =+ byy) 4. oo+ G (g, s -+ byyy) =0,
Gy (1§ = U)ot Cp(@pns 4 byp)==o.

Ce systeme du premier degré admet o solutions indépendantes en €,
Cyy vy Gy, et, par suite, i y a exactement o relations distincles de la

Jorme (1).

[Vétude de ces relations nous arrétera un certain femps.

3. Les quantités G qu'on vient d’obtenir sont, en général, des fone-
tions rationnelles en s, de sorte que, si on ordonne par rapport i la
lettre s, on aura, au licu des relations (1), des relations en s de la
forme

(2) sPU e s U e P2 Uy s oo U, 0,

ot les coefficients U, U,, ..., U, sont des foncetions lincaires de Y,
Yoo ooy Yo,
Considérons d’abord le cas ol 'on aurait une relation de la forme

U == o0,

ne renfermant pas s. Soit
U == oy Yl e Oy Y,, IO

Parmiles coefficients constants o, ..., a,, 'unau moins n’est pas nul
Posons alors
NIV aT

Vi oY b ¥ (£=2,3, ..., n)
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Nous aurons

—(E——a-(i]::-'~ -+ o —(l]imU-‘o
()}’/1 = 1()}/1 = n ()y” == U == o.

Ainsi, apres le changement de variables, y| aura disparu.
Supposons qu’il en soit ainsi et que la forme F soil ramencée &
I’expression
Z(aups = bup) o yp,

olt I'on suppose, par exemple, que le cocfficient de y, soit identique-
ment nul. On aura
2 (@urs + byr) e 0,

ou encore, séparément et simultanément,

Xy L= 0,

Z by ay== 0.

Le nombre des fonctions Y étant alors moindre que 7, il faudra pour
qu’il en soit ainsi, que I'un des @ soit, dans les deux fonctions /et 2
i la fois, une fonction linéaire des autres z. En remplacant cet a par
cette combinaison dans la forme F, on voit qu’on aura finalement une
forme ¥’ ne dépendant plus que de n— 1 variables 2 et 2 — 1 va-
riables y.

Sans écarter le cas précédent de notre discussion, nous supposerons
que les @ relations distinctes de la forme (1) renferment s et puissent
s’écrire

(3) Li=sPiU) — 5Pt UL 4= sp=2U) —. . .= Ul =0 (i1, 9y ey ).

4. Dans les relations L;= o0, on peut toujours supposer que les
coefficients U sont linéairement indépendants. Car, si cette hypothese
n’était pas d’abord réalisée, on pourrait remplacer le systeme des
équations L;= o par un systeme équivalent d’équations de degrés p,
Pas -+ Pmen s, et, de plus, la somme Xp' pourrait étre rendue infe-
rieure & Zp. C’est ce que nous allons montrer.

Admettons qu’il y ait une relation linéaire, i coefficients constants
et identique, de la forme

(4) DU+ UL =0 (i=z1,9,...,®).
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Si nous remarquons que les fonctions

vy 00

dy " oy
sont linéaires en s, nous pourrons poser
U=U4s U/f’

et il faudra que les fonctions linéaires & coefficients constants U’ et U”,
ou les variables sont z,, x,, ..., ,, satisfassent, quelle que soit la va-
leur de s, aux relations (3) et (4). Nous aurons done, en supprimant
I'indice Z pour la simplicité de la notation,

P (Ul - sUL) — sP=1 (U} 45U ) o .z (U)o sUL) = 0
Il faudra, en conséquence, que nous ayons

"o..
Uj==o,

Uy — U= 0

d’olt nous tirerons
Uy = 0y,
U, =2 10y - suy,

(5) ( Upe= up -+ suy,

en appelant w,, «,, ..., u,_, des fonctions linéaires & coefficients con-
stants des variables ,, x,, ..., 2,.
Mais alors la relation (4) devient

ity tegt by (e~ sUp) oo ot Ly SUlpy | == 0,
et sc décompose en deux autres

(6) 5 Z(to Uyt byl oo o g Uy ) 220,
l E(li WUy ~t= Lo ley == o == tl’ (tp_i) O,
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Revenons maintenant aux anciennes fonctions U. Nous aurons

UUV
uy= Uy — s Uy,
U= Uy— s U -+ s*l,,

(1

Upey == Upoy— sUpog=+. . .2 s? 1U,.
Par suite, les formules (6) deviendront

( A=2[4,U+ ¢ (Up—sU)) ... | =0,

7) z B=2(, Uy~ (U~ sU,) ... =0,

¢'est-a-dire deux nouvelles relations identiques entre les dérivoes Y
de la forme F.
On peut écrire

A= X[Ug(by— sty .zmsP=V ey y) = Uy (4 = Syt oo 8P 2 g obn o Uy gty |
B=X[U,(ly—sto+...22 sP=1¢,) U (by—sty-+...00 sP7%,) ..o U, 40,

On tire de i
A+sB=2[Us(tozzsPty) 4 Uy (Lo s?=10,) - oot Uy (Lpy 4 82,) | 0,
ou encore, & cause de la relation (4),

AtsB=2e,[— U, sUpy— U,y .ot sr U, 1,

ou enfin
(8) At sBo- X (kL) o

On peut toujours supposer que 'une au moins des quantités Ly
bor oo Z; est différente de zéro. Car, en substituant aux formes pro-
posées deux de leurs combinaisons linéaires mf -+ no, m' f -4 n'm, cela
reviendrait & remplacer s par ',':f - ”f’

8 -t n
on pourrait toujours faire en sorte que I'équation (4) renfermat un
terme ¢, Uy, si Uy, est le terme indépendant de s dans I"équation L; = o.

dans les caleuls précédents, ot
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Il résulte de ce quiprécede que I'on aurait les équations

| T (i==1, 2, ..., @),
A =o,
B=o,

et, entre ces équations, la relation identique (8). Or il ne peut y avoir
que o relations distinctes entre les fonctions U, ou, ce qui revient au
méme, entre les fonctions Y. Il faut done que, en prenant dans
les o1 équations distinctes précédentes o relations, la derniere soit
une conséquence des o équations choisies.

On peut done remplacer le systeme précédent par

L;=o0 [J=1,0,...,(&—1)],

mA - nB o,
m et n étant deux constantes quelconques. On éeriva simplement
Li=o (E==1,2, ..., ™),

ot on remarquera qu’on a pu remplacer Vune des équations I;= o,
celle du plus haut degré en s, et qui entee dans identité (8), par une

relation
MA 1B =0

d’un degré inféricur au moins d’une unité.

5. Supposons donc que Pon ait o relations L;==o de degrés p,,
Pasr « - pi par rvapport i s, et dont les coefficients exprimés en Y,
Y,, ..., Y, soient linéairement indépendants.

Soit posé

”;:M a;tl Yi A G{ZWYIL (t Iy 2y o0y, @35 ke Oy 1y 2y ooy 24)s

Puisque le déterminant de tous les « n’est pas nul, on pent choisir,
pour chaque indice ¢, un déterminant de constantes qui nesoit pas nul,
mais de plus les p;~~1 ¢léments Y qui ont ces o comme coefficients
dans les équations précédentes peuvent étre pris complétement diffé-
rents pour chaque valeur de Uindice «.
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Supposons, par exemple, que pour un indice # quelconque le déter-

minant
o1 e 050,;,-'-1

Ipir cee Dpipiea
ne soit pas nul.

Posons alors
Y11= oYy e OpaYp v

’ /
.y/71+1: Olo,;,-m,}’l R o a/’l[’l "‘1),1’1 “- 17

'/ " 4 o I :'I
Ypi+a== Copa)q =t .- == Gy prr2) ot =Y py+ae

' W !
\)’,L possan (Z()Il.yl ~+ .o a,)In ,)‘,n 41 f .)/ll'

Nous tirerons de [

JF aF or
— P R R U
().y/l 01 ()'.y1 -+ t Zon ()'y” (1A
.................................. ,
JF oF JF
e . SR
Dpes O Gy, o ey, "

Nous voyons maintenant qu’on peut préparer les formes /et 4, de
maniere que les relations L;= o prennent la forme

N Al Al A
| P 'I"_Q_.!L — gDt ()l'_ e P2 ()l* — 4 ()l‘
| Pypemeiy g S . (I o0 oemin Oy
()‘}’m (),ylll+~l ()y/u 12 ()_Vm b

et les ¥ qui entrent dans 'une de ces relations nentreront pas dans
une autre.

6. Nous supposerons maintenant que cetle hypothese soit satisfaite.
Or, une relation L = o, par exemple

(74 ..(.).li. e U1 _(.)J.L L 2 d'i S ....!.)L. Ay,
dyy Ay dyy ()‘7/[: 1

est la condition nécessaire et suffisante pour que la fonction ¥ ne dé-



pende que des combinaisons

Y1== Y S Vay

Yat= Yo o+ 8 )y,

Yp=Ypt SYpii»

¢’est-i-dire que, si I'on prend pour variables indépendantes y,.
Yar oees Vp et ¥,y cette dernitre variable s'éliminera de la forme F.
Cette proposition est facile & démontrer.

Done, si 'on a & équations I = o, on peut trouver dans la forme F
@ + 1 groupes de variables

_)’11,,"{1, ~'-w,}';!,‘+1 (”':7'1721 ""T’".)a

' ' o
YisYar o2 Vs

de maniere que cette forme ne dépende elfectivement que des seules
variables

B, Y ¥
PEATIVATIEREREIN § T3 STIN S TICIEEIN $/7)

dont le nombre est inféricur de & unités au nombre des variables pri-
mitives.
Quant au nombre Z, il est délerminé par la relation

o S T I R

et, comme tous ces nombres doivent étre positifs, on a la condition

2pin -~

7. Nous pouvons donc écrire

Les nouvelles variables x¢ sont des combinaisons linéaires des
anciennes variables x, ..., x,. Je dis que les cocfficients qui entrent
dans ces combinaisons sont indépendants de s. En effet, supposons
qu’ils dépendent de s, et revenons aux anciennes variables Vireeor Vo,
qui sont indépendantes. Le coefficient de y,, ., doit étre linéaire en s

Ann. de IEc. Normate. 3* Série. Tome X. — Janvien 1893, 3



19 L. SAUVAGE.

a cause de la forme primitive de F. Il faut done que aﬂ;, soit indépen-
dant de s. Le coefficient de y;, est s, _, + a},. Il doit étre lindaire en
s, donc «,,_, est indépendant des, . ...

Les variables z° sont indépendantes entre elles; car, si elles ¢laient
liées par une combinaison lincaire quclckonquc, on pourrait réduire la
forme

Z (&f yt .. 4 wh Vi)
i

A renfermer au moins une variable 2 ¢t au moins une variable y* de
moins; or cela estimpossible, parce que les ¥ sont indépendants entre
eux.

Nous poserons, en général, quelle que soit la signification de R,

.ﬁm = l{/n -t "'R/n V1

et nous nous servirons de cette notation dans toute la suite du Mémorre.

8. On peut échanger les lettres et y dans les vaisonnements preee
dents. On aura donc

\ N R T Ve /
F = 2(1,‘1 Yo m},,y,’,,) +Z(‘y', &y A yyry,)
i i

: ’ N ’ LY v R .
= F‘l(‘rﬂ' . -i'l'cﬂyp v w.}l&)"*" "’]‘2(‘7’]7 L] "‘17,) tr o 'v,’i/)'

Les x' et les y' ne renfermeront plus s et seront indépendants. On aurs
en outre

Lp == Ly =t 8 g1y

Ym=YmtS¥Ymi1
Prto ot pPatb oo Yt W o 1.

On en conelut la nouvelle condition
(Zp+2q) - n-— @,

compatible avec la condition déja trouvée.
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9. Avant de simplifier encore plus la forme F, remarquons que 'on
peut donner aux relations L= o des formes vari¢es sans qu’elles cessent
de satisfaire aux conditions qui leur sont imposées.

Supposons qu’on multiplie les relations ;== o par des fonctions
quelconques de s, pourvu qu’elles soient rationnelles. Soit posé

K L+~ KyLy+4... + KglLg==o,

K,, K,, ..., K; étant des fractions irréductibles rationnelles en s. Soit.
s = h une valeur de s qui rend infinie une ou plusicurs de ces fractions.
En décomposant le premier membre de I'équation précédente en frac-
. . I ’

tions simples, on aura un terme en —— dont le numérateur sera une

fonction linéaire des polynomes U et ne pourra étre nul.

Donc toute équation nouvelle L = o, étant entiere en s et dépen-
dant des autres dont le nombre est déji o, est une combinaison de la
forme

SKL - o,

ol les coefficients K sont des polyndmes entiers en s.
Supposons qu’on remplace les équations L==o par les combinaisons
qu’on vient d’indiquer, on aura, par exemple,

M= sV~ g VE o,

Les fonctions V seront des combinaisons lindaires des U, et, sielles
sont indépendantes, il faudra que leur nombre soit le méme que celui
des U. 11 est done néeessaire que Zr==Xp, ¢’est-a-dire que la somme
des degres des équations M, == o soit la méme que celle des degrés des
équations L; == o.

Inversement, on voit que, si ces conditions sont remplies, les deux
systemes L;== o, M, == o peuvent étre équivalents.

On conclut de Id que ce qu’il y a de fixe dans la derniere forme de F,
¢’est le nombre des variables ., et le nombre des variables y, ., qui
disparaissent quand on introduit les nouvelles variables x et y. Quant
au groupement des vaviables ,, @, . . ., a, pour former les variables a,
il est aussi arbitraire que la manivre de former les équations L; = o ou
M;==o.
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10. Nous réduirons maintenant Uexpression F i une forme plus
simple en nous appuyant sur un lemme que nous allons démontrer.
Considérons la forme générale

F= E(flurﬁ.ﬁ' = /)a{.;).‘t‘u‘ylﬁy: EA,I.:,‘.I',A')#IL‘,

Partageons les variables en deux groupes, d’une part les varviables

Ty v evs Tys Yis Yar - o0 Yuo et dautre part les variables a2,

Yusrr -« -» Yoo Nous représenterons les variables du premier groupe par

la notation a,, y, et les variables du second groupe par xy, va. de

sorte que les indices a et o pourront prendre les valeurs 1, 2, ..., »

et que les indices § et B’ pourront prendee les valeurs g -1, ..., 2.
L’expression F pourra §"écrire

Ay Xoyyo - Zhap Za ) A z /\{iu'-"fi,}'u’ - EA BETBY 5

Remplagons maintenant g et yg par ay + hg et yy 4= Ay, el nous
aurons
Ehow xaya -+ Ehagxy (g 4+ ky)
+ ZEAgu (@t hp) yo -+ 2y (2y -+ y) (Yo + by ).

Nous décomposerons celte expression en trois parties

(N EMow Yy + ZAng iy g -t- ZAgy gy 1 EAuy hyhy,
(1D ZAapzayy -+ EAgwagyy + Zhpy (wghy yuhs),
(1) ZAsgxpyp-

Nous supposerons qu'on remplace les indétermindées /7 et £ par des
fonctions linéaires des variables o, ¢t y,, el nous montrerons qu’on
peut choisir les coefficients constants qui entrent dans ces fonetions de
maniere que la seconde partie prenne la forme

(ar) Sy Pyt Sy O

Posons, ¢n effet,

fog== gy ey oL //,g'u"gu

L=k yo 4o Ky,

et identifions les deux expressions (11) et (117).
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[l faudra que dans (IT) le coefficient de s, soit identique au coeffi-
cient de ,.,. On devra done avoir identiquement

N ~ 3
}_‘ Aupyp -+ Z“ﬁﬁ' hgays = Z Do, pyp + }_‘ bag g v ¥
B pp p fa

I faudra que le coefficient de yg soit nul identiquement, quel que
soit 8, c¢’est-h-dire qu’on aura

~ ~
Aoy }d(«fﬁﬁvllﬁa == Do, }.‘/){a,:u,'/lfg,ﬂ 1
B f

En donnant & B’ successivement toutes les valeurs g1, ..., 7 on
aura un systeme du premier degré qui déterminera les coefficients
hgvy quand on connaitra les coellicients Ay,

Le déterminant | bgg | peut étre supposé différent de zéro. 11 est, en
effet, le déterminant de la forme Xbggrgyg et on peat foujours, par
des combinaisons préalables, faire que dans la forme

A 44 .I"w,‘l‘;y

le terme indépendant de s ait son déterminant différent de zéro.
On voit donc que Pon peut c¢hoisiv arbitraivement o, ..., /el
caleuler suceessivement
fyyy vty g,

I e

On pourra de méme caleuler les coellicients £y ,.
{4
L’expression (1) peut étre ramenée & une forme analogue i fa préce-
dente, soit a la forme
(" gDyt 2y, Q.
Posons, en effet,
Py == payr v Do Yy

QU= gty 4= o b Gy s

et supposons le caleul qui ramene (IT) & (1) effectué, de sorte que
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I'expression (I) est réduite & une fonction bilinéaire des seules va-
riables @, y,. Soit

cette fonction.
Identifions cette forme avec la forme (17). Nous aurons

r -
oy =2 Py, & v,z

ro
O == Puay = fora-

Il est facile de résoudre ces équations en p el g. Gar les équations pre.
cédentes entrainent la relation

Dbt =% Py b Qo

et, par suite, on aura
o~ v = Garat,a = Gorurts
¢’est-a-dire que P'on connait les différences de deux termes successifs
dans une méme direction diagonale du tableau
i1y G12, oo iy
Ge1r 22y v Gops
Guir Ypas - on (ppe

1l suffira donc de prendre arbitrairement les termes de la premiere
ligne et de la derniére colonne par exemple, et les autres termes s en
déduiront. De plus, la relation

Pace == bag' — Gora,

donnera ensuite tous les coefficients p. Elle montre méme que T'on
pourrait se donner arbitrairement

’/H’ fll‘h oy ’/1p,1

P1is Pres ooy T 1po

au lieu des arbitraires indiquées plus haut.
En résumé, on peut poser

v . N T L= , - .
HA*xfj~Zu,}’f‘$’ s Xy Py - Z,}’u’Qx' t L.’l’ll’w i },‘)‘“-(‘),‘ | LA;’:'I'".f“,"f‘»"
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ou plus simplement, en réunissant les termes de méme forme
2Aagaayp = 2y Poy -+ ZyuQu - 2Aggayyg.
11. 11 est maintenant facile de ramener P'expression
- g S - JR— -
F= > (2iy) +. o ahyh) + D (el . vyl )
I3 i
+ (&), oo Y e Y $)

a une forme simple définitive.
Si F’ ne renferme que des variables #' ¢ty indépendantes des va-
riables ¢ et y' qui servent de coefficients aux y et aux , la forme F
- sera décomposée en deux parties : la premiere qu’on vient de mettre
en évidence sous les deux signes X, et la seconde qui peut étre traitée
par les régles ordinaires et indépendamment de la premiere.

Mais, en général, les 27 et les y% seront des combinaisons linéaires
des anciens 2 ou des anciens y qui ne servent pas & former les 2 on
les y. Dans ces conditions, on pourra exprimer un certain nombre de
variables 2” et ¥ an moyen des @ et des ¥4, car ces dernitres variables
sont indépendantes.

Or le nombre des variables ¢ est Xp et le nombre des variables yf
est Xg. Supposons que on ait, par exemple,

Zp© 2y,

nous exprimerons Xp variables 2 en fonction des 2 et Xp variables y/
en fonction des ¥/, de sorte que Vexpression I prendra la forme

Waya) b i / ' P ! o, / yhoo
F <.L,, e By Vs ey Yy Ty e T Y s X Yo o VB S )

et, d’apres le lemme établi plus haut, pourra se mettre sous la forme

4 :X/! oz E/l

) T W " ’ ' ' '

2 au Py 2 Yoo 4= K" (2, Lhy Vs oeo0 VB8 )s
[/ AR

I renfermant des variables 2 indépendantes de celles qui entrent
dans les termes précédents,
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En réunissant maintenant tous les termes semblables dans un seul
terme, on peut écrire

F=X(yi 2 o yhah) + Sy 4. ahyh,) o+ F
et supposer que les variables

- ’

vl T z
Ly ey Lo Ays weey Ly Lgy vven [5

sont indépendantes. Leur nombre est 7 — o. Or le nombre des y étant
le méme et le déterminant de la forme F n’étant pas nul, il faut que
les variables

.yi’ ] ‘Y/im .5/;’ e :f;/:},: y’u ret ,'V.:"

au nombre de —o soient aussi indépendantes. On pouvait doneavoir
xp 2y,
et alors le nombre § satisfait a la relation (')
Sp Pl — .
12. SiTon considere les variables indépendantes
@y, ;;, ¥ ¥

e déterminant de F, qui n’est pas nul, se véduit au déterminant de
I”. Don¢ F” peut étre ramené a une forme simplifiée par Papplication
des régles ordinaires.

13. Bn résumé, on peut énoncer [a proposition suivante :

Etant données deux: formes bilindaires [ et o awx mémes 2n variables.
on peut former deux combinaisons distinctes

mf - niy,

m'fpn'e,

(1) Pour p =0, on peut ramener F i une forme d'un nombre moindre de variablos
indépendantes et ln réduction st immdédiate. Si Pon éearte ces cas, e minimum de xp
sera w el 'on aura alors = n— 3w, Or § est positif, done on a 7 2 3w, ¢'est-a-dire quo
n
-

le maximum de @ est lo plus grand enticr contenu dans 5
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au moyen de quatre constantes m, m’, n, r’, dont le déterminant ne soit
pas nul, de maniére que la forme .

F=(mf+ no)s+ (m'f + rn'q),

qui renferme une indéterminée s, soit réductible a plusicurs groupes de
termes a variables independantes ayant respectivement les formes

Y1 -Z, o= Y L,
‘711:}_’-1 R o R LT
- (-" - Sl’) (&:7))01 - (E'ﬂ)e‘,’-—-—h

Les digiseurs (s — ;) sont les diviseurs élémentawres d’un certain deéler-
minant de degré B=n — o — Xp — Xq que Uon a appris a former; @ cst
lordre des premiers mineurs qui ne s'annulent pas identiquement dans le
déterminant de la forme Vs les nombres p,, ..., pi, ¢,y -.., ¢; sont les
degrés respectifs en s des relations a coefficients independants qui relient
les deripées partielles de I

14. 8i on considere deux formes quadratiques 4 el » aux mémes
nvariables 2, ..., x,, clles ont mémes déterminants que les formes

hilindaires
SEERZCH
9 ().1'[.5' §

3
W)
() o -
2 % o r).v:g‘y‘q'

et ces déterminants sont symétriques. De la résulte le théoreme dé-
montré par M. Darboux pour les formes quadratiques :

Etant données dewx formes quadratiques, on peut toujours en former
deux combinaisons lindaires distinctes de maniére que la forme

(B~ nDYs 4 ('L - 1Dy

sotl décomposable en plusieurs groupes de termes ayant respectivement les
Jormes sutvantes :
Ty A e T T
(8= 87) (EE oy (EE)es -5

les variables ', x et & élant indépendantes.

Ann. de U"fc. Normale. 3° Série. Tome X. — JAsviEn 1893, 4
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15. Enégalant i fle coefficient de s dans F == fs + 3 et ¢ le terme
indépendant, on aura les expressions de / et ¢ sous formes véduites
avec mémes variables indépendantes.

On aura, par exemple,

= T T e i e R e I A T i ol G -7 PR

Q==Y Ta b YpZipey XYy e 2V s (E) e, b 20,
On a des résultats analogues pour les formes quadratiques.
16. Considérons un groupe de termes tels que
TEy e Yty A Y Y,

et formons Ie déterminant de cette forme en prenant pour variables
indépendantes les et les 2, les y et les v/, et, en outre, e, cly,, .
Nous obtiendrons le déterminant

o o 00

o1 e 00

00 PP 1o

00 PR (21§
ou encore, en échangeant les lignes, sauf la derniere

(918) e 10

00 e (8107

10 “a 00

(319] PP OO

Or, si 'on se rappelle que, si on pose

ap -+ by = u,

o /[,[l g,

et si le déterminant ga ++ Ab est différent de ziro, u” est le seul di-
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viseur ¢lémentairve du déterminant

00 ce s O

00 . o
[P, Q=] .. - ...

(Y74 PP 000

wo ... 000 ,

on peut dire que dans la forme précédente, il y a un diviseur élémen-
taive «° ou (ap -+ bg)* devenu indéterminé [§V de la Théorie des divi-
seurs élémentaires (Annales de | ‘Ecole Normale supéricure; 18g1)].

On peut alors considérer la forme du déterminant canonique du
§ V de la Théorie des diviseurs élémentaires comme étant tout i fait géne-
ale. On aura done dans tous les cas

0o Ce (N7 00 e 00

00 U0 00 - 00

Ly L. 00 00 ... 00
Uy ... 00 00 ... 00

[l ,‘\)l (418 OO Oy iy PRI
OO L. 00 OGO Lo 1,0

00 e 00 Sy L 00

00 ... 00 [ U0 L. 00

méme quand certains diviseurs élémentaires w!', wy, ... deviendront
indéterminés. Cette indétermination correspond aux divers groupe-
ments de lignes et de colonnes que I'on peut faire alors dans [P, Q]
sans en changer la forme, ces divers groupements étant déterminés
par les diverses formes des ¢quations L;= o.

17. Pour que dewx formes [ et o puissent éire transformées en dewx
autres formes [ et ', il faul et il suffit :
1° Que le nombre os soit le méme pour les formes

F o= fs -0, Fre fls 4= '3
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2° Que les degres en s des cquations L;== o, L;== o puissent étre ra-
menés les uns aux autres;
3° Que les formes a délerminants non nuls

Kool 1,

qui servent a achever les décompositions de ¥ el ¥, aient les inémes diviseurs
elémentaires.

Ces conditions nécessaires sont ¢videmment suffisantes, puisque lon
pourra ramener F et ¥ i des formes réduites identiques. En égalant de
part et d’autre les variables correspondantes, on aura les substitu-
tions qui transforment / et ¢ en /7 et ¢'.

On peut énoncer d’une facon synthétique le théoreme précédent de
la maniere suivante :

Pour que deux: formes [ et g puissent élre ramences « dewx formes [°
et o, i faut et il suffit que les determinants des dewr formes [s4 y
et ['s + 9" aient mémes digiseurs élémentaires.

Mais alors, dans cet énoncé, interviennent les diviseurs clémentaires
indéterminés, dont la signification est fournie par les parties 1 et 2¢
de I’énoncé complet donné plus haut.

I1.

18. De la décomposition du déterminant

Ay h -+ by Wk by,
Ay = | ST L
Duih 4= by oo Upnd b i

en diviseurs ¢lémentaires, on a déji pu tirer un certain nombre de
propositions intéressantes. Nous nous proposons maintenant de revenir
sur quelques-unes de ces propositions, et d’en ajouter dautres. Toutes
ees propositions seront des corollaires de la théorie générale,

19. Pour décomposer A(%) en diviseurs ¢lémentaires, on doit pé-
soudre I'équation A(A) == o3 nous divons que cette équation est une
cquation en .
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Parmi les cas particuliers de cette équation, il y en a un assez im-
portant pour que nous lui donnions une désignation spéciale. Nous
appellerons dguation en s une équation de la forme

by as bs - Uin
by Dyy-+as ... b,
A(s)= 2 22 = =0,
by 7 oo byn+as

ou les coefficients sont réels et symétriquement égaux, et oit 'in-
connue s n'entre que dans la diagonale principale avee un seunl e
méme coefficient.

20. Il'y a une différence essentielle a établiv entre une équation en.
etune équation en s. Celle dernicre a towjours n diviseurs élémentaires
simples et réels.

M. Darboux a démontré, par un procédé d'une grande géneéralité,
au § VI de son Mémoure sur les formes quadratiques, que équation
en s a toutes ses racines réelles et que toul diviseur (s --5)” du
premier membre A(s) ou By (s) divise aussi By (s), B, (s), ..., B, (s),
c'est-=dire le déterminant A(s) borde o fois, 1 fois, ..., p —1 [ois
avee des arbitraires quelconques. Ces théortmes reviennent i dive que
le déterminant A(s) a tous ses diviscurs élémentaires véels d’abord of
simples ensuite.

On peut suivre d’autres marches pour démontrer cette proposition
analytique si importante.

Considérons, par exemple, les deux formes quadratiques

=T S S I T o

~

@ XAy 42X Aggrg yg (e Pty o, ooy ).

Puisque la forme / ne peut s'annuler qu’en égalant & zéro toutes les
variables @, si la forme 9 a ses cocfficients A réels, il est nécessaive
que le déterminant de la forme /fs -9 ait n diviscurs ¢lémentaires
simples et réels (*). Comme conséquence, les racines de toute ¢qua-
tion en s sont réelles.

(%) Poir la proposition de M. Weicrstrass, au § VI, n° 52, de la Zhevrwe des disvisenrs
élémentaires.
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21. La forme ordinaire de I'équation en s est

@y ~-8 sy .. iy
@y Ay —8 ... Ay,
A(s) = -
|
| dm Ap cee py S

Plus généralement on pourrait appeler équation en s toute équation
qui a n diviseurs ¢lémentaires simples et réels. Car, d’apris la théorie
des formes bilindaires, on pourrait ramencr celle équation en s i I
forme canonique

des formes bilinéaires ou quadratiques. Mais, partout ot 'on trouvera
des ¢quations ou des déterminants A(A) en A, la discussion sera faci-
litée par la notion de diviseur ¢lémentaire.

En voici un exemple intéressant, que nous avons déji traité rapi-
dement en appliquant la théorie des diviseurs ¢lémentairves a la re
cherche des proprictés des intégrales des équations lindaires (1),

On sait que Pon a identiquement

22. Les équations en A servent, comme on 'a vu, dans la théorie

'

(1) Zy Y1t A Y ""l.r'l NI "’n."'n
si 'on ales équations

0 ;, P v oy M 1]
(v',) B MR T S ‘1,',1.1 7

(3) Yiem Gyt oot Cury

On aura de méme identiquement
(") Xyid oot Xy = X 0 o000 X 0,
sil’on a

(') X G Xy et G X

() Poirle § VI de la Théorie des diviseurs élémentaires.
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et de nouveau les équations
(3) ,)/[:Cu])’,[ -+ -+(:ni.,yln'

Peut-on ajouter & ces équations évidemment compatibles deux nou-
velles relations de la forme

/ 4 » oy
(4) Xy== @y 4o o= iy,

11 [ ’ P N ’ "/ 5
(4") Xiz==ap, & .. - ap,x,?

Si les sept équations (1), (2), (3), (1), (2"), (4), (4") sont compa-
tibles entre elles, il devra en étre de méme de leurs conséquences.,
En particulier, si nous éliminons les X et les X', nous aurons I'équa-
tion

'

; ) o
L,}’[(ﬂu-lfl .y = 2‘.71'(‘11‘1 Lyt gy )
ou encore
13 3 oy - Y ! oy !
(5) }"(lij‘l'jyi-“}"“ij"'r/‘)’i-

Nous voyons done que Pon devra avoir i la fois cette ¢quation (5) el
I’équation
BV A X Yy T X Yy e, Y,

a la condition suffisante que I'on ait

(2) wyz= Gy 4o oot gy,
(3) Yi= Gyt oo Cui s

¢’est-d-dire que les substitutions (2) et (3) deveont transformer i la
fois Ies deux formes

(n Sayxiy; ev Xy
dans les deux formes
(11 Zagaxpy; et }..',.-z:,-y,-.

On en conclut que les deux déterminants

.y ) /o ) — I ’:/ l\
[(l/j Aeii| et la,, 7»E[J| (5,/____( Ny \

auront les mémes diviseurs élémentaires.
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Réciproquement, si les deux déterminants précédents ontles mémes
diviseurs élémentaires, on peut, par des substitutions linéaires, (rans-
former A la fois les deux formes (1) dans les formes (1T). Mais alors, &
cause de la relation

S e npeme B ol
Sayi= 22X )

il faut que la substitution faite sur les y soit inverse de celle faite sur
les 2, ¢’est-a-dire qu’on aura les relations (2) el (3).
Ensuite, on peut éerire

~ AN K N L
z A yi== 2‘")/, Zu,-j.r'/) 2‘.;', AR
i ' / i
N\ 3\ N 0 Y
Scirin EA(Sies) - Biv:
i j ‘

\ . . . . N B
On doit done pouvoir ramener directement les formes Z yiN; ol

!

Ey,\, Pune & Vautre, en choisissant convenablement les velations

;
entre les X et les X. Or ces relations seront nécessairement (29,
puisque les y satisfont déja i la relation (3).
Done les X' sont liés aux X parles mémes relations que les 2" aux .
On peut énoncer ces résultats de la maniere suivante :

’

I/,
et |Gyl on passe des variables X' awx variables a, o si Uon peat de
méme passer des mémes variables X' aux mémes variables v par le pro-
duit de dewx substitutions aux déterminants |Gy ;| ot a;;\, les déterminants

Si par le produtt de deux: substitutions dont les déterminants sont X

l(l,'j—- E,'jll ¢l l“:’j — u,/l‘

auront mémes diviseurs élémentaires.

Réciproquement, st ces déterminants ont les mémes diviseurs élémen-
taires, on peut déterminer une substitution |G| telle que les dewr produils
de substitutions | ;| >< | Cy;| et |Cy| o |ay| soient les mémes, et alors
les X' seront lies aux X par les mémes relations que les &' aux x, les X et
les x' étant les variables intermédiaires.
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23. Nous rappellerons aussi la discussion du systeme d’¢quations
lindaires
< . . .
ZQ,-j.z',.j::: kg, i (=1, 2, ..., n; f=1,2,...,n),
i
sachant que le déterminant

AT S Ay

m B

admet les diviseurs élémentaires A%, ke, ..., 2%,
Nous ne reviendrons pas sur ce caleul que nous avons donné d'apres
M. Horn (*).

[11.

24. Les formules de rédaction des formes bilinéaires ou quadra-
tiques, ¢tant tout d fait générales au point de vae algébrique, peayent
etre compliquées d’imaginaires qu’il soil utile de chasser dans des
questions sur les formes a cocllicients réels, par exemple dans les pro-
blemes de Géométrie analytique.

Considérons alors deux formes quadratiques P et Q a coefficients
réels, et supposons qu’on puisse choisir deux constantes reelles g et /4
telles que le déterminant de la forme gP -+ 2Q ne soit pas identique-
ment nul. Si (a;p -+ b;q)% est un diviscur élémentaire quelconque du
déterminant

ayp 4-byg oo wp - by

Uy f) A /)//1(/ e Uy -t ['/m q
et satisfait a la relation ag ~ bk == 1, on sait qu’on peut poser
P ZLai (88 )~ h(EE) i a ],
Q= X[ s £ (E)e
nous nous proposons de ramener ces formes i d’autres équivalentes ne
renfermant plus d’imaginaires.

(1) Poirle § VII, n° 69, de la Théorie des diviseurs élémentaires.
Ann.de I'fic. Normale. 3* Série. Tome X. — Jaxvien 1893. i
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On sait qu’on détermine les & par la formule générale (')

"‘—‘..____..__“}‘['"L"— :E()'*" Elo- =t .C:QQ"J"**" P
VBoBo_s

Dans cette formule ne s’introduit qu’une irrationnelle. Nous la repre-

senterons par ye, ¢ étant le méme pour tous les %, quels que soient
leurs indices inféricurs. Nous poserons done

'ij = \/(" i;m

quel que soit'indice 7.

Soit (a;p + b;¢)% un diviscur élémentaire queleonque :

1° Sile rapport = est réel, @; et b; sontréels en méme temps, puisque

a; ¢ ¢

'ona a;g+ bk =1. 1l §’cnsuit que les ' sont i coeflicients reels et,
si Ve est imaginaire, il sera de la forme == £y~ 1, de sorte que, dans
les produits £, I'imaginaire disparaitra. On pourra done poser

(Eg)l,::t.:s(gla/),.,

en posant e = == 1 et en introduisant £ dans .

20 Si le rappor[‘,%‘: est imaginaire, alors au diviseur élémentaire
(a;p + b;q) ¢ en corvespondra un autre (ap =+ bg ) conjugué du pre-
mier. De plus ye et \/Z auront des valenrs conjuguées, et les % seront
conjugués des Z. Posons alors

N ! — 0

ai= d;-+\/— 1d, (= Ay -\
R ‘ - -

b= by - \/«-— 10y, b= ) e V/ 1y,

S . -

E/n = 5,,, el VA E:,n -Em L A ! ;':'/‘n'
Nous aurons pour un terme quelconque de Xa; (5%

e

(V= Ta) (=15 Gt/ 155)

(1) Théorie des diviseurs élémentuives, § 1V, n 24,
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ou encore
(@' + V=1 a") [(Eukp— EaEh) + V=1 (ZLEh+ & .

Nous aurons dans Xa; (5’5) une somme de termes conjuguée de la
précédente. En ajoutant, nous aurons I'expression

2al (85— Exép) — 2a’ (63 + Els).
Nous trouverons done dans 2a; (%), + Za, (%), la somme
Zlo2a'[(EE)u— (EE"n]— 4‘6"(5’5”):-,',-
Nous trouverons de méme dans £b,(55), + 26,(£%), la somme
{20/ [(EEei— (E"E)e]— 46" (EE" )l
Nous traitcrons de méme les sommes
— RE(EE)en el g E(EE) e

Il est sans intérét de réunir ces résultats dans des formules d’en-
semble; il n’y a lieu de reteniv qu’un fait : ¢’est qu’au point de vue
de la réalité il faut non seulement tenir compte des diviseurs ¢lémen-
taires (a;p + b;q)%, mais encore des irrationnelles ye qui leur corres-
pondent et qui peuvent modificr les signes.

Abordons maintenant la discussion des équations en A qui se ren-
contrent en Géométrie analytique, sans souci des imaginaires qui se
présenteront; car nous saurons nous en débarrasser quand cela sera
devenu nécessaire pour la discussion géométrique.

25. Soit d’abord I'équation

A-+AAT BB
A (D) = =0,
=g Ly e |TO

qui correspond aux deux formes quadratiques

P=Az* 4 aBaxy -+ Cy?,
Q=Az*+ 2B zy + Cy*

* Le déterminant A, (A) a deux diviseurs élémentaires » — %, et
— hy. On peut avoir A, = A,.
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Les deux formes pourront se ramener a

P,= X2+ X2,
P,=—X?—X2.

2° Le délerminant A, (A) a un diviseur ¢lémentaive double 7= 7.
On pourra poser

I)l: X](X]Xz‘%“ X2X1)+XIX]'7'"27‘.]X1 Xg* \?,
Q=— (X X,+Xuo X)) =—2X;X,.

On voit que les formes P, et Q, onl en commun le diviseur linéaire X,
on en conelut que les formes P et Q doivent avoir en commun un divi-
seur de la forme ax + PBy.

De la résulte que, pour qu’il y ait un diviseur linéaire commun a P
et 3 Q, il faut et il suffit que 'équation en A ait une racine double, ou
encore gque 'on ait

(AC 4 CA = 2 BB ) — 4(AG — B2 (A By o

0t
(AC = CAN)E— 4 (AB' -~ BA!) (BE/ — CB') = 0.

On retrouve un résultat bien connu.

Passons 4 la discussion géomdétrique, en partant des formules ré-
duites que nous venons d’obtenir.

a. A, (n) adeux diviseurs élémentaires réels o — 7, ¢t 7~ 7,1 7., ol

- : R . e - ,
~, sont de mémes signes et e, el e, sont réels.

On a
P= 5 X% 7, X2,
Qe=m— X¥ X2,

Les deux faisceaux de droites représentés par les éqnations P oo o,
Q = o sont composés de droites imaginaires conjugudes.

B. Mémes hypotheses, mais Ve, et e, sont imaginaires.

On posera

P b X 1y X
Q= XE - X2

Mémes résultats que dans le cas précédent.
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. Mémes hypotheses, mais yc, est seul imaginaire.
On posera

P =X — 0 XE,

Q= X —Xp2.

Les quatre droites sont réelles.
5. A, et A, sont de signes contraires ct ye, et yec, sont réels.
On a

P=x1Xi—-2,X},

Q— X: +XI

Les droites du faisceau P sontréelles, celles du faisceau Q sont ima-
ginaires conjuguées.
On posera
P oo — 2 NP - 0, X0,
Q—— X7 — X

Mémes résultats que dans le cas précédent.

C. Mémes hypothtses, mais y'e, est imaginaire.
On poser:

P o= X';’ _____ ); X,u.".,
Q= XY o X2,

Les droites du faisceau P sontimaginaires conjuguées, celles du fais-
ceau Q sont réelles.

7. A, et A, sont imaginaires conjuguées; alors ye, et e, sont aussi
imaginaires conjuguées. On poser:

P == 2 fois partie réelle de (4= 2/ —1) (X7 X1Y/-21)?
ou encore
P =9 fois partie réelle de (3= 27y~ 1) (X/2— X" 1 2 X/ X" 1)

ou encore
P = 9,)\’()(’2 - ‘X’/'z) — LA XX,

De méme, on aura
Qo= o(X2 X2y,
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Donc les faisceaux P et Q se composeront nécessairement de droites
réelles.

-On voit que, lorsqu’il y a deux droites imaginaires conjuguées for-
mant un faisceau, les racines de I'équation en A sont nécessairement
réelles, ce qui est d’accord avec le théortme de M. Weicrstrass (1)

0. A, et A, sont égaux. On a

P =1 (Xi+ X3), Q= — (X% XI).

Alors P et Q ne different que par un f.u teur constant. I est faeile
de voir que l'on a
A B G
R s e o e

Tous les mineurs du premier ordre de A, (1), ¢est-i-dire tous ses
éléments, s’annulent i la fois.
Les deux faisceaux P et Q coincident.
A, () a un diviseur ¢lémentaire double A — 75 %, est foreément
réel. Suivant la réalité de e, on a

Yok (a2 X Ny -k X,
() = o X X,

08 deux faisceaux ont une droite commune,

Nous avons donné tout le détail de la discussion géométrique pour
servir ’exemple dans les questions analogues que nous (raiterons plus
loin et sur lesquelles nous n’insisterons pas.

Encore quelques mots sur la question de Géométrie. Pour que les
quatre droites des faisceaux P et Q forment un faiscean harmonique,
il faut et il suffit que 'on ait

)~x 4~ ).2 .
ou encore
AC 4+ CA == 2 BB,
(Vest une condition connue.
Dans le cas ot lon a un diviseur élémentaire double et oir les quatre

(1) Théorie des diviscurs dlémentaires, § VI, n® 52.
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droites forment un faisceau harmonique, on a nécessairement

‘ (AC —B2) (A'C'— B"?) =o,
¢’est-a-dire que I'un au moins des faisceaux doit se composer de deux
droites confondues. On en conclut la condition précédente

AC + CA'=2BW,

qui est donc tout a fait générale.

L’équation en s est un cas particulier de I'équation en A : celui ot il
y a deux diviseurs élémentaires réels.

Un théoreme d’Algebre a autant d’applications que Pon peut donner
de significations géométriques aux lettres qui entrent dans les iden-
tités. Par exemple, au lieu de considérer, dans P et Q, les lettres a
et y comme des coordonnées cartésicnnes, on peut les considérer
comme des coordonnées tangentielles. On aura alors a ¢tudier les re-
lations de position entre quatre points sur une droite.

Enfin faisons une dernicre remarque. Les quatre droites (ou les
quatre points) sont réelles dans deux cas: 1° %, et &, sont réels et
Pune des quantités e est imaginaive; 2° %, ¢l A, sont imaginaires. 11
est facile de voir que, dans le premier cas, deux droites d'un faiscean
comprennent une droite de Pautre, et que, dans le second, les denx
faisceaux forment des angles intéricurs ou extéricurs 'un & Pautre.
A ces résultats correspondent les signes du discriminant de I'équation
en A, ¢est-a-dire

(AC 4= CA e a BB )2 L (AC — B2) (A — B2,
ou encore

(AG/ — CA")?— f (AB'— BA") (B( — CBY).

Ces résultats sont encore bien connus.

26. Nous ne donnerons aucun détail géométrique dans I'étude de
I'équation
Ah By Aph--Bia Agh-- By
Ay (M) =| Ak By Aph By Ak -+ Bys | == 0.
Agh =Byt Apd 4+ By Ay - By,
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On sait qu'elle intervient dans la recherche des sécantes commniunes,
ou des points de rencontre des tangentes communes & deux coniques.
Les cas principaux de la discussion seront les suivants L

1 Le déterminant a trois diviseurs ¢lémentaires A -— Ay, 4 - 4o,
A —%,; on peut avoir deux ou trois des quantités A, Ty by Cgales
entre elles.

On pourra ramener les deux formes

P = ZAgu2} -+ 22 Aggzy rp.
Q= XByyai-+2XA apLad’y

aux formes o
Pz by X 20 X2 2y N,

Q= — X¥— X} -— X%,

Dans ce cas rentre celui de Iéquation ens, A,(s) - o.

20 A, (A) a un diviseur élémentaire double A — A et un simple
A — hy. On peut avoir A, == A,.

On posera

Q= — (xlx-z'lﬂ Xu"h)/\‘:.

30 A, (1) a un diviseur élémentaire triple n — %,

On posera
Pz 2 O X X8 X X)) - (XX, Ko X,
Qo= (X X 4 X3+ Xs Xy

19 Si les formes P et Q dépendent hien i la fois de trois variables
indépendantes, on ne peut pas supposer que les mineurs do second
ordre soient tous nuls & la fois, mais on peut supposer que cenx du
premier ordre s’annulent tous en méme temps et identiquement,

Dans ce cas, on posera
Py= X4 Xy,

Q= X, X;.
27. Discutons encore rapidement I'équation

Aud-+By Apd-+DBy Apl By Ayt By
Agyh-+=Boy  Ayh-4-DBy, Aud 4By Ay -+ By,
Agsh+Bay Agd -+ By Ak By Ay -+ By,
Aud 4By Aph By Akt By Au+ By,
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Elle intervient dans la discussion de I'intersection de deux surfaces

du second ordre. (Pawviy, Nouvelles Annales de Mathématiques; 1867,
1868.)

Premier cas. — Le déterminant A, (1) a quatre diviseurs ¢lémen-
taires A — A,, A —h,, A—2X,, A—h,; les quantités A,, A,, A,, A,
peuvent étre égales les unes aux autres.

On ramenera les formes générales P et Q &

Py 00 X2 3 X2 2 X2 - 4, X2,
Q== — X?— X% — X2 — X2,

Dans ce cas rentre celui de I’équation en s.

Deuxiéme cas. — On a un diviseur ¢lémentaire double A — 2%, ot
deux diviseurs simples A, — A,, A — %,. Les quantités A, Ay, %, ne
sont pas nécessairement distinetes.

On posera

Py (X0 Ne - XoX0) A XEok 2, X2 1 7, X
Q= — (X X+ XX ) — X2 - X7,

S

v

Troisicme cas. — On a un diviseur élémentaire triple 2 — 2, ¢t un
diviseur ¢lémentaire simple A — A,. On peut avoir A, = A
On posera

we

P]T.‘i: )\1 (X.IX:;"}* X;“‘ X,-,X,) o} X,]Xg"‘}‘ Xg X1 = }.gx.?f,
Qe — (X Xy -+ X - XX ) — XT

Quatricme cas. — On a un diviseur ¢lémentaire quadreaple & — %,.
On posers

Py==2 (XX 4 XX X Xy X0 X - (X Xy 4+ X2 - X, X)),
Q= — (X X+ X Xy -+ X X+ X, X))

Cinguiéme cas. — On a deux diviseurs ¢lémentaires doubles A — A,
¢t A — A, On peut avoir &, == h,.
On poscra

Pre= g (X Xy 4 X X)) A4 X247, (Xa X5+ X, Xy ) 4+ X2,
Q= — X% = X1,

Ann. de UEe. Normale. 3 Série. Tome X. ~ Fiyrizg 1893. 6
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Siziéme cas. — Si les formes P et Q dépendent bien toutes deux i
la fois de quatre variables indépendantes, on ne peut pas supposer les
mineurs du second ordre de A, (&) tous identiquement nuls, mais on
peut faire cetle hypothese pour ceux du premier ordre. Dans ce cas,

on a
P X X -+ X,

Q= X, X, X:»

Il est entendu que 'on a préparé les formes P et Q pour Papplication
de la théorie générale.

28. La discussion précédente s’applique i la elassification des dé-
veloppables circonscrites & deux surfaces du second ovdree. 11 suffit
interpréter les équations dans le systeme des coordonnées tangen-
tielles.



