MERAY

Sur la convergence des développements des intégrales ordinaires
d’un systeme d’équations différentielles totales

Annales scientifiques de I’E.N.S. 3¢ série, tome 6 (1889), p. 355-378
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1889_3 6__ 355_0>

© Gauthier-Villars (Editions scientifiques et médicales Elsevier), 1889, tous droits réservés.

L'acces aux archives de la revue « Annales scientifiques de I'E.N.S. » (http:/www.
elsevier.com/locate/ansens) implique I’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1889_3_6__355_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

SUR LA CONVERGENCE

DES

DEVELOPPEMENTS DES INTEGRALES ORDINAIRES

D'CN
SYSTEME D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES TOTALES,

PAR

M. MERAY,

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE DIJON,

avec la collaboration de

M. RIQUIER,

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE CAEN.

Préliminaires.

1. Les bases sur lesquelles doit reposer, selon nous, la théorie géné-
vale des fonctions, différant essentiellement de celles qu’ont adoptées
la plupart des auteurs, nous croyons utile d’énoncer tout d’abord les
diverses définitions et propositions sur lesquelles nous aurons i nous
appuyer.

Soient f(x,y, ...) une fonction de variables imaginaires en nombre
quelconque, et @y, y,, ... des valeurs particulieres de ces variables : si
la quantité f(x, -+ k, y,+ £, ...) est développable en une série entiere
par rapport 4 A, £, ... tant que les modules de ces accroissements sont
respectivement inférieurs i certaines quantités positives o, d,, ..., nous
dirons que la fonction est olotrope en xy, ¥,, ..., et nous appellerons olo-
metres de la fonction relatifs 4 ces valeurs particulieres les quantités po-
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sitives dont il s’agit. Le développement entier de f(xy+ A, yo+ £, .. .)
sera dit avoir lieu & partir de x,, y,, ..., et, par rapport & ce dévelop-
pement, nous nommerons valeurs initiales des variables et de la fonc-
tion les quantités x,, y,, ... et f(xy, ¥4» - ..)-

Nous dirons qu’une fonction f(x, y,...) est olotrope pour tous les
systemes de valeurs des variables indépendantes renfermés entre des
limites données, si son développement en une série entiere par rap-
port aux accroissements des variables est possible & partir de valeurs
initiales arbitrairement choisies entre ces limites, et avec des olometres
ne tombant jamais au-dessous de certaines quantités positives fixes.

Toutes les fonctions dont on fait usage en Analyse sont olotropes
dans les circonstances générales, et ne cessent de I’étre que pour cer-
tains systemes de valeurs particulieres des variables qu’il est toujours
possible d’assigner @ priori ’apres la nature spéciale de chaque fonc-
tion étudiée.

2. /( xz,y, ) dcﬁcignanl une fonction olotrope duns certaines limites,
les coefficients du developpement de [(x ~+h, y -+ k, ...) en une serie
enlicre par rapport & h, k, ... sont des fonctions de x, y, ... olotropes
dans les mémes limites que la proposée et avec les mémes oloméitres.

3. Les coefficients des premitres puissances de 4, £, ... dans le
développement dont il s’agit se nomment les dérivées premicres de
J(x, y,...) parrapport ha, y, ... respectivement. Ces dérivées, étant
olotropes, ont des dérivées olotropes; celles-ci en ont & leur tour qui
jouissent de la méme propriéte, et ainsi de suite indéfiniment : ce sont
ces dérivées de dérivées qui constituent le systeme des dérivées par-
ticlles de tous ordres de la fonction proposée.

4. Une dérivée d’ ordre supérieur au premier est indépendante de I ordre
dans lequel on effectue les diverses dérivations parielles.

5. La déripée
(lp«}—l/{—...f(',-’ ¥y e )
el d ye. ..

s'obtient en multipliant par 1.2...p.1.2...q...le coefficient de hPk1. ..
dans le développement de f(x ~+ h, y + k, ...).
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6. Soiwent
(ac Ys-..) une fonction olotrope en x,, y,, ...}
Cus Gy» -+ les olométres qui correspondent  ces valeurs particulicres;
T'ws Tys - . des quantiteés positives respectivement inféricures auwx oloméltres ;
M une limite supérieure du module de la fonction pour tous les systémes
de valeurs de x, y, ... qui vérifient les relations

mod (& — xy) = ry, mod(y — ) =ry, e

enfin ot fla g ) la valeur que pre d

n db dyi que prend pour x = x4, Y = Y,, -..
e Sl v, ..

dxr dyt. .. ‘

la derivée partielle

GCela etant, on a la relation

dpvaves [y, 0 00) D 1.9 ..
\ l'l;/l ‘/", /“ P = -7 Lo
dx? dyt ... rh re
7. Pour que deux foncti{)ns de xz, y, ..., olotropes Uunc et Iautre
entre des limites donnces, 'y sotent identiquement égales, il faut et il suffit
que, pour un scul sysiéme de valeurs particulicres des variables choisi a
volonlé entre ces limites, les deux fonctions et leurs dérivées semblables de

tous ordres prennent respectivement les mémes valeurs.

8. Pour que la valeur d’une fonction, olotrope entre des limites don-
nées, depende exclusivement des valeurs que 'on attribue a certaines des
variables indépendantes, il faut et il suffit que les derivées premieres rela-
tves aux autres variables soient toutes identiquement nulles.

En particulier, pour que cette fonction se réduise a une constante, i
Jaut et il suffit que les dérivées premiéres soient toutes identiquement
nulles.

9. On appelle composition des fonctions 1'opération qui consiste :
substitwer aux variables u, ¢, ... d’une fonction donnée f(w, ¢, ...) au-
tant de fonctions données
(o) Uz, y,...), V(x,y,...), ...
d’autres variables @, y, ..., ce qui engendre évidemment une nouvelle
fonction de ces dernieres,

F(z, y, ... )= fLU(x, y,...), V{2, ¥, - o)s - -]
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Des dénominations spéciales caractérisent les roles relatifs joués dans
cette opération par les diverses fonctions qui y concourent : les fone-
tions (o) sont dites szmples, f(u,¢,...) se nomme la fonction compo-
sante, et F(x, v, ...) la fonction composce.

10. Les variables indépendantes x, y, ... ¢tant assujetties a varier
entre des limites telles que le module de chacune reste fini, si les fonctions
sumples restent olotropes entre les limites dont il s’ agit sans que jamais
leurs valeurs excédent les limites d’olotropie de la composante, la fonction
composée est elle-méme olotrope dans les limites ot les fonctions simples
sont supposces [’élre.

11. 1l importe de retenir que les formules générales de la théorie
des fonctions composées supposent toutes la réalisation préalable des
conditions dans lesquelles Ie théoreme précédent subsiste.

12. Si dans une composante quelconque on suppose que les diverses
rariables indépendantes soient remplacées, les unes par d’autres va-
riables indépendantes données x, y, ..., les autres par certaines fonc-
tions u, ¢,... dex, y,..., les dernieres enfin par des dérivées d’ordres
quelconques de u, ¢,..., cette opération engendre en définitive une
fonction de z, y, ... que nous nommerons fonction composce différen-
telle de u, ¢, .... L'ordre d’une fonction composée différentielle de «,
¢, ... par rapport & telle ou telle de ces dernieres fonctions, « par
exemple, est Pordre le plus élevé des dérivées de u qui concourent i
engendrer la fonction composée dont il s’agit. Ainsi, « et ¢ désignant
deux fonctions de la seule variable «,

PO TR S Ly

r dxr " dx dz?
est une fonction composée différentielle de u et ¢, d’ordre p par rap-
port & u, d’ordre ¢ par rapport a ¢.

Il peut arriver, bien entendu, que les ordres d’une fonction composée
différentielle de «, ¢, .. . par rapport & ces diverses fonctions soient tous
nuls : en pareils cas, on la nomme souvent par opposition une fonction
composéee finie de u, ¢, ..

13. Comme les dérivées d’une fonction olotrope sont olotropes dans
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les mémes limites que la fonction (2) (5), il résulte du théoreme gé-
néral ci-dessus énoncé (10) quune fonction composée différentielle de
u, v, ... estolotrope tant que les fonctions «, ¢, ... le sont elles-mémes
et que leurs valeurs, prises conjointementavec celles de leurs dérivées
et des variables indépendantes, n’excedent pas les limites d’olotropie
de la composante. La fonction composée différentielle a alors des déri-
vées de tous ordres calculables par I'application des regles générales
(11). De plus, {’expression ainsi obtenue pour Uune quelconque de ces
dérivces est independante de l'ordre dans lequel les diverses dérivations sont
successivement executées ; il suffit, pour le prouver, de faire voir que, si
l'on exécute deux dérivations consécutives sur une fonction composée
différentielle, on peut, sans changer la formule résultante, en inter-
vertir I'ordre : or I'application de la regle des fonctions composées
permet de constater le fait immédiatement.

On notera que toute différentiation premicre augmente d’une unité
Uordre d’une fonction composée différentielle de u, o, ... par rapport «
l'une quelconque de ces dernicres fonctions.

Généralités.

4. Soient u, ¢, ... des fonctions de variables indépendantes x,
¥, -..; S et o deux fonctions composées, finies ou différentielles (12),
de u, o, ... :s1 I'égalité f=o est vérifiée quels que soient x, y, ...
(tout au moins entre certaines limites), on dit qu’elle constitue une
relation entre les fonctions u, ¢, . ...

Une semblable relation étant donnée, supposons qu'on en réduise le
second membre A zéro en faisant tout passer dans l'autre : suivant que
le premier membre est alors une fonction composée finie ou différen-
tielle de tels ou tels ordres, la relation donnée elle-méme prend ces
diverses appellations.

15. Quand les fonctions u, ¢, ... intéressées dans une relation sont
olotropes (entre certaines limites ), et que leurs valeurs, prises conjoin-
tement avec celles de leurs dérivées et des variables indépendantes x,
¥, ..., laissent olotropes les composantes figurant dans les deux mem-
bres, les fonctions composées qui constituent les deux membres dont
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il s’agit ont des dérivées de tous ordres, calculables par 'application des
regles générales (13), et les dérivées semblables de ces fonctions sont
comme elles identiquement égales (7).

D’une relatvon finie ou dyfeérentielle donnee on déduit donc une infi-
nité d’autres, toutes différentielles, entre les mémes fonctions, en éerivant
que les derivées semblables de ses deux membres sont identiquement égales.

La formation de ces nouvelles relations différentielles se nomme la
différentiation de la relation donnée. Il résulte du n° 13, que l'ordre
dans lequel on effectue sur cette dernicre des dyférentiations délerminces
en nombre quelconque est sans influence sur le résultat final.

L6. Un systéme d’équations finies ou différentielles st la méme chose
qu'un systeme de relations proprement dites, a cela pres que les fone-
tions %, ¢,... qui 8’y trouvent engagées sont inconnues, et il s’agitalors
de déterminer ces dernieres de facon que les relations données aient
lieu entre elles.

Quand toutes les équations d'un systeme donné ou seulement quel-
ques-unes d’entre elles sont des équations différentielles, leurs inze-
grales ne penvent étre concues autrement qu’olotropes, tout au moins
entre certaines limites. Effectivement, puisque leurs dérivées jouent
un role dans la question, il faut qu’elles en aient : or notre définition
n’en attribue qu’aux fonctions olotropes (3).

17. On appelle systeme immédiat d’équations différentielles totales un
systeme dont les diverses équations expriment immédiatement toutes
les dérivées premieres des fonctions inconnues en fonctions com-
posées des variables indépendantes et des fonctions inconnues elles-
mémes. En désignant par «, y, ... les variables indépendantes, par «,
¢, ... les fonctions inconnues dont il s’agit, par U,, V., ..., U, V,, ...
des composantes données, le type d'un pareil systeme est done

du . dy .
P 2(Zy Vovauy Uy 1y o0l (—ll—l-._::\’w(.l:, Yoenes Uy 05 000),
(ry cdu dv

)J;:Uy(x,y,..., Uy 5 onn)y Z[}—,‘:Vy(‘x,y,...,u, 0y ael),
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18. Avanttout, une distinction essentielle doit étre faite entre les di-
vers groupes possibles de fonctions intégrales du systeme immédiat (1).

Pour les uns, tout au moins entre certaines limites, les valeurs des
variables indépendantes, prises conjointement avee les valeurs corres-
pondantes des fonctions, laissent olotropes les composantes de tous les
seconds membres, et, en pareil cas, les intégrales sont dites ordi-
naires. Pour les autres, les valeurs des variables indépendantes, prises
conjointement avee celles des fonctions, ne laissent jamais olotropes
en méme temps toutes les composantes dont il s’agit, et, en pareil cas,
les intégrales sont dites singuliéres.

Les intégrales de la premiere sorte existent dans des cas infiniment
plus étendus, et ce sont les seules qui soient susceptibles d’une théorie
générale; elles vont maintenant nous occuper exclusivement.

9. Considérons une relation différenticlle subsistant entre les
diverses fonctions d’un groupe d’intégrales ordinaires du systeme
total (1), et & laquelle la regle des fonctions composées soit applicable
(15). Si cette relation a pour premier membre une dérivée de quelque
intégrale, et qu’elle ne contienne dans son second membre, outre les
rariables indépendantes et les intégrales elles-mémes, que des dérivées
d’ordres inférieurs A celle qui tigure dans le premier, nous dirons, pour
abréger, qu'elle est immédiate, ainsi que ’expression fournie par elle
pour la dérivée dont il s’agit.

L’ordre d’une relation immédiate est évidemment égala celui de son
premier membre.

Les relations immédiates jouissent de deux propriétés importantes,
qu’il suffit ’énoncer pour en apercevoir I'exactitude :

19 Toute relation déduiie d’une relation immeédiate par des différentia-
tions quelconques est elle-méme immdédiate.

29 Toute relation déduite d’une relation immeédiate en substituant a
telles ou telles des dérivées qui figurent dans le second membre de cette der-
niére des expressions immédiates quelconques des derivées en question est
elle-méme immeédiate.

20. Soient (o) une relation immédiate d’ordre £+ 1; (A) un sys-
teme de relations immédiates en nombre fini, toutes d’ordres inférieurs
Ann. de U’Fc. Normale. 3¢ Série. Tome VI. — DiceMBRE 1889. 46
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2 £+ 1, et fournissant une expression au moins pour chacune des
dérivées des ordres 1, 2, ..., £. Des relations (A) extrayons un
groupe (A') fournissant pour chacune de ces derniéres une expression
et une seule; dans le second membre de (), substituons aux déri-
vées dont il s’agit leurs expressions tirées de (A’), et répétons 'opéra-
tion en faisant successivement pour le groupe (A") tous les choix pos-
sibles. L’ensemble des opérations que nous venons d’indiquer s’appel-
lera, pour abréger, remplacer dans la relation (w) les dérivées des
ordres v, 2, ..., k par leurs expressions tirées de (A).

21. Cela posé, supposons les équations du systeme (1) identique-
ment satisfaites par quelque groupe d’intégrales ordinaires, substi-
tuons ces intégrales aux fonctions inconnues correspondantes dans les
équations dont il s"agit, et désignons indifféremment par (P,) ou (Q,)
I'ensemble des relations immédiates qui résultent de cette substitution.
Effectuons ensuite sur chacune de celles-ci et de toutes les manieres
possibles une différentiation premiere, et soient (P,) le groupe des re-
lations résultantes, (Q,) celui qu’on obtient en remplacant dans cha-
cune des relations (P,) les dérivées du premier ordre par leurs ex-
pressions tiréesde (Q,)[20]: en vertu des deux propositions énoncées
au n° 19, le groupe total (P,), (Q,) fournit des expressions immé-
diates pour les diverses dérivées du second ordre. Effectuons mainte-
nant de toutes les manieres possibles une différentiation premiere sur
les diverses relations du groupe

(P2), (Qu),
et soient (P,) le groupe des relations résultantes, (Q,) celui qu'on
obtient en remplacant dans chacune des relations (P, ) les dérivées des
deux premiers ordres par leurs expressions tirées de (Q,), (Q,); le
groupe total (P,), (Q,) fournira de méme des expressions immédiates
pour les diverses dérivées du troisieme ordre. Kt ainsi de suite indé-
finiment.

22. Dans le groupe indéfini
(2) (P1), (Po), (Py), ...,

nous distinguerons : 1°le sous-groupe des relations primitives, obtenu
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en adjoignant aux relations du systeme proposé toutes celles qui s’en
déduisent par de simples différentiations; 2° le sous-groupe des rela-
tions intermédiaires, composé de toutes les autres du groupe (2).

Nous nommerons ultimes les relations

(3) (01)9 (02)7 (Q3)1 vy

dont les secconds membres ne contiennent aucune dérivée.

Nous affecterons enfin des dénominations correspondantes les ex-
pressions fournies par ces diverses relations pour les dérivées des in-
tégrales ordinaires du systeme donné.

23. 1l importe de faire & ce sujet les remarques suivantes :

° Pour faciliter le langage, nous dirons qu'une dérivée quelconque
de u, ¢, ... est simple lorsqu’elle résultera de différentiations intéres-
sant toutes une seule et méme variable indépendante; et nous dirons
qu’elle est complexe lorsque les différentiations génératrices se rappor-
teront & plusieurs variables distinctes.

Il est évident que les formules primitives ne peuvent donner qu’une

] - - dér le, tell dru o tte
seule OXpILSSlOD pOHI une LIIV(,O sunp e, te eque dr eyt (6] que cette

expression s’obtiendra en exécutant e — 1 différentiations relatives a x
sur I'équation différentielle donnée

du
T Us(z, v, . 5 uy0,...).

Mais, pour une déripée complexe, elles en fourniront aulant qu’il y a de
variables indépendantes intéressées dans ses différentiations géneratrices.

Effectivement, les expressions primitives de la dérivée complexe,
d-%%;’;;, par exemple (ol p, ¢, r sont tous trois positifs), sont au
nombre de trois, et se tireront respectivement des équations différen-
tielles données

du du du

dz=Uo =l Z=U

par les différentiations correspondantes

Cl[)—}-q-f- r—1 d1)+q+1'—1 dp+!]+-l'—1
i . . *
dxP='dy?ds"  daP dyt1ds"’  dx? dy?ds'!
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20 Il n’existe pas d’expressions intermédiaires pour les dérivées du
premier et du second ordre.

Dans le premier ordre, les relations primitives, comme les relations
ultimes, coincidentavec les équations du systeme donné.

Dans le second ordre, le nombre des expressions ultimes d’une dériée
quelconque est précisément égal au nombre de ses expressions primitives,
cest-a-dire & 1 ou a 2, suivant que cetle dérivée est simple ou complexe.

Dans les ordres supérieurs au second, il serait facile de montrer que
toute dérivée simple n’admet qu’une seule expression ultime; on voit
d’ailleurs immédiatement que, pour les dérivées complexes, la multi-
plicité des expressions ultimes est plus grande encore que pour les
expressions primitives. Nous n’avons aucun intérét & en faire le dé-
nombrement exact.

3¢ Toute expression primitive, intermédiaire ou ullime est entiére par
rapport aux composantes

Uu‘: v./u BRI
A va Vy; s

et & leurs dérivées partielles, comme aussi (lorsqu’il y a liew) par rapport
aux dérivées partielles des intégrales u, ¢, .. ..

4° Les variables z, y, ..., les fonctions inconnues u, ¢, ... et leurs dé-
rivées de tous ordres étant considérées pour un instant comme autant de
vartables indépendantes distinctes, pour que les formules primitives et in-
termédiatres sotentverifices par des valeurs particulicres donndes des varia-
bles dont il s’agut, il faut et il suffit que les formules ultimes le sotent.

Les groupes (2) et (3) sont ainsi équivalents U'un & I’ autre.

24. Quand le systéme (1) posséde quelque groupe d’intégrales ordi-
natres, toutes olotropes en x,, ¥,, ..., les développements de ces intégrales
par la formule de Taylor, a partir de x,, y,, ..., peuvent étre reconstruits
dés que U'on connait seulement lewrs valeurs initiales u,, v,, .... [On
suppose, bien entendu, que les valeurs particulieres @y, y,, ..., t,,
¢e» -.., prises conjointement, n’excedent pas les limites d’olotropie
des composantes (4).]
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Comme les seconds membres des relations ultimes contiennent seu-
ment x, y,...; &, ¢, ..., et qu'on doit avoir

U= uy, 0 = 0,

pour
X = 2y, Y= Yon cey

cetlte dernicre hypothese numérique les transforme tous en des quan-
tités connues. On obtient ainsi les valeurs correspondantes des pre-
miers membres de toutes ces relations, c’est-a-dive les valeursinitiales
de toutes les dérivées des intégrales ordinaires dont I'existence est
admise. Or ces valeurs initiales, prises avec celles des intégrales elles-
mémes que 'on connaissait auparavant et divisées par les facteurs
numériques connus, donnent précisément les coefticients des dévelop-
pements cherchés.

Les formules primitives et intermédiaires pourraient aussi bien étre
employées & la reconstruction de ces développements. Il suffirait d’y
poser toujours x = a,, ¥y =Y,, - .., de les écrire par ordres croissants
et de les résoudre successivement par rapport aux valeurs initiales des
dérivées des intégrales.

Quant & la multiplicité des expressions que les formules primitives,
intermédiaires et ultimes peuvent fournir pour une méme dérivée, il
n’y a pas & s’en préoccuper : on pourra bien, i cause d’elle, obtenir de
plusicurs manieres les valeurs de certains coefficients des développe-
ments; mais, pour chaque coefticient, ces valeurs seront de toute néces-
sité numériquement égales les unes aux autres, parce que les diverses
expressions d’une méme dérivée sont données par des formules qui
toutes sont des conséquences nécessaires de 'existence supposée des
intégrales, et qui, par suite, ne peuvent manquer de s’accorder entre
elles.

Existence des intégrales ordinaires dans le cas de passivité.

25. Les caleuls indéfinis indiqués au numéro précédent permettent
de reconstruire les développements d’un groupe d’intégrales ordi-
naires du systeme proposé (1), lorsqu’on sait d’avance que ces inté-
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grales existent et qu’on connait seulement leurs valeurs initiales
(5) Uy, Vo,
correspondant aux valeurs initiales
(6) Zos Yor

des variables indépendantes. Mais ces calculs permettraient aussi de
trouver par la méthode des coefficients indéterminés tous les groupes
d’intégrales ordinaires qui peuvent exister, alors méme qu’on ne con-
naitrait rien sur eux. Pour cela, il suffirait e¢n effet de prendre arbi-
trairement, dans les limites ol les composantes (4) restent a la fois
olotropes, les quantités (5), (6) servant de base & ces calculs; de con-
struire ensuite les mémes séries entieres en x — x,, ¥ —¥,, ... que
si 'on avait la certitude d’aboutir & des intégrales; enfin, de sommer
ces séries quand elles admettent quelque systeme de rayons de conver-
gence tous différents de zéro, et d’examiner si leurs sommes satisfont
effectivement aux équations différentielles proposées. Rien d’ailleurs
ne pourrait entraver le calcul des coefficients des développements,
puisque les valeurs (5), (6) sont comprises dans les limites d’olo-
tropie des composantes (4), et que les relations ultimes ont pour se-
conds membres des expressions entieres par rapport a ces composantes
et & leurs dérivées partielles.

En procédant de la sorte pour toutes les combinaisons de valeurs des
quantités (5), (6) qui tombent dans les limites d’olotropic des com-
posantes (4), on ne pourra manquer de découvrir les développements
de toutes les intégrales ordinaires du systéeme proposé.

26. Nous avons constaté au n® 23 (1°, 2°) que les formules pri-
mitives, intermédiaires et ultimes (et en particulier les formules ul-
times) peuvent donner plusieurs expressions pour une méme dérivée;
puis au n® 24 que cette multiplicité n’a pas d’inconvénient quand il
s’agit simplement de reconstituer les développements d’intégrales ordi-
naires dont I'existence est certaine. Mais, lorsqu’on opére, comme au
numéro précédent, sur des valeurs des quantités (5), (6), prises au
hasard dans les limites d’olotropie des composantes (4), on congoit
qu’il puisse en étre autrement et que ces valeurs diverses obtenues
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pour un méme coefficient soient inégales. L’existence d’intégrales or-
dinaires satisfaisant aux conditions initiales résultant des données (5),
(6) devient alors impossible; car les formules primitives, intermé-
diaires et ultimes, devraient toutes s’accorder si de pareillesintégrales
existaient, et fournir pour chaque coefficient du développement une
seule et unique valeur.

27. Une égalité numérique constante entre toutes les valeurs ini-
tiales fournies par les formules ultimes pour une méme dérivée quel-
conque d’une intégrale hypothétique est donc une condition absolument
nécessaire a 'existence d’un groupe d’intégrales ordinaires répondant
aux données initiales choisies. Elle peut résulter de deux causes entie-
rement différentes :

Soit d’un choix convenable des valeurs numériques des quantités (5),
(6) relativement a la nature particulicre des composantes (4), choix qui,
s’1l est possible, fait naitre I’égalité en question pour ces données ini-
tiales sans 'assurer pour d’autres;

Soit d’une corrélation mutuelle spéciale entre les composantes (4), en
vertu de laquelle Iégalité dont il s’ agit subsiste indépendamment de toute
précaution dans le choix des valeurs numériques des données initiales
(5). (6).

Dans ce dernier cas, qui est de beaucoup le plus intéressant, les in-
tégrales ordinaires existent toujours, comme nous allons incessamment
le constater, et elles jouissent de propriétés générales trés remarqua-
bles dont I’é¢tude constitue la partie la plus importante de la théorie
des équations différentielles. Pour caractériser la corrélation mutuelle
ci-dessus spécifiée entre les composantes (4), nous dirons que le sys-
teme (1) est passif.

Pour un systeme non passif, 'existence d’intégrales ordinaires est
essentiellement subordonnée 4 la possibilité d'un choix convenable des
données initiales (5), (6) et, par suite, essentiellement précaire. Nous
donnerons & ces intégrales, quand par hasard il y en a, le nom d’ex-
ceptionnelles.

Le systeme proposé (1) est évidemment passif ou non, suivant que
les expressions ultimes de chaque dérivée d’une intégrale hypothétique



368 MERAY ET RIQUIER.

sont toutes égales identiquement, ou bien qu’il y a inégalité entre elles
méme une fois seulement; car les valeurs initiales a attribuer a ces
dérivées sont précisément ces expressions dans lesquelles on a simple-
ment substitué @,, Yo, ..., Ugy 04y . AT, Y, oo U, 9, .

La distinction s’opere aisément a aide du théoréme suivant :

28. Pour que le systéme (1) soit passif, il faut et il suffit que, en con-
sidérant x, ¥, ..., u, ¢, ... comme autant de variables indépendantes
distinctes, I égalite identique ait lieu entre les expressions ultimes de chaque
dérivée complexe du second ordre des diverses intégrales hypothétiques.

La nécessité de la condition posée résulte immédiatement de la re-
marque finale du numéro précédent, qui s’applique en particulier aux
dérivées complexes du second ordre. Nous prouverons qu’elle est suf-
fisante en raisonnant comme il suit.

Toute expression ultime d’une dérivée de Vordre £+ 1 s’obtient en
différentiant £ fois 'une des équations (1), et remplacant apres quel-
ques-unes de ces différentiations, en particulier apres la dernitre, toutes
les dérivées qui figurent dans le second membre par telles ou telles de
leurs expressions ultimes. Cela posé:

1. Si’égalité identique entre les diverses expressions ultimes de chagque
dérivée a lieu jusqu’a 'ordre kZ 1 inclusivement, toutes les expressions ul-
umes d’une dérivée déterminée d’ordre k + 1 obtenues en effectuant sur
une méme équation du systéme proposé I’ operation ci-dessus indiquee, sont
identiquement égales entre elles, de quelque manicre que cette opération
soit conduile.

1° En premier lieu, si I'on n’opere de substitutions qu'apres avoir
exéeuté la derniere différentiation, la relation ultime a laquelle on est
conduit est toujours la méme; car la formule primitive résultant des
seules différentiations est indépendante de I'ordre dans lequel on les
exécute (15), et pour chacune des dérivées que l'on en doit finale-
ment éliminer les diverses expressions ultimes sont par hypothese
identiques.

2° Sil'on ne change pas Uordre relatif des £ différentiations, le ré-
sultat de 'opération ci-dessus indiquée est indépendant de toutes les
autres conditions dans lesquelles on I'effectue.
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Supposons, en effet, que les 4 différentiations soient exécutées dans
un ordre déterminé, certaines d’entre elles étant suivies de substitu-
tions déterminées; soient « celle des variables indépendantes par rap-
port a laquelle la derniere doit avoir licu, et

(7) O =f (2, ¥y e s Uy Dy ...)

la relation sur laquelle on a & I'exécuter; dans cette relation, 2, dé-
signe une dérivée déterminée d’ordre %, et 3, ... les diverses dérivées
des ordres 1, 2, ..., £ — 1. Chacune des dérivées

n
5 do
e ey ce ey
’ *dr

étant d’ordre au plus égal & &, ne possede par hypothése qu’une seule
expression ultime, et si 'on désigne par

A,y ooty 0, ), ey Ap(r, oo u, 0,000,

les expressions ultimes des dérivées dont il s’agit, il en résulte en
particulier les identités

dA N dA + dA
(R) ! dz  du "% dv

En différentiant par rapport & « la relation (7), éliminant les déri-
vées du second membre et tenant compte des identités (8), nous au-
rons successivement :

A, _dfdf du df de df dsg
dr “dr " dudr " dedr 7 dd dx
dir d} df df
el LU, +~ =
de " dr T du T do

af .
Ve +"'+(75A"'

do, _df ~df df af [da  dA dA 1.
O 7 =g T da s Vet T as | ae Taa Vet @ Vet e

En éliminant de la relation (7) les dérivées 3, ..., différentiant par
rapport & x et remplacant finalement les dérivées du premier ordre par
Ann, de UFc. Normale. 3° Série. Tome VI. — Dicexpre 1889. 4y
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leurs valeurs tirées des ¢équations proposées, il viendra :

A G N T NN VO

A, df  df de df dv df [dA  dA du  dA do N .
dr —dr " dudr dvdz T dA|drx " du de T de dx 7| 7
Ao, df  df df df [dA  dA dA N _l

To = et ga Ue+ Vet 25 | de T da Vs i V. 1—...» +.

relation identique a (9).

Ainsi l'on peut, sans changer le résultat, remplacer dans le second
membre de (7) toutes les dérivées par leurs expressions ultimes, ce
qui donnera une expression ultime de 3, effectuer sculement alors la
derniere différentiation et remplacer finalement les dérivées du pre-
mier ordre par leurs valeurs U,, V,, .... Si I'on observe maintenant que
la dérivée &,, étant d’ordre %, n'est susceptible que d’une seule ex-
pression ultime, le point qui nous occupe se trouve entierement dé-
montré.

3° Considérons deux quelconques des expressions ultimes dont il
s'agitactuellement de constater I'identité, et quise déduisent, comme
nous 'avons expliqué, par dillérentiations ctsubstitutions, d’une méme
équation du systeme (1). Si, sans changer de part ni d’autre Pordre
relatif des différentiations, on n’opere de substitutions qu’apres la
derniere d’entre elles, on tombe sur deux expressions ultimes respec-
tivement identiques aux deux précédentes (2°), et 'on sait d’ailleurs
(1°) qu’en procédant ainsi le résultat est indépendant de ordre des
différentiations. |

II. Sil'égalité identique entre les diverses expressions ultimes de chaque
derivée a liew jusqu'a Uordre k2 2 inclusivement, les deux expressions ul-
times d’une méme derivée d’ordre k + 1, déduites de deux équations dis-
tincles du systéme proposé par [ opération indiquée plus haut, sont néces-
saitrement identigues.

Supposons, par exemple, que les deux équations dont il s’agit soient

du . du

EZE: (—[);::Uy.

(ro)

L’une des différentiations i exécuter sur la premiere est nécessaire-
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ment relative & y, 'une des différentiations a exécuter sur la seconde
nécessairement relative i «, et toutes celles qui restent se rapportent
aux mémes variables de part et d’autre. Or, les expressions ultimes de
chaque dérivée étant identiques jusques ety compris Uordre £, on peut,
("apres ce qui précede (1), opérer les calculs dans 'ordre suivant sur
chacune des (-quations (10):1° effectuer d’abord la différentiation rela-
tive a y, s’il s'agit de la premiere, relative & 2 s’il s’agit de la seconde,
et remplacer l(;‘s dérivées du premier ordre par leurs valeurs tirées des
¢quations proposées; 2° exéeuter ensuite les £ — 1 différentiations res-
tantes, et remplacer finalement par leurs expressions ultimes les déri-
vées qui figurent alors dans les seconds membres. En vertu de 'hypo-
thise, les expressions ultimes obtenues par la premidre partie de
Popération sont identiques : des lors, en effectuant sur elles & — 1 dif-
férentiations semblables par la regle des fonctions composées et sub-
stituant finalement & chaque dérivée une méme expression ultime, on
obtiendra de part et d’autre des résultats identiques.

[11. Pour le sccond ordre, I'égalité identique entre les diverses
expressions ultimes d’une méme dvmvo e a licu d’clle-méme si cette dé-
rivée est simple, et résulte de 'hypothese si cette dérivée est complexe.
On en conclura, par ]’*q)plication répétée des propositions ci-dessus
énoncées (I, 1), que cette égalité 1dcnthuo a encore lieu dans le troi-
sitme ordre, puis dans le quatrieme, et ainsi de suite indéfiniment.

29. Les conditions de passivité du systeme (1) se formeront donc
en égalant identiquement les deux expressions ultimes de chacune des
dérivées complexes secondes des diverses intégrales hypothétiques. Si
le systeme implique g fonctions inconnues de /4 variables indépen-
dantes, le nombre des dérivées complexes secondes de chaque fone-

tion inconnue est égal & celui des combinaisons 2 a 2 de toutes les

h (Il

1
variables, c¢’est-a-dire & ~ ). Celui des conditions de passivité, égal

au nombre total de ces derlvees complexes, a donc pour expression
o h(h —1)
o

2

30. Une particularité essentielle & noter est que le systéme (1) est
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passif sans condition aucune dans le cas d’une seule variable indepen-
dante.

Effectivement, le choix de I’équation a différentier pour obtenir une
dérivée déterminée n’a plusalors rien d’arbitraire, et le point & démon-
trer résulte immédiatement de I'alinéa I du n° 28.

3L. De quelgue maniere que les données initiales (5), (6) aient été
prises dans les limiles d’olotropie des composantes (1), les développements
des mleora/ec hypothétiques du systéme (1) supposé passif ont des rayons
de convergence tous différents de zcro, et leurs sommes en constituent effec-
tivement des intégrales.

I. Etant donnée une fonction f(z, y,...,u,v,...) des variables x,
Ys oees &, ¢, ..., si une seconde fonction ¢ (2, y, ..., u,¢,...) des
mémes variables est telle que, pourles valeurs particulieres x,, y,, ...,
i, 9oy -+, 5a valeur et celles de toutes ses dérivées soient réelles, po-
sitives et supérieures aux modules des valeurs correspondantes de
f(x,y,...,u,0,...) ct de ses dérivées semblables, la fonction o ser:

i
’

dite majorante de f par rapport aux valeurs particulieres considérées.
D’apres cela, les points suivants sont évidents :

Relativement a des valeurs particuliéres donndes

St ¢ est une majorante de [, toute dérivée de © est une majorante pour
la dériée semblable de f;

Une expression enticre et a coefficients rcclc par rapport a plusieurs fonc-
tions telles que f et a quelques-unes de leurs dérivdes d’ordres quelconques
a pour majorante I expression qu’on obtient en remplagant dans la pro-
posée tous les coefficients negatifs par des coefficients positifs, et les fonc-
tons [ avec leurs derivées par leurs majorantes et les dérivées semblables de
celles-ct.

Il. Si¢lon désignepar r une premicre quantité positive inféricure c tous
les olomeétres des composantes (4) qui se rapportent auzx valeurs particu-
lieres (5), (6); par o une deuxieme quelconque ; par 1. une troisiéme su-
pericure & toys les modules que les fonctions (4) peuvent acqueérir & I'inté-
rieur et sur les circonferences des cercles de rayons r décrits respectivement
des points x4, ¥y, . .., Uy, 94, - .. cOmme centres dans les divers plans ser-
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vant ala notation graphique des variables x, Yoo 1, 0,05 8000 pose

enfin

M=o+ p,
(x—2)+(y—yo)+ ...+ (u—uy)+ (¢ — ¢)) +...=5,
: M
Q(a, ¥yooylly 0,...)=—a -+ —s
T

la fonction Q est majorante pour I'une quelcongue des fonctions (4) rela-
Livement aux valeurs (5), (6).

Faisons suivre en effet de I'indice zéro les notations des diverses fone-
tions & considérer et de leurs dérivées pour désigner leurs valeurs par-
ticulieres en @y, ¥4, -.., &y, 9y, -... Il vient immédiatement, en appe-
lant W Pune quelconque des fonctions (4),

[]y=M—a=p>mod [ W],
puis

[,/lwqp...ﬂ] M 1.0...p (l) 1)) (p+ q)
0 ’

fl.l‘/' (/“yr[... i 77

quantité positive qui, en vertu du n° 6, surpasse évidemment

| “dprareoo W
mod | —————- | -
) dxpdyl/... o
. gdésignant toujours le nombre des fonctions nconnues u, ¢, ..., St
, _ . I .
lon prend, comme nous le ferons deésormais, o = —» la fonction
' o
o\ A—1 Ll/l
. B . 0 fel
(171) l..ﬁ.ﬁ...(')/-—-&)(-;) T
l —— —
(-7)

ou Uentier k est supposé plus grand que 1, est majorante, relativement aux
valeurs (5), (6), pour I expression ultime de chaque dérivée d’ordre k des
intégrales hypothetiques du systéme (1).

, . 1o d*u
I’expression ultime de —;,
dx
AU, dU, .. dU,
dr T du Vet “dy Ve
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a pour majorante (1), (1)

2 dQ 2 I

— Qe Q=

dr du dp 7 (' s\ 2
>)

Et l'on retrouvera la méme majorante pour les expressions ultimes
fo L Lu Lol e

dady” dy? dx? " dady
tr‘ique par rapport a x, Yy ees Uy 0., €L qu’elle est commune & tous
les seconds membres (4).

Gomme on peut passer des expressions ultimes des dérivées dew, ¢, ...
d'un ovdre quelconque & celles des dérivées de Pordre suivant en les
différentiant une fois de toutes les manieres possibles et en éliminant
les dérivées du premier ordre, on trouvera de méme une majorante
commune aux expressions ultimes des dérivées du troisieme ordre en
différentiant une fois par rapport & s la majorante trouvée ci-dessus
pour le second ordre et multipliant encore le résultat par le facteur

--+» parce que la majorante Q est symé-

oM oM
| —go—+ S— ou B

Il vient ainsi

On aura de méme, pour le quatrieme ordre,

\r

)

et ainsi de suite jusqu’a I'expression (11) dont la généralité est évi-
dente.

V. Si§, ... deésignent les modules des différences @ — xy, ¥ — ¥y, ...
etstlasommep + q +. .. est positive, le terme en (2 — 2,)? (y — ¥y ). ..
dans le développement d’une intégrale hypothétique quelconque a un
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modtile tnfericur a

(12)

ol (pHg+..l) <

7 9 "1\] PAqH...
z el Ennt. ...
& 1.2 pal.2i ... . ?

7

Considérons en effet la dérivée d’ordres partiels p, ¢, ... d"une inté-
grale hypothétique quclc_onque, ct désignons par A, la valeur que
prend son expression altime pour

2 b —— e — —— 3 ——— -
(13) X T=ay, Y=Y ceey U=, P, e

le terme considéré est alors

M,

Sip-4 g+ ...==1, on a, dapres la définition de

¥

mod A, ... <M

et, & plus forte raison,
mod A, , . << oM.

Sip—+¢-+...>1,o0n trouve, dapres la détinition des majorantes,
en faisant £ =p + ¢ +... dans la fonction (11) et en y opérant les
substitutions (13),

41-"'“ RWZE U4

S )

Iz

~
TN

mod A, , << I~ V3.0 [ (pg+.)— 3]
&

§ ' - oM\ 2t
.<-—-fz../;.()...{'_),(1;.4_.,/__*_.”)] <‘7_) i

<’(~ 1ea3os (pHgaall)

& 7

/
< 5,":( “ ');)-f-!/‘f-.;.
/

1.y ) ’ . ' ) 0o e
V. Le développement d’une intégrale hypothétique quelconque a des
rayons de conyvergence au moins égawx & la quaniité posuive

’

.
. wg/l M

h désignant lowjours le nombre des variables independantes du systéme (1).
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Effectivement, 'expression (12) est le terme général du développe-
ment de

iz agM . 1!
() =2 e
8 r i
en une série entiere p'n' rapport a &, 7, .... Or, en faisant abstraction
du facteur constant >, cette série provnent de la substitution de la
‘)
somme
. 2¢0M . 2gM
(13) =i+ "’I_l N ...

A la variable X dans la série entiere
(16) 1+ X+ X2+

Pour sa convergence, il suffit que la somme (15), quise confond
avee celle des modules de ses diverses parties, soit inférieure & 1, rayon
de convergence de la série entiere (16). Il suffit, en particulier, que
l'on ait

,

,
i< 2 ghM’ n< 2gh M’

Ainsi done, sices inégalités ont licu, les modules des termes du déve-
loppement de I’expression (14) forment une série convergente; a plus
forte raison (IV), si les modules des différences © —ax,, ¥ — ¥4 -

sont tous inférieurs ! IM’ le développement d’une intégrale hypo-

thétique quelconque est convergent.

V1. Les sommes des dépeloppements des intégrales hypothétiques vere-
Jient identiquement les équations proposées.

Effectivement, si I'on donne & «, y, ... des valeurs suffisamment
voisines de 2y, y,, ..., la substitution i «, ¢, ... des sommes dont il
sagit transforme les deux membres de toutes les équations différen-
tielles en des fongtions olotropes de «, y, .... D’autre part, les valeurs
initiales des dérivées des développements, prises conjointement avee
les valeurs initiales u,, ¢,, ... des développements eux-mémes et les
valeurs initiales x,, y,, ... des variables indépendantes, vérifient les
formules ultimes et, par suite (23, 4°), les formules primitives. Donc
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les fonctions de @, y, ... qui, apres la substitution, figurent dans les
deux membres d’une équation différentielle quelconque, sont égales,
ainsi que leurs dérivées semblables de tous ordres, pour x ==,
Y =Y -+ Ct, par suite (7), sont identiquement égales entre clles.

32. Supposons que les seconds membres des équations (1) soient
olotropes entre certaines limites, et que, » désignant une quantité po-
sitive inférieure & tous leurs olometres, on puisse assigner une autre
(uantité positive (. supérieure a tous les modules que peuvent acquérir
ces seconds membres & Uintérieur et sur les circonférences des cercles
de rayons r ayant pour centres les valeurs (5), (6), arbitrairement
choisies entre les limites données [c’est ce qui arrivera par exemple
dans le cas treés fréquent ol les variables z, v, ..., «, ¢, ... des com-
posantes (4) restent toutes finies entre ces limites]. Posons ensuite,
comme tout & I’heure,

I
M= -+,
"l’f
et appelons u, ¢, ... les intégrales ordinaires définies par les données
initiales (5), (6). Cela étant :

1° Les rayons de conyergence des dc’vcloppcmenls des intégrales u,

¢, ... ne tombent jamars au-dessous de la quantité positive s de

r
quelque fagon que Lon choisisse les données initiales (5), (6) entre les
limites dont nous verons de parler.

11 suffit, pour s’en convaincre, d’examiner avec la plus légere atten-
tion la démonstration du numéro précédent.

2° Un nombre positif o. étant donné, on peut assigner un nombre po-
sitif B, indépendant du choix des données initiales (5), (6) entre les
mémes limites, et tel que les différences uw — w,, ¢ — v, ... aient toutes
des modules inférieurs & o lorsque les différences x — 2y, y — yo» - .. onl
toutes des modules inférieurs & (3.

Désignons, en effet, par £, 7, ..., comme au numéro précédent, les
modules des différences © — x,, ¥ — ¥, .... Si, dans le développe-
ment de la quantité (14), on supprime le terme indépendant de %,

Ann, de U'Ee. Normale. 3° Série. Tome VI. — Dicemsre 1889, 48
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7, ..., la somme est une quantité positive évidemment supérieure
(31, 1V) aux modules des différences u —u,, ¢ — ¢,, .... Or, en vertu
de la continuité des séries entieres, on peut, un nombre positif o étant
donné, assigner un deuxieme nombre positif § tel que, pour toutes
les valeurs de &, 7, ... choisies au-dessous de ce dernier, la série
privée de terme constant que nous considérons ait une somme infé-
rieure & «. A plus forte raison, les modules des différences « — «,,
¢ —¢,, ... tomberont alors au-dessous de «.

33. L’existence des intégrales ordinaires répondant a des condi-
tions initiales données se trouve ainsi établie dans I’hypothése d’un
systeme passif; mais, comme nous ’établirons dans un Mémoire ulté-
rieur, ces intégrales existent encore dans ’hypothése d’une simple
concordance numérique entre les valeurs initiales de certaines des ex-
pressions ultimes.

Dans l'un et Pautre cas, d’ailleurs, le groupe des intégrales dont il
s'agit est unigue, car chaque formule ultime assigne une valeur unique
au coefficient qu’elle sert & calculer.



