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SUR L’EQUIVALENCE

DES

COURANTS ET DES AIMANTS,

Psrx P. DUHEM.

§ I. — Introduction.

Ampere a montré le premier qu’un courant fermé et uniforme exer-
cait soit sur un pole d’aimant, soit sur un élément de courant, les
mémes actions qu’un feuillet magnétique ayant pour contour le con-
ducteur linéaire dans lequel circule le courant.

Cette découverte d’Ampere conduit i se poser la question suivante :

Dans (/ucls cas un C()Tl(ll,{,(,’l(fll,l‘ traverse par (](33 courants (/Ll@[C()Ilql(Cf.S'
cxerce-t-il sout sur un élément magnétique, soit sur un élément de cou-
rant, les mémes actions quw’un armant contenu en entier a ['interieur de
la surface qui limite le conducteur?

(est cette question que nous nous proposons d’examiner dans ce
(ui va suivre.

Auparavant, nous allons indiquer quelques remarques sur la déter-
mination d’un aimant dont on connait & I’extérieur la fonction poten-
tielle magnétique.

Soient @, y, z les coordonnées d’un point d’'un aimant; soient -,
W, © les composantes de I"aimantation en ce point; soient £, v, { les
coordonnées d’un point quelconque, et r la distance des deux points
(x,v,2z) et (&1, (). La quantité

/( 0% ()Il_ ()’!;
9(2, 0, ¢) = A=l L et dedyds
V(& n, ) . \1 o + 1 Ty -+ 3= drdyd

est la_fonction potentielle magnétique au point (&, v, {).
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208 P. DUIEM.

Silon se donne un aimant, sa fonction potentielle magnétique est,
en tout point extéricur i 'aimant, finie, continue et uniforme ainsi
que ses dérivées partielles de tous les ordres; lorsque la distance R du
point (5,7, £) & lorigine croit au dela de toute limite, les quantités

P 3 ()1() »o ()'C’ N ()1‘)
RO, R 5’2‘7 R .(Tf—lq R —()2«

ne croissent pas au dela de toute limite; enfin, en tout point exté-
vieur & 'aimant, on a

O S
g:* Jn?* g¢?

Réciproquement, cétant donnde une fonction © £, 0), qui, en tout
point extérieur a une surface fermée S, est sowmise awx condilions préce-
dentes, peut-on, a Uintérieur de la surface S, former un aimant qui ail
pour fonction polentielle magnétique a Uexiérieur de la surface S la
quantiié (%, 1,0)?

Il est facile de voir que 'on peut former une infinité de semblables
aimants.

Donnons-nous arbitrairement une fonction f(z, y, =) qui, en tout
point(x, v, z) intérieur i la surface S, soit uniforme, finie et continue,
ainsi que ses dérivées partielles du premier et du second ordre.

Drapres le principe de Dirichlet, il existe une et une seule fone-
tion © (2, y, ) soumise aux conditions suivantes :

1° La fonction v (x, y, z) est finie, uniforme et continue, ainsi que
ses dérivées particlles du premier et du second ordre, en tout point
(x,y,s) intérieur a la surface S.

2¢ En tout point intérieur & la surface S, on a

AO(x,y,5)=A f(z,¥,3).

3° En tout point de la surface S, on a

Y =0,

’apres ce méme principe de Dirichlet, il existe une infinité de fone-

tions ® (x,y, 5), dilférant les unes des autres sculement par une con-

stante additive el soumises aux conditions suivantes :
1° La fonction ®(x, y,z) est finie, continue et uniforme, ainsi que
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ses dérivées partielles du premier et du second ordre en fout point
(x,y, =) intérieur & la surface S.
2° En tout point intérieur & la surface S, on a

Ad(x,y,3)=A [(x,r, 3).
3° En tout point de la surface S, on a

o0 _ )v o0
IN; — oN, TNy

Prenons I'une quelconque de ces fonctions @ et posons

[
Ay —— g»« 9

4w dw
.
= Jy
1 9%,
4m 03’

-, Wb, @ seront, au point (@, y, =), les composantes de aimantation
Q’un certain aimant limité & la surface S.

Prenons une fonetion qui soit, en tout point (%, 7, (), extérieur i
aimant, égale a9(%, 7, {) et, en tout point (x, y, =) intéricur i 'ai-
mant, ¢gale & ©(x,y, ). Cette fonction sera la fonction potentielle
magnétique de aimant que nous venons de définir.

En effet : v

"1° La fonction potemiclle magnétique @ de notre aimant doit étre
soumise aux conditions suivantes :

Elle doit étre finie, continue et uniforme dans tout espace.

Ses dérivées partielles des deux premiers ordres doivent étre finies,
“continues et uniformes dans tout 'espace extérieur d la surface S et
dans tout 'espace intéricur a la surface S.

2 () & Py () kt) l{t) ()&n)

A Pinfini, les quantités R, R® 5T donent demeurer

finies.
En tout point de I'espace extérieur a la surface S, on doit avoir

A = o.
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En tout point intérieur & la surface S, on doit avoir

A® = 4 (‘)“‘L‘ Qil’ d_3>

oz oy + =
En tout point de la surface S, on doit avoir

A o®

oN, T oN, T TR ' " ' e Ny, 5)]-
0N6+0N;“47T[LCOS<N”$)+“ cos(Ng ) + @ cos(Ny, 5)]

2 Deux fonctions distinctes ne peuvent a la fois vérifier toutes ces
conditions.

3° La fonction qui est égale & © (&, 0, () 4 Pextérieur de la sur-
face S et A ©(x, y, z) a U'intérieur vérifie toutes ces conditions.

Nous avons donc défini un aimant dont la fonction potentielle est
égale en tout point extérieur (2,71,%) A9 (&, n,{). A chaque fonction
J(z,y,s) arbitrairement choisie correspond un semblable aimant. I
en existe donc bien une infinité, comme nous I'avions annoncé.

On voit de plus aisément que la méthode précédente donne tous les
aimants intérieurs 4 la surface S, qui admettent & 'extérieur de cette
surface la fonction potentielle donnée, et pour lesquels les compo-
santes de I'aimantation sont, en tout point, les trois dérivées par-
tielles d’'une méme fonction des coordonnées de ce point.

§ II. — Formules fondamentales de I’Electrodynamique
et de 'Electromagnétisme.

Les formules dont nous allons faire usage pour I’examen de la ques-
tion que nous avons posée au début du paragraphe précédent ont été
données déja dans deux Mémoires consacrés, U'un & I'étude de I'Elec-
trodynamique, I'autre 2 I'étude de I'Electromagnétisme (*). Nousallons
les rappeler ici en renvoyant aux deux Mémoires dontil s’agit pour
I’exposé des méthodes qui permettent de les démontrer.

(1) P. Douen, dpplications de la Thermody namique aux actions qui s'cxercent entre
les courants électriques ( deta Societatis Scientiarum Fennicee, t..XVI. Helsingfors, 1887).
~ dpplications de la Thermodynamique aux actions qui s’exercent entre les courants
dlectriques et les aimants (dcta Socictatis Scientiarum Fennicee, . XVII. Helsingfors,
1888).
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Soient «', ¢, w' les composantes du flux électrique en un point de
coordonnées &', y', ', d’'un conducteur traversé par des courants quel-
conques. Soitrla distance du point (#,y', 5') Aun autre point (z,y, =).
Soit A la constante introduite par M. H. von Helmholtz dans I'étude de
I'Electrodynamique.

Posons

O (x,y,5) = I+ xfff da' dy' ds'

1—-?

[u (W' —=&) 4+ o' (y'—y )+ (5= z)|de’ dy' ds',

—3z)]dr'dy'ds,

Soient u, ¢, w les composantes du flux électrique en un point
(z, y, 5). Le potentiel électrodynamique d’un systeme renfermant des
courants (uelconques a pour expression

(2) N =— AT ///('l‘m + Q¢4 Ww)dedyds,

A étant une constante et lintégration s’étendant au systeme tout
entier.
Posons

J
®(x, ¥, 5)= /// u S 2 3'},) dx' dy' ds',
r /
(3) ' D (x, ¥, 3) = /f/( z—z u’:;s)d.z:’dy’d:’,
— )
( Rz, y,5)= [[/ (u’y ,.:gy o L p ! > da' dy" d='.

L’action exercée par un conducteur parcouru par des courants quel-
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conques sur un élément de courant dx dy dz, placé au point(z, y, =) el
parcouru par un flux électrique dont les composantes sont «, ¢, o, se
réduit & une force appliquée a 1’élément dx dy d=. Cette force a pour
composantes

X=X+ Xy,

e

(4 cY=Y,+Y,,
Clren s
et 'on a
X = A (2, y, 5)w— R (2, y, 5)v]dedy ds,
() S Y, = A[R (2, y, s)u—L(x, y, 3)w]dedyds,
( 7y =A[D (2, y, 5)0—D(x, y, 5)u]drdyds
“du v D

X?':—'A.(‘)(.L-’ .)" :) (5-.—; —t= J;’ = )d)éll (/‘}/ {[.v,

— AQ (2, v, 5) (3’1’ :;: -+ %‘;) dx dy ds,

Il

du N (1&_1 - lEe
d Ay )=

(6) 3 Y.

7y =—AW(xy, q)< )clz dy ds.

Soient &', W', 2’ les composantes de aimantation d’un aimant en
un point (2, y’, z). Soit r la distance du point (2, v', =) au point
(x, v, z). Posons

0 o% 2
(7) Vir,y, 5): U 57 -+ ()—}’, -+ &7 et da' dy' d3,

Siau point (2, y, z) s¢ trouve un élément magnétique da dy ds,
dont "aimantation ait pour composantes &, W, €, les actions exercées
par Paimant considéré sur cet élément admettent un potentiel qui a
pour expression

)V A% AR
b = )(— S S — Vdudyds
(8) I /¢<1 P ) ay -+ ()z)’/l dy ds,

A étant une constante.
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(9)

et

(10)
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I
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Q::\W’J?

) <)-
v=2 ()L
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1
J-
o !
—a
1
() ;—
ll-)’ ;)? )
1
Jd-

1 H = Ao - ay —

D (x,y,3)

ox'

/// o dz'dy’ ds',

o W, v, :):/// bdr'dy ds',

O (z,y, 3)

:///0 da'dy’ ds'.

Considérons en outre un conducteur traversé par des courants. Soit,
au point (x, y, =), un élément dr dy d= de ce conducteur. Soient «,
¢, w les composantes du {lux ¢lectrique au point (a, v, z). Le poten-
tiel ¢lectromagnétique de aimant et du conducteur pourra se meltre
sous la forme

(11) L=H //[l‘l’(l, s u+ (e, y,5)e +-0(x,y, 3)w] dedy ds,

I'intégration s’¢tendant au conducteur et H étant une constante.

L’¢lément da’ dy’ d=' de 'aimant exercera sur I'¢lément da dy d= du
conducteur une action réductible & une force appliquée a I'élément du
conducteur. Cette force aura pour composantes

(12)

et on a

X, =311
Y, =30
7, = 3H

S X=X;+ X,
Y:—_Yl—l“\,g;
( Z'—_—‘Zl +7;~2,

.I———L 3

)u"(lt(l}(/ da'dy'ds!

ar— I\
2 /ll

= "“Hb dadydsdz' dy' ds'

5

&

= y — > ¢ l dedydsdy'dy' ds!
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avece
[ du v Osw
Aoy o2 — I - —_ — ! cds l;’(ll :.',
S.\_ . Iltg<0£+()y+d:>dxd) dx' dy' d
Jdu v dw .
( —— HU [ =—= —_— — s dx' dy' ds',
(14) Y, [Iy(()x—i-()y—k 03>dxcly(l z' dy' a

. du  dv o
Zy =—HO (5= + ==+ 5= | dx dy dsdx' dy' ds'.
: <()x - dy t gz )rY Y
Considérons enfin un conducteur traversé par des courants. Soit
(', ¥, 5) un point de ce conducteur. Soient «', ¢', @' les compo-
santes du flux électrique en ce point. Soit r la distance du point
(x', y', =") a un autre point (x, y, z). Posons

9= )L
o P — N
J= P Jy'
I I
(13) ”___“,ol_' ,()Ij‘
§=W e T 9
0;[-. ()%
— ! e y/ —
\ ho= u ; { P
et
S F(z,y,5)=[[[fdedy ds,
(16) LG (2, y,:):::/'/‘/'g(l./c’d‘y’c[:’,

\ H(z, y, s) .'::[///L dx' dy' dz'.

Supposons qu’au point (=, y, z) se trouve un ¢lément magnétique
dx dy dz. Soient ., v, @ les composantes de 'aimantation. Les ac-
tions exercées par le conducteur sur I'¢lément magnétique admettent
un potentiel qui a pour expression

(17)  Q=H[MF(x,y,s)+G(z,y,3)+ SH(x,y, 5)] de dy ds.

Ces actions se composent d’une force appliquée 4 1’élément magné-
tique et d’un couple.

L’axe du couple a pour composantes
L =H[2 G (x,y,s)—WwH(x,y, s)]dzdy ds,
(18) M=H[AMH(z,y,3)— S F (a,y,5)] dzdyds,
N=H[WF (z,y,5) — MG (x,¥, s)|dzdy ds.
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La force a pour composantes

X=X,+X,,
(19) Y=Y, +Y,,

7 =7, + 7y,
et 'on a

( Xy=dxdyds ('l!bfff%dw’c()"d;’—@[f'/ﬂ%d.z,"({y"tlzj

—3Mldrdyds 1[[// —-(1: ‘dy'd3' - th [f/.f (Z.uh 'di'+ 2 ///f
Y, =1 de dy ds (e / [ / '%(Ll"gg;-'</;'_,a,, f f [ L‘_%m:wz;uza)

—3[1111()’&(1:/:/:/ —(—1|'f// (ZL([V(L.ﬂ-\-_,/.//
I =1l da dy ds (\ [ / [ Y dy sl / / / ’-f;,z.n',(yd.:'

—sxl(mlﬂzd(, ///'h—~{/1 dy' '+ f/'//z Laviyds e /[/z———(h dds),

avee

® d ') 'ds )

(20)

= //,l"r()"t/:’) ,

)
o= Tdedvdz | l)u l)t - o’ _ j‘/‘ o’ 4)v dat 5
Xo=Hdrdyrdz|h / // ,“ + 57 ) ,dr dy'ds'-—-& P ’).) 57 E P dy'ds’ |

L. o/ o v
l

Py / oo S ) ) _.
(0! Yo =Ndzdyds| & // / ’)” ')U, l”-,) ,(71 dy' ds'— l./ [/(’)” f),‘ il ) A de'dy' d'
. m f); 03" ) da )z -
. )1
’ ‘ y
Zy =Ild.ml)r"(l’ /[/('m i d” L dy' dz'—qgy /‘// ')U ’k d” 57 ({‘ dy'ds' ]
. o' r‘/‘ r)u ady' ) ;

Les formules que nous venons de réunir renferment toutes les lois
de PElectrodynamique et de I'Electromagnétisme. Cest de ces for-
mules que nous allons faire usage dans ce qui va suivre.

§ III. — Action d'un courant guelcongue sur un élément magnétique.

Considérons un conducteur limité par une surface fermée S. Suppo-
sons que B soit 'espace extérieur & la surface S.
Supposons le conducteur, limité par la surface S, parcouru par des
Ann. de I’Ee. Normale. 3* Série. Tome VI. — Ocropre 188y, 39
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courants quelconques. Soit (x/,)’,5") un point de ce conducteur;
soient «’, ¢, ' les composantes du flux électrique au point (x',y’, 7).

Au point (z,y, 5) extérieur a ce conducteur, placons un élément
magnétique de volume dv dont I’aimantation ait pour composantes
-, b, 2. Les actions exercées par le courant sur cet élément magné-
tique admettent pour potentiel, d’apres I'égalité (17),

Q=H[AF(x,y,5)+WG(x, y,z)+ S H(x, y,5)] dv.

Imaginons au contraire la surface S remplie par un aimant. Soient
A/, W', 2 les composantes de aimantation au point (&', ', 5°). Les
actions exercées par cet aimant sur I'¢lément magnétique de admettent
pour potentiel, d’apres I'égalité (8),

P =4 (QLQX IRCA NS ‘_)X> dy,
. Ox Ay Jds
V(x,y, =) ¢tant défini par Uégalité (7).

Pour que le courant et 'aimant aient les mémes actions sur I'¢lé-
ment magnélique dp, il est nécessaire et suffisant que ces deux po-
tenticls soient identiques. Pour que le courant et aimant aient les
mémes actions sur tout élément magnétique, il est nécessaire et sul-
fisant que ces deux potentiels soient identiques quels que soient
Sy by 2.

Cette identité s’exprime par
h. () V(.’I.‘,‘_y, z) )

¥z, y,5)= T e
. hoVix, y, 3
(l ("1.7 y, :) — ]—l {__.~_ ;‘I)'}_/:?"'"- K

h oVix, v, s
H(x, y,5)= i (-———(%)EZ.._) .

De i la conclusion suivante :

St les actions du courant sur un élément magnétique cxtérieur quel-
conque sont équivalentes ¢ celles d’'un aimant limité par la méme surface
que le courant, il existe une fonction de (x,y, =) finie, continue et uni-
Jorme dans tout Uespace B, dont ¥(zx,y, =), G(x,y,3), H(x,y,z)
sont les deripces partielles du premier ordre.
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Réciproquement :

Sl existe une fonction de (x,y, =) finie, continue et uniforme dans
tout Uespace B dont ¥ (x,y, ), G(x,y,2), H(x,y, =) sotent les de-
rivées partielles dw premier ordre, il existe un aimant limié a la méme
surface que le courant et exergant les mémes actions que lui swr tout élé-
ment magnéelique extérieur.

Dans ce cas, en effet, il existe une fonction V(x,y, =) finie, con-
tinue et uniforme dans toutl’espace E, telle que 'on puisse écrire

F (@, y,5) = L ()V(.r,y,_i}’

—H d
hoViz,y, s
(x (I,‘}',:, et l—-l L———~—J~}—‘Z——),
hoVix,y,s
H (‘T’ ) ;) - 'IT ():‘y ) °

Si 'on se reporte & 'expression des fonctions F, G, I, expression
donnée par les égalités (16), on voit que les trois fonctions F, G, H
sont finies, continues et uniformes dans tout espace E; qu’clles s’an-
nulent & U'infini, et cela de telle manitre que les produits

R2F(z, y,3), RG(z,y,3), RH(z,y, )

demeurent finis lorsque la distance R du point (x, y, =) a l'origine
des coordonnées croit au dela de toute limite. Il en résulte que la
fonction V(z, y, z) admet dans tout Pespace des dérivées partielles du
premier ordre qui sont finies, continues et uniformes, et qui s’annu-
lenth infini de telle maniere que les produits

oV ., 0V ov

2 Y1 a2 V7Y R Y
R 0z’ R 0}/, R PP

demeurent finis.

Les quantités F, G, H admettent dans tout I’espace E des dérivées
particlles du premier ordre qui sont finies, continues et uniformes; il
en est donc de méme des dérivées partielles du second ordre de la
fonction V.
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D’apres les égalités (15) et (16), on a

oF // ()2; 02;
—_— oz S T 2 dyv' ds'
Jdax -i \( PEWR 8¢ ()‘}” Iz dx d) ds’,
7 / /( i "
g Y S ' gt gt
ay . S oy W57 y dx' dy' ds',

[ ==
-

T
e 02l
o wl ") dx dy' ds'.
) ) S, dy' Jds 0z ds
Il est aisé de vérifier que I'on a

oF oG ol

—— e e e T
dz ~ Jdy = Js
en sorte que la fonction V vérifie dans tout Uespace E I'équation de
Laplace
AV =o.

Sur la surface S, ses dérivées partielles sont connues.

Il existe une infinité de fonctions V satisfaisant aux conditions que
nous venons d’indiquer. Pour que ces conditions déterminent une
fonction V, il faut y joindre la valeur que prend cette fonction en un
certain pointa Uinfini. D’ailleurs, les diverses fonctions V obtenues en
changeant cette valeur ne different les unes des autres que par une
constante. Si donc parmi elles il en existe une pour laquelle on puisse
écrire

\ MY
F(z, y, 5)= oz
\ h oV
Gz, y, 5)= ﬁ ;)—)-/-,

h oV
W(z,y, 5)= g1 52

on pourra écrire ces mémes équations pour loutes les autres.

Done, si les trois fonctions F(x, y, z), G(x,y, 5) et H(x, y, z)
sont les trois dérivées partielles d’une méme fonction de @, y, =, finie
continue et uniforme dans tout l'espace E, il existe une fonction
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V(x, y, =) telle que 'on puisse écrive les égalités précédentes. Cette
fonction est {lbbUJQLtl(} aux conditions suivantes

Elle est finie, continue et uniforme dans tout I'espace E; elle est
égale it o en un certain point a infini.

Elle admet dans tout Pespace B des dérivées particlles du premier
ordre qui sont finies, continues et uniformes; a I'infini, les quantités
R ()V) R2 A% \ ()V

5, R
.}/ . .
Dans tout I’ espace I, elle admet des dérivées partielles du second
ordre qui sont uniformes, finies et continues et qui vérifient I'équation
de Laplace

demeurcnt finies.

AV =o.

D’apres ce que nous avons va dans Introduction, il existe une in-
finité d’aimants qui admettent la fonction V pour fonction potentielle.
D’apres ce que nous avons vu au précédent numeéro, ces aimants ont
tous, sur un ¢lément magnétique extérieur quelconque, la méme action
que le courant considéré.

Done, pour que les actions d’un courant limuté par la surface S sur un
clément magnétique quelconque soient équivalentes awx actions d'un ai-
mant limité a la méme surface S, il est nécessaire et suffisant que les trois
Sonctions F(x, y, 5), G(a, y, =), U(x, y, =) sotent dans tout I’espace B
extérieur a la surface S les dérivées partielles d’une méme fonction uni-
Jorme, finic et continue de (x, y, = ).

Supposons, en premier licu, que la connexité de premiere espece de
Uespace B soit de premier ordre. Dans ce cas, pour que les fonctions I,
G, H soient dans tout Pespace B les dérivées partielles d’'une meéme
fonction untforme, tinie et continue des coordonnées x, y, =, il est né-
cessaire et sulfisant que on ait

G, y,~) ()”('If_,"}',s)

Js Jdy
oll(z, y,N) ()]‘ (x, )f,d)
dx J3
OF(z, y,5)  0G(z, y,5)
dy o dx

D’apres la définition des fonetions F, G, H, donnée par les éga-
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lités (15) et (16), la premieére des égalités précédentes peut s’écerire

// oL 0t <oﬂ% 01 >]
! I \ J J Py A
g AP r FR Py dy G505 T ayay) | A=

ou bien

2t ol orl g2l
r ! r r r 4 1 !
705 Y 37 1% -+ ! = -+ el da' dy' ds'=o
ou bien encore
) ~a o 02 _I- ()2 i 0‘2 _l; S
! " sl r -yt r 12" dy' cdz'
“ovow vV iz Jdy’ Y Yz s ) 8 A s
)/2 4= v dz' dy' dz' = o.

Une derniere transformation nous permet d’écrire cette égalité sous
la forme

) ()~
S[u’cos(N[,x)—i-v'cos(N,',y) + w/cos(N;, 5)] - 9w

1
0
Ou ()w O
// / D—;—) 5—- Cl.L (Z)/ Cl”
el g _’,
r / R,
().L“ ‘}2-1,—-0— dx' dy' ds'=o.

Mais on a
1 1
2= el el
L . r_,
Jx? ay? 052 ’

u'cos(N;i, 2) +¢'cos(N;, ) + o' cos (Nz, 5) = o3
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nous obtenons donc la premiere des trois conditions

du' av’ '\ 1 o
/ff( ,—i—W);dxa’yd::o,
ff/(()u ov' ()W’>

I v -+ 7
/‘/ du’ ()v’ I\ 1
()4 j ox' ()}7 + —;7>

Les deux autres conditions s’obtiennent d'une manitre analogue.
Ces trois conditions montrent que, dans tout 'espace B, la quantité

S ',I
() Smy o= [ (§a5n+5) tadyar

est constante. Comme eclle est égale 2 o & Uinfini, il en résulte que 'on
t, dans tout U'espace E,

dz' dy' ds' =o,

NI

dx' dy' ds" = o.

N

J(z, y, 5s)=o.
On arrive donc ainsi a la conclusion suivante :

Pour qu'un conducteur traversé par des courants quelconques et limit¢
par une surface S, telle que Uespace K extéricur a cette surface ait une
connexildé de premicre espéce du premier ordre, exerce surun élément ma-
gnelique exterieur quelconque les mémes actions qu’un aimant limité a la
surface S, il est necessaire et suffisant que l'on ait en tout point (x, y, s )
de Uespace 1

Iz, y,5)=o0.

Supposons maintenant que I'espace K, extéricur a la surface S, ait une
connexité de premiere espece d’ordre (r +1). On peut alors, au moyen
de n surfaces coupures convenablement disposées, transformer 1'es-
pace E en un espace dont la connexité de premiere espece soit du pre-
mier ordre. Chacunce des surfaces coupures F,, F,, ..., F, peut étre con-
sidérée comme un feuillet formé de deux surfaces infiniment voisines
"5 Gay Gh .3 Gpy 0. L'ensemble des surfaces S, oy, @\, 02, 7, ...,
o, &, peut étre considéré comme une surface fermée, telle que I'espace
extérieur & cette surface ait une connexité de premiere espece du pre-

Tyy T
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mier ordre. On pourra alors, sur cette surface, raisonner comme sur la
surface S dans le cas précédent, et I'on arrivera ala conclusion suivante :

Etant donné un conducteur traversé par des courants et limité par unc
surface S, telle que U espace B extérieur a cette surface ait une connexilé
de premiére espéce d’ordre (n—+1), pour que {’action. de ce conducteur sur
un élément magnétique exterieur quelconque soit équivalente a celle d un
aimant limité parla surface S et de n aimants lamellaires places suivant
les sections By, ¥, ..., ¥, qui transforment l'espace B en un espace dont la
connexité de premicre espéce est du premier ordre, il est nécessaire et suf-
Jisant que Uon ait, en tout point exteriewr a ce conducteur,

J(z,y,5)=0.
Si les courants qui traversent le conducteur sont des courants uni-
formes, on a en tout point

Qﬁf/_ + Je’ ~ Os’
or oy T o

- 0,

en sorte que la condition précédente se trouve réalisée; mais cotte
condition peut encore étre réalisée par des courants qui ne sont pas uni-
formes. De ce nombre sont, par exemple, les courants variables & I'in-
térieur d’une sphere qu’a étudiés M. H. von Helmholtz (*). Pour ces
courants, en effet, la quantité

ou' du’ () 14 [ i)ﬂ_’
oz’ 4) )y’ NEL

a la méme valeur en tousles points équidistants du centre de la sphire.
Si donc on désigne par R la distance du point (z, ¥, z) au centre de la
sphere, l’égalité

(e, V,~)—f// (glj 1);/ -+ (3)” )rlz dy'dz'

(1) H. vox HeLmnovrz, Ueber die Bewegungsgleichungen der Elektricitit fir ruhende
leitende Korper (Borchardt’s Journal fiir reine und angeswandte Mathematik, Bd LXX1,
p. 57. — Hewmnowrz, Wissenschaftliche Abhandlungen, .1, p. 545).

deviendra
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ou hien

\

\ [/ cos(N;, @)+ ¢'cos (N, ) + w'cos(N;, 5)]dS;

. 1
J(x, 5, 5)=— m

mais, en tout point de la surface de la sphere, on a

w'cos(Ny, ) + o'cos(Ny, y) + o'ecos (N, 5) ==o.

On a done
J(x, y,5)=o.

St I'on se reporte aux égalités (271), on voit que les courants pour
lesquels la quantité J(x, y, =) est égale a zéro jouissent, i 'exclusion
de tous autres, de cette propriété que l'on a, pour tout élément magné-
tique extéricur,

X,=o, Y, = o, Z,=o.

Or, en général, st Uon calcule action d’un courant sur un ¢lément
magnétique en faisant usage de la loi de I'Electromagnétisme donnée
par Biot, on obtient un résultat inexact. Pour le rendre exact, il faut
adjoindre 4 'action trouvée une force appliquée al'élément magnétique
et ayant pour composantes X,, Y,, Z,. Nous arrivons donc & la conclu-
sion suivante :

Pour que Uaction d’un courant sur un élement magnétique exterieur

quelconque soit donnée exactement par la loi de Biot, il est nécessaire et
suffisant que ’on ait, en tout point extérieur aw courant,

J(z,y,35)=o.

Dans les idées d’Ampere sur IElectromagnétisme, on doit adjoindre
a 'action d’un courant sur un élément magnétique donné par la loi de
Biot un couple défini de la maniere suivante :

Soient

A= (f—l—;—:—: w — —1’; z n"> (5" —5)— <JZ./; L — y’/—;y “/) (=)
B == (1’/—: Zr— 'YI;y u’) (2 — 2)— (‘y,;‘y w— 2 : z v’) (5" —3),
C= (\'yl;: Y z /—: : "') (Y —y)— <:’ : S — 1,’—;1 n*’) (2" — ).

dArn.de ' Ec. Normale. 3¢ Série. Tome VI. — Ocrosre 188g. " 4o
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Les composantes de I'axe du couple en question seront
. - 0 PR ¥ . 0 e e ) e - J ‘e y , _,~
2= Hdrdyds (b 57/// Adx d)f’dd’—i—l‘!»a;‘j/(/ Adr'dy'ds'+2 55/// Adr'dy'ds >,
d e Ca o o . B - 0 e o -‘
P ll//.'l;({)"d:(-lu 5 /// Bdx'dy'ds'- b (TyJ// Bdz'dy'ds'+2 ();'/u/_/ Bd.r'dy (L.’>,

v r:l'l(l.l'rc{)"rl:<°1n7).l. / / /( dx'dy'ds' ‘T‘ll‘)-—— /JJ Cda'dy'ds' —l—3- // /( d.r'dy'ds );

mais nous pouvons écrire

:.

P (y'— ) (s s'—3)? _ (”('I”_ x) ()"—-—)’) . (2'—2) (5"~ 3)

& i ,-3 I.:;

_ud(d =) (=) (J/I"‘yl (@' — ) (5= 3)

- Iz I Iz I
) ( , or e s or ! , O\
Tox\ | dat dy’ Jz’

Nous aurons alors

) JAde'dy' ds'= ()r/// G ¢ o0 ! o de' dy' ds

= l[u cos (N, &) -+ ¢'cos (N, ¥) -+ o' cos(N;, 3)] dS

du'Je" I
:)r///( _;)—.)7“*() )IC[L([}([

Le premier terme est nul, car on a, en tout point de la surface S,
w' cos(Ni, 2) 4+ v'cos (N y) + o' cos(N;y 3) ==o.

St donc on pose

(23) (z, ¥, 5) == fjf <()u 3-‘; (())“ >/ die' dy' ds',

on aura

[ [ Adatdy'dz = ’(’)':
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On aura donc
o s <l d(f'(])\ - (t))—yl: » 35%)

La condition nécessaire et suffisante pour que la loi électromagnétique
d’ Ampere et la loi électromagnétique de Biot sotent équivalentes est donc

que l'on ait, en tout point (x,y, =) extérieur au courant,

2K K 9K
== 0, ey = 0, e O
dy* 0352

0t T
K PK ”K
e N e T ) e T
dy Js Js d ’ dx dy
Ces conditions sont réalisées pour les courants uniformes; car, dans
ce cas, on a en tout point (2’,y’, z*) du conductear

oo’ o'
Y=o,

du’

00 9y T o
et, par conséquent, d’apres I’égalité (23), en tout point (2, ¥, =) exté-
ricur au courant

K (.’[‘,y, S) == 0.

Pour tous les courants pour lesquels la loi électromagnétique d’Am-
pere et la loi électromagnétique de Biot sont équivalentes, on a
(s%) 0*K ()ﬁl{_l_()'lK_*O

H dyr  dy* Jst 7
en toul point extériear au courant.
Cette égalité peut s’éerire, d’apres 1'égalité (23),

L TN 1) N4/ LV LN £ CONNG LY A ,
g > < -+ 0y + 5= ./) dz'dy'ds'= o;

/f/ du | o¢ | 0w [(dr
. ; (O.z:’ l_()y’ DEAN



316 P. DULEM.

mais on a

dPr 1 (r — x')?
Jdzz 1 3 4
2r 1 (y—y')?
())/': -7 73 ’
Rr 1 (5 —3')?
P EE 73
et, par conséquent,
J*r orr N 2r __ a
dxzr L dy* 9T 1

La condition (24) devient donc
J(x,y,5)=o.

Ainst, toutes les fois que la lot électromagnétique d’Ampére et la lol
électromagnétique de Biot donnent des résultats équivalents pour Uaction
d’un courant surun élément magnétique extérieur, elles conduisent l'une
et Uautre a Uexpression exacte de cette action. On peut, dans ce cas, sub-
stituer un armant au courant.

Nous venons d’étudier les conditions pour que la loi électromagné-
tique d’Ampere et la loi électromagnétique de Biot soient équiva-
lentes. Cherchons maintenant d’une manitre absolue dans quel cas la
loi ¢lectromagnétique d’Ampere conduit & des résultats exacts pour
I’action d’un courant sur un élément magnétique quelconque.

[action exacte du courant est, d'apres les formules (18), (19), (20)
et (21), composée d’une force

Xy .xz, Y+ Yo, 7;1 + Zs,
appliquée a I’¢lément magnétique, et d’un couple
L, M, N.
L'action donnée par la loi électromagnétique d’Ampere se compose

d’une force
XU Yb Zla

appliquée a I’élément magnétique, et d’'un couple
L+2 M-+p, N+

Pour que les résultats donnés par la loi d’Ampere soient exacts, il
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o
~A

faut et il suffit que on ait
X,=o, Y,=o, 7,

i =o, p=o,

H

0O,
0.

II

La premiere série de conditions exprime que la loi de Biot conduit
a des résultats exacts; la seconde, qu'elle est équivalente a la loi
d’Ampere. Si I'on se reporte alors & la loi précédente, on voit que :
Toutes les fois que la lov clectromagnetique d’ Ampére conduit & U expres-
sion exacte de Uaction d’un courant sur un clément magnétique quel-
conque, la lot de Biot donne ausst Uexpression exacte de cette action.

La réciproque de cette proposition n'est pas vraie; la loi de Biot est
donc plus généralement applicable que celle d’Ampére.

§ IV. — Action d'un courant quelconque sur un élément
de courant uniforme.

Les quantités @(x,y,z), 2(,y, z), &(x, y, =) étant définies par
les égalités (3), I'action d'un conducteur traversé par des courants
quclconqucb sur un élément de courant uniforme da dy dz, placé au
point de coordonnées (x,y, ) et en lequel le flux a pour composantes
u, v, w, se réduit & une force appliquée a 'élément de courant et
ayant pour composantes, d’apres les égalités (5),

X,=A[D (2,5, 5)w—R(z, y,3) v] de dyds,
Y= A[R(z,y,5)u — L (2,y, 5)w]dzdyds,
7, =A@ (z,y,5)¢ — (2, y,5)u] dx dy ds.

Considérons un aimant enfermé & intérieur de la méme surface S.
Soient A/, W', 2 les composantes de aimantation au point (2, ¥, 5").
I’action de cet aimant sur I’élément de courant uniforme considéré se
réduira & une force appliquée a I'élément de courant. Les compo-
santes de cette force ont pour valeur, d’apres les égalités (13),

b = 30 dedy da [‘/ff(ﬂ:’ - ";"’)mwydz'— f/f(n T Sy
1 =3 drdyds [“Z/f/(qu_—_‘-_s —02 —)—}’) dx’dy’dz'———uf//(gjf_;‘y—' 'Tr >(Zr dy'ds
=3[Idxllj‘dz[ ff/< d-z_, f#)dﬂdydz_of//(xp "';y>dz'¢r'd:'J.

(3]

>

L__'l—_.
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Cherchons & quelles conditions on aura

i
e

1
:{f

X
|
H
N
by

quels que soient @, v, =, «, ¢, w.

Pour cela, transformons les expressions de £,, v, {, de la maniere
suivante.

Les égalités () donnent

1 1
d T dJ e ' . ' -
e (L ) Y AL A N A
PEN G TS gy T T L
1 I
0 - J - ! - N .
vl—a’-‘/__f.-_..,l‘/_._l.-“ ;< —g__:‘/"l —
T ox! g5 T e R
1 1
J = J -
[ = A ot
[ ==\ ():yl ih ) 7
On a done
ol o e
‘5<0.1. ,,"l—'a 7~.)
\ I oo
J oy ! " / ) 1 )
) a2 —2) (v —y ooy (3 — 2 — P (5 3R
=gy =) e (T ) g (2 ) )
75 5 P
= A/ d_y J RN —Q_ 'V—-I = J .),/_.},
d / 3 / & ():/ &
1 1 I
J - J— dJ -
______ 0 W b r ~ T
..... —_— o’ —— | I DR )L —
dy 0z 0y T 05

ct, de méme,

1 1 1
(Y2 gy )
r? 2 )T 0 \" ox Tyl T

! e ol g 17 Aator p M e b
D’apres cela, si 'on désigne par V(z, y, z) la fonction potentielle
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magnétique de I'aimant, définie par I'égalité

ob oL
\(x,1,~)"—/ // ——~i— ‘”Z)%_*_: (—Fl-, dr'dy' ds',

on a la premiere des trois égalités

pe

. )V AY
=1 <(* (_(), ) o > dr dy ds,

f:;':-ll( ‘),,\ —u %‘—>{ll dy ds,

- H (u :;?/ —_ g-t—> da dy ds.

Les deux autres égalités se démontrent de méme.

Ces expériences de &,, n,, {, étant obtenues, en raisonnant comme
nous l'avons fait au numéro précedent, on arrivera aisément a la con-
clusion suivante :

Pour que le courant considéré ait sur un élément de courant uni-
forme quelconque les mémes actions qu’un aimant limité a la surface
S, il faut et il suffit que les trois fonctions € (=, y, =), 2(x, ¥, 5),
&(x, y, z) soient, dans tout 'espace extérieur i la surface S, les déri-
vées partielles d’une méme fonction des coordonnées.

En exprimant cette condition comme nous 'avons fait au numéro
pu,uldcnt pour les fonctions F(x, y, =), G(x, ¥, z), H(x, v, 5), nous
arriverons a la proposition suivante :

Pour qu’un conducteur limité par une surface fermee S et parcouru par
des courants quelconques exerce sur un élément de courant uniforme quel-
conque les mémes actions qu'un aimant limité a la surface S joint a n
Jeuillets magnétiques disposés sur les n surfaces qui transforment la con-
nexite de premicre espéce de ’espace B extérieur a S en connexité de pre-
mier ordre, il est nécessaire et suffisant que l'on ait en tous les poinis de
U'espace B

Les courants dont les actions sur un ¢lément magnétique extérieur
peuvent étre remplacées par les actions d’un aimant sont aussi ceux
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dont les actions sur un élément de courant uniforme peuvent étre
remplacées par les actions d'un aimant.

Il est en outre facile de voir que, si l'on a
= Ah,

‘tout aimant qui exerce sur un €lément magnélique les mémes actions
qu'un courant donné exerce aussi les mémes actions que lui sur un ele-
ment de courant uniforme.

L'action d’un courant quelconque sur un élément uniforme est
donnée par la loi de Grassmann. Cette loi conduit aux expressions que
nous venons de discuter. La loi électrodynamique d”Ampere conduit i
ajouter a l'action exercée conformément a la loi de Grassmann sur
I'élément de courant dx dy d= une force dont les composantes ont pour

valeur

? i . . -
. J - 4)-[- 0 !
vy r/ u' i (z'—x) L i (' =) A I d (& — 1) _
! NP Y DT R 3 ERTTE IV

] da’ dy’ s

Y - . - ] - -
) 0= , 0l ) 0t
N PN R P PN P R
uss L(z x) el 0 3 -(.1 ) e o -(,l, ) el di' dy' ds

? ) ! 1

J- - 1) -

e / o 9 (' — ) L 2 (@' — ) S . (' — *) -
da' | 705 ] dy L oz 03 _

Posons, pour abréger,
Z=—Adrdyds(au+ b +7yc).

Nous verrons sans peine que I'on peut écrire
1
\ 5

o — b (' — ) e [« cos(N;y 2) 4+ ¢'cos (N, y) -+ o' cos (N, 3)]

I .
Flow o ow
/// 01_(5}’*‘?}37"‘0‘)/1(/) ds'.

Mais, en tout point de la surface S, on a

u'cos(N;, &) + ¢ cos(N;, y) + w' cos(N;, 5)=o.

J dat dy s’ ‘,
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On a done

. ) ) ()Il-
___’ ‘ ’ (xl_x)w

et, de méme,

'i/ﬁ/:/qf”“?

SI1

(' — @) 5~

dy

r

ou o o
dx' dy’ ds’

du’ i e’
oz dy’

ou' i _(_)ﬁl 4 9 o’
dx" oy’ T 037

]
-

)dx’dy ds’

4 9w ) d' dy'ds,

) dx'dy'ds'.

Cherchons maintenant & quelle condition I'action d’un courant sur
un élément de courant fermé et uniforme quelconque pourra étre
donnée par la loi ’ Ampere. 11 sera nécessaire et suftisant pour cela que

les quantités Z, H, Z soient égales 4 o, quels que soient u, ¢, w,

Xy Y,

z; ou bien qu’on ait en tout point («, y, s) de 'espace E extérieur au

a¢'

;)7/

o'
Jdy’
oy’

a7 "

ou'
oz

courant
J (5
(25) jff<v*’—y>2<%+
SIS (G
jijW—yM~~ﬂ
o TR

ff/(m““%)(Y—y)(()u

Ajoutons membre 2 membre les trois égalités (25),

compte de la relation

dsv!

sy

dw

>([L dy'ds'=o,
-+ -—) dx'dy' ds'= o,
—~ >d ' dy'ds'=0;

NG )
Z—;; + %) dx'dy' ds'= o,
3", -+ (())” > dz'dy'ds'=o,
i 0’ Jw

-+ 5 >dx’dy’d~ =o.

en tenant

rr= (2 — )+ (y — y)*+ (5 —z)~

Ann. de U'Fe. Normale.

3¢ Série. Tome VI.

— Ocrosre 188¢. 41
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Nous aurons

v J
fff (0” +g—;/—-,+%;7> dx'dy'dz"'= o.

Moyennant cette égalité, on peut substituer aux égalités (25) les
égalités

o
Y — . ' ‘,l o

([ 5 - ey

fffl:——————(”_;ﬁs)z ——;_ <%§—,+%’,—,+3‘ )dxd)’d”*O.

Si nous posons alors, comme en I'égalité (23),

), 2,
K(x,y,~)_/f/ <0” ()‘,+(())” )(IL dy'ds’,

les égalités (27) et (206) deviendront

PK_. o eK_ K

oz — Dyt T 0zt 7
oK _, oK _ . oK _
dyds ~— 0zdx — oz dv —

Ce sont donc la les conditions nécessaires et suffisantes pour que la
loi d’Ampere soit équivalente & la loi de Grassmann.

Vi

Ainsi, lorsque, dans le calcul de 'action d’un courant quelconque
sur un élément de courant quelconque, les deux lovs d’ Ampcere et de Grass-
mann sont équivalentes; lorsque, par conséquent, la loi d’ Ampére donne
exactement U'action du courant consideré sur un élément de courant uni-
Sorme quelcongue, la loi électromagnéiique d’Ampére et la loi electro-
wmagnétique de Biot fournissent la méme expression pour I’action de ce
courant sur un élément magnétique, et cette expression est exacte. La re-
ctproque de cette proposition est vraie également.
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§ IV. — Action d’un courant quelconque sur un élément de courant
quelconque.

L’action d'un courant quelconque sur un élément de courant quel-
conque se réduit & une force dont les composantes sont

X:X1+X2, Y:Y1+Y2, Z:Z1+Zg,

(Xy,Y,, Z,) étant donnés par les égalités (5), et (X,, Y,, Z,) par les
egalités (6)
ou dv  dw
=—A0 < 5.
7, =— A0 (z,y, s )< dy+0 >dxdvd
. 0/ /0w dv  Odw
Y‘_;A«‘—'A.l.)(vl?,‘)’,») '()—JJ—F'(}.;"“ 0=

Ju ()v ()w
X, =— A®W(z, y,u)< ))’ e )d dy ds.

) dz dy ds,

[’expression des quantités X,, Y,, Z, est entierement connue. Tan-
dis que, par lintermédiaire des quantités o(x,y,z), ©(z,y,z),
w(x,y,s), définies par les égalités (1), X,, Y,, Z, dépendent d’une
constante encore inconnue, la constante » d’Helmholtz. Cherchons &
quelle condition 'action d’un courant sur un élément quelconque de
courant sera indépendante de la valeur de 2. Il faut et il suffit pour
cela que les trois quantités o(z, y, z), ©(x, y, ), ©(x, y, 5) soient
indépendantes de .

Dapres les égalités (1), on a

r
ikl E— da'dy'ds'

[

On peut écrire

L=

o- 0x 0
z'— ) ) ,—|—v’ y,+u T da' dy' ds'.

V(x,y,s)=

[u’(x —x)+ ' (y —y)+ W (s—3z)]da'dy' ds'.

2 [ (@' = @) + 1y — )+ (& )] d! dy d
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Par une intégration par parties, cette quantité devient

\1

N [u cos (N, ) -+ ¢’ cos(Ny, ¥) + w' cos(N;, 3)[ dS

x'— 2 o aev' da’
+/// (()I +0—J'7+() >d,z dy" dz'
+/ //%d‘z-’(l‘y’ ds'.

Mais on a, en tout point de S,
' ¢os (N, ) -+ ¢ cos(Ny, ¥) + o’ cos(Ny, 3) == 0.

On a aussi

'—z(Ju de' A A’ dv' d!
f[/ ;)TSI -+ 0}-/- -+ 0= -7 ay
or [ du del o dw! Jd .,
..... /ff <()x QV’ -+ ’-)-:4> dx' dy' ds" = — 7 K (z, v, ).

On a donc, finalement,

O (2, ¥, ) ._f/f—--dz dy' ds' ——“‘—5 ——-K(z, ¥y 3)

et, de méme,

. Y, 1— .
V(z, v, z)—_—.// = dx' dy" ds'— ol K(x,y,s),

.Z', Y ")"“ \/\f/‘-— d'vldyldﬁl - —7\ ;):K(.'I',‘}', 3)‘

De la la conclusion sulvante :

Pour que Uaction d’un courant sur un élément exterieur quelconque
sott independante de la valeur de la constante N d’Helmholtz, il faut et i
suffit que la quantite K (x,y, 5) sou constante dans tout U espace extérieur
au courant.

Cette condition est réalisée pour les courants uniformes, pour les-
quels la quantité K(«, y, ) est égale & zéro.
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§ VI. — Conclusion.

Résumons les principaux résultats de ces recherches.

Dans I'ensemble des courants électriques, on rencontre une caté-
gorie tres remarquable. Elle est formée par les courants pour lesquels
on a en tout point extérieur

.l(.x,y,g)__/\/f (dl_,-{—()by,—i— o—;,);dx, dy' ds' = o.

De tels courants ont sur tout élément magnétique extérieur la méme
action qu'un aimant limité a leur surface; cette action est donnée par
la loi de Biot.

Ils ont sur tout é¢lément de courant uniforme extérieur la méme
action qu’un aimant limité & leur surface; cette action est donnée par
la loi de Grassmann.

La propriété qui distingue cette catégorie de courants a, d’ailleurs,
une signification intéressante.

Soit o"la densité de I'électricité libre en un point (2, y/, ='); on a

o' du' v dw'
o T <(TZ7 o 7)’.7)

et, par conséquent,

. g0 N
J(w,y,z):——[[/;_ (i)—Pt(l.r’c{)f’(lz’.

Soit @ (x, vy, =) lafonction potentielle de I’électricité; on a

2 g
®(z, ¥, 5) = f f j ? da' dy s

et, par conséquent,
T 5y = ID(x, v, z)
P B = Je
Les courants en question jouissent donc de cette propriété :

Le mouyement électrique dont les conducteurs sont le siege laisse inva-
riable la valeur, en tout point extérieur, de la_fonction potentielle del’ élec-
tricité libre.
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Parmi les courants dont nous venons de parler, on trouve une caté-
gorie plus spéciale; ce sont ceux pour lesquels la quantité

' / Y
K(z,y, 5) :fff(% + 3—;-, -+ %‘%) rdz' dy'ds'

est constante dans tout I'espace extérieur. Ceux-13 ont sur un élément
de courant extérieur quelconque une action indépendante de la valeur
de la constante A d’Helmholtz.

Enfin, dans la catégorie précédente de courants, s’en trouve une
encore plus particuliere; elle est formée par les courants pour lesquels
on a, en tout point extérieur,

2K 2*K 7/
_J'LZEW‘O’ "(}‘)72:0, —()-:,—2—:(),
PR _ 0K _ K
dyds 7 dzdx ~ 7 dzdy T

[/action d’un tel courant sur un élément magnétique extérieur peut
étre calculée aussi bien par la loi électromagnétique d’Ampere que
par la loi électromagnétique de Biot; son action sur un élément de
courant uniforme peut étre calculée aussi bien par la loi électrodyna-
mique ’Ampere que par la loi électrodynamique de Grassmann.



