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INTRODUCTION

A UNE
THEORIE ELEMENTAIRE DES INTEGRALES ELLIPTIQUES:
Communication faite & M. Irryire,

Parn M. MATHIAS LERCH.

1. Nous nous occuperons de I’in[;égralc définie

L

il
b(x) = R— :”;“,:::L:;::'t;im Sh—
®(x) L[ V(T —2) (1 — k*¢*)

a ¢tant une quantité réelle assez petite pour que la fonction sous le
signe /.I‘OS[(}, finie et déterminée pour chaque valear de ¢ appartenant
a lintervalle (o...2). Evidemment, le module 4 pourra avoir une
aleur finie queleonque, réelle ou imaginaire, que nous supposerons
différente de zéro et de Punité, pour éviter les seuls cas particuliers
k=0, =1 qui peuvent étre supposés déja établis. Afin de pouvoir
généraliser cette fonction @ (), mettons-la sous la forme

! 2t
‘l’ Jd) = e ————pa— pi—
() () /0 V(= 22ty (1 — k22 at)

qui provient du changement de ¢ en tx; c¢’est cette expression de
®(x) qui nous servira & étendre la fonction ®(x) aux valeurs imagi-
naires de 2. En cffet, 2, £ étant des quantités finies quelconques, I'in-
tégrale (1) aura un sens déterminé et, par conséquent, une valear
finie, lorsque la fonction sous le signe /'sera finie et déterminée pour
chaque valeur de ¢ contenue dans Uintervalle (o...1).
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l.a fonction sous le signe / devient infinie, lorsque 1 — *2* = o
oulorsque 1 — 4222 * = o; comme ¢ parcourt I'intervalle (o... 1), cette
fonction sera infinie pour une certaine valeur appartenant a cet inter-
valle lorsque @ appartient aux segments de 'axe réel (r1...+o0),

. I : P .
(—%...-—1)o0u aux segments (7- .. oo>, {— <., — 7;) de la droite,
B - \ v
. . 1 N
menée par les points == 2 dans le plan des «. Ce sont les coupures
i}

correspondantes a 'expression @ (), pour parler comme M. Hermite.
Nous les représenterons par I, IT, HI, 1V ( fig. 1).

Iig. 1.
I
AL
SR
813 / I
..... O S
-z SO z
>

Pour toute valeur de 2 en dehors des coupures, la fonction sous le
signe /'su «a finie pour chaque valeur de ¢ de I'intervalle (o...1).

Il s"agit encore de prouver que ladite fonction y reste déterminée.
En posant, pour abréger, R(z) = (1 — 5*)(1 — £*z?), il suffit de mon-
trer que la fonction \/R(xz) reste finie et déterminée quand on choisit

des coupures et que lavariable ¢ ait une valeur de Uintervalle (o...1).
Or, sous ces conditions, la quantité z = a¢ sera aussi placée hors des
coupures, et il suffit donc de considérer la fonction yR(s).

Il est presque évident que cette fonction reste uniforme & I'inté-
rieur du plan aflecté des coupures I.. IV ('). Car, en effet, on s'as-

(1) Pour abréger la diclion, j'écrirai quelquefois le plen [x]au lieu de le plan affecte
des coupures.
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sure, & 'aide du théortme du bindme, que cette fonction peat se mettre
sous la forme a,+ a,(z — 5,) +a,(z — 5,)*+..., la série étant con-
vergente et représentant yR(z), lorsque = se trouve i Uintérieur d'un
cercle avant z, pour centre et ne contenant i son intérieur aucun point
des coupures. Une digression facile prouve que cette fonction ne peut
avoir qu'une valeur déterminée dans chaque point du plan [« . J"éeri-
rai [\/I{GSJ pour désigner la foncetion yR(z), uniforme dans le plan
affecté des coupures I...1V, qui pour z = o est égale & + 1.

Je dirai aussi que [\/‘EZ—";)J est une expression déterminée ou une

branche déterminée de la fonetion \/l’\( z).
Soit maintenant

= 0y (53— 350) 4 @s(3 — 39) 4. ..

la série qui représente yR(z). Cette série sera convergente i I'in-
térieur du cercle ayant & z, son centre (fig. 2) et passant par le

Tig. o.

. . . / 1 .. »
point singulier (i 1, = 7¢> le plus voisin (dans la figure par le
point 1); mais elle ne sera égale al'expression (branche) [VR(=)] que
lorsque = se trouvera dans la partie blanche de notre cercle, tandis que
dans la partie hachée ladite série sera égale & — [VR(=)], comme il
est aisé de le voir. Cest ce qu’il est nécessaire de remarquer pour dis-
tinguer entre la fonction analytique multiforme yR(z) et entre I'ex-
2] ) e )
pression déterminée [_\/R(z)J.
Done, en prenant sous le signe'/ pour la racine yR(x¢) la valeur

Ann. de U’ Ee. Normale. 3¢ Sévie. Tome VI. — Aovr 1889, 34
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[VR(z2)], on voit que cette fonction reste finie, déterminée et continue
par rapport i la variable ¢ restreinte & I'intervalle (o... 1).

Revenons maintenant a I'intégrale

Yoxde

(l) (D(Z'):‘: e

Jo VR (zt)

qui est une expression finie et bien déterminée, dépendant d’unc ma-
niere continue de la variable . Comme clle est de la forme

W1

(I’(x):/ xf(xt)dt,
0

S(x¢) étant une fonction analytique de la variable réelle ¢, nous au-
rons, en employant la regle de la différentiation sous le signe [ ('),

21

d v d
— D ()= / [@ef(xt) + f(xt)]dt = [ (—//7 [e¢f(xt)] i

dax
ou

d - =1
;[;, ‘l’(l’) == [l/('l ()]’x“.’:—‘/'(.l‘);

¢’est-d-dire nous aurons

d®(z) 1 . 1 -
dzYR(@)] V=2 (T =)

Cela n’exprime autre chose que ce qu’en posant z =% + (%' I'expres-

sion
I .
AQ = e (dE 4 dE)
[VR(=)]

est une différenticlle totale. De la nous allons conclure que I'expres-
sion @ () est une fonction analytique de la variable complexe z. Soit,
en effet, x, un point quelconque en dehors des coupures : on sait que

(') La déduction de cette régle, que je suppose connue, n’offrirait aucune diffieulté
méthodique.
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v, I . ;.
[a quantité VRG] pourra s’exprimer par une série de la forme (")
h(x)

1
e = ¢ Co (X — ) + ¢ (i — Xy,

convergente dans la partie blanche d’un certain cercle construit au-
tour de x, (fig. 3). Formons la série

¢y >, -
(A) o(x) =c(x— xy) + —;“‘(;r~—xo)‘3 -+ .. .+fv—' (& —2y) +...,

convergente dans le méme cercle. Or, & U'intérieur de la partie blanche

de ce cercle, nous aurons

do(x) 1

dx ~¢l{(w)’

comme on a coutume de I'établir dans les éléments de la théorie des
fonctions.

En d’autres termes,
do(z)  d®(z)
dz —  dxz

pourvu que 2 soit & Iintérieur de la partie blanche du cercle consi-
déré. Donc, en posant & =& + ¢, o et ® seront des fonctions de deux
variables £, %/, telles que

J

.
F(@—g)=0, 5 (®—g)=0o,

(1) L'éeriture de [VB(w)] est assez incommode, ce qui nous conduit & supprimer le ero-
chet, en conservant toutefois la notion de ’expression R (x).
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ce qui exige que ® — o soit constante; il vient de Ia
. 1 .
(A P(z)=co+e (v —ay)+Fca(x—2)) +. ..+ 5 ey(r—ag) ...,

ce qui prouve que la fonction peut étre représentée, aun voisinage d’un
point quelconque, par une série de puissances, de sorte que ®(x)
est une fonction analytique de x.

Mais cette fonction n’était définie qu’en introduisant les coupures
I...IV, et il nous reste & examiner comment elle se comporte au voisi-
nage des points de ces coupures. Il est clair d’abord que la série (A")
converge pour toutesles valeurs dea quise trouventreprésentées pardes
points situés i Uintérieur du cercle, i centre z,, qui passe par le point

critique <i r, &= 7> le plus voisin, mais qu’elle ne représente 'expres-

sion @ () que dans la partie blanche de ce cercle. De T il suit que la
JSonction analytique définie par expression O () existe sur tout le

. .. I .
plan des = et n’a que quatre points critiques == 1, == 7+ Elle est né-

cessairement multiforme, sans quoi sa dérivée serait uniforme. Mais
il s’agit de voir et de connaitre les lois qui unissent les différentes
branches de cette fonction, ce que nous allons chercher en supposant
d’abord que la quantité £ ne soit pas réelle.

Dans la partie hachée du cercle (x,), la série (A”) représente une
quantité autre que ® (=), puisque sa dérivée (A)y représente la fonc-
tion — [T/TKL(;]’ ce qui conduit en méme temps i affirmer que, dans
ce cas, la valeur de la série (A) sera de la forme C— ®(z), C étant
une quantité constante. On en déduit qu’en représentant par a’ ou a”
le point o de la coupure suivant qu'on le compte pour un point du
bord droit ou gauche, et en écrivant @ (') au lieu de lim ®(%), on

<

et

aura
D(z)+P(2")=C(,

la constante étant la méme Ie long d’une méme coupure. Cest la loi
qui lie les valeurs de I'expression @ (2) le long des bords d’une méme
coupure. Afin d’obtenir la valeur de la constante C, il suffit d’appro-
cher 2 du point critique duquel part la coupure correspondante. 11 est
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1o
o))
O

facile de voir, par le développement

1 (& S
s TID e e Oy b= Oy A/ S — Sy ...,
VR(z) Vs —75, A ’

que lafonction @ () reste continue au voisinage des points critiques,
de sorte que nous aurons C = 2®(c), ¢ étant le point critique corres-
pondant & la coupure envisagée. Par exemple, sur la coupure [, on a

€

‘:l:: 2(1)(1)7
ol I'on a posé
ol

. /1 }
& ( I ) —lim® ( X ) == / "‘,—ff‘”TT:‘;i”—‘TTT“' == K ( /l) N
am Jo V=) (1 — ke
sur la coupure I, on a
‘:Hl K »

puisque
O(—x)=—d(2).

Sur la coupure II, nous aurons

Oy -+ D(a")=2abd (—}) =aK’,

o

1 !
K= lim -

fo =1 k Jo \/([.w

. 1 [
de sorte que K" = 7 k(—.)-

De la il suit :
L'expression ®(x) définit une fonction analylique multiforme u

. .. I

n’ayant que quatre points criliques == 1, == 7 lorsque la valeur de cette
JSonction «, an votsinage d’une coupure 1, 11, 111, 1V est O (x), elle sera
donnée, sur le coté opposé de la méme coupure, par ! ‘expression
2G — ®(x), pourvw que la fonction w doive rester continue. Les valeurs
de G correspondantes aux coupures 1,11, 111, IV sont respecticement K, K",

— K, —K".

L'introduction de I'expression uniforme ®(x) facilite essentielle-



270 . MATHIAS LERCIH.

ment 'étude de la fonction u. C’est en me placant au point de vue de
la théorie des intégrales imaginaires, développée dans une Lettre de
M. Hermite & M. Mittag-Leffler, que j’ai été conduit & éviter la théorie
des intégrales curvilignes dans les éléments de la théorie des fonc-
tions elliptiques. Le role capital que jouent les coupures des expres-
sions analytiques dans I'étude des fonctions définies par celles-ci y est
mis en évidence plus d’une fois. On en trouve des applications dans
deux Mémoires de M. Goursat, publiés aux Acta mathematica.

I nous reste encore & déterminer la valeur a laquelle parvient la fonce-
tion « lorsque la variable z parcourtun certain chemin fermé C( fig. 4).

Fig. 4.

Supposons d’abord que ce chemin ne conticnne a son intéricur que
| . o . 1 9"
deux points critiques, 1 et 7 par exemple, de sorte qu’il ne rencontre

que deux coupures, dans notre cas I et II. Alors la fonction u, partant
de x, avec la valeur ® (x, ), parviendra 2 avec la valeur

O(z))=2K'— ®(

et prendra le long de C la valeur 2K”" — @ (), jusqu’a ce qu’elle par-
vienne au point z, avec la valeur

2K — ®(2,) = 2K"— 2K + @ (27),
de sorte qu’elle retourne au point x, avec la valeur
D(xy) +2(K'—K)y=w,+ 20K,

en posant iK'= K" — K.
Observons que la ligne C se décompose en deux parties limitées par
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les points x,, x,. Celle qui contient le point x, porte les valeurs de
la forme u = ®(x), tandis que la seconde partie, contenantle point x,,
porte les valeurs de la forme 2 K" — ®(x). Il est done tout naturel
que, en partant de x, avec la valeur w, = ®(z,), on y retourne avec la
valeur u, — 27K, ce qui provient de la discontinuité de la fonction
(expression) ® () le long des coupures.

Lorsque la variable 2 décrit une ligne fermée entourant seulement
les points (—1...1), la fonction w recevra un accroissement de la
forme = 4K ( fig. 4)-

Fig. 5.

11 /—_\\ 1
N :/

L’accroissement analogue provenant du chemin fermé contenant &

. ,oe . I 27 vt
son intérieur des points ==  sera 4¢K” (/ig. 5). Lorsque la variable

décrit une ligne fermée ne contenant i son intéricur que le seul point

Fig. 6. Fig. 7.
TN
7 @'/
_J_
A
DO
- N
=4

critique x =1 ( fig.6), la fonction u recevra la valeur 2K — u; lorsque
I

le chemin de la variable  ne contient 4 son intérieur que le point 5

(fig. 7), la fonction recoit la valeur

2K — u=2K'{ 4+ 2K — u.

En appelant période chaque expression de la forme a. 4K + . 20K,
, B étant des nombres entiers, on s’assure aisément que le théoreme
suivant a lieu :

Lorsque la variable x décrit une ligne fermée ne contenant a son inte-
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reeur qu'un seul ou dewx points critiques, la fonction u regott respectiye-
ment une valeur de la_forme

période +- 2K — «, ou période 4 u.

Supposons maintenant que la variable a décrive une ligne fermée
quelconque, ne passant, bien entendu, par aucun point critique.

Lorsque la variable x franchit une coupure, la valeur de @ () se
change en période + 2K — @ ().

Dans notre figure (fig. 8), le chemin rencontre les coupures aux

Fig. 8.

points a, x,, x,, x,, x5, x,. Supposant alors que 'on parte de x, avee
la valeur @ (x,) de la fonction u, cette fonction sera donnée, le long
des ares @yx,, @ @, Tu&y, Tyx,, X, 25, T3, Xyx,, par des expres-
sions de la forme

O(x), 2K —O(x)+p, Q(x)+p, 2K—0(2)+p", @(x)+p",

2K — ®(x)+p"™, ®(z)+p",

les symboles p, p', p”, ... représentant des périodes. Donc :

La continuation andlytique de la fonction @ (x) ne conduil a d’autres
valeurs qu’a celles que s’ expriment par Uune des deux formules

O(z) + . 4K+ B.2iK, 2K—®(x)+a. 4K +F.2iK,

el réciproquement, quels que sotent les entiers o, 3, on peut trouver des
chemins qui conduisent @ une quelconque de ces valeurs.

La seconde partie du théoreme se vérifie en remarquant qu’il suffit
de faire parcourir & la variable 2 un chemin entourant les points -1, 1
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e — fois dans un sens, et un autre entourant les points r, %, B — fois,
pour obtenir la premiere expression, ete.

Dans ce qui précede, nous avons supposé que le parametre £ n'est
pas réel; autrement les coupures auraient pris une autre position rela-
tive. Supposons maintenant la quantité Z réelle, entre o et r. Alors

intégrale
! xdt
O R
J G Va—are?) (1 — PR

existera dans tout le plan, sauf les coupures (— =...1), (1...%)

Fig. .
A B’ B A
-1 e T oz
£ 3
., , e, d®(x 1 cp
situées sur I'axe réel. Mais la dérivée d(; ) — L sera uniforme,

.- X ; 1 i ’
en ¢vitant seulement les points des coupures (— T 1‘>, (7 1>,
\ v !

[ A .
——— aura la méme valeur le long des
VR(x) i

et il s’ensuit que I'expression

s 1 i . , .
deux cotés des coupures (/’- . :v:) ) <——— P 73>, tandis qu’elle aura
L L

’ I I ’
des valeurs opposées le long des coupures( r... 2 ), ( —1... ———7)- Repré-
sentons par A, A’ les premivres, par B, B' les secondes coupures. Nous
aurons alors, le long de A, A/,

D (2" =D(2") + const.,

et le long de B, B/,
O (z") + D (2") = const.

La constante correspondant & la coupure B sera évidemment
D(2") +D(2") =20 (1) =2K,
tandis que, sur la coupure B', cette constante sera — 2K.

Afin d’obtenir la constante relative & la coupure A, posons

(l)(;;’fl)__.(l)(x")::?,c, l:(;-w>

Ann. de U’ Fc. Normale. 3° Série. Tome VI. — SEPTEMBRE 18R89. 33
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1) <7'. *+o.c >: lﬁlﬂl‘l‘: (D</. =+ ‘1'>;

ce qui donne

et il nous reste a évaluer la quantité (I>< + 0. t> Posons, 2 cet ellet,

x = —/«, e, o étant un petit angle positif; nous avons

i

—e"?d/
O (x) = e
\/ I—— ——tﬂ("’?)(l—/ ('2“)

% ei% dt ' '
= 2,20 VO - )
Jo \/(!—t‘(’ ) (1 — L2ty ) J,

Lorsque o s’approche de zéro, la premitre intégrale converge vers K,
et 1l suffit done de considérer la seconde.
On voit aisément que la partie imaginaire de la racine

V(t— 2e®) (1 — k2L (:W)

est négative, de sorte que nous aurons

] o= =K'/
i) =, e

C=XK'

ce qui donne

et par la nous aurons, le long de la coupure A,

(2 +0.0) — B(z — 0.0) = 2 (K,
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[
-~

et, le long de A”,
Q(xr +0.0)—PQ(xr—o0.i)=2(K"

En appelant période chaque quantité de la forme e. 4K + B.20K,
, B étant des entiers, on trouve qu’aussi, dans ce cas, les expressions

O (z) + période, 2K —d(x) -+ période

coincident avec I'ensemble des valeurs, auxquelles on parvient par la
continuation analytique de I'expression @ ().
On trouve un résultat semblable en supposant 2> 1.

2. Nous aurons besoin de connaitre les limites desquelles appro-
chent les expressions @ () quand le module de « croit au dela de
.. .. .. .. X
toute limite. Soit d’abord £ imaginaire; supposant (x| > l . {, I, nous
1
aunrons

. . a, (ly oy . P,
et, comme la fonction — =2 — 2 ——2 — .. ala méme dérivée que
z 3at hat

& (), il sensuit

a o, a.:
(2) (l)(x)::(((,—-;;‘——-,—j—jﬁ—;:-% — .

Mais on ne doit pas oublier que le développement (1) ne subsiste
que dans une région ne contenant aucune coupure. 1l y a quatre vé-
gions de cette espece, limitées respectivement par les coupures I-11,
H-HH, HI-TV, IV-T (fig. 10). Dans chacune d’elles, le développement (=)
prend une autre forme, c’est-a-dire la constante a, et le signe des
aulres coefficients « peuvent changer. Mais il est manifeste que la
quantité @(a2) s’approche toujours de la valeur correspondante de a,
lorsque a s'¢loigne & Pinfini en restant cependant dans une méme
des quatre régions. Nous écrirons a, = @ ()., lorsque « se trouve
dans la région I-I1, et ainsi de suite.

Rien n’est plus facile que de déterminer ces quatre quantités @ (=).
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En effet, nous avons, d’apres les propriétés de ®(a) établies plus
haut,
(I)(w)l_“ - (l)(f/.?)“_“l = 2K ~ 2![\,,

D () pp-in + D@ (@)iy-1y = — 2K,

Tig. ro.

et en méme temps il faut que Von ait & (—a) = — G (), doil

b (e)urpy == — P(=)ru,
ce qui donne
[ () = 2K+ K/,
[ @ () = (K.

3)

Les valeurs de ® (=) sont donc de la forme

(K'+ période ou 2K — iK'+ période;
car on a
— (K'= (K'— 2/K'= (K’ + période,
2K 4+ iK' = 2K — (K 4 2K = oK — {K'+ période,
—ol — (K =2K —(K'-+ 4K =2K — (K'+ période.

Lorsque £ est réel, on n’a que deux valeurs'® (=) qui, d’ailleurs, ne
different que par le signe. On a (fig. 11)
P(M,) =D(N,) =— ®(—M,)
et, d’autre part,
O(N ) — O (—M,) = 2K/,

ce qui donne
BN )= iK'
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On a done
D (o0) == (K,

el la continuation analytique de ®(x) conduit & des valeurs de la

Fig. 11.

Heo

forme (K’ + période et 2K — (K’ + période. 2 devenant infini.

Une propriété du rapport des périodes.

3. Nous aurons besoin de savoir que le rapport ]—\KI—L ne peut jamais
étre un nombre rationnel, en supposant que £* differe de o et de 1. Je
démontre d’abord que les quantités K’¢,K ne peuvent jamais s’annuler en
méme temps; car, si 'on avait en méme temps, pour une certaine va-
leur de £ différente de o et de =1, K= 0, K'= o, la fonction analy-
tique « définie par expression ®(a) n’admetlrait que deux valeurs
différentes pour chaque valeur de o, 4 savoir == @ (x). Alors «® serait
une fonction analytique uniforme égale & ®(x)* et elle resterait infé-
rieure & une limite finie, comme Pest @ (). Or cela exige que 'on ait
u? = const., chose impossible.

On voit de méme que Pon ne pent avoir KZ o, K'= o; car, dans ce
cas, la continuation analytique wde la fonction ® («) serail de la forme

nTi
&= O (x) -+ a. 2K (o = éntier), ce qui conduit d aflirmer que e * serait
unc fonction analytique /() qui n’admet que deux valeurs différentes
b _ A N PR ST . .
¢ K, de sorte que f(x) + ) serait une fonction analytique uni-
Jorme de la variable x, fonction qui reste moindre qu’une limite, chose

impossible puisque ’hypothese /() + 7%;; = const. donne

J(x) = const., d’otl @ () = const.
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On voit de la méme maniere que Uhypothese K'Zo, K=o n’est pas
admissible.

. . . K'¢ . .
Nous allons maintenant prouver que le quotient & he peut jamais

R . D .
étre un nombre 'atlonnel{[—- En cffet, supposons qu’on ait, au con-

traire,
K¢ p
| N
N 2K’ 2K . ) .
Posant o = - = 7 on voit que I'ensemble des valeurs de lafone-
tion z définie par I'élément @ (2) est de la forme

w=2=P(xr)+omn («-=enlicr);

20T

d’ott on voit que, en posant f(z)=e¢ ® , la fonction f(x) -+ —

7ie)
est uniforme et reste contenue au-dessous d’une limite finie, ce qui est
impossible.

Inversion.

4. Nous avons vu plus haut que la fonction ® () vérific '¢quation
dilférentielle
dd 1

@ = VRG]

la continuation « de ®(x) aura donc cette propriété qu’elle vérifie
I’équation différentielle

du r

de ™ R ()

ol yR(a) représente ou [yR(2) | ou — [»Vl{(‘w)], suivant que la branche
correspondante de la fonction « est de la forme

O (a) + const. ou de celle-ci -— @ (x) -+ const.

Si I'on pouvait montrer qu’inversement « peut étre considéré comme
une fonction de «, on aurait une solution de I’équation différentielle

dx ‘
() du =VR(z) =y —2?) (1 — 222,
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ol z est une variable indépendante; mais on parvient au méme but en
¢tudiant cette équation différentielle directement, comme 'ont fait
Briot et Bouquet. Nous suivrons la méme voie, mais nous croyons né-
cessaire d’entrer, en quelques détails treés délicats, dans cette ques-
tion.

11 faut d’abord démontrer le théoreme de Cauchy :

Ltant donnée une équation différentielle de la forme

dr - .
(2) o .ﬁza‘,(d, — )
vl

dont le second membre est convergent surle cercle | x—x, | =r, sur le-
quel le maximum de son module est g, cette ¢quation sera salisfaite en
posant x = f(ulw,), o [f(w|u,) est une fonction exprimable par une
scrie de la_forme

(3) S| uy) ==z, +E Cy(w— uy)”,
V=1

; . ' \ r
et dont le rayon de convergence est au moins égal a —
: 24

[Cette solution est la seule qui s’approche de x, lorsque « tend vers
w, (V)] Ici w, est une quantité choisie 4 volonté.

Démonstration, — Si I'on sait que I'équation (2) est satisfaite par
une fonction holomorphe au voisinage de u,, on obtient immédiatement
le développement (3), en observant que les dérivées de x par rapport
4 u s’obtiennent en différentiant 'équation (2). On trouve, en cffet,

o
n+2 g 6~
e e N C:L'i)) (L - 'Z"O)m»
dpn+? Lmd T

me==0)

()

ou G, représente la somme

Z P (Pey = o —1) (= o=t g —2) oo (g Pramb oo o ey —12) Qg e Ay,

gy Peaaoner Piegea

(1) Nous laisserons de ¢0té celte dernidre partie du théoréme, puisqu’elle est conlenuo
dans une propri6lé beaucoup plus générale des intégrales des équations différenticlles, dont
jaurai V'occasion d’employer quelques cas particulicrs.
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¢tendue A toutes les solutions de I'équation indéterminée

[ e I e TR o

On aura alors

1 i :
YV o _ (0) — \
(D% 2)y=u, = :J—,C‘,‘”_ — Fo(ay, ay, az; .. 2),

I
Cy— —
Tyl v !

ot F, représente une somme de la forme

ENupy...a gty ..,
dans laquelle Nyg,... sont des nombres entiers posilifs. (“est done la
série

kd

o » S~y (ag, ayy ay L)
(3 bis) S(uw|wy) = ,1-"+}; ’ v,!

PESSY

(e — wy)Y

qui peut vérifier U'équation dillérenticlle (2). 1l faut d’abord en trouver
le rayon de convergence. J'observe, 4 cet effet, que 'on a @, = gr¥ et,
d"apres la formation de la fonction F,,

-2

[y (ayy tyy oy ctyy o V|2V (g 877 g2, 8078 0 0).

La série (3 bis) sera done convergente lorsque la série

R T 9 P
ooy =N B (e grl or=, er=, ..
7 T =d v!

vzl

. ., . . I
le sera; or il est aisé de voir que celle-ci converge pour |¢| < —; car,
o

en effet, elle est une solution de I’équation dilférentielle

%

ds g 8 .,
g — 2 3
dy 3 7

T—= v=y

et se réduit & zéro pour v=o0; une telle solution est la fonction sui-

vante
9L 1 o2 .
;:_—::/'—r\/l — o= g+ = ‘:’,-_—V‘-l—....

qui doit étre identique avec o(¢); mais le développement de cette

e » 1 > I-
fonction converge pour |¢| < vh
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La série (3 bis) est donc convergente pour |u — u, | < —- et définit

une fonction analytique /(u|u,). Il faut démontrer qu’il y a un nombre

tel que pour chaque valeur de u, qui rend moindre que p le mn-
dule de u — u,, cette fonction satisfait i I'équation différentielle pro-
posée (2). Oril y a, en effet, une quantité p pour laquelle

[ f(uluy) —axo|Zr lorsque |w— w,|Zp;

la série

)

Ea.,(.z’ — wo)":z ay[ f(u]wy) — x, ]

v=0

sera alors convergente et se réduira & une fonction ¢ () holomorphe
au point xz,. La maniére dont nous avons déterminé les coefficients ¢,
prouve que ’on a identiquement

Y () =0 (), Ylue) =" (w0)3

d’ou I’on a, en employant la série de Taylor,

Glu) =" (uo) " (1t __._."0 7 (1t )(“ ”") =S ().
On a donc
silay=UL) gy = sae—ay,  w=sulaw),

ce qui démontre le théoreme.
Revenant maintenant & I'équation différentielle

d —_—
du

(1) \/(1-13)(1——/{%8 )—“\/l{(.z),

j’en considere I'intégrale, qui se réduit & zéro pour w= o, et dont la
dérivée yR () y devient égale & + 1. Puisqu’on a
VR(z) =1+ a2+ ayat + ayzd+. . .,

pourvu que le module de « reste inférieur a la plus petite des quan-

. I
tités 1, 17 ) me
L

(2) .:c::f(zc):chu", ¢i=o0,

v=1
Ann, de I’Fe, Normale. 3¢ Série. Tome VI. — Sepromsre 1889. 36
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la série étant convergente & U'intérieur d’un certain cercle décrit au-
tour de origine. Nous allons d’abord prouver que cette série ne peut
tre convergente pour chaque valeur de u, de sorte que son rayon de
convergence est nécessairement fini.

Supposons, i cet effet, que la série (2) soit partout convergente et
définisse, par conséquent, une fonction holomorphe f(u). Cela étant,
la quantité /|®(x)] sera une quantité finie et variant d’une manitre
continue avee x lorsque « ne franchit aucune des coupures (I...1V).
Il est aisé¢ de voir qu’elle est une fonction analytique de la variable a;
car nous avons en cffet pour chaque valeur de x dans un certain voisi-
nage d’un point quelconque 2, (en dehors des coupures) un dévelop-
pement de la forme

O(2) =Y (2 — x,),
V=0

et Von en déduit

JID(@)] =3 folw— ).
V=0

La fonction f|®(a)] n’ayant, dans un point quelconque, qu’une
valeur finie et déterminée, et s’y comportant comme une fonction ho-
lomorphe, il est clair qu’elle est une fonction analytique de x, cette
variable étant prise dans le plan affecté des coupures. Mais aussi sur
celles-ci la valeur de /(@) reste une fonction analytique et ne peut
avoir des points singuliers qu’aux points critiques =1, == 7!-, de sorte
qu'il ne faut que chercher si elle est uniforme au voisinage de ces
points ounon. Afin d’obtenir la valeur de /[ ® ()], il suffitde la déter-
miner au voisinage d’un point quelconque, par exemple au voisinage
de 2 = o; supposant alors x assez petit, nous aurons

V=1

Afin d’obtenir les coefficients, considérons la fonction @[/ (u)]
qui, pour des petites valeurs de u, est holomorphe; sa dérivée étant
1

VSO = T VRG) =,
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elle doit coincider avec u«,
Olf(u)]=u,
ce qui fait voir que 'on a
S @L/ ()] i =/ (u),
de sorte qu'en posant x = f(u), on a
A==z,

d’otr il suit, par conséquent, que

Aj=1, A=A, =A, =...=o,
et par la
J‘(D(.'Z‘) .

Notre fonction coincide donc avec la fonction la plus simple, «, et
cette coincidence devra subsister quel que soit .

Mais en faisant tendre 2 vers U'infini, la quantité ®(x), ainsi que
S (@), s’approche d’une limite finie, tandis que 2 devient infini, et
Iéquation /(@) =« sera impossible. Ce qui prouve que f/(u) n’est
point une fonction partout holomorphe, et que la série qui la repré-
sente doit devenir divergente lorsque le module de « surpasse une
certaine quantité p. Représentons par () le cercle de convergence de
ce développement, et dont I'équation est | u| == ¢.

D’apres un théoreme bien connu, il y a au moins un poine singu-
lier u; de la fonction f(u) sur la limite de convergence (p) de la
série (2). Il ’agit d’étudier la nature de la discontinuité de f(«) au
voisinage d'un tel point u,.

[. Supposons d’abord qu’il y ait au voisinage de u, une série des
points u, qui s’approchent indéfiniment de z, en restant a U'intérieur
du cercle (p) ettels que la quantité f(x,) tende vers une limite finie 2,
lorsque u, tend vers w,. Soit, en premier lieu, x, différent des valeurs

. . 1 . . « ppy .
critiques == 1, == - Dans ce cas, I'équation différentielle (1) prend la

v

forme

dx = , N
(l’) —(727:2&.,(33—1-0)’,
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et 'on peut trouver une fonction

(2") .x:f(u[uo):xo—i-zc(,(u——uo)"
v=1
qui y satisfait et se réduit & , pour u = u,; le rayon de convergence

’o. . ’ . r , . o, -
de cette série est au moins égal & —, r désignant une quantité moindre
“o

que le rayon de convergence de la série (1), et g représentant le mo-
dule maximum de yR(z) sur le cercle | — =z, | = 1.
Tracons ( f£g. 13), autour du point z, comme centre, le cercle du

Tig. 12.

rayon r et ensuite un autre cercle concentrique ayant un rayon r, plus
petit que 7. Choisissons u, de telle maniere que la valeur z, = f(u,)
se trouve représentée par un point x, a Uintérieur de (r,). Alors le
développement de la fonction yR(2) autour de #,, i savoir

(3" VR(z) =Y i (2 — 2,),
V=0

reste convergent i I'intérieur et sur la périphérie du cercle
| —z|=r—r,
Le module maximum g, de yR(x) sur ce cercle reste inférieur i g,
puisque la fonction yR(z) reste holomorphe sur le cercle r, et le

cercle considéré est contenu & intérieur de celui-la. Done, la fonc-
tion

(4" ,/1(lt)=2'—/:%%511-—)-(t4——151)"
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étant holomorphe au point u, et satisfaisant 3 1'équation différen-

. l =7 .
tielle f&% = yR(x), le rayon de convergence p, de ce dernier dévelop-

. ’ P Al o r—r . . .
pement est au moins égal & —— > "—2; je dis qu'on peut déter-
51 28
. [ . ey I'— I
miner la quantité z, de maniére que on ait ——= > [u,— u,|. En
<o

effet, d’apres I'hypothese, les quantités u, s’approchent indéfiniment
de u, et en méme temps les quantités x, = f(u,) tendent vers x,.

. r—rnr . .
Construisant autour de u, un cercle avec le rayon ——, celui-ci con-

tiendra & son intérieur une infinité de points u, parmi lesquels se
trouvent aussi ceux pour lesquels la valeur de f(u,) est aussi voisine
de a, que I'on veut, de sorte qu’on peut supposer, par exemple,

| [ () — 2o | < 1oy C. Q. F. D.

La série (4”) sera donc convergente a Uintérieur d’un cercle conte-
nant z, a son intéricur, ce qui prouve que la fonction f(«) reste holo-
morphe au point u, et coincide avec la série f(u|u,). Le point «, ne
peut donc étre un point singulier de f(z).

Si, en second lieu, la quantité x, était égale & une des valeurs cri-

. I . ST . » P

tiques == 1, =+, la fonction yR(z) serait développable en série de
.

la forme 2y« —xOZav(x — x,)" et, en changeant x — x, cn ¢,

V=0

’équation différentielle deviendra

w
dt N o
(l”) ZZ_,z:Zavl_l
v=0

et admettra I'intégrale

(2") l:cp(u):zc.,(u-—uo)".

V=1

Or, la méme équation admettant Uintégrale ¢ =y f(u) — 2, on
démontre de la méme maniere, comme précédemment, que ces deux
intégrales coincident, de sorte que u, n’est pas un point critique de

J(uw).
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1. Cela étant, nous allons voir que, «, étant un point singulier de
[f(w), chaque voisinage de «, contiendra des points «, pour lesquels le
module de f(u) devient aussi grand que 'on veut. Imaginons & cet
effet une série de points u,, u,, uy, ..., qui s’approchent indéfiniment
de u, en restant & 'intérieur du cercle (p). A chaque point, correspond
une valeur bien déterminée f(u,) = x,. Supposons que le module de
x, reste inférieur & une quantité finie R; alors toutes les quantités

Loy (e=1,2,3,...)

serontreprésentées par des points a 'intérieur d’un cercle|x| =R >R.
Maintenant deux cas peuvent se présenter ici :

«. Parmi ces points, il n’y en a qu’un nombre fini qui sont diffé-
rents; de la il suit qu’au moins une des quantités f(w,) se présente
une infinité de fois. Or ce cas est impossible, puisque le point z, ne
saurait étre un point singulier, comme nous I'avons vu précédemment,
soit en supposant

S I
Slug) =xyz =1, == 7
A

soil pour
%ziui%

f. Les points x, sont en nombre infini. Alors, la région finie (R’)
contenant une infinité de points de I’espece déterminée, il y aura au
moins un point 2™ a I'intérieur de (R"), tel que chaque voisinage de ce
point contient une infinité de points x,; en d’autres termes, chaque
voisinage de u, contiendra des points w,, pour lesquels la quantité
JS(w,) sera aussi approchée que ’on voudra d’une quantité finie «". Il
s’ensuit, d’apres ce que nous avons vu plus haut, que le point u, est
un point ordinaire de la fonction f(u), ce qui est contre I’hypothese.

Donc il y a, & chaque voisinage de u,, des points %, ou le module de
J(u,) est aussi grand que I’on veut.

En posant = :2, I'équation différentielle (1) prend la forme

ds - - = -
- =—\(1—3*) (I —3*) = ay+a, 52+ ay5* 4. . .,

le développement étant convergent & I'intérieur d’un cercle; soit 7 une
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quantité moindre que le rayon de ce cercle. Soit 7, une quantité posi-
tive moindre que r, et tracons le cercle (r,) avec le rayon r, autour
du point 5 = o, ainsi que le cercle () avec le rayon 7. Lorsque z, se
trouve a I'intérieur de (7,), le rayon de convergence du développement

— VU —3) (=) =a,+ a,(5—3,) + a5 (55— 5)+. ..

sera plus grand que r—r,, et son module maximum sur le cercle
| = — 5, | =r—r, sera inférieur au module maximum de la quantité

V(i—3?) (k2= 3%)
sur le cercle | z| = r, que je désigne par g.
~ - . . r—1r
Soit maintenant «, un point tel que |wu,—u,|< =" et que
2 g

S w)| > ;L Alors il est clair que le développement

r—r . .
reste convergent sur le cercle |u—uw,|=——+—"> qui contient le

vy
28

point «, & son intérieur. La fonction est donc holomorphe au

J
point u,, ct, comme elle est susceptible de valeurs infiniment petites
au voisinage de u,, elle doit avoir la forme

1

JS(uw)

=— /(1 —3*) (£*— z?) fait voir que ¢, = == £ est dil-

=eq (i — uy) +Co (U — uy) .. ..

I’ équation ds
Jéq .
férent de zéro, ce qui donne

1
U — ) [+ Co(t — 1) 4 €3 (16— g ) +... ]

Jlu) =
ou

. b .
Slu) = e by 0y (1w — ttg) + by (1t — 14y)*+. . ..
s
La fonction f(u) n'admet donc sur la circonférence (¢) d'autres
points singuliers que des poles qui, par conséquent, s’y doivent pré-
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senter en nombre fini. La fonction est donc méromorphe (et uni-
forme) dans un domaine plus étendu que (). On voit de la méme ma-
niere que les points singuliers de f(«), en dehors de (p), sont des
poles, de sorte que la fonction reste uniforme dans toute I’étendue du
plan et n’y admet d’autres singularités que des poles.

5. Etudions maintenant la quantité f[®(2)] = U'(2). Soit «, unc
quantité quelconque située en dehors des coupures I...1V. La fonc-
tion @ () sera exprimable par une série de la forme

D () ::}_: ay(x— &)

V=0
Cette série reste convergente & I'intérieur du cercle ayant pour centre
. .« I ’
x, et passant par le point critique (i | 7) le plus rapproché
de x, ; mais, en général, elle ne représente ®(x) que dans une partic
de ce cercle.
1° Soit u = a, un point ordinaire de f(«). Dans ce cas on aura, pour
les valeurs de a assez voisines de x,, le développement de la forme
Slu)=2cy(u—a,), (v=0,1,9,...)

et, par conséquent,

[I®(2)] =¥ (=)= by(2 — )"

V=0

2° Si, au contraire, u = a, est un point singulier de /(u), nous au-
rons dans un eertain voisinage de a,

flu)= + o+ (u—ay) + (e —ay)—+. ..,
uw—a,
ce qui donne
[ ¢ B_ B_
3 (I) P m Y 112 =1
(I) s fl. (‘z')] (.’22‘—-1'0)'” (x—.z'o)”‘""
' + B + By+ By (2 — ) +. ..,

x — x,

m étant un certain nombre entier.
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Cela prouve que W () est une fonction analytique de la variable .
On voit aisément que les seuls points critiques que cette fone-
tion pourrait avoir sont x = =1, == ;— et certains poles x,. Mais,
lorsque « est assez petit, on a W(x)=wx. Cette équation subsiste
done, quel que soit «. 11 est clair que cette fonction n’a aucune singu-
larité & distance finie, ce qui prouve qu’un développement de la
forme (1) ne pourra jamais se présenter. En d’autres termes, lorsque x
est fini, la valeur de @ (@) est un point ordinairve de f(«), tandis que
les valeurs de @ (=0) sont des poles de f(«), comme il est aisé de le voir
en considérant I'équation W(x) = 2.

La fonction f[® ()] étant uniforme, nous allons en conclure que
J(u) est doublement périodique.

Soient &', ” deux points infiniment voisins et placés aux cotés op-
posés d’une méme coupure, par exemple de la coupure T. On a

D) +D(x')=2K +¢, lime == o0;

R T ]
’olt, en écrivant @ (') = u, P(2") = 2K + ¢ — «,
JeK +e—u)—fu)=x"—ux'.

Comme nous I’avons vu plus haut, /(«) et /(2K + e —«) sont des
fonctions continues de «. Lorsque 2’ et 2” s’approchent du point x sur
la coupure, u et 2K + ¢ —uwu s’approchent de ¢ et de 2K— ¢, ce qui
donne

J(aK — o) —f(¢)=o0.

Cette équation subsistant pour une série continue des valeurs de ¢
qui correspondent aux valeurs de x sur la coupure I, elle subsiste,
quel que soit ¢, de sorte que nous aurons identiguement

(1) SO K — w) =f(u).

On trouve de méme
J(— 2K —u)=f(u),

et, en écrivant u = ¢ — 2K,

(2) o) =J (v + bk).

Ann. de I’ Fc. Normale, 3° Série. Tome VI. — SeprEMnrE 188g. 37
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La considération de la coupure II nous conduit a la formule
JeK+2K' —u)=[f(u);

dott, en posant u = 2K —v et en faisant usage de la formule (1),

(3) S+ 20K = f(¢).

Cette fonction f(u) s’appelle le sinus de 'amplitude de «, ou le
sinus modulaire, d’aprés Gudermann, et se désigne par sinamu ou
plus simplement par snw. Elle admet les périodes 4K et 27K et prend
la méme valeur aux points de la forme u—+ période, 2K — w~+ période.
Je nomme les points de la premiere espece points homologues avee w,
tandis que les seconds sont des points symétriques avee u. La fonction
snu étant impaire, elle s’annule aux points homologues et aux points
symétriques avee Uorigine. Comme snu reste uniforme dans toute
I'étendue du plan, les périodes 4K, 2K ne peuvent avoir un rapport
réel et irrationnel, et comme !\l\,f

K¢

nombre rationnel, ce quotient I-F: sera une quantité cssentiellement
imaginaire. Nous pourrons supposer que la partie imaginaire de ce
quotient I—}{—' soit positive, quoique nous ayons déja défini, d'une ma-
niere précise, les quantités K et K'e. Car rien n’empéche d’éerire — K’
au lieu de K’ et de modifier les formules correspondantes; les résul-
tats principaux restent inaltérés par ce changement. Faisons encore
des remarques sur la solution de I'équation snw = a. Nous avons vu
que sn®(x) = x, ¢quation qui subsiste quel que soit z; donc I'¢qua-
tion snu =a sera satisfaite en prenant uz=®(a), 2K — ®(a) (j'¢cri-
ral w==¢ pour exprimer que les points u, ¢ sont homologues). Mais
il s’agit de voir si ladite équation n’admet pas d’autres solutions.
Nous avons vu que, pour les valeurs assez petites de «,

ne peul étre ni zéro, ni infini, ni un

‘

D(snw)=uw;

“la variable « décrivant un certain contour dans le plan (), lavaleur de
snu = x en décrira un autre dans le plan [z ]. Lorsque cette variable x
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ranchit une des coupures, la valeur de ®(xr) change brusquement en
franchit une des coupures, la valeur de ® hange brusq t
prenant la valeur symétrique de celle qu’avait Pexpression @ () avant
a rencontre avec la coupure. rs il est clair qu’on vevient a la posi-
I tre I pure. Alors il est clair g 1
tion initiale de « avec une valeur de ®(snw) de la forme

u -+ période, ou de celle-ci 2K — « + période.

Telles sont donc les valeurs de la quantité ®(snw). Supposons main-
tenant qu’on ait snu =«, alors ®(a) devra étre I'une des valeurs de
O (snu), c’est-h-dire on aura

u==®(a), 2K —®(a).

Ce sont précisément les valeurs de « trouvées plus haut.
Nous avons, en particulier,

snkK =1, sn(l(—l—ik’):-;—.;

restent holomorphes aux points u==K, respectivement u==K + /K’,
qui sont les seuls ot elles s’évanouissent respectivement. La fonction
snu devenant infinie lorsque w==1K’, et 2K + /K’ y étant de la forme

(4 o .
e = Yoy (U — )Y,
u—

les racines considérées ne sont pas uniformes au voisinage de ces
poles w,. Mais les fonctions

Vi—snfa, Vi—~Asntu, V(a=Esnwu)(1ELksnu)

y seront uniformes et le restent dans toute I'étendue du plan. On
éerit

Vi—snfu=cnu=cosamu, \1— /A*sn®u==dnu=Aamu,
en supposant eno =1, dno = 1. On trouve aisément

Dysnu= cnudnu,
Dyenu =—snu dne,
D,dnu—=— kcnusnu.
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La fonction snz est impaire, tandis que cne et dnwu sont paires.
Donnons les périodes des fonctions cnz, dneu.
Comme sn(2K — «) = snu, on aura

en(2K —u)==cnu
ou, en changeantz en K+ ¢,
en(K —¢)y==2cn (K + ¢),

ce qui exige que en (K + ¢) soit une fonction ou paire ou impaire. Si
cette fonction était paire, sa dérivée devrait s’annuler avec ¢. Or, cette
dérivée étant — sn(K +¢)dn(K +¢), clle se réduit & — 1 —4*
lorsque ¢ = o, ce qui prouve que la fonction considérée est impaire;

on a done
en(2K —w)=-—cnu

ou, en changeant u en — u,
en(e +2K)=— cnu.
On trouve de méme, en diflérentiant,
dn(a -+ 2K) = dnw.
On déduit ensuite de I'équation
sn(oK + 2K — «) =snu >

cette conséquence que dn (K + 7K'+ ¢) est une fonction impaire de ¢,

ce qui donne
dn(u+ 2K+ 2K'i)=—dnu,

ou, en employantla formule dn(u + 2K) = dn«,
dn(u + 2K/ i) =—dnu;

d’ou, en différentiant,
cn(u~+2K'i) =—cnu.

Développements des fonctions elliptiques.

6. Lafonction snuimpaire etaux périodes 4K, 27K’ n'ayant d’autres
singularités que des poles=K'i, 2K + K’Z, on la développe aisément
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en série en employant la méthode fournie parle théoreme de M. Mittag-
Leffler. Mais, pour m’approcher des méthodes de M. Weierstrass, je
Y \ . 1 .. . L .
considere la fonction gu = —— qui jouit de propriétés analogues i
sn-u -
celles de la fonction pu. Elle satisfait & 'équation différentielle

"u=lou(ou—1)(ovw—£i?),
¢ Puq ]

admet les périodes 2K et 2K’z et n’a d’autres singularités que les
poles
wy=m.2K +n.2K'¢ (m,n=o0,zz1,2=9, ...),

ou elle est de la forme
-
-+ 2‘ cy(w — wy).

0

I
(te —wy)*

Jécrirai, pour plus de commodité, 2K = w, 2K = o', et je vais élu-
dier la série

F () 2’ I I .
(w) = o — - b
( | (e —mo—nw')? (Mmoo + non')? w?’

ou les indices sommatoires 2, n parcourent toutes les combinaisons
de m, n =0, =1, == 2, ... sauf la combinaison m = n = o.

Cette séric semble jouir des mémes propriétés que la fonction zu. Il
faut d’abord montrer qu’elle est absolument convergente et qu’elle re-
présente une fonction analytique de w. Le premier fait s’établit en

, ey 1
obser e la s :nlz ——————— est convergente, comme on le
ybservant que la série o na e g ,
voit aisément. En éerivant, pour abréger, w = mw + no’, on voit que
'on a

22
[ J——
I I W u

(e —w)* w2 <I u>2 gy

o
"ot il est aisé de voir que la série

2 e a
(e —w)? w?
est convergente, ce qu’il fallait démontrer.
Pour montrer que F(«) est une fonction analytique de «, soit (R)
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un cercle ayant I'ovigine pour centre et R pour rayon, supposc assez
grand pour que « soit & I'intérieur de (R). Ce cercle contient un cer-
tain nombre de quantités @ = mw -+ n’ i son intérieur et & sa péri-
phérie; en supprimant les termes correspondants dans la somme

O 1 I . © s o
}_‘ [——————— - ~—17 je considere la somme

(ee—w)? 2
. RN " I B ~_I__‘
t, (u) __Z {_( w— fv)* wiJ

de tous les autres termes.
Puisqu’ici |u|<<|w], on a évidemment

@

I 1 “‘Z vt
(a—ww)r vt
v=2
et je dis que la série & triple entrée

»

( x) ~ 4 §.‘ ) ”v--l

’ Z e (VL
WV

est absolument convergente. J'observe, a cet effet, que P'on «

i
w Pl Pl
O vt it ||
dd | L T < u! 2 p’
V-] I— |- )
oy

et il est clair que la série

¢
"~ | vt ' 2 ;" | w|
(A%) A EAED)
‘ R ( l AEAEHE
woov==2 w P
=15)

est convergente, ce qui montre la convergence absolue de (A). Done
la série (A), qui, évidemment, représente la fonction F,(u), ne change
pas en intervertissant 'ordre de ses termes et peut étre ordonnée sui-
vant les puissances de u :

(B Fy(w) :::2 Ay w1,

v=2

La quantité F,(«) est done une fonction analytique de u qui reste ho-
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lomorphe lorsque [u| <R, et, comme la différence F(u) —F, (w) se
réduit & un nombre fini de termes qui forment une fraction rationnelle,
il est clair qu’aussi F(«) est une fonction analytique de «, qui reste
uniforme pour |u| << R. Comme F(z) ne dépend point de R, elle est
une fonction analytique uniforme de « dans toute I’étendue du plan;
lorsque v se trouve au voisinage d’un péle w,, F(«) prend la forme

I

—_— v —_ Y
(u_wo)i-i—..cv(u ).

[équation (B) fait voir que I'on a

§~1§ v~—|)u’—-_

”u I 1 ( “) :E (’J -+ I) A‘I uv? ‘-d e gl
V=2 V= “
Comme il est ais¢ de voir que la derniere série & triple entrée converge
absolument, on aura

Sy

S y(v—1)w? 7 I
Do Fy(w) = ‘Z. Z”“':Wr‘*-—”z a—wy’
w
ce qui prouve que Pon a

! )
Y I 2 3 i
Vo I (u —:.—-2:————-——-—————:-—-02*
l o ( ) (u__”,)d 1(-" ([[—-(-\")"
wr

w
La fonction F’(«)=D,F(u) ne change pas évidemment en rem-
placant w par « + o ou par u + ' ou par u + w,, w, étant une période
ao + o' w’. Del'équation

.l)u[F(“ -+ ) - F(”)] =0

on déduit
F(u+w)—F(u)=C

mais

~ - ! I 1 I 1
¥ - svo) — F(u) ‘“2 I:(lt—i—ﬂ’o—‘(") (e — w)? ] R CE LR

Rl I I I : I
= e 2 + 3 3?
24 (4= syy—w)* (e —w)* (= wy)*  (u—rwv,)?

\ Wy N . \
ol la somme z s’étend & tous les w, sauf w = o, w = w,. Cette quan-
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tité devant étre égale & C lorsque u = o, on aura

N y * 1 [ o
— — 2o, Wy,
T | (wg— )2 g2 <

On a, de méme, en posant & = — w,,

AN *[ 1 I i .
= e 2o, W
’ W () —r)? ’ <Y (5

de sorte que C= — C=o. Donc F(u + w,) = F(u), c’est-d-dire F(u)
admet les périodes w, o',

La différence 2(u) — F(u) admettant des périodes o, o et étant
holomorphe dans toute I’étendue du plan doit nécessairement se re-

duire & une constante. Pour obtenir celle-ci, il suffit d’observer que
/
— . ) .
o(u)=olorsque u = K'i = = ce qui donne
o (u) orsqu -2 cequl e

o'

ou == l"(u)wl"(—o—>-

La fonction F(w) n’est autre chose que la fonction pu de M. Weier-
strass.
On aura done

I 1 ~' | 1 I }
sin*ama ~ u® (@ —mo—nw')* (mo-+nn')

mn
1 I ?
— s —

!
I
(m ) 2 5 [me 4+ (n—"50' | (mw+nn)
- m, n
2

ou, plus simplement,

I Al 1 1
S - z n 3 ol
n? u (ll 10) — N G)/)ﬂ (I)l(‘) -+ It(,)(—-.—; !,)/)3‘ 1

mn.n



