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I N T R O D U C T I O N

A l'NIi

THÉORIE ÉLÉMENTAIRE DES miÏGRALES ELLHTOL'ES;

(kmmiuilicaiion laite a, M. I I E I Î . M I T K ,

P A K M. MATH1AS L K R C H .

t . Nous nous occuperons de l ' intégrale d é f i n i e

<P( , r )= ( ' dt
^,^^^^^^^^^^^^^^^^^

Ji\

x é tant une q u a n t i t é réelle assez petite pour que la fonct ion sous le
signe / reste t in ie et déterminée pour chaque va leur de / appar tenant
a l ' in te rva l le (o...;r). Evidemment , le module k pourra avoir une
valeur f inie quelconque, réelle ou imagina i re , que nous supposerons
différente de zéro et de l ' un i té , pour éviter les seuls cas par t icul iers
k = o, ± T qui peuvent être supposés déjà établis. Afin de pouvoir
général iser cette fonc t ion <D(<z*), mettons-la sous la forme

( , ) ^(.,)^fL^__^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^
J, ^'-^.^){i^^^^)

qui provient du changement de i en tx9, c'est cette expression de
9 ( x ) qui nous servira à étendre la fonction <1>(^) aux valeurs imagi-
naires de x. En eflet, x, fê tant des quantités f in ies quelconques, l ' in-
tégrale ( r ) aura un sens dé te rminé et, par conséquent, une valeur
f in ie , lorsque la fonction sous le signe / sera f inie et déterminée pour
chaque va leur de t con tenue dans l ' intervalle (o . . . i).
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La fonction sous le signe / devient i n f i n i e , lorsque i — l2^ = o
ou lorsque i —- /^.r2 C1 == o ; comme t parcourt r in terval le ( o . . . i ), cette
fonct ion sera i n f i n i e pour une certaine valeur appar tenant à cet inter-
val le lorsque x appar t ient aux serments de l'axe réel ( i . . . -4-co) ,

de la droite,ou, aux serments - , : • • • = 0 ) ?30 . . . - • — 00 ...

menée par les poin ts ± j d ans le plan des «r. Ce sont les coupures
correspondantes à ^expression <D(\r), pour parler comme M. Hermite.
N o u s les représenterons par I, I I , I I I , IV (fig- i).

ur

/IV

Pour toute va leur de.r en dehors des coupures , la fonc t ion sous le
si^ne / sera f in ie pour chaque v a l e u r de / de l ' in terval le (o . . . i).

I l s 'agit encore de prouver que ladite fonct ion y reste déterminée.
En posant, pour abrégerj^) = (:r — .^(i — p.:;2), i l suffit de mon-
trer que la fonction ^(xi) reste f in ie et dé t e rminée q u a n d on choisi t
F u n e de ses deux valeurs d^^Jï" point pa r t i cu l i e r , par exemple au p o i n t
.r == o [et où nous ferons ^R(o) == i ], pourvu que la var iable x reste hors
des coupures et que la var iable t a i t une valeur de l ' in te rva l le (o . . . r).
Or, sous ces condi t ions, la quan t i t é z -^xl sera aussi placée hors des
coupures, et il suffit donc de considérer la fonction ^^^j^

II est presque évident que cette fonct ion reste u n i f o r m e a l ' inté-
rieur du plan af'îecté des coupures I . . . I V C 1 ) . Car, en effet , on s'as-

( 1 , ) Pour abréger la diction, j'écrirai quelquefois le pl.-in ( . r ]au lieu de Le plan affecte
de\' coupures.iey coupure^'.
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sure, à l'aide do. théorème du b inôme, que cette fonction peut se mettre
sous la forme a^ + a^ Çz — ^ ) -4- a-, ( ^ — ,^o)2 4-..., la série étant con-
vergente et représentant \/B"(^), lorsque z se trouve à l ' intér ieur d'un
cercle1 ayant ̂  pour centre et ne contenant à son intér ieur aucun poin t .
des coupures. Une digression facile prouve que cette fonction ne peut
avoir q u ' u n e valeur déterminée dans chaque po in t du plan pr). J'écri-
rai [^5(^)1 pour désigner la f o n c t i o n \ /R. (^) , uniforme dans le plan
aiïecté des coupures 1... IV, qui. pour z = o est égale à 4- i.

Je dirai auss i que [s/R^)] esl- une ^pression déterminée ou une
branche dé terminée de la fonction \ /R(^) .

Soit m a i n t e n a n t
a^ 4- ^i ( .3 — ̂  ) 4- eu ( s •— ^o )2 4- . . •

la série qui représente \ / R ( ^ ) . Cette série sera convergente à l ' i n -
tér ieur du cercle ayant à ^o son centre Çfig' 2 ) et passant par le

Fiff. 2.

point s ingu l i e r ( ± i , ± î,\ le plus voisin (dans la figure par le
poin t i); mais elle ne sera égale à l'expression (b ranche) [vIU'^)] q1110

lorsque .z se trouvera d.ans la part ie blanche de notre cercle, t and i s que
dans la partie hachée ladite série sera égale à —J^l;^^)], comme i l ,
est aisé de le voir. C'est ce qu'il est nécessaire de remarquer pour dis-
t inguer entre la fonction analyt ique mul t i forme \/R(^) et entre l'ex-
pression déterminée |\/B.(^)|-

Donc, en. prenant sous le signe / pour la racine \/R(^'^) la va l eu r
Ânn. de t'Rc. Normale. 36 Série. Toïïie VL — AOCT 1889. 34
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[\/R(^)j, on voit que cette fonction reste f in ie , déterminée et cont inue
par rapport à la variable t restreinte à l ' in terval le (o. . . i).

Revenons maintenant à l 'intégrale

( \ T / '\ „ - /"* x €^
w"" JQ v/Ï^ï^9

qu i est une expression f in ie et bien déterminée, dépendant d ' une ma-
nière continue de la variable x. Comme el le est de la forme

< I > ( ^ ) = = ( x f { x t )d t ,
JQ

f{sct) étant une, fonct ion analyt ique de la variable réelle /, nous au-
rons, en employant la règle de la différentiation. sous le signe / '( ' ' ) ,

^<D(.r)= f [xt/'(xt)+j\xtr\dt^ Çl ^ [ t f ^ t ) ] ^
</<) J^ (II'

ou
^<1»(^==[</(^Q]^=/(,.);

c'est-à-dire nous aurons

d^(a^ _ i ^ i
———^—— - Jy^J - ̂ ^^^

Cela n'exprime autre chose que ce qu'en posant x = ^ -4- i^ l'expres-
sion

^=n—^(^+^<)[\/R(.2?)|

est une di f férent ie l le totale. De là nous allons conclure que l'expres-
sion <Ï>(a?) est une fonction analytique de la variable complexe x. Soit,
en effet, x^ un point quelconque en dehors des coupures : on sait que

( 1 ) La déduction de cette règle, que je suppose connue, n'offrirait aucune difficulté
méthodique,
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la quant i té .--~=L^ pourra s'exprimer par une série de la forme ('' )

-7==--: =Ci+C2(.;r —.z'o) 4-C3(.r — .ro)2-^-. . .,
V/R(^)

convergente dans la partie blanche d'un certain cercle construit au-
tour de ÛG() {fig^ 3). Formons la série

( A ) o (^) = Ci ( .r — x, ) -i- ^ .(.r - ̂ o)2 -4-. . . + cl ( .r — .2;., )v +. . .,

(.îonvergente dans le même cercle. Or, à l ' in tér ieur de la partie blanche

Fig. 3.

de ce cercle, nous aurons
rfy(. 'r) _ idx ~ v/ïu^y'

comme on a coutume de l'établir dans les éléments de la théorie des
fonctions.

En d'autres termes,
d ^ ( x ) __ d ^ ( x }

dx dx

pourvu que x soit à l 'intérieur de la partie blanche du cercle consi-
déré. Donc, en posant x == ^ -t- ^T, o et <f> seront des fonctions de deux
variables!;, ^, telles que

^((D^y)=:o , ^(*-?)^o,

( l) L'écriture de [\/K(«^)] est assez incommode, ce qui nous conduit à supprimer le cro-
chet, en conservant toutefois la notion de ^expression v/K(.z').
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ce qui exige que î> — y soit constante; il vient de la

(A') ^ (^)=co+Cl(^—^o)-4- i -^ ( .y—.•yo) 2+• ••-+- ^c, (^—^o) v+. . . ,

ce qu i prouve que la fonct ion peut être représentée, au voisinage d ' un
point que lconque , par une série de puissances, de sorte que <t>(,r)
est une fonction analytique de ,r.

Mais cette fonction n 'é ta i t d é f i n i e qu'en i n t r o d u i s a n t les coupures
I . . . IV , et il nous reste à examiner comment elle se comporte au voisi-
nage des points de ces coupures. Il est clair d 'abord que la série (A/)
converge pour toutes les valeurs de x qui se t rouvent représentées par des
points situés à l ' in tér ieur du cercle, à centre «2?o, qui passe par le p o i n t
cri t ique ̂ ± r , =L ̂  le p lus vo i s in , mais qu'elle ne représente l'expres-
sion $(a?) que dans la partie blanche de ce cercle. De là il. sui t que la
fonction analytique déf in ie par l 'expression ^(x) existe sur tout le
plan des x et n'a que quatre points c r i t iques ± r , : ± " . Elle est né-
cessairement mul t i fo rme , sans quoi sa dérivée serait un i forme. Mais
i l s'agit de voir et de connaître les lois qui unissent les d i f fé rentes
branches de cette fonc t ion , ce que nous al lons chercher en supposant
d'abord que la q u a n t i t é k ne soit pas réelle.

Dans la part ie hachée du cercle (,r,), la série (A') représente une
quant i t é autre que ^(a?). puisque sa dérivée (A) y représente la fonc-
tion —. , - r^ , ce qui condui t en môme temps à affirmer que, dans

ce cas, la valeur de la série (A) sera de la forme C — < 3 > ( ^ ) , C étant,
une quant i té constante. On en d é d u i t qu'en représentant par x ' ou x"
le point x de la coupure suivant qu'on le compte pour un po in t du
bord droit ou gauche, et en écrivant ^ ( x ' ) au l ieu de lim <I»(^), on

Ç = .Vaura
-<1>(^) ^^(.y^^C,

la constante étant la même le long d'une même coupure. C'est la loi
qui lie les. valeurs de l 'expression <t>(^) le long des bords d'une même
coupure. Afin d 'obtenir la va leur de la conslante G, il su f f î t d'appro-
cher x du po in t critique duquel papfc la coupure correspondante. I l est
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facile de voir, par le développement

——,== -=: •--——== + Ça -^ €3 V^ — ̂  + • • • .
V/R(.;Q v^-^o

que la fonct ion <I>(.r) reste continue au voisinage des points critiques,
de sorte que nous aurons C == 2<Ï>(c), c étant le ' po in t cr i t ique corres-
pondan t à la coupure envisagée. Par exemple, sur la coupure I, on a

C i = 2 < I ) ( i ) ,
où l'on a posé

<» (i ) := 1 i m <I» ( x ) == / ———^———-= = K ( À - } ;
..=r 1 J, ^(I-^^^I-/^r j)

sur la, coupure 1.11, on a
C.H^-^K,

p u i s q u e
<l)(~-..z')-::=---<.P(^).

Sur la coupure II, nous aurons

<I> ( X' ) -h- <Ï^ ( .̂  ) •=: 2 <I> [ -^ = 3 K\

O Ù

^. 1 , . ^ ^ î / ï l ^^^ ..„.- I F1 _ ,̂.._.,..,_..,_,
'-..^^^ ^^^^^ / ./LZ^^^

^i) y \ /l<",/
de sorte que K^ = - K. ( j Y

De là il suit :
L'expression ^(x) définit une. fonction analytique multiforme d

na-YCinl que quatre points critiques ± r , ± 7; lorsque la valeur de celée

fonction u, au voisinage crâne coupure I, I I , I I I , IV est ^{x), elle sera
donnée, sur le côté opposé de la même coupure, par l'expression
2 G — $(^), pourvu que la fonction u doive rester continue. Les'valeurs
de C correspondantes aux coupures I, I I , I I I , IV sont respectivement K, K^
~ K, - K',.

L ' in t roduct ion de l 'expression uni forme <I>(o?) fac i l i t e essentielle-
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nient l'étude de la fonction u. C'est en m,e plaçant au po in t de vue de
la théorie des intégrales imaginaires, développée dans une Lettre de
M'. Hermite à M. Mittag-Leffler, que j 'ai été conduit à éviter la théorie
des intégrales curvilignes dans les éléments de la théorie des fonc-
tions elliptiques. Le rôle capital que jouent les coupures des expres-
sions analytiques clans l'étude des fonctions définies par celles-ci y est
mis en évidence plus d'une fois. On en trouve des appl icat ions dans
deux Mémoires de M. Goursat, publiés aux Acta mathemaiica.

Il nous reste encore à déterminer la valeur à laquelle parvient la fonc-
tion u lorsque la variable x parcourt-un certain chemin fermé G (fiff. 4)-

Supposons d'abord que ce chemin ne cont ienne à son in t é r i eu r que
deux points crit iques, i et ,; par exemple, de sorte qu ' i l ne rencontre
que deux coupures, dans notre cas 1 et II. Alors la fonction M, par tant
de ^^ avec la valeur <I>(.z\)), parviendra à, x\ avec la valeur

<!>(^)=:3K,'-^(^)

et prendra le long de C la valeur ûK"—e^r), jusqu'à ce qu'elle par-
vienne au point x^ avec la valeur

a K ^ — 0>(^ ) == 2 W — a K "+• (^(.^ ),

de sorte qu'elle retourne au pointa avec la valeur

<t>( .z-o)-{"^(K^-Ky^ ^o+^'K/,

en posant i K / ^ K ^ — K .
Observons que la ligne G se décompose en deux parties l imitées par
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les points x^ .'x'a. Celle qui contient le point x^ porte les valeurs de
la forme u == ^Çoc), tandis que la seconde partie, contenant le poin t x^,
porte les valeurs de la forme aK/' — <D(;r). Il est donc tout naturel
que, en partant de x^ avec la valeur u^ = <I>(^), on y retourne avec la
valeur u^ — ^iW, ce qui. provient de la discontinuité de la fonct ion
(expression) ^ ( x ) le long des coupures.

Lorsque la variable a? décrit une l igne fermée entourant seu lement
les points (— s . . . î ) , la fonction u recevra un accroissement de la
forme±:4K(^.4) .

L'accroissement analogue provenant du. chemin fermé contenant a
son intér ieur (les points ±: ~ sera ^iK" (feg^ 5). Lorsque la variable .T
décrit une ligne fermée ne contenant à son intérieur que le seul point

Kig. 6. Fiff. 7.

cr i t ique .r = î {/ig. 6), la fonction u recevra la valeur 2K — a; lorsque
le chemin de la variables ne contient à son intér ieur que le point -^
(fig. 7), la fonction reçoit la valeur

2 K^ "~ U == 2 K/ l -4- 2 K -- U. .

En appelant période chaque expression de la forme a. 4K 4- JÏ1. 2 îK/ ,
a, p étant des nombres .entiers, on s'assure aisément que le théorème
suivant a lieu : ! '

Lorsque la variable x décrit une ligne fermée ne contenant à son inté-
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rieur qu un seul ou deux points critiques, /a fonction u reçoit respective-
ment une valeur de la forme

période -+- aK -— u, ou période •+• ^.

Supposons ma in tenan t que la variable x décrive une ligne fermée
quelconque, ne passant, bien en tendu , par aucun poin t c r i t ique .

Lorsque la variable x franchit une coupure, la valeur de <D(.r) se
change en. période 4- a'K — ^(.r).

Dans notre figure (fig. ^), le chemin rencontre les coupures a u x

Fi-. 8.

points x^ .r^.z'ip x^ «r;,, x^ Supposant alors que l'on parte de x^ avec
la valeur <D(^o) de 1^ fonction u, cette fonct ion sera donnée, le lon^
des arcs x ^ x ^ , ;r^, y^x.^ x^x,^ x,^x^, oc^x^, x ^ x ^ , par des expres-
sions de la forme

<I)0), 2 K - <Ï) {x) -4- p , <» (.z-) + p1, a K. — <I> ( .r ) ~^p\ * {x) + /^,

^ K — <Ïî ( .'r ) •4" /^^ ^ ( -r ) -h /^v,

les symboles/.», P ' f p ^ i • • • représentant des périodes. Donc :
La continuation analytique de la fonction (I>(.z') ne conduù à d'autres

valeurs (fuà celles qui s expriment par F une des deuxjonnules

<:!>(>) -h a .4K-h p.a^'K', 3 K — < I > ( ^ ) + a .4K 4- (3*2 iK^

et réciproquement, quels que soient les entiers a, ^, on peut trouver des
chemins qui conduisent à une quelconque de ces valeurs.

La seconde partie du théorème se vérifie en remarquant qu' i l suffit
de faire parcourir à la variable x un chemin entourant les points — r , i
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a —- fois dans un sens, et un autre entourant les points i, p [j ~ 'fois,
pour obtenir l'a première expression, etc.

Dans ce qui, précède, nous avons supposé que le paramètre k n'est.
pas réel; autrement les coupures auraient pris une autre position rela-
tive. Supposons maintenant la quant i té k réelle, entre o et i . Alors
l ' intégrale

,„, . r 1 x di
<1»0):== I •——==r=.—-=:=-r=~^

J ,\/(I-^^)(I-^,^^)

existera dans tout le plan, sauf les coupures (—co... i) , (:i...cc)

Fig. 9.

_A'__.==!L=,. „.„..,„ ̂  - - ,p==JL==^_—-̂
.-,/ -j. o i ^
À ^

„ , „ .„ y . , . , . , ri <t> ( /r ") î. • nsi tuées sur 1 axe réel. Mais la dérivée —.--— :-= ^=— sera, uni torme,atz; V.R(.:y}

en évitant seulement les points des coupures ( — j, • • • — ï ) • > ( ^ • ' • ! ) 5

et' i l s 'ensuit que l'expression ——-= aura la même valeur le long des
V^')

deux cotés des coupures Q, - • • oo), (— ^ ... — co^, tandis qu'elle aura

des valeurs opposées le long des coupures ^ i . . . ^ M — ï . . . — j^ ' Repré-
sentons par A, A' les premières, par B, B' les secondes coupures. Nous
aurons alors, le long de A, A',

<ï) ( ̂  ) = <t^ ( x" ) 4- const.,
et le long de B, B7,

€> (<y/) 4- ̂  (.^/) •==• const.

La constante correspondant à la coupure B sera évidemment

<I)(.y/) 4-. (l)^^) = <2<Ï) ( l ) =: 2K,

tandis que, sur la coupure B', cette constante sera — 2'K.
Afin d'obtenir la constante relative à la coupure A, posons

<D(^) — ̂ {x') =: 2C, x = ( ^ ^ . • . 00).

^/?/î. ^<6' /'7^c. Normale. 3e Série. Tome VI.— SEPTEMBRE 18^9 .
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En écrivant
<& (}-. ± o . l } =r- \\m ̂ ( i , ±. e t } ,

\A' / e^o \A' /

oïl aura évidemment

2C =iîfl^~o.^^^(î,—0,^},

3K=^^.+o.^ -h^^. -o./y
ce qui donne

C = = ( I ) Q , + Ô . ^ - - K ,

et i l nous reste à évaluer la quant i té C^- + o.^) . Posons, à cet elle!:,

x = ~. r/^, ç étant un petit angle positif; nous avons

<Ï^)=

Lorsque o s'approche de zéro, la première intégrale converge vers K,
et il suffit donc de considérer la seconde.

On voit aisément que la partie imaginai re de la racine

^(T^TTî'̂ y^zr'jiTa^

est négative, de sorte que nous aurons

Hm r^ f ^^^_^ ̂ K^,
^Vl Jl V / ( ^ _ _ , ) ( , _ _ / , 2 ^ )

ce qui donne
C^Wi,

et par là nous aurons, le long de la coupure A,

<&0 "+- o.Q — €ï(.r — o-O =r % n</,
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et, le Ion £2; de A",
€ï(.r + o . i ) — €>(.:r — o.i) == '.ï IK'.

En appelant période chaque quantité de la forme a.4K 4- p.ndv' ' ,
a, (3 étant des entiers, on trouve qu'aussi, dans ce cas, tes expressions

4>(.r) -+- période, aK — €>(.:r) -4- période

coïnc ident avec l 'ensemble des valeurs, auxquel les on parvient par la
cont inuat ion ana ly t ique de l'expression ^(.r).

On trouve un résultat semblable en supposant k > i.

2. Nous aurons besoin de conna î t r e les l imites desquelles appro-
chent les expressions <D(.z1) quand le module de oc croît au, delà de
toute l i m i t e . Soit d'abord k imag ina i r e ; supposant \x\ > , 5 1 , n o u srt i—, 1 1 j (,l l A i.,', o u \ ' \f\j ou « 1 1 ' ».A-" ^r >

aurons

et, comme la, f o n c t i o n — al- — fH—^h-. — ,.. a la même dérivée q u e' ! .r ôj^ o^"» 1

(P(.r), il s 'ensuit

(.) 1 (D(.r) =.^^^^-^^,,/ \ / " ^ j^3 ^^.,>

Mais on ne doit pas oublier que le développement (i) ne subsiste
que dans une région ne contenant aucune coupure. Il y a quatre ré-
gions de cette espèce, l imitées respectivement par les coupures l- l t ,
I l-III , ni-lV, IV-I (fig. ïo). Dans chacune d'elles, le développement (a)
prend une autre f o r m e , c'est-à-dire la constante a^ et le signe des
au t res coefficients a peuvent changer. Mais il est manifes te q u e . la
quan t i t é <&(^) s'approche toujours de la valeur correspondante de a,,
lorsque x s'éloigne à l'infini en restant cependant dans une même
des quatre régions. Nous écrirons ^^==$(00)^, lorsque x se t rouve
dans la région l-II, et ainsi de suite,

Rien n'est p lus fac i le que de dé te rminer ces quatre quan t i t és $(00).
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En effet, nous avons, d'après les propriétés de ^(^) établies p l u s
haut,

e)(co)i.n -4- ^(ûo)iî-in == aK -h- 9 '̂K/,
eî(co)n-m + ̂  (oo)m.iv == — 2 K,

Fi(y. co.

et: en même temps il faut que l'on ai t <I>(—'r) == — ^(.'x'), d 'où

^(^iii . tv^—^^Mi,
ce qui. donne

i ^(ûOh,!! = 2K, + ̂ K^

(3) ( ^(^n.ns^^I^.

Les valeurs de ^(x;) sont donc de la forme

&K/4- période ou 2 5t — <K/ •4- période ;
car on a

— /K^ /K/— 9. iW^ l^ -h période,
aK -h i¥J-= aK. — ^K,/+ a^K/^:: 2!., — ^/»h période,

— 2,K, -" &!/=: a K — ^K' + 4'K. =: a K. "-- I K ' + période.

Lorsque A est réel, on n'a que deux valeurs"<l>(3D) qu i , d ' a i l l eu r s , rie
différent que par le signe» On a {fig. 1 1 )

^(M^^^^^-^^-M^)

et, d'autre parts
<Ï)(N ^^(-MJ^^K/,

ce qui donne
<Ï)(N ) = < K / .
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On a donc
e)(-o))==:±:/K^

el la continuation analytique de $(.r) coudait à des valeurs de la

forme iK' -t- période et 2K —- iK' -+- période, x devenant i n f i n i .

Une propriété du rapport des périodes.

3. Nous aurons besoin (.le savoir que le rapport — ne peut jamais
être on nonibre rationnel, en supposant que P di f fè re de o et de i. Je
démontre d'abord que les quanti tés K'^K ne peuvent jamais s'annuler en
même temps; car, si l'on avait en môme temps, pour une certaine va-
leur de /c d i fférente de o et de ±: i, K == o, K' = o, la fonction analy-
t ique ii déf in ie par l'expression ^(.r) n'admettrait que deux' valeurs
différentes pour chaque valeur de œ, à savoir ±: <ï)(.r). Alors n2 serait
une fonction analytique uniforme é^ale à <P(^)8 et elle resterait infé-
rieure à une l imi te l inic, comme l 'est €)(<r). Or cela exige que l 'on a i t
u2 == consL, chose mipossi.ble.

Oïl voit de même que l'on ne peut avoir K^o , 'Ef ===- o; car, dans ce
cas, la continuation analytique a de la fonction ^(«r) serait de la forme

ii'n i

± $(^) + a. 2K(a === entier), ce qui conduit à aftirmer que e K serait
•une fonct ion analytique/^) qui n'admet que deux. valeurs différentes
e1'1' ̂ '^ de sorte que/^r) 1+• -——. serait une fonct ion analytique uni-
forme àe la variables, fonct ion qui reste moindre qu'une l imite , chose
impossible puisque l'hypothèse f{oc) 4- ——• == const. donne./ (. •'r )

f ( ,z" ) •=: c o n s t., d ' o ù ' <Ï> ( <v ') ̂  c o n s t..
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On voit de la même manière que l 'hypothèse K/^o, K = o n'est pas
admissible . vf.

Nous allons maintenant prouver que le quot ien t -j— ne peut jamais

être un nombre rationnel ^- En effet, supposons qu'on a i t , au con-
traire,

K^ _ p
•K" - <î '

Posant co == ^— = —, on voit que l 'ensemîîle des valeurs de la fonc-P r/ i

lion u déf in ie par l 'élément <&(^) est de la forme

u ==±: <I?(.r) -+- aw (a =:= ent ier) ;
2 // TC /

d'où l'on voit que, en posant/^.r) == e (û , la fonction fÇx) -4- —I--
»/ \' ' /

est uni forme et reste contenue au-dessous d/une l im i t e f inie , ce qui est
impossible.

Inversion.

4. Nous avons vu p lus haut que la fonct ion <I>(^) vériûe l 'équat ion
di l lerent le l le

d^ _ i ^
^"IViH^^

la cont inuat ion u de <D(.r) aura donc cette propriété qu'elle vér i f ie
l ' équat ion d i f férent ie l le

du, r
. ^'^vliT^5

où vK(.ïj représente ou. [VK(^)J ou ~ [v'iIOxr)], suivant que la branclK'î
correspondante de la fonct ion u est de la forme

<I>(.r) -+- const. ou de celle-ci -- <& (^) 4- consl.

Si l'on pouvait montrer qu'inversement x peut être considéré comme
une fonction de u, on aura i t une solut ion de l 'équation d i f férent ie l le

,/ ..y»

(') ^=VK^)=:^/(i-.^)(i-^^),
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où u est une variable indépendante; mais on parvient au même but en
étudiant cette équation différentielle directement, comme l'ont fait
Briot et Bouquet. Nous suivrons la même voie, mais nous croyons né-
cessaire d'entrer, en quelques détails très délicats, dans cette ques-
t ion.

Il faut d'abord démontrer le théorème de Ca'uchy :
Etant donnée une équation différentielle de la forme

( -4 ) ^ ̂ ^S^'2''" 'r0^
v= l

dont le second membre est convergent sur le cercle \ x—x^ \ === r, sur le-
quel le maximum de son module est g, cette équation sera satisfaite en
posant x =fÇu \ ̂ ,), où fÇu u^ est une fonction exprimable par une
série de la forme

x

(3) j\u \ a,) = ̂ o+^Cv(^ - ̂ o)^
•/ ;= i

et dont le rayon de convergence est au moins égal à —^

[Cette solution est la seule qui s'approche de x^ lorsque u tend vers
Ho ( < ) . ] Ici Uo est âne quantité choisie à volonté.

Démonstration. — Si, l'on sait que l'équation (2) est sat isfai te par
une fonction holornorphe au voisinage de ^o» <m obtient imméd ia t emen t
le développement (3), en, observant que les dérivées de x par rapport
à u s 'obtiennent en d i f fe ren t ian t l 'équation (2). On trouve, en effet,

/•/n-h-2 ,y. -r-^f(' '" ^...VP/M) / y. _ y. \m^^ --.--^L,^^ ..̂  ,

W. = 0

où C^ représente la somme

^ P.l(^l4-^2~I)(^l.-^^2+P-3—'lî)...(F-l+F•2+••*+^^

ai,çx2,...,(^.i.3

(1) Nous laisserons de côté cette dernicro partie du théorème, puisqu'elle est conlenuo
dans une propriété beaucoup plus générale des intégrales des équations différentielles, dont
j'aurai l'occasion d'employer quelques cas particuliers.
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étendue à toutes les solut ions de l 'équation indéterminée

pi + ^.2 "I-. . . -h [J'n^ ~= în -+- ri -h i «
On aura alors

^^ ̂  (D^^')«•=.«„="- ^(y3^ ̂  Fv(r^ ^i? ^2; • • • ) .

où F,̂  représente une somme de la forme

^Napy. . .^a^p^Y' • • »

dans laquelle Nap^.. sont des nombres entiers positifs. C'est donc la
série

(3 /.,) /(« 1 /,,) -- ,,,4-̂  'F^"1^,^——^(/, - .„)'/
V:=l

qui peut vérifier l'équation dif.Ïerentielle(2). II. faut d'abord en trouver
le rayon de convergence. J'observe, à cet effet , que l'on a ci^=.g^^ et,
d'après la forinatioli de la fonction F^,

[ Fy (^ a^ a^ a^ .. .) [ ;; Fv(^, ^r""1, ^7-2, gr~\ . . . ).

La série (3 bis) sera donc convergente lorsque la série

VK"-^ V ( 0' ^,..—1 .̂,.,-2 o.r>—3 \

o ( (.) = V i^^^^^^^^ ,,vC,) = >, iJLL^Ï——L^,__^__^^^^^^^^^^^^^ ,,v

,ie sera; or il. est aisé de voir que celle-ci, converge pour p | < ̂ ; car,^ ^
en effet, elle est une solution de l 'équation différent ie l le

^ — - ^ — - = V ^ ^
. ' ~dv '"" ^ ^ " ^ /'^ ^i -— — ^ .̂ . ^

/•

et se r édu i t à zéro pour v == o; une telle solution est la fonction sui-
vante

^.r ^ r^/i ~ ̂  .'=^ + ̂  Ç ̂ +. ...

qui. doit être identique avec ç^).; mais le développement de cettepU
fonction converge pour | v \<^ —'

2^'
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La série (3 bis) est donc convergente pour u — u^\ < — et défini t
une fonction analytique/^ | u^). Il faut démontrer qu'il y a im nombre p,
tel que pour chaque valeur de u, qui rend moindre que p le mo-
dule de u — u^ cette fonction, satisfait à l'équation différentielle pro-
posée (2). Or il y a, en effet, une quantité p pour laquelle

| /( u 1 Uo) -— XQ \ ̂  r lorsque | u — u^ [ î p ;

la série
M
^^(^ __ ̂ Y=^a,[f(u | „,) - x^Y^{x—x^=.^a^j\u
v ==: o

sera alors convergente et se réduira à une fonction ^(u) holomorphe
au. point u^. La manière dont nous avons déterminé les coefficients <\
prouve que l'on a identiquement

^)(^o)^/^)(^), ^(ao^/^o);

d'où l'on a, en employant la série de Tayloi%

^{u) =f{u,) +/^o)^^ +r(^) (i^^-4-...=^(„).
On a donc

/ / („) ̂ <^i^^^(^)^^^(^^^^ ^^y(,,]^^

ce qui démontre le théorème.
Revenant maintenant à l'équation différentielle

(i) ^ = ̂ (i-^RT^/c2^ = v/RÏ^),

j 'en considère l'intégrale, qui se réduit à zéro pour u = o, et dont la
dérivée ^(«x?) y devient égale à 4-1. Puisqu'on a

\/R( X ) == ï : -+- <^i X^ 4- Og X^ -h ^3 X^ + . . . ,

pourvu que le module de x reste inférieur à la plus petite des quan-
tités T , T , ladite équation admettra l'intégrale delà forme

00

(a) ^=/(z<î)=^6v^, Ci==o,
v:==l

^?/^ de l'Éc, Normale. 3e Série. Tome VI.— SEPTKMBUE 1889. 36
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la série étant convergente à l ' intérieur d'un, certain cercle décrit au-
tour de l'origine. Nous allons d'abord prouver que cette série ne peut
être convergente pour chaque valeur de u, de sorte que son rayon de
convergence est nécessairement fini.

Supposons, à cet effet, que la série (2) soit partout convergente et
définisse, par conséquent, une fonction holomorphe fÇu)' Cela étant,
la quanti té /'[^(^l sera une quanti té finie et variant d 'une manière
continue avec oc lorsque oc ne franchit aucune des coupures (.I.. .'IV).
I l est aisé de voir qu'elle est une fonction analytique de la variable .z';
car nous avons en effet: pour chaque valeur de x dans un certain voisi-
nage d 'un point quelconque x^ (en dehors des coupures) un dévelop-
pement de la forme

<î)(^)=^<Ï>^~.:ro)\

et l'on en déduit

/[<^)]=^/^—^or.

La fonction /|(î)(^>)j n'ayant, dans un point quelconque, qu'une
valeur f inie et déterminée, et s'y comportant comme une fonction ho-
lomorphe, i l , est clair qu'elle est une fonction, analytique de x, cette
variable étant prise dans le plan affecté des coupures. Mais aussi sur
celles-ci la valeur de/(<D) reste une fonction analytique et ne peut
avoir des points s inguliers qu'aux points critiques ± i, ± ^? de sorte
qu'il, ne faut que chercher si elle est uniforme au voisinage de ces
points ou non. Afin d'obtenir la valeur de/["<-I>(^)], il suff i t de la déter-
mine r auvois inage d'un point quelconque, par exemple au voisinage
de x == o; supposant alors x assez petit, nous aurons

.ae
/[<I»(,^)]=:o(,r)-_^A,^.

• V :=: 1

Afin d'obtenir les coefficients, considérons la fonction ^\f(u)\
qui, pour des petites valeurs de u, est holomorphe; sa dérivée élanfc

'̂''••'̂ ièï^7'̂
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elle doit coïncider avec u,
^[f(u)]=u,

ce qui fait voir que l'on a
/j^[/(«,)]j.=:/(zQ,

de sorte qu'en posante =/'(^), on a
V 4 ,.,V——— y.^ ^\y.Â.- —— .Z ,

d'où il suit, par conséquent, que

et par là
Ai== i, A2=:A3=:A,^==.. .=ro,

/<&(.y)r=.r.

Notre fonction coïncide donc avec la fonction la plus s imple, .r, et:
cette coïncidence devra subsister quel que soi t^r .

Mais en faisant tendre x vers l ' i n f in i , la quanti té ^C.^"), ainsi que
/Y^)), s'approche d'une limite finie, tandis que x devient i n f i n i , et:
l'équation f C^) == oc sera impossible. Ce qui prouve qnef(u) n'est
point une fonction partout holomorphe, et que la série qui la repré-
sente doit devenir divergente lorsque le module de // surpasse une
certaine quantité p. Représentons par (p ) le cercle de convergence de
ce développement, et dont l 'équation est | u\ = p.

D'après un théorème bien connu, il y a au. moins un point singu-
lier u^ de la fonction f(u) sur la limite de convergence (p) de la
série (2). Il s'agit d'étudier la nature de la discont inui té de f(u) au
voisinage d'un tel point i/o-

I. Supposons d'abord qu'il y ait au voisinage de u^ une série des
points Ut qui s'approchent indéf iniment de UQ en restant à l ' intér ieur
du cercle (p) et tels que la quantité/(^) tende vers une limite finie x^
lorsque u^ tend vers UQ. Soit, en premier lieu, x^ différent des valeurs
critiques ± i, ± • / ' Dans ce cas, l 'équation différentielle (r) prend la
forme

(^ ^J^(^^
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et l'on peut trouver une fonction
00

(^) x=J\u\ u^) =^o+^^v(^— ïhY
v=l

qui y satisfait et se réduit à x^ pour u == u^ le rayon de convergence
de cette série est au moins égal à —-^ r désignant une quantité moindre

"* t")
que le rayon de convergence de la série (i7), et ^"représentant le mo-
dule maximum de \/R(;r) sur le cercle x — x^ \ = r.

Traçons (fig. i3) , autour du point a?o comme centre, le cercle du

Fig. 12.

rayon r e t ensuite un autre cercle concentrique ayant un rayon ^ plus
petit que r. Choisissons u^ de telle manière que la valeur x^ =f(u^
se trouve représentée par un point .̂  à l'intérieur de ( r^)< Alors le
développement de la fonction \/l\(x) autour de x^ à savoir

(3^) \/R^=^^(^~,rO\
v=o

reste convergent à l'intérieur et sur la périphérie du cercle
| x — x^ \ == r — /y

Le module maximum g^ de ^/i\Çv) sur ce cercle reste inférieur à g-,
puisque la fonction \/R(.r) reste holômorphe sur le cercle r, et le
cercle considéré est contenu à l'intérieur de celui-là. Donc, la fonc-
tion

(4') /(.)=^Z^(.-^
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étant holomorphe au point ^, et satisfaisant à l'équation différen-
/-y' iw „____

tielle ̂  = \/R(.r), le rayon de convergence p^ de ce dernier dévelop-

pement est au moins égal à /-=;z^ > ^^p; je dis qu'on peut déter-
'""' Ô 1 "' Ô

miner la quanti té u^ de manière que l'on ait / "~ / 0 > \UQ— u^ . En
^^

effet, d'après l'hypothèse, les quantités u^ s'approchent indéfiniment
de UQ et en même temps les quantités x^=fÇu^ tendent vers x^.
Construisant autour de UQ un cercle avec le rayon /—^, celui-ci con-

<ïg
tiendra à son intérieur une infinité de points u^ parmi lesquels se
trouvent aussi ceux pour lesquels la valeur de /(^) est aussi voisine
de XQ que l'on veut, de sorte qu'on peut supposer, par exemple,

I /( ut^ ) — ^'0 1 < ^O» G. Q. F. ï).

La série (4') sera donc convergente à l'intérieur d'un cercle conte-
nant UQ à son intérieur, ce qui prouve que la fonction fÇu) reste holo-
morphe au point u^ et coïncide avec la série/(M ^o). Le point u^ ne
peut donc être un point singulier àef(u).

Si, en second lieu, la quantité x^ était égale à une des valeurs cri-
tiques ± r , ±: -? la fonction \/]{Çx) serait développable en série de

00

la forme 2 \joa—^"oS^C^—^oY e^ en changeant oc—x^ en ^2,
V ==0

l'équation différentielle deviendra

(.•) ^=i'.'-'
v == o

et admettra l'intégrale
00

(?/) ^y(^)=^cv(a--^.

Or, la même équation admettant l'intégral.e t === \//Çu) — ^'09 oo
démontre de la même manière, comme précédemment, que ces deux
intégrales coïncident, de sorte que UQ n'est pas un point critique de
/(^).
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II. Cela étant, nous allons voir que, u^ étant un point singulier de
/'(a), chaque voisinage de u^ contiendra des points u, pour lesquels le
module de/(^) devient aussi grand que l'on veut. Imaginons à cet
effet une série de points u^ u^ u^, ..., qui s'approchent indéfiniment
de UQ en restant à l'intérieur du cercle (p). A chaque point Uy, correspond
une valeur bien déterminée/(^a) = x^ Supposons que le module de
Xy^ reste inférieur à une quantité finie R; alors toutes les quanti tés

x^ (a -=: i, 2, 3, . . .)

seront représentées par des points à r in tér ieurd 'un cercle \oo\ = R/ >B.
Maintenant deux cas peuvent se présenter ici. :

a. Parmi ces points, il n'y en a qu'un nombre fini qui, sont diffé-
rents; de là il suit qu'au moins une des quanti tés /(^a) se présente
une inf ini té de fois. Or ce cas est impossible, puisque le point u^ ne
saurait être un point singulier, comme nous l'avons vu précédemment,
soit en supposant

f{Uy.)=X^±.ï, ± ̂

soit pour
/y. ___ -1- r -.(- xl .jûo — rc ï, jr "T*fi

[j. Les points ^sont en nombre infini. Alors, la région finie (R/)
contenant une infinité de points de l'espèce déterminée, il y aura au
moins un point x* à l'intérieur de (IV), tel que chaque voisinage de ce
point contient une infinité de points a?a; on d'autres termes, chaque
voisinage de u^ contiendra des points Uy^ pour lesquels la quant i té
/(r^) sera aussi approchée que l'on voudra d'une quantité finie x\ II
s'ensuit, d'après ce que nous avons vu plus haut, que le point u^ est
un point ordinaire de la fonction f(u), ce qui est contre l'hypothèse.

Donc il y a, à chaque voisinage de ^o» des points u^ où le module de
f(u^ ) est aussi grand que l'on veut

En posant x = ̂  l'équation différentielle (i) prend la forme

— ==.— \/(i — 52) (A:2— i^) == ao 4-^i^4- Oa^-h.. .,

le développement étant convergent à l'intérieur d'un cercle; soit r une
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quantité moindre que le rayon de ce cercle. Soit j'o w^ quantité posi-
tive moindre que r, et traçons le cercle (r,,) avec le rayon r^ autour
du point z == o, ainsi que le cercle (r) avec le rayon r. Lorsque ^, se
trouve à l ' intérieur de (^o), le rayon de convergence du développement

^ ̂ ^^.^..^^ ̂  ̂  ̂  ̂  _ ̂  ̂  ̂  „ ̂ j^ _

sera plus grand que r — - r ^ , et son module maximum sur le cercle
_ ^ j == r—ro sera inférieur au module maximum de la q u a n t i t é

^•^^Y^-zr^)

sur le cercle | z \ = r, que je désigne par g.
Soit maintenant u, un point tel que j u^—u^K^--^-0; et que

1 : "'* to

f\ {^\ ) 1 > -1"" Alors il est clair que le développement/\,

T^-i^-c-".'"^A^^z— ^ l ) /

^=o

reste convergent sur le cercle \u—^J=—^-% qui contient le/1> "L!'0^
point u^ à son intérieur. La fonction j— est donc holomorphe au
point Uo, et, comme elle est susceptible de valeurs in f in iment petites
au voisinage de ?/o» ^e d°it avoir la forme

: Ci{u — Uo) ̂ c^u — ^o)2^- • • •
f^)

cizL'équation ̂  ̂ _^^^y^^^ ̂  ̂  ̂  c^±k est di t"

férent de zéro, ce qui donne

fW .̂.̂  ..^.^^^ ^.^ ̂  ̂  ̂  ^^ ̂  ̂  ̂  ̂  y^._ /^

OU

f(u) == —^— -l- bo-+- b^u — u^ + fh{u — ^o)2^- • • •
(f —— UQ

La fonction f(u) n'admet donc sur la circonférence (p)d'aotres
points singuliers que des pôles qui , par conséquent, s'y doivent pré-
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senter en nombre fini. La fonction est donc méromorphe (et uni-
forme) dans un domaine plus étendu que (p). On voit de la même ma-
nière que les points singuliers de/(^), en dehors de (p), sont des
pôles, de sorte que la fonction reste uniforme dans toute l 'étendue du
plan et n'y admet d'autres singularités que des pôles.

5. Etudions ma in tenan t la quanti té yf^C^)] =="lF(^). Soit <T() une
quantité quelconque située en dehors des coupures Ï . . . I V . La fonc-
tion <I>(^) sera exprimable par une série de la forme

00

^(.^==^^(^——^0)^

V =0

Cette série reste convergente à l'intérieur du cercle ayant pour centre
XQ et passant par le point critique ( ± i , ± 1 ) le plus rapproché
de XQ ; mais, en général, elle ne représente <Ï)(a?) que dans une partie
de ce cercle.

i° Soit u = a^ un point ord ina i re defÇu). Dans ce cas on aura, pour
les valeurs de x assez voisines de x^^ le développement de la forme

f(u) == Sc^u — aoY, (v :=<:), r, 9., . . .)

et, par conséquent,
w

/[<Ï>(^)j = >F(a?) =^b,(.-v -x,)\
V = 0

2° Si, au contraire, u ==== Oo est un point singulier de /(^), nous au-
rons dans un certain voisinage de a^

fÇu)z= ~——— +co -^C l ( ^—ao)+c •2 ( ^—ao) 2 -4 - . ..,
U —~" (À/ ̂

ce qui donne

( f\^(x}~\ — -—iî t—. -+- ̂ r̂̂ tL.-., ^-l J L — K^ /J — / y , y \t^ ^ / \m-l ' • " •J ^ — X - Q ) ^ X — X ^ )

\ B-.^,^_ 4,Bo+Bi(^-^o) -h . . . ,
\ •̂  — * "̂()

w étant un certain nombre entier.
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Cela prouve que ^F(^) est une fonction analytique clé la variable .r.
On voit aisément que les seuls points critiques que celte fonc-
t ion pourrait avoir sont x-=±î, ± ^ et certains pôles x^. Mais,
lorsque x est assez pe t i t , on a W{x')-=-x. Cette équation subsiste
donc, quel que soit^. 11 est clair que cette fonction n'a aucune singu-
lar i té à distance f in ie , ce qui prouve qu 'un développement de la
forme (i) ne pourra jamais se présenter. En d'autres termes, lorsque x
est f in i , la valeur de <&(^) est un point ordinaire de/(^), tand is que
les valeurs de <E»(GO) sont des pôles de/(^), comme il est aisé de le voir
en considérant l'équation V^) = '^-

La fonction/[<t>(^)'J é tant uniforme, nous allons en conclure, que
f(u) est doublement périodique.

Soient;^, x" deux points inf iniment voisins et placés aux côtés op-
posés d 'une même coupure, par exemple de la coupure T. On a

<I> ( .2^ ) -i- ̂  ( .2^ ) "= a K. + s, l i m s -=": o ;
.y' „„ ;r'" •= <)

d'où, en écrivant <ï>(^) == u, ̂ (.r") = 2:K -h £ — u,

/(a K + s ~ u ) -/( // ) = x1' - .r^

Comme nous l'avons vu plus haut,/(^) et/C^K -l- £ — a ) sont des
fonctions continues de u. Lorsque x ' et x" s'approchent du poin t x sur
la coupure, u et aK -h" £ — u s'approchent de v et de 2 K — ( \ ce qu i
donne

/(^K,-P)-/((-)=O.

Cette équation subsistant pour une série cont inue des valeurs de ^
qui correspondent aux valeurs de oc sur la coupure I, elle subsiste,
quel que soit v, de sorte que nous aurons identiquement
( , ) / (9 .K-U) ===/(«).

On trouve de même
/ ( -aK-^)=/(^) ,

et, en écrivant u •==- v — 2K,

(^ ) / (<Q==/(^- l -4A-) .
^///z. Je rAc. Normale. 3e Série. Tome VI. — SEPTEMBBE 1889. ^~]
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La considération de la coupure II nous condu i t à la formule

f^-K^^W-u^fÇu);

d'où, en. posant u = 2.K—v et en faisant usage de la formule (i),

( 3 ) /(F+a^)^/^).

Cette fonction f(u) s 'appelle le sinus de l 'ampli tude de u, ou le
sinus modula i re , d'après Gudermann, et se désigne par sinaiTH/ ou
plus s implement par sm/. Elle admet les périodes 4 K c t ^K" et prend
la. même va leur aux points de la, forme u+ période, aK -"- ?/+ période.
Je nomme les poin ts de la première espèce points homologues avec u,
tandis que les seconds sont des points symétriques avec u. La fonction
mu é tant impai re , elle s 'annule aux points homologues et aux points
symétriques avec l 'origine. Comme snu reste un i fo rme dans toute
l'étendue du plan, les périodes 4,K, ^'il{! ne peuvent avoir un rapport

"JA" 1 j

réel et i r ra t ionne l , et comme — ne peut être ni zéro, ni infini , ni un
K ^ /nombre rat ionnel , ce quotient — sera une quant i té essentiel lement

•imaginaire. Nous pourrons supposer que la, part ie imaginaire de ce
quotient -— soit positive, quoique nous ayons déjà défini , d 'une ma-
nière précise, les quantités K et K^. Car rien n'empêche d'écrire — K/
au. lieu de KY et de modif ier les formules correspondantes; les résul-
tats principaux restent inaltérés par ce changement. Faisons encore
des remarques sur la solution de l'équation sn^==a . Nous avons vu,
que sn<D(.r) == x, équat ion qui subsiste quel que soit x\ donc l'équa-
tion snu=^a sera satisfaite en prenant ^=<3>('a), 2K--<&(a) (j 'écri-
rai. u=s^ pour exprimer que les points u, p sont homologues). Mais
il s'agit de voir si ladite équation n'admet pas d'autres solut ions*

Nous avons vu que,, pour les valeurs assez petites de u,

<S)(so^)-=: u;

la. variable u décr ivant un certain contour dans le plan (u), la valeur de
snu -== x en décrira un autre dans le plan f^J . Lorsque cette variable x
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franchit une des coupures, la valeur de^^r) change brusquement en
prenant la valeur symétrique de celle qu'avait l'expression ^(.x1) avant
la rencontre avec la coupure. Alors il est clair qu'on revient à la posi-
tion i n i t i a l e de u avec une valeur de <I)(sn^) de la forme

^-i-période, ou de celle-ci a K . — i f -h période.

Telles sont donc les valeurs de la quant i t é ^(si'Kz). Supposons main -
tenant qu'on ait sniz ===a, alors ^ ( a ) devra être l 'une des valeurs de
<I>(snz/) , c'est-à-dire on aura

^E=î l> (^ ) , ^ K — — ( I > ( ^ ) .

Ce sont précisément les valeurs de u trouvées plus haut.
Nous avons, en. part iculier ,

sn K = i, sn ( K' +• ^K/ ) =: -

comme nous l'avons vu plus liant, les fonctions \/i ±: sn^ , \/i: ±/csna
restent l iolomorphes aux points U=E=K, respectivement M = = K + - / " K \
qui. sont les seuls où elles s 'évanouissent respectivement.'La fonction
snu devenant infinie lorsque aE==ïK'\ et 2.K -h iW y étant de la forme

—•-—— 4- icv(u — u.oy,
(I — Uo

les racines considérées ne sont pas uniformes au voisinage de ces
pôles u^. Mais les fonctions

\/1 — sir* u^ \/ \ — À'2 sn2 Uf \/( i ±: sn u ) ( i ±: k sn /./. )

y seront uniformes et le restent dans toute l'étendue dii plan. On
écrit

\/1 — sn2 //. •=: en u rzr: ces arn //, \/î — À'2 sn.2 u "r: dn u =: A arn u,

en supposant cno ==-1, duo "== ï . On trouve aisément

I) ̂  s n u = en u d n u,
1) ii, en ̂  == — sn u dn <t/,
I)»dn u •--= — /c2 en u sn ^.
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La {onction sn^ est impaire , tandis que cnu et dnu sont paires.
Donnons les périodes des fonctions cm/, dnu.

Comme s n ( 2 K — u) == sn^, on aura

en ( 2 K — u ) =. ± en u

ou, en changeant u en K -+- (;,
en ( K — t.') == ±: en ( K. 4- ^ ),

ce qu i exige que cn(K 4- v ) soit une fonction ou paire ou impaire . Si
cette fonction était paire, sa dérivée devrait s 'annuler avec (\ Or, cette
dérivée étant "- sn(K -+- v ) dn(K -+- (-'), elle se réduit à — 7̂̂ :7:2
lorsque^ == o, ce qui prouve que la fonction considérée est impaire;
on a donc

cn(a.K. —• u) =:— cru/

ou, en changeant u en — u,
en ( u -+" 2 K. ) = •— en //.

On trouve de même, en difïerentiant,
(ïn(u + aK.) rrr dn u.

On déduit ensuite de l'équation

sn ( 2 K 4- a ^K^ -— .̂ ) ^= sn ^

cette conséquence que dn (K -4- ?K'4- v ) est une fonc t ion impa i re de ç\
ce qui donne

cin ( u + 2 K 4- 2 K/ < ) := — cl n //,

ou, en employant la formule dn(u -+- aK) == dru/,
dn ( u + 2 K7 Q .-=: — cin / / ,

d 'où, en dif ïerent iant ,
en ( u -r a K^ Q = — en u.

Développements des fonctions elliptiques.

6. La fonction snu impaire e t a u x périodes4K, ^K/ noyant d'autres
singularités que des pôlessEK^, sK-4-^4 on la développe a i sément
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en série en employant la méthode fournie par le théorème de M. Mitta^-
Leffler. M,ais, pour m'approcher des méthodes de 'M. Weierstrass, Je
considère la fonction (fu== —3— qui jou i t de propriétés analogues à
celles de la fonction pu. Elle satisfait à l 'équation différentielle

^(^rr 4ïp u{v)i.t — i ) ( c p ^ — / ^ ) ,

admet les périodes 2K et 2.K /^ et n'a d'autres singularités que les
pôles

u.^ -:.=. m,. 2 K -{- n. 2 K' i (m, n -==. o, ±: r, ±: a, . . . ),

ou el le est de la forme

(u —UQY-
+^Cv(^ —^o)\

J'écrirai, pour plus de commodité, 2K = co, ^tC/ == oV, et je vais é tu-
dier la série

g^^ - VÏ - I - ~ __-x—^ _1 ^ ï
11 ^ / ) — Z^ \j^a, — mw — nw'^ (mw + W)2] / / 2 ?

où les indices sornmatoires rn, n parcourent toutes les combina isons
de m, n = o, ± i , ±2, ... sauf la combinaison m = n ===. o,

Cette série semble jouir des mêmes propriétés que la fonction ^u. I l
faut d'abord montrer qu'elle est absolument converg'ente et qu'elle re-
présente une fonction analytique de u. Le premier tai t s ' é tab l i t en

î̂"^ ^ ïobservant que la série 7, .—————,-r^ est convergente, comme on tel Àsà \ m &) 4- nw \" w

voit aisément. En écrivant, pour abréger, w = mco 4- nco', on voit que
l 'on a

u
f) -„—. -_.

Ï, T " W U

( u — ( p ) 2 w2 / ^ \ 3 w
v ' J — -

\ w )
d'où il est aisé de voir que la série

,, ^ y
2 {U — W ) 2 W2

est convergente, ce qu'il fallait démontrer.
Pour montrer que F(^) est une fonction analyt ique de a, soit (R)
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un cercle ayant l 'origine pour centre et R poui* rayon, supposé assez
grand pour que u soit à l ' in té r ieur de (R). Ce cercle contient un cer-
tain, nombre de quanti tés w = mw -t- ^o/ à son intér ieur et à sa péri"

ér ie ; en suppmnant les termes correspondants dans la sommePh

.y ——J—— — JL , je considère la somme
1 j ( y—— ^y H/^J •î

" ^"=rfcr^-^
de tous les autres termes.

Puisqu'ici | u |< | w |, on a évidemnient

I ^ V //.v"""1

^ ^2»i T^^( i f — n')2 (ï

et je dis que la série à triple entrée

^/7 ̂  v/^"1

(A) i i.-î

est absolument convergente* .I'o,l)serve, à cet elfet, que l'on îâ

') »»•
^/v-1

^,,V4-1
f r-

/z
,»,̂ «

n''

"IV.7.1;

^

(ï '

et il est clair que la série
oo

2'2
est convergente, ce qui montre la convergence absolue de (A). Donc
la. série (A), qui, évidemment, représente la fonction ï\Çu), ne change
pas en intervertissant l'ordre de ses termes et peut être ordonnée su i -
vant les puissances de u :

(B) ^(^^S^^ '

La quantité ï\Çu) est donc une fonction analytique de u qui reste ho-
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lomorphe lorsque | u l < R , et, comme la différence F(^) —F^) se
réduit à un nombre fini de termes qui forment une fraction rationnelle,
i l est clair qu'aussi F(^) est une fonction analyt ique de u, qui reste
uniforme pour | ^ |<R. Comme F(^) ne dépend point de R,- elle est
une fonction analyt ique uniforme de u dans toute l 'étendue du plan;
lorsque u. se trouve au voisinage d'un pôle ^o» FOQ pî'end la forme

——I—- 4- 2 cy ( u — (v'o )''.
(u—Wo)'

L'équation (B) f a i t voir que l'on a

^ ^ ^ / /^(y-"ï.)^•"-- î
B ) " F ^ (u ) ""-̂  (' -lh î ) ̂  ̂ "2 :==:^ 2^ —^i— "

V = 2 V = à "'

(.îonnne i l est aisé devo i r que la dernière série à triple entrée converge
absolument , on aura

W^^—i)^--'-2 y" ï
1)-F^)•=2. z—^—:=::""22^ ('îr="̂ ?'

w v .== 2 u"

ce qu i prouve que l'on a

D, F(^) = ~1^ (̂ r̂ ? - ̂  =~1^ (-77 :̂̂ -
IV K'

La fonction P(u) ̂  I\/P(^) ne change pas évidemment en rem-
plaçant u par ^ +- (^ ou par ^ + œ' ou par M + w^ w, étant une période
y^j 4- y/o-)'. De l 'équat ion

Du[l^u^^)--1FW]•=o
on dédui t

P(^+(^ )^ . F 0)= C;
mais

^/ r ï. _J_—1^_-~L-_ -J.
F (,/ ̂  ̂ .,) - F ( a) ==J^ ^ ̂ "̂ r̂Tî i " ((, - wy j "r (^, + ̂ o)2 ^'â

_Y^r •ï ^__—_1+--—-_L^—^_,—-Zi| (^T^çr^^-î (u. — w)2 J (^ + ̂ o)2 (^ — ̂ 'o)'

ou la somme ̂  s'étend à tous les w, s a u f ^ == o, w = w,. Cette quan-
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t i t é devant être égale à C lorsque u = o, on aura

i*r i 1 1p_v
"-^ [.("'o-"')3 "''j ( ï ' ^o , n'n.

On a, de même, en posant u -=- — w^

r-v^r-' - --!_'-^ I H - Î (w,,-n-)2j (r;o, n'y,

de sorte que C = — C === o. Donc F(a +" ^o) ̂  F(^)» c'est-à-dire F(^)
adinet les périodes oo, û)\

l.a difierence <p(^)—F(^) admettant des périodes a), o/ et é tan t
i lolomorphe dans toute l 'étendue du plan doit nécessairement se ré-
d u i r e a, une constante. Pour obtenir celle-ci, il suffit d'observer que

w^ ( u ) ̂  o lorsque // = K'/' == i-? ce qui donne

9 u •= F ( // ) — F ( ^- ) *

La fonction F(u) n'est autre chose que la fonction pu de M,. Weier-
strass.

On aura donc

ï Y'
?^1sit^ ani // " u2 ^ ^( u — m r,) — n w' f ( m w •+• n r,)' f

W,/ï

J_^y /
•w7 1 -^ ^ [ m a) -h ( /^ — | ) r./ J2 ( m fx) + /u)/ )2 (

ou, plus simplement,

Ï ^-vr—-2L(«-rsn2^ {il—m u — n u1 )2 ( /ra r,) -i- ra c,)' — ^ ç,)7 )••! _
-_•;-: o^.


