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SUR LES TERMES COMPLEMENTAIRES

DE LA

FORMULE SOMMATOIRE D’EULER

CELLE DE STIRLING,

Par M. N. SONIN.

e e i i ~

Dans la formule d'Buler (b = a + mh),

”mo—1

"’ : B2,
h Ef(a -+ kh) :/ Sy du—Lh[f(b)— fla)] + - ~;:—!I— L/ by — ") —...
F— 3
By, 227

H=o (an—a)! [/2272() = [ (@) ] + R,

le reste R, peut étre représenté par l'intégrale

R,—— (7;277{ Sun( L) wanl ),
ou I'on a admis
moe—1
S, (1) = z [ /2 (@ 4= kh 4 ht) 4= [20 (c ==kl h— ht)],
K=y

el 2,,(¢) désigne le polynome de Bernoulli qui conserve le signe de
(— 1)* et croft numériquement en méme temps que ¢ croit de o jus-
qu'a ;.
Supposons que S,,(¢) conserve le signe o = == el décrotsse numéri-
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quement lorsque ¢ croit de o & 3. Dans I'expression

11—

/l‘_’n-l-l ? .
“a(*')"Rn:(*;,—“I),'/ a8, (£). (—1)" @y, (L) dt,
on)l )

nous aurons sous U'intégrale le produit d’une fonction positive décrous-
sante 0.S,,(t) par la fonction positive croissante (— 1)" @,,(); par con-
séquent, Dintégrale dont il s’agit aura une valeur qui sera évidemment
plus grande que celle de U'intégrale

W —

[ aSauth)-(= 1 w0y,
0

et en méme temps, en vertu d’un théoreme connu de M. Tehebycehel,
elle sera moindre que celle de 'expression

1
oSy, (1) dt. / (— 1) @y, (L)t 2 ),

0 0

PSTReY

N ’ 101 feo v nal Aoal b L e L2021 . o .
ot le premier facteur est égal b o[ /2 (b) — /' («a)], tandis que
I'aulre a pour valeur § B,,_,. On ohtient ainsi

n -1
B“Zn—-l fr2n-+1

Bt 1207050 o ot 1 )
k=0

By, o2

< — a(—1)"R, < ._._(_;_.n).!._ al 2=t () — [#=1(a)],

ala seule condition que S,, (1) conserve toujours le méme signe et décroisse
numeériquement lorsque t croit de o a .
Sil'on admet que

1
o [ (L h 4 kh) > / o [ (a4 LT -+ Ll 4 k) dt,

0

comme cela a lieu, par exemple, lorsque af/*'(a + jh + z) est une
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N

fonction positive décroissante pour o < z < b — a, nous aurons

ne—1 m
2 o f* (@ h+ k) > { o f2 (a L h 4 he) dt
k=0 o

== Zl/"’" b+ %/l) — _/'2”‘—1 (a4 l_./l)l

et, & plus forte raison,

. By, -yl ) :
e a(— 1) R, > _.’.:’.”;_,‘TTF_“L/zn—l(/) 4+ LAY — 2=V (a + Lh)],
ot l'on peut remplacer /21 (b + LA) par f*~'(h). En ce cas, nous
pouvons écrire

Bony 22", 2 )
R,=— (—1)" ol (/21 + 9h) — f2= a + H)], 0oL h<< L
Cetle expression du reste remplace celle de Jacobi avec grand avan-
tage, aussi bien au point de vue de la méthode que nous avons suivie
quh celui des applications pratiques.
Pour le développement de logI'(1 + a), on peut trouver

5 B B,
logl(r 4+ ) =L logam -+ (2 - 1) loga — o -I———l; x! ﬁ 4 4
e () e RS () ,...EZ:‘_____(J = f)2a
(2 YN - 2) (ean—1)an

ef, en particulicr,
1 (a4 0=t
P P Su L

U1+ 2)=Vana e B, eI

Celte formule doit désormais remplacer celle que 'on emploie ordi-

nairement
“ [ i *-"""f?—.
I'(r+a) =yamx *e 127, o< <.

[l est & remarquer que pour la plupart des applications suffit la for-
mule :

o

1
DO+ z) =Van(x + 6) Tig-z—b, o< <1,
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équivalente aux inégalités

RO .. -
Vome et L1+ 2)<<yam(x +

).'r -

qui donnent déja pour x =1

s @<l ml et
c’est-a-dire
2,9756 < 7 < 3,6945.

Varsovie, le 8 avril 1889.
Extrait d'une Lettre de M. Sonin a M. Hermite.

La question sur laquelle vous avez bien voulu appeler mon attention
se résout assez facilement et plus avantageusement que ne permet de le
faire I"application de la formule générale comme il suit.

Partant de la formule

.0 -

; 1 T 7/

logl'(x) = flogam+ (& — ) loge — &~ — / log(1— e 278) =
2F ./, £ -

et employant 'identité élémentaire

(__ 1 )n :::n -

o ‘I.z:i‘;i“(’i.i +32) ’

x I

L '::'.'. - x

x

on est conduit i discuter le reste

—_—yn " Fan—2 JE
R, —— (_._I_)_._ ]()()‘(] — (»—ZWE) - Qn - l{, -
n . ° g -t :2)’
S x4

ou il est avantageux de poser £ = v pour obtenir

.0
/ ﬂ:mm? ]Og(l — e—!’rlJ:'/;) .

o

dn

— (— 1) Ru::; e

1
Trb

A 0
. N . e 1 on..» 3 ~2man
La limite supérieure E/ N *log (r — e ™M) dv du second membre

se trouve immédiatement. Quant & la limite inférieure, pour la déter-
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miner, il faut développer le logarithme, ce qui donne

% ({
— (,,._ ,')n R" — L N\ i [ .n‘.’n—~~_’ e--'.!n'l;.rr, __¥17__ .
T e [ ] 1+ n?
k=1

En considérant le terme général de cette série et le représentant
sous la forme

1 v eThAY
/ .n:n.—-z e—ﬂwk(w+x)‘r - - ’/'fl,- a > 0,
L, {4

on voit tout de suite qu’il sera plus grand que

2 o0
!
L 2—2 2 27Tl (s 1 (-
/ 1) n ¢ "(1+°‘-”3dn,

lorsque, pour v > o, on aura toujours
ATRUN =y 2, k==1,9,....

Il suffit évidemment que cette inégalité soit satisfaite pour £ == 1.

En posant
Y e @2 'flﬂ,

on trouve
ay
—— = Ao e — i,
dn !
ary
gz = (2ma)rerm—

,

., dY . -

et, comme la dérivée —— reste toujours positive, on conclut que ~—
dan? i e

croit toujours depuis (2wa)* — 2 jusqu’a % pour les valeurs positives

de 7. Supposant

n

(2ma)? < 2,

dY - .. _
on trouve que an atteint son minimum pour

(2Ton)? e ™x0 o,

Ce minimum est égal a

1 2 I 4 a
— 11— log —~— | = - logaemn?a?
™o | (27 )™ Tt
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e . T dY ,
et il sera positif lorsque 2ew*e® > 1. En ce cas, la fonction Z- reste
toujours positive et, par conséquent, la fonction Y est croissante depuis
Y = o, ¢’est-h-dire aussi positive.

Onenconclut que, pour a2

1 . .
— lavaleurde'expression —(—1)"R,
m\2e

sera plus grande que

‘H—

~ 020 A
O ! I
H\ R / R eTA IR (o = — / =2 Jog|[ [ — e FEHNT] .

On parvient ainsi au résultat suivant :

o B B,
logl'(x) = flogem + (x — §) logr — & 4+ —Lr=! — 225 i 4

- .9 3.0

B’n—-; l;2/1—1

—+ (— kL o . L — *}__/j 20 -1
(=) ‘: an—3)(an—2) ('z/t~~l)'m( )
! .
0L < e == 0,136, ...
my/ace

Je profite de cette oceasion pour vous communiquer un autre résula
relatif 4 la fonction I'(2), & savoir : si 'on pose

-~

d=logl(1+ &) —logl(t+p +2)+p log(:z' 4 !—)«.‘-}:«-')7

on aura

PP,
I -2 Sl ] p "
’;-Z(I +|+:,‘> <})-(‘[;;":‘;) ),;( 4—;) ;
P>,
- 'T+1—l~£ —2< -_.__Q Pl I -2
9‘4 . 2 [)([) "’") ’)q z+ DY _‘-511)‘ .

La démonstration de ces formules se trouve dans un Mémoire assez
étendu Sur la fonction discontinue [ x| et ses applications, qui paraitra
sous peu dans les Annales de ' Université de Varsovie



