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SUR LES

FRACTIONS CONTINUES ALGEBRIQUES,

Par M. S. PINCHERLE.

On sait que les travaux de Gauss sur 'évaluation approchée des in-
tégrales définies ont servi de point de départ a de nombreuses recher-
ches sur le développement en fraction continue d’une intégrale définie

de la forme
[ Ly,
« Y

Mais je ne crois pas que 'on ait encore considéré la question inverse :
ladétermination des propriétés d’une fonction définie par un dévelop-
pement en fraction continue. Dans les quelques pages qui suivent,
jaborde cette étude et jespere que la nouveauté et les difticultés de la
question feront accueillir avec indulgence les résultats que jobtiens,
quelque limités qu’ils soient.

1. Jeconsidere une fraction continue dont les quotients incomplets
sont tous du premier degré : soit
by
(1) , b
a[x'+‘(l1 - -

by
A2+ Ay =m e
yx - dy —. |
-

/

et je suppose que les coefficients «,, a,, b, tendent, pour ~ infini, a
une limite finie et déterminée. On peut supposer, sans restriction
essentielle,

(2) lima, =2, lima,= o, limb,=1.

n= e n==® n=x
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146 S. DINCHERLE.

La fraction continue précédente donne naissance au systeme de ré-

r

duites 1\%’ dont les numérateurs et les dénominateurs sont déterminés
n

par les équations récurrentes

‘ N” st ((Z,l xZ (l’”) N,z—-] —_ [)/lel—“Z’

(3) - ey .
( A,L _ ((Z,,,Ji' -+ a”) Ln—i - b/zﬁn—ﬂ
et par les conditions initiales

{ No=1, N =a,r+da,

}. 7y =0, Ly =1b,.

,.\
BASN

Lorsque les réduites ont une limite déterminée, cette limite est la
valeur de la fraction continue : je I'indiquerai par F,. Cette limite
existe si, ¢ étant une quantité positive aussi petite que I’on veut, pour
des valeurs assez grandes de =, on a, quel que soit entier r,

5) [

NIL'PI' N n

mais les équations (3) permettent d’écrire

1 I)n_q_g blH—‘Z' .. blH—l') .
3

fnkr 2 by b <~ S ¢ ek TRk SRRl
Nll+l' Nn t e Nn.NlL-H N/H—l Nn-kz I\/H-I'—IN/L—H'

done la condition (5) est précisément la condition nécessaire et suffi-
sante pour la convergence de la série

< D10y by
(6) Z“‘*'T*—NW )
V=1

qui, si clle est convergente, est la limite de g* et coincide par consé-

n

quent avec la valeur de la fraction continue. Jindiquerai donc aussi
par F, la valeur de la série (6) (*).

2. Les racines des polynomes N,(x) forment un ensemble de
points qui, suivant la nomenclature de M. Cantor, est de premiere

(1) A Texemple de M. Mittag-Leffler, je distingue par la notation Fi les expressions
analytiques, pour ne pas les confondre avec les fonctions monogeénes.
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puissance. Soit P cet ensemble. L’ensemble dérivé de P, et qu'on
indique par P’, pourra se composer d’un point, de plusieurs points en
nombre fini ou infini, et pourra méme étre de puissance supérieure i
la premiere. Je ne ferai, pour le moment, qu’une hypothese sur cet
ensemble P’, et ¢’est qu'aucun de ses points ne soit & infini. L'en-
semble P + P’ sera donc tout entier & Iintérieur d’un cercle ayant
son centre au point 2 = o et un rayon fini R.

3. Revenons maintenant & la série (6). Pour étudier la conver-
gence de cette série, je pars d’un théoreme sur les équations récur-
rentes, dit & M. Poincaré. Je forme I'équation lmite des équations (3);
cette équation, d’apres les hypotheses (2), est

(7) P—otr 4-1==0,

et le théoreme de M. Poincaré enseigne que, en général, la limite de
%ﬁ? est la racine ¢(x) de cette équation dont le module est le plus
grand. Pour écarter les cas d’exception, il suffit de supposer que, pour
tout point 2 qui n’appartient pas & ensemble P + P’, la limite supé-
rieure de [\I\i’i— est finie : sous cette hypothese, le théoreme de M. Poin-

Ny
caré est a l'abri de toute objection.
Le rapport d’un terme de la série (6) au précédent est

by 1 Ny_

T————
Ny

. I . N . ,
qui a o5 pour limite. Mais la racine de plus grand module del’équa-

tion (7) a certainement ce module plus grand que Punité, sauf pour
les valeurs de a, pour lesquelles

[¢(2) | =T,

¢’est-d-dire pour x réel et compris entre — 1 et 1. Coupons donc le
plan & suivant.le segment — 1...~+ 1; supprimons encore de ce plan
’ensemble P+ P’ et appelons T le champ de valeurs de z ainsi ob-
tenu. Pour toute valeur de @ prise dans le champ T, la série (G) est
convergente.
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4. On démontre aisément que la série (6) est, de plus, uniformé-
ment convergente dans le domaine de chaque point du champ T ou le
rapport %:—‘ tend wniformément a sa limite. Sous cette condition, qui
d’ailleurs n’est pas nécessaire, mais simplement suffisante, il résulte
d’un théoreme bien connu de M. Weierstrass, et en employant la no-
menclature de cet auteur, que cetle série représente une ou plusieurs
branches de fonctions analytiques monogenes, sclon que le champ T
est composé d’une seule ou de plusieurs pitces séparées.

La détermination plus précise du champ T et, par suite, I'étude des
branches de fonctions représentées par F, dépend donc, en grande
partie, de la nature de 'ensemble P+ P’, ¢’est-d-dire de la distribu-
tion des racines des polynomes N,(x) dans le plan. On concoit que
cette distribution peut étre tres variable, & cause de arbitraire laissé
aux coefficients a,, @, b,.

5. Jai supposé plus haut que I'ensemble P -+ P’ soit entierement
renfermé dans un cercle de centre O et de rayon R. En dechors de ce
cercle et sous les hypothtses des paragraphes précédents, Iexpres-

. ~ N , (. . 1
sion F, peut étre transformée en une série de puissances de L el
puisque F, est nul pour x = a, ona

(8) = [ 2 ge>R

(R
ol 'intégration se fait le long de la circonférence de ce cercle ou
d’une courbe fermée extérieure.

Nous voila déja ramenés & une des expressions qui servent de point
de départ ordinaire pourJes développements en fractions continues (*).
Mais, en beaucoup de cas, on peut préciser davantage : ces cas dépen-
dent naturellement de la distribution dans le plan des ensembles P et
P’, et je vais considérer les principaux.

a. Supposons d’abord que les racines ¢, des polynomes N, () soient

(1) Heine (Handbuch der Kugelfunctionen, t. 1, p. 186) nole expressément que I’on
peut partir, pour I’étude du développement en fraction continue, d'une intégrale prise lc
long d'une ligne quelconque.
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isolées et aient un seul point limite ¢ : 'ensemble P’ s¢ réduit au seul
point ¢. Dans ce cas, Pexpression F, représente une branche 4 une
scule valeur d’une fonction analytique monogene. Du point ¢, comme
centre, je déeris une circonférence avee un rayon assez petit pour ne
renfermer aucun autre point de I'ensemble P+ P, et je considere
I'intégrale

I ©Fydy

— —t——  ( extérieur)
AT (e L =)

prisc le long de cette circonférence. Jobtiens ainsi une fonetion en-

I I
tiere (en général transcendante) b.,( — ) de — - On peut coor-
A — ] .,

donner & chaque point ¢, une semblable fonction; ('nsult( y, dapres le
théortme de M. Mittag-Leffler, on peut former une fonction analytique
uniforme U(x), singulitre seulement aux points e,(v=1,2,...,%=)
et e, mais qui, retranchée de g, (~'>, donne une dilférence régu-

Ly

LY \"
litre pour o = «,.
Si maintenant le point ¢ est sur la coupure — 1...1, Pexpression
Kp=I,— U(x)
représente dans tout le plan, a Pexception de la coupure, une branche
doune seule valear d'une fonction analytique monogene.
Si, au contrairve, le point ¢ n’est pas sur la coupure, on déerit du

point ¢ comme centre une circonférence de rayon moindre que la plus
petite distance de ¢ a la coupure. En intégrant le long de cette circon-

ference (x extérieur),
[l« — ()
g -ty
ami & —y

iy
Y . .y I
nous donne une fonction entiere G (———»-6) de —— — telle que fa dil-
férence '
fo— U(2) — G [ ——
(#) =G _)

n’est plus singuliere pour x = ¢, et, par conséquent, I'expression

K‘c:lf'x——-‘U(.r)—('}< ! )

&z —c
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représente, comme précédemment, une branche 4 une seule valeur
d’une fonction monogene.

b. En supposant que 'ensemble P’ se compose d’un nombre fini de
points, on arrive & une conclusion analogue.

e. Il en est de méme si, selon la définition de M. Cantor, 'en-
semble P est de 7™ espece (¢’est-a-dive P#+) = o).

d. Enfin, il en est encore de méme si, I'ensemble P étant d’espéce
infinie, 'ensemble dérivé P’ se compose d’un ensemble d’espece finie,
plus le segment — 1... 1 en entier ou en partie.

Dans tous les cas considérés, on obtient la formule

Fo= U (x) + K,

olt U(z) est une fonction uniforme et K, est une expression qui, dans
tout le plan, saufla coupure — r... 1, donne une branche & une seule
valeur d’une fonction monogene.

6. Il s’agit maintenant d’examiner de plus pres ces expressions K.
Posons
x =&+ i

et prenons pour § une valeur comprise entre — 1 et + 15 considérons
ensuite la limite pour n = o de la différence

K — Keoin.

Lorsque cette limite existe (est finie et déterminée), on peut dis-
tinguer deux cas. Ou elle est nulle partout : alors le segment — 1...1
peut étre pour K, une ligne singuliere, mais K., en traversant cette
ligne, ne subit aucune substitution et représente par conséquent une
fonction qui n’admet qu’une seule branche; ¢’est donc une fonction
uniforme, qui peut admettre une ligne singuliere —r...1; je l'in-
dique par V(x). Ou bien cette limite est une fonction de £ : je la re-
présente par f(%).

Supposons qué f(%) soit intégrable et continue de — 1 & 1, en sorte
que I'intégrale

o(2) = —
() aml,) | x—y
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ait un sens ('), la variable d’intégration étant réelle. Si I'on prend une
quantité positive c aussi petite que 'on veut, on peut trouver pour chaque
aleur de £ un intervalle £ — 2...% + ¢, assez petit pour que I'on ait
pour tout point y de cet intervalle

S = ) +<(y), () I<e

En divisant Pintervalle d’intégration en trois parties, de — 13 & — ¢,
le & P Dot z > form:
dez—cag—o,etdef—+ o, a1,cten formant

o(E+in) —o(E—in),

un raisonnement emprunté & M. Hermite (Cours, 3¢ ¢d., p. 142) montre
aisément que la premiere et la troisieme intégrale ont zéro pour limite.,
tandis que la deuxieme a pour limite /(2). On a donc

lim[o (& + in) — o (2= in)] = /(@).

Mais, par hypothtse, la différence des valeurs de K, a la méme limite:
donce
Ky—o(x)

est une des fonctions que nous avons désignées par V(x).

7. Enrésumant, nous pouvons énoncer les résultats suivants :

« Soit une fraction continue & quotients incomplets linéaires, les
coefticients de ces quotients ayant une limite finie. Soit N, (x) le déno-
minateur de la »'m¢ péduite : ¢’est un polynome de degré n. Soit, enfin,
P I'ensemble des racines des polynomes N, ().

» Cela posé :

» 1° En supposant que le rapport —¢= ait, en général, une limite
n

supérieure finie, ce rapport tend & une limite déterminée, et la fraction

(1) Remarcquons qu'il n’est pas néeessaire de sapposer que f(x) soit finie pour z=zt1.
Si Tordre d'infini élait fini, mais tel que lintégrale o(x) n’edt aucun sens, il gufficait de
remplacer dans ce qui suit o(.z) par

: fl(-?'“——r)"’f(.r)d.r
(,,,2_,)"; o &r—y ’

m étant un nombre entier positif suffisamment grand.
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continue est convergente, excepté pour les points des ensembles P, P’
et pour ceux d’une coupure que, par un changement de variable, on

T
Nt

peut toujours réduire au segment —r...1. Si le rapport X tend

uniformément & sa limite, la fraction continue est une expression ana-
lytique F,.

» 2° Sini P ni P n'ont des points & U'infini; si, de plus, P est d’es-
pece finie ou si, étant d’espece infinie, P’ se compose d’un ensemble
d’espece finie et du segment —r...1, 'expression F, peut s’écrire,
sous les hypothtses précédentes,

Fp=U(x) + K,

ot U(x) est une fonction analytique uniforme et K, une nouvelle ex-
pression qui représente, sauf pour les points de la coupure, une
branche a une seule valeur de fonction analytique monogeéne.

» 3° Enfin, si, sous les mémes hypotheses, la dilférence des valeurs
de F, de part et d’autre de la coupure a une limite () intégrable et
continue de — 1 &4 41, on a

1
. . 1 Y d
Fpy=U(z)+V(z)+ — [L‘L)M"yv
ame,)_ w—y
ou V(a), sielle n’est pas identiquement nulle, est une fonction uni-
Jorme qui admet le segment — r...1 comme ligne singuliere. »



