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ANNALES

SCIENTIFIQUES

DI

I’ECOLE NORMALE SUPERIEURE.

SUR LES

SUBSTITUTIONS ORTHOGONALES

DIVISIONS REGULIERES DE 1ESPACE,

Pan M. E. GOURSAT,

MAITRE DE CONFERENCES A L'ECOLE NORMALE SUPERILURE.

Dans son Mémodire sur les groupes kleindens, M. Poincare a ¢té con-
duiti envisager des divisions regulicres de Pespace en une infinité de
régions Ry, Ry, oo, Ry, oo telles que chaque région R, se déduise de la
région R, au moyen "une transformation S; résultant d’une suite din-
versions (1), Pétudie dans ce travail des modes de division analogues,
ol le nombre des régions est supposé find; mais, tandis que les trans-
formations de M. Poincaré conservent un plan fixe réel, les trans-
formations que je considere font revenir sur clle-méme une sphere
imaginaire. Le probleme revient au fond & la détermination des
groupes d'ordre fini de substitutions Tincaires orthogonales & quatre

(V) deta mathematica, N, p. 495 1883, On pourra consaller aussi sur ce sujet
Wavrnuer Dyek, eber reguliive Rewncinthedungen ( Berichte der math.-phys. Classe
der Rinigl. Sichs. Gesellsehaft der 1 issenschaften s 188% ).

Ann. de U'Fe. Normale, 30 Série. Tome VI. — JAsvier 158, 2



1o E. GOURSAT.

variables. On obtient de tels groupes en combinant les substitutions
de deux groupes d’ordre fini de substitutions linéaires non homogenes
a une seule variable; mais on ne parait pas avoir remarqué jusqu’ici
qu’il n’est pas nécessaire d'associer chaque substitution de Pun des
groupes avec toutes les substitutions de I'autre groupe.

La premiere Partie contient des généralités sur fes transformations
de Vespace qui font correspondre un point & un point et qui con-
servent les angles, que nous appellerons, pour abréger, transforma-
tions sogonales, et sur les substitutions orthogonales. Dans la seconde
Partie, je donne le moyen de former tous les groupes d’ordre fini de
substitutions orthogonales & quatre variables, et j’énumere tous les
groupes de substitutions & deux variables d’unc certaine forme qui
leur sont isomorphes. Enfin, dans la troisieme Partie, j'étudic com-
pletement la disposition des régions R,, R, ..., lorsque ces régions
sont des tétraddres limités par des portions de spheres.

Certaines parties de ces recherches peuvent étre rattachées i la Geéo-
métrie non euclidienne ou & la théorie des polyedres réguliers de es-
pace & quatre dimensions; ce dernier rapprochement est développé
dans la quatrieme Partie.

L

1. On sait que toute fonction analytique d’unc variable complexe
fournit un mode de transformation des figures planes qui conserve
les angles. Il n'existe pas de proposition analogue pour Pespace i
trois dimensions, comme cela résulte d’un théoreme (ris important
énoncé pour la premiere fois par M. Liouville (') : Toute trans/orma-
tion de Uespace qui fait correspondre un point & wn point et qui conscroe
les angles ne depend que d’un nombre limité de paramdétres ct pead ére
obtenue par la combinaison de deéplacements et de lransformations par
rayons vecteurs réciproques (inversions). Ce (héoreme a ¢té ensuite
étendu par M. Darboux (*) aux espaces i plus de trois dimensions.

(1) Liovvitee, Journal de Mathématiques pures et appliquies, 1 série, t. X1, p. w0,
et t. XV, p. 103. ' '

(?) DarBoux, Mémoire sur la théorwe des coordonndes curvilignes et des systémes ortho-
gonaux (Annales de I Ecole Normale, 2° série, t. VII; 1878).
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Quoique la propriété précédente soit aujourd’hui bien connue, je me
propose de montrer commenton peut la déduire aisément du théoreme
de Duapin; je ne considere datlleurs que des points récls.

Considérons dans I'espace une transformation par rayons vecleurs
réciproques; soient O le pole de la transformation et K* son parametre.
La sphire S de centre O et de rayon ¢gal 4 K demeure inaltérée par
cette transformation. Pour me conformer i une expression usitée dans
le cas des cercles, je dirai que cette transformation est une réflexion
sur la sphere S, et que deux figures (ransformées réciproques sont
symétriques par rapport a cetle sphcre.

Sotent
S Xo=/(r, 0 3),
Y =o(r, ), 3),
7o =b(r,y,3)

(1)

trois fonctions réelles, continues ainsi que leurs dérvivées, pour les
valeurs réelles des variables a, v, = comprises entre certaines limites.
Pour plus de precision, supposons que, le point mode coordonndées
(ac, v, 5) restant compris 4 Pintéricur d'une certaine portion (e¢) de
Pespace, le point M de coordonnées (N, Y, Z) reste compris a inte-
ricur 'une autre portion (I) de Pespace. Admettons en outre que
deux lignes quelconques déerites par e point (o, y, =) & partir dun
point quelconque (z,, y,, z,) de (e) se coupent sous le méme angle
que les lignes correspondantes décrites par le point (X, Y, Z). Pre-
nons dans la portion (e) de Pespace trois familles de surfaces (),
(5.), (=y) formant un systeme triple orthogonal; les formules (1)
feront correspondre i ce systeme trois nouvelles familles (X)), (X,),
(2,) formant encore un systime triple orthogonal. Ktant donnée une
surface quelconque o, il existe toujours un systeme triple orthogonal
dont fait partic 7, form¢ par les surfaces paralleles b o et par les déve-
loppables composées des normales @ o le long de ses lignes de cour-
bure. Dans la transformation considérce, la surface 5 se change en une
nouvelle surface X, le systeme (riple orthogonal preécédent se change
enun nouveau systeme triple orthogonal e, par conséquent, les lignes
de courbure de s auront pour transformdées les lignes de courbure de X.
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Ainsi, les lignes de courbure d’une surface quelconque 5 ont pour trans-
Jformées les lignes de courbure de la surface transformde Z.

Si la premiere surface est une sphere, toute ligne tracée sur cetfe
surface est une ligne de courbure; la surface transformée devrea done
posséder la méme propriété. Or les seules surfaces réelles, telles que
toute ligne tracée sur la surface soit unc ligne de courbure, sont les
plans et les spheres. En considérant le plan comme une sphere de
rayon infini, on peut donc dire que lu transformation (1) change les
sphéres en spheres et, par swite, les cercles en cercles. Celle propri¢té sullit
pour établiv que la transformation résulte d’une suite d'inversions.

Soient s une sphere de la premiere figure (/), «, b, ¢ trois points de
cette sphere, S la sphere correspondante de la seconde figure (1) ef
A, B, C les points correspondants aux points a, b, ¢. Faisons passer
un plan P par les centres O, O'de ces deux spheres; et aux points 0,
O’ élevons des perpendiculaires au plan P, Od, O'D du méme eoté
du plan P. Supposons que I'on fasse la perspective de la sphere s sur
le plan P, le point de vue étant le point &5 celle opération ¢quivaul
a une certaine transformation par rayons vecteurs réciproques I, qui
s’applique & tous les points de Uespace. Cette inversion appliquée i s
donne le plan P, et aux trois points a, b, ¢ [ait correspondre (rois
points «, f, v de ce plan. De méme, il existe une certaine inversion 1’
qui, appliquée a la tigure ('), change la sphtre S enle plan P et les
points A, B, C en trois points o/, 8, ¥'. D’un autre ¢oté, on peut trouver
ane transformation composée d’un certain nombre d’inversions par
rapport & des spheres orthogonales au plan P et telle que les (rois
points «, B, v aient respectivement pour transformés les points =z,
B, v [Powcari, Mémoire sur les groupes kleinéens (Acta mathematica,
t. 1L, p. 515 1883)]. Soient T une parcille transformation, ( /, ) laficure
que Uon déduit de f par Uinversion I, (F,) la figure qui se déduit
de (F) par Iinversion I', suivie de la transformation T. 1l est clair que
ces deux figures (f;) et (F,) se déduisent 'une de autre par une
transformation isogonale. De plus, les points =, B, v et le plan P,
considérés comme appartenant & la premicre figure, ont pour trans-
formés dans la seconde figure les points «, B, v et le plan P lui-méme.
On peut foujours supposer que les portions de Pespace situées ’un
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.

icures; sl
en était autrement, on n’anrait qu'a remplacer (F,) par sa symétrique
par rapport au plan P. De méme, soit G le cerele passant par les

méme coté du plan P ose correspondent dans les deux |

trois points =, B, v ce cercle se correspond évidemmenta lui-méme
dans les deax figures. On peut supposer que la partie du plan P
intéricure au cercle G, considérée comme appartenant i la premitvre
ficure, a pour tnage dans la seconde figure cette méme portion du
plan. S’il en était autrement, on n’aurait qua remplacer (F, ) par sa
symétrique velativement & la sphere orthogonale au plan P qui passe
par le cercle C. Les hypotheses précédentes étant vemplies, il est aisé
de démontrer que les figures (/) et (F, ) doivent étre identiques.

Soit, en effet, 2 un point du plan P, pris & Pintéricur du cercle €,
par exemple s Pare de cercle amb, intérieur an cerele C, fait avee are
de cerele ab un certain angle o. St Pon considere Vare andd comme
appartenant a la figure (/y), lare de cercle correspondant de la se-
conde figure (I,) doit étre situe dans le plan P etintéricura G, passer
par les points a el b et couper lare ab sous le meme angle o cet are
de cerele am’b est done identique & Pave amb. On verra de méme
que Pare de cercle bme de la figure (/) a pour correspondant dans
la seconde figure Pave bme lui-iméme, et, par suaite, le pointm’ coin-
cide avee le point m. Le raisonnement est le méme pour un point du
plan P extérieur au cercle G, et nous voyons déja que tous les points
du plan P restent fixes dans la transformation qui permet de passer de
la figure (f)) ala figure (1)),

Considérons maintenantun point quelcongque M de Pespace comme
appartenant a la figure (1), et cherchons le point corvespondant M de
la figure (19,). Soit X ane sphere passant par M et orthogonale au plan
P osuivant un cercle (7 la sphere X, regardée comme faisant partie de
(/)), aura pour image dans (I)) une sphere X/ passant par le cercle (7,
et orthogonale au plan P. Cette sphere X coincidera done avee X 11
suftit de considérer trois spheres X, X, X, passant par M et orthogo-
nales au plan P pour en conclure que le point M ne peut coincider
quiavec le point M ou avee son symétrique par rapport au plan P.
Cette derniere hypothese estia rejeter, puisqu’on suppose que les por-
tions des deux figures situées du meéme coté du plan P ose correspon-
dent. Done les deux figures (/) et (F,) sont identiques. En revenant
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aux figures primitives (/) et (F), nous pouvons énoncer le théoreme
suivant : '

Toute transformation isogonale dans Uespace peut étre remplacée pas
un nombre fini d’inversions.

2. La proposition se vérific immédiatement pour les transformations
isogonales les plus simples, telles que les déplacements et les trans-
formations par similitude. En effet, une (ranslation équivaut & une
suite de deux transformations par symétrie relativement & deux plans
paralleles; une rotation de 2w autour d’une droite D équivaut a une
suite de deux transformations par symétrie par rapport i deux plans
passant par la droite D et faisant entre cux un angle égald o5 une
transformation par homothétie peut étre remplacée par deux inversions
successives relativement 4 deux spheres concentriques.

Il est clair, d’apres la démonstration méme qui a été donnée plus
haut, que toute transformation isogonale peut étre décomposée d'une
infinité de manicres cn une suite d’inversions par rapport i des sphires
que Pon peut supposer toutes réelles. A moins de mention expresse,
je supposerai toujours dans la suite, quand il s’agira d’une inversion
ou d’une réflexion sur une sphere, que la sphere en question est réelle.
Cela posé, quelle que soit la maniere dont on décompose une (rans-
formation isogonale en une suite d’inversions, le nombre de ces inver-
sions sera toujours de méme parité. Prenons en cffel dans la premiere
figure un triedre non isoscele OABC; apres une premiere inversion, la
figure symétrique de ce triedre se composera de (rois cercles passant
par un méme point 0" et les tangentes & ces (rois cercles formeront
un tricdre O’A’B'C7 ayant les mémes angles que le premier. Ces denx
tricdres seront donc égaux ou symétriques; mais on reconnait aise-
ment que les faces seront disposées en ordre inverse et par suite les
deux tritdres seront symétriques. Une nouvelle inversion remplacera
de méme le triedre O'A’B'C7 par un nouveau tricdre O”A”B"(”, symo-
trique de O'A’B’C’ et, par suite, superposable au triedre OABC. En
général, aprts n inversions successives, le tritdre OABC sera remplace
par un triedre 0,4, B,C,, qui sera superposable au premier ou i son
symélrique, suivant que n est pair ou impair. Par conséquent, étant
données deux figures dans U'espace qui se déduisent 'une de Pautre
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par une transformation isogonale, la transformation sera cquivalente
a un nombre pair ou & un nombre impair d'inversions suivant que
deux triedres correspondants des deux figures sont ¢gaux ou syme-
triques. Dans le premier cas, je dirai pour abréger que la transfor-
mation est unc ransformation droile, ¢l que les denx figures sont
congruenles ; dans le second cas, la transformation sera appelee trans-
Jormation gauche ct les deux figures seront appelées symdtriques.

La proposition préecdente neserait plus veaie si Fon considérait des
inversions par rapport i des sphires imaginaives. Prenons par exemple
la transformation définie par les formules

e ML B R B 2 +
qui peat ére regardée comme une inversion pav rapport i la sphive
Hmaginaire
s ~{A.yﬂ et eb o
cependant cette transformation est droite, car elle vésulte de la com-
binaison de deux transformations gauches

Ty 7 gy X o=y,
r= 1-‘)‘4« g
L A, Yoo,
B -k
z = lo— — 3
1 ] 1 ; 1
Remargue. — Si Von se donne trois points «, b, ¢ de la figure (/).

les points correspondants A, B, Cde la figure (I7), une sphire s pas-
sant par les points @, b, ¢ de Ta premicre fignre et lasphire correspon-
dante S de la seconde, il résulte de Ta démonstration qui a été déve-
loppée plus haut qu’il n’existe que quatre transformations répondan
a la question. St T est Pune d'elles, on obtiendra les trois autres en
faisant suivee T, soit d’une réflexion sur la sphere S, soit d'une re-
flexion sur la sphere orthogonale @ S passant par les trois points
A, B, C, soit de ces deux réflexions successivement. Done la transfor-
mation isogonale la plus géndérale dépend seulement de dee parametres.
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3. Les transformations dont il s’agit peuvent ¢tre définies analyti-
quement d’une fagon trés élégante au moyen des coordonnées penta-
sphériques (). Considérons un systeme de cing spheres orthogonales
(S)), (Sy), .-.s (8;) derayons Ry, Ry, ..., Ry et éerivons leurs équa-
tions sous la forme
2oc,ux+2@,,.y+gy,gz+a,cw:;;:_lﬁ i, 2+ 'l)ﬁ:“"“‘. R

(k=1,2,...,0).

(2)

Les coefficients oy, By, Sk Vi & veérifient les relations

2 9 2 N2 9
o @/L‘ -t }//u 05 g =1,
o =+ Brfr A+ Yayw + Or0p - Epepr = 0.

Désignons par S, la puissance d'un point par rapport a la sphere
(S;); des relations précédentes on déduit, entee les puissances d’un
point quelconque par rapport aux cinqg spheres, la relation homo-
gene

"
5

8.\
(3) 2(15) —o;
AN

si une des spheres (S;) se réduit & un plan, on devra remplacer l{/ par
k
2Py, Py désignant la distance du point (x, y, z) i ce plan.
On appelle coordonnces pentasphériqgues d’un point les cing quantités

. )
x, proportionnelles & l{/;" et 'on pose

Sy
(4) Zp=het;
g “/c’
la relation (3) devient alors
(5) z} 2§+ 2f -t -zt = o,

Inversement cing quantités a; vérifiant la relation (5) déterminent
un point et un seul; les coordonnées rectangulaires x, y, = de ce point

(') Darsoux, Legons sur la théoric géncrale des surfaces, V. 1, p. 2135 1887,
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s'obtiendront en résolvant les équations (4), ce qui nous donne

{ 5 5
N N a o any U
2k = ‘} SJe ey L4yt a5t — R2) = R 2‘ O )X
1 i
> 3 b 2 ) -2 9y . N .
(6)  (ehy= ¥ Brrs  A(a? Pzt o RY) = — iR }_‘ Shr iy
1 1
2hs == E e
\ 1

Rapprochons ces formules (6) des formules quidéfinissent une trans-
formation par rayons veeteurs réciproques. Soient., y, s les coordon-
nées rectangulaires d'un point quelconque de Tespace, ', ¥, =" les
coordonnées du point symétrique par rapport a une cerlaine sphere,
xpelay, (k=r1,2,...,5) les coordonnées pentasphériques de ces deux
points. On reconnait immdédiatement, d'apres les formules qui définis-
sent une inversion, que les expressions

oo E, e e S RE, e e e s R
sont, a un facteur pres, des combinaisons linéatres i coefficients con-
stants des expressions

O N B R | e i (A I Re;

par suite, Capres les relations (1) et (6), les coordonnées x, seront,
A oun facteur pres, des fonctions lincaives a coellicients constants des
cordonnées . A cause du facteur arbitraive 2, nous pouvons done sup-
poser que les a) sont des fonctions lincaires & coefficients constants
des ;. Toute transformation isogonale de Pespace est ainsi définie par
une certaine substitution linéaire effectuce sur les coordonnées penta-

, . . . . . ~ PR " i
sphériques. Mais, comme on doit avoir Z<""/\ ) == o en méme (emps

qlch(_m,‘)‘-’ =0 ¢t qu'on peut multiplier les cing coordonnées par
un méme facteur sans changer le point correspondant, la substitution
linéaire pourra ¢tre supposée orthogonale, sans restreindre la généra-
lité. Inversement, toute substitution orthogonale elfectuée sur les cing

s - . oo oy > 3
Ann. de Ulic. Normale. 3° Séric. Tome VI, — Jaxvier 1889, b4
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coordonnées x, définit une transformation isogonale. Cela résulte
immédiatement de ce que élément lingaire est donné par la formule

Ainst, cowte transformation isogonale dans Uespace est definie, en coor-
données pentasphérigues, par une substitution lincaire orthogonale a cing
vartables, a coefficients constants.

La transformation la plus générale dépend bien de dix paramétres,
comme on a déja reconnu par d’autres considérations.

4. Si Pon suppose que la transformation conserve une sphire fixe,
on pourra prendre cette sphere pour une des cing spheres orvthogo-
nales; la coordonnée pentasphérique correspondante ne devea pas
changer dans la transformation et la substitution orthogonale i cing
variables se réduira i une substitution orthogonale i quatre variables.

Je ne considérerai, dans la suite de ce travail, que les transforma-
tions qui font revenir sw elle-méme Ia sphere imaginaive de rayon
y — tayant son centre & Porigine des coordonnées, que jappellerai T
sphere (X). On obtient évidemment un systeme de cing spherves ortho-
gonales en joignant & la sphere précédente les trois plans de coordon-
nées supposés rectangulaives ot la sphere (X) qui a pour équation

Les cing coordonnées pentasphériques du point (o, v, 5 ) seront res-
pectivement proportionnelles i

Puisque, par hypothise, la cinquieme coordonnée peut ¢lre regardee
comme constante dans toutes les (ransformations dont on soccupe, on
peut en faire abstraction et la supposer toujours égaleh ——1. On aura
alors, pour nouvelles coordonnées du point (v, y,2), les quatre ex-
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pressions

lices par la relation

() R R R RV E (e N

Inversement, quatre quantités w, w,, w,, w, vérifiant Péquation (8)
déterminent un pointde lespace et un seal dont on obtiendra les coor-
données x, v, =z en résolvant les ¢quations (7). On (rouve ainsi

. ", ", i,

(9) e s ) s 3 - ;

: l’*ll, ' 1 II| =1y

le carvé de U'élement lincaire devient, en tenant compte de Péqua-
tion (8),

dud -l da

(10) ls? )
(r-ty)*

Ainsi, towte transformation sogonale dans Uespace qui fail revenir
sur elle-méme la sphere imaginaire (X)) est définie analyvtiguement pur
une substiution lincaire orthogonale a coefficients constants, effectuce sur
les quantilés u,.

Les deux catégories de transformations correspondent aux deux
signes possibles pour le déterminant de la substitution orthogonale.
Ltant donnde, par exemple, une substitution de déterminant + 1, on
peul toujours imaginer, comme cela sera démontré rigoureusement
dans la suite, que les coefficients varient d’une maniere continue de-
puis les valeurs initiales

jusquiaux valeurs donndées, et il est clair que Ta transformation finale
sera unc transformation droite. Une substitution du déterminant — g
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résulte, au contraire, d’une substitution de déterminant + 1, suivie de
la substitution

(Ul),:”h ("vz)/':? — Uy, (”:;)/:-‘ sy, (ee) = wy,

qui définit une inversion. La transformation considérée est done une
transformation gauche.

Les formules qui précedent s’interpretent aisément au moyen de la
Géométrie  quatre dimensions. Considérons w,, w,, wy, w, comme les
coordonnées rectangulaires d’un point dans U'espace 4 quatre dimen-
sions; l’équation (8) représente dans cet espace une lyperspheére de
rayon égal & I'unité, ayant son centre & Norigine ().

Imaginons que P'on fasse la perspective de cette hypersphere dans
I’espace & trois dimensions, le point de vue étant le point de cordon-
nées u, =1, u, =u, =u, = o; les coordonnées (x, y,z) du point de
I'espace a trois dimensions qui est la perspective da point (e, w,, w,, 1)
de 'hypersphere sont précisément fournies par les formules (¢). Par
suite, les transformations dont il s’agit sont identiques au fond i des
rotations dans 'espace & quatre dimensions ou & des rotations suivies
de transformations par symétrie, suivant que le déterminant de la
substitution orthogonale est égal & = r. On peat dire aussi que toute
sphere orthogonale a (¥) est la projection de Pintersection de Phyper-
sphere

G R R ST =
avec un plan
(g4 muy + nuy -+ pu, == o.

Je ne me serviral que rarement de cette interprétation.
~ % E:_‘}:f;&;‘w‘%.

§,
- m i . . "’— =5 -Tr;.:'n. . . .
5. Toute substitutiop/orthogonale drgite A trois variables ou, cequi

revient auméme, toutq Fotation peut étxe.définie par une certaine sub-
. . e 5w by g iy - .
stitution linéaire non ho mBgR Nt Sur une variable complexe (*).
On peut de méme ratiagher toute subskitution orthogonale i (quatre
. ’ " N A4 " . - . .
variables ou, plus genm@mngnr., toutessubstitution lindaire

.

i (qualtre

-

B

(1) Voir Ltude des surfaces qui admettent tous les plans de symdétric d’un polye
gulier, 1II° Partie (Annales de L Ecole normale, 1887), '

(%) Voir Darsoux, Lecons sur la théoric genérale des surfaces, (.1, p.30; 188

. 30; 7.

sdre ro
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variables qui reproduit une forme quadratique i diseriminant diffé-
rent de zéro, & un systeme de deux substitutions linéaires non homo-
genes effectuces sur deux variables complexes. Je me suis déji servi
de cette remarque dans un (ravail sur les équations linc¢aives (). Sotent
U,,U,, Uy, U, quatre fonctions lincaires et homogines de w,, w,, uy, u,,
telles que 'on ait identiquement

ll;"v}— Uj - lf;‘; |- Uf S AR R SN S T

posons
Wy — (u, =8y, — Uy =0,
Wy Ly, =y, Wy — Lty 4y
U — /U, =V, —U,— U, —V,,
U+ U, =2V, U, — U, =V,

Les Voseront des fonctions lindaires des ¢, telles que Pon ait identi-

quement
ViVe— Vo Vym oo, — ey,

et la recherche de ces substitutions pourra s’interpréter géométrique-
ment comme il suil @ Troucer toutes les collindations qui font recenir sur
elle-méme la surface du second degre représentée par U équation

(r1) 0, Oy T O,
Soient
- 0,
—— =2
oy 0,
(12)
VeV,
ML
> vV, vV,

Jai démontré, dans le travail déjiv cité (p.o5o), quil pourra se pré-
senter deux eas @ ou bien v sera une fonction lincaive de 7 et 27 une

(V) Sur les équations différenticlles linéaires du quatricme ordre dont les intégrales vo-
rifient une relation homogene du second degré ( Bulletin de la Sociétd: mathématique de
France, L. XI, p. 1447 1883).

Voir aussi sur ce sujel :

KLeiN, Ucher binéire formen mit linearen transformetionen in sich selbst (Mathema-
tische Annalen, | 1X, p. 1885 18706,

PrearD, Sur les fonctions hyperabélicnnes (Journal de Mathémeatiques pures et appli-
quées, 1° série, t. I, p. ro1; 1885 ).
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’

. . , . p . A » . . , . - o
tonction linéaire de &, ou bien 7 sera une fonction lincaire de 2 et
une fonction linéaire de v. On aura, par conséquent, un des deux sys-
tbmes de relations suivants :

r
-
S

N o an -+ 0 . [Z 4 m
/ o) T e T e
(4 ! ¢ +d’ K Pé -+
(B) R L N L
: cE+d T opn -ty

a, b, e, d, l,m, p, g désignant des coelticients constants. Ces deuxsys-
temes de formules s'interprétent aisément si lon remarque que, lors-
qu'on se déplace sur une géncératrice vectiligne de la surface, Fon des
paramétres £ ou 7 reste constant. Dans toute collinéation correspondant
au systeme (A), les parametres des deux systemes de génératrices sont
transformés pav une substitution linéaire; dans toute collinéation cor-
respondant au systeme (B), il v a, en outre, ¢echange entre les deux
systemes de génératrices.

Revenons maintenant aux variables w; et 2 la surface du second
degré représentée par 'équation

(13) e SR S A A S TN O

i
nous pourrons énoncer le résultat suivant :

Istant donnce une collincation qui fait revenir sur elle-méme la sur-
Jace (13), st Uon pose

[ E 2 P
(14) n__’,’_._; — m,"_l_r':_ o ,v_.”.:‘,.'__“. — . e
T — 2 1= (o —<Zn) (- &)

et, par suile,

. 0 —Z 2 i
(15) ~ — et 3 ey
Wy — L, Ly g Ly g — (it

les valeurs nouvelles de % et de 1 sont données par un des dewx systémes de

Jormules (A) et (B).

A toute substitution orthogonale & quatre variables correspond ainsi
une collinéation qui fait revenir sur elle-méme la surface (13) et, par
suite, une substitution de la forme (A) ou (B). Inversement, i (oute
substitution de la forme (A) ou de la forme (B), on peut rattacher une
substitution linéaire orthogonale & quatre variables.
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Soient U,, Uy, U,, U, les nouvelles valeurs des vaviables w,, viri-
fiant encore la relation

Uf -1 lv‘:: = ll:' -t U:' == 0.
Dans les formules

[‘;l . “2 . l::; l‘.'.

T N (L Ry

remplacons £ et par leurs valears tivées des formules (), puis 7
et Z par lears valeurs déduites des formules (15). On trouve ainsi

U,
(ap —cl )ity (uy )+ (]~ bpy Gty ==y ) = ety ey oy — Ty ) - (b ——dne ) (e, — du
. U,
C(epal )y A=y ) — (dp = D) (g~ iy ) (e -t am) (g — ) - (dg v by Gy du
o ‘ U,
C(ep = al) (g Q) - C(OL—dpy (== ) = (g — comy (g — Gy - (deg — bm) Cuy— Gy,
u,

i(r(/i:ﬂ»’|~ ely (gt Lt g) — £ (bpr == dl) (10, Cuy) + Loty —=cm) (1 — (1) - (bl i)
ou, en désignant par 2 la valenr commune des vapports précédents,

U e W Cag =l by ey - (ap - by el - dmy
AL (ep - dm — by —clyuy - (e dl— bp— ag)u, |,
U= hfCam < coq — bl —dpyu, < (al = b 4= cp v dygyu,
(6 = L (el - ep b dy iy - D Cam 4= Dl cq - dp |,
16)
Uy = 2 (Ol 4= cq o —dpyuy = i(ep - dy—al bnju,
A(al - dy — b —cpYuy -+ (eq -t-dp o am — bl |,
U, = | iCay - coe— bp —dlyu; -1 ((ap -+ by -l 4 dmju,

A by —=dm — wp —clyu, -1 Cag - bp-icme = dlyug .

Pour avoir la valeur de 2, caleulons Te coelficient de af dans fa
somme
B VR TR P
on trouve pour ce coelficient
/l)~zr3(j]v
ou
o = ad — be, oy ly - mp.
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P

Pour avoir une substitution orthogonale, il faudra done prendre

1
he— = 3
1 o
(7) 2 do‘,’
si 'on adopte pour A une de ces deux valeurs, les formules (16) nous
donneront les coefficients d’une substitution orthogonale i quatre va-
riables

[ o= Mag +dl —bp —cm), pr= Mam +-cq — bl — dp )y,
ay= Map +bg —cl —dm), o= WMal b —cp -+ dy ),
ay="~{h(ap +dm—by —cl ), Bi==  ihal ~=cp — bm—dy ),
a,== {h(em +dl —aq — bp ); 3= — (h(am - bl -+ cq —-dp ),

(1%) Y1= 1Ml 4-cq —am—dp), Sy==  (h(ay A-cm—bp —dl ),
va=1ik(ep +dg —al —bm), Oy == (h(ap by —=cl - dm),
a= Mal +dg —bm-—cp ), Oy == Wby ~-dm— ap —cl ),
o= Meq 4-dp —am—0bl ); 0, = ey & bp v cm - dl ).

On vérifie sans difficulté que ces coefficients vérifient les relations
R o W
Za;‘ =T, Zaiﬁi:: O

ot les relations analogues.

A cause du double signe devant le sccond membre de la formule
(17), on voit qu’a toute substitution de la forme (A) correspondent dewx
substitutions orthogonales pour les variables w;, qui se déduisent une
de Pautre en changeant u; en — w;; je dirai, pour abréger, que ces
deux substitutions orthogonales sont opposces. Ce résultat ¢lait dail-
leurs évident a priore, si 'on remarque que 7 ¢t £ ne changent pas
quand on change w; en — w;. Ces deux substitntions sont drodes; il
est clair en eflet que le signe du déterminant est le méme pour ces
deux substitutions et ne dépend que des coelficients a, b, ¢, d, [, m,
P, q. Or, si Pon fait varier ces cocfficients d’une maniere continue
depuis les valeurs initiales

a==t, b=c=o, d=1, l==1, mz=p == 0, g,

le déterminant doit varier d’une maniere continue et, comme il est
toujours égal & == 1, il doit conserver constamment la valeur initiale
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+ 1. Le méme raisonnement nous prouve qu’é¢lant donnée une substi-
tution orthogonale droite quelconque, on peut toujours imaginer que
les coefficients d’une substitution orthogonale droite variable varient
d’unc maniere continue depuis les valeurs initiales

jusqu’aux valeurs données.
La substitution (B) peut étre remplacée par une substitution de la

forme (A), suivie de la substitution particulivre (v =%,%=+), ol
cette dernicre revient 4 changer w, en — w,. Par conséquent, toute

substitution de la forme (B) fournit deux substitutions orthogonales
gauches opposées.

Les formules (16) et (18) sont analogues, on le voit, aux formules
d’Olinde Rodrigues, qui donnent sous forme rvationnelle les coeffi-
cients de la substitution orthogonale v trois variables. 11 y a cepen-
dant une différence entre ces deux catégories de formules, i cause e
la presence d’un radical dans Pexpression de 2. Mais, si Pon convient,
ce quon peut toujours faire, de supposer les déterminants ¢, 2, égaux

N - I . -, . “

a =+ 1, on pourra prendre A= > et Pambiguité disparait. Remar-
quons sculement que, lursqlm a, b, ¢, d changent de signe en méme
temps, les o, (3;, ... changent de signe, tandis que la substitution

L, an- b
- Cof ol

reste la méme. On pourrait alors introduire, au licu d’une substitu-
tion lincaire non homogene telle que la précédente, un systeme de
deux substitutions homogines

0y any - by,

'n'__, Tl o Tlay

olt ad — be = 1. Le lecteur trouvera bien aisément les modifications
qu’il faut faire subir aux énoncés précédents.

Ann, de U'Fe. Normale. 3° Sévie. Tome VI. — JaNVIER 185¢. 4
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6. Comme ce travail a surtout pour objet I'étude des transforma-
tions réelles, il est essentiel de rechercher comment on doit prendre
les coefficients @, b, ¢, d, I, m, p, ¢ pour que les coefficients de la
substitution orthogonale (16) soient tous réels. Supposons, ce qui ne

restreint pas la généralité,
ad —be=1lg—mp=1,

et posons, pour abréger,

, . - 1
Les formules (18) pourront s’écrire, en prenant A = .

ag —cm =,
dl — bp =,
am + ¢q = tvy,
bl +dp = vy,
dy — bm =y,

al —cp =op,,

bqg +dm=1imn,
Lap +cl =im,

ap —cl = p,,
bg —dm =p,;
al -+ cp ==y,
bm +-dy =v,;
cq — am == py,
dp — bl =p,;
aq ~cm =Ty,

bp +dl —m,.

- p

207 [y 20 = (v, — vy), 271 L(ps—pu)s 20 (T -7,
(8bisy | 2007 Petbn 2= wdv,ap=ilnp), ade (e
20 = (e — )y 225=C(ve—V,), 275 Py p, a0y (T Ty
206, = (P — )y, 20i= vy, 275 Pat 20, Ty e
Pour que tous les coefficients a,, B, v;, o, soient réels, il faut done
queles quantités
(B )y () (Vo va)y (Ve w)y (prs e )y (pas )y (T ), (T 7)
soient imaginaires conjuguées deux d deux, et cette condition néces-
saire est d’ailleurs suffisante. On peut done écrire
ag—em=A+Bi, ap— cl= E4T al-= cp==K-++Li, am-- cq=—Q 1
(20) dl—bp=A—Bi, by—dm= E—TFi bm+ dy=—K-—Li bl dp=— Q-
ag+cem=C+Di, ap-+ cl= H+0Gi al— ep=M- Ni, cy——am= R
\ bp+ dl=C—Di, bg--dm=—M+ G, dg—bm-=M—Ni, dp— bl R
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A, B, C, D, ... étant réels. On en tire

2ag =A+ C+(B+-D) aap = E+H+(F+G)i,
ocm =C —A +(D—DB)g, 2cl = H—E +(G—=T)4
odl = A+ C—(B+D)y 20g = E —H+ (G—-T)

abp =C—A+(B—D)¢; adm =—E —H+ (F-+G);
aal =K+ M+ (L+N)g sam=—Q — R+ (P—8)y
2cp =K —M -+ (L—N), 20q R—Q+(P+8)
odqg =K -+M—(L+N)/ 2dp Q+R-+(P—8)y
2bm=K—M—(L—N)g obl = Q—R-4-(P+8)

!

l

les quantités
(aq, dl), (cm, bp), (al,dq), (cq, bm),

(ap, —dm), (cly, —byq), (am, —dp), (cq, — Dl)

devront ¢tre imaginaires conjuguées deux 4 deux. On en déduit aus-
I/ m
7, m

l ll
) . . . .
et f—)z; ce qui exige que les deux termes de chaque quotient aient le

o a d . \ . , .. b ¢ |
sitot que ~ et — doivent étre conjuguces, ainsi que = ¢t +» - et
d @ 2] c by

méme module. On aura, par exemple,

. . ; "
a=Re?, d=Re", { = re®, q =revY,

c=R'e?, b =R e, p==1rel m=r'e'V,
Les relations (21) se réduisent aux suivantes :

¢ +¢tw+0=nhmr,
O Y o O =2,
&+ 0+ = (A 1),

hy &', 2" désignant des nombres entiers. D’un autre coté, la relation
ad — be = 1 devient, en tenant compte des formules précédentes,

eHProl (R - R'2) =13

il faudra donc que @ + o soit un multiple pair de &, ainsi que ¥ + 0,
et que 9’ + o’ et $' + 0" soient des multiples impairs de =. On en con-
clut que @ et d, b et — ¢, let g, m et — ¢ devront étre conjuguées. In-
versement, si ces conditions sont remplies, les valeurs des coefficients
o Biy Yir Oir fournies par les formules (18), seront réelles, sans qu’il
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soit nécessaire de supposer ad — be = ly — mp = 1. Ainsi, on obuient
toutes les substitutions orthogonales droites a cocfficients réels en prenant
toutes les substitutions de la forme
_an-+1b . LE - m

ty—bon 5 ly—mE
ay, by, ly, M, élant les umaginaires conjuguées de a, b, l, m.

Remarquons que la forme particulivre des substitutions & laquelle
nous sommes conduits est précisément celle qui convient aux rota-
tions réelles d’'une sphere autour d’un diametre ('), Celte remarque
nous sera trés utile dans la suite. L’indétermination provenant du
double signe devant le radical y/2d, dans les formules (16) et (18) peut
se lever aisément, sans qu’il soit nécessaire de supposer ¢ = ¢, == 1.
Ces déterminants aa, + bb,, i, + mm, élant réels et positifs, on con-
viendra, par exemple, de prendre pour le radical la valeur arvith-
métique.

Si l'on suppose que les deux variables 7 et & subissent la méme
substitution linéaire, ¢’est-a-dire si Pon prend

= a, m=10, p =, o ==d,

les formules (18) deviennent

oy =1I, Oy =20, Gy == 0, Gy o0,
5 =0 4. — [ /R c'—’_:t_r_l‘_“’ - d(lh“::‘[—u(::’ e ) //"-‘)’ q [l v
—o0, [i= e B )
! 2 (ad — be) 2 (ad — be) o ard - e
S — o (-l —a* — 1Y) 0 - ([P Y o 7
= I ‘ P Yy T= ——— I
/ SN a(ad—be) /o olad — bey L
N  llacH bd) N bl — ac , ad i he
0] == 0, g T2 ey My T e 0, ' .,
acd — be acd — b Yl e

On retrouve les formules bien connues qui représentent les coefficients
d’une substitution orthogonale i trois variables, et qui sont équiva-
lentes aux formules d’Olinde Rodrigues.

b'nc sulfblltutmn orthogonale gauche résulte ’une substitution
droite suivie de la substitution particuliere

Uy =— uy, U, = uy, Uy = uw,, U, =u,,

(') Danrsoux, Legons sur la théoric gendrale des surfuces, L. 1, p. 36; 1887,

1
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que I'on obtient en échangeant v et & Par suile, on aura toutes les
substitutions orl/wg()na/e.s' gauches « coefficients réels en prenant loutes
les substitutions de la forme

i

Lo -
—_— L
ay— byg

ol A

ol
C =

by —myn’
ayy by, 1y, my clant les imaginaires conjuguces de «, b, l, m.

Revenons maintenantaux transformations isogonales de Uespace. La
substitution particuliere

Uy =— uy, Uy = — w,, Uy, = — u,, U, =— u,

définit, comme on s’en assure aisément, une inversion par rapport a
la sphere imaginaire (X7). Je dirai encore que deux transformations
sont opposées quand, cn faisant suivee Pune d’elles de Pinversion
précédente, on obtient la seconde. Nous pouvons alors énoncer les
propositions suivantes :

Toute substitution de la forme

g A—

owa,, b,, l,, m, sont les imaginaires conjuguces de a, b, I, m, fourni
dewr transformations droites reelles et opposces.
Toute substitution de la forme

ow a,, by, L, m, sont les imaginaires conjugudes de a, b, 1, mn, fournit
deux transformations gauches réelles et opposées.

On obtient par ce procedc toutes les transformations sogonales réelles
qui font recenir sur elle-méme la sphere imaginaire (X).

Remarquons encore que lune des (ransformations droites fournies
par la substitution

o

f b
: -

Tty — bt

0=

se réduit o une rotation autour d’un axe passant par origine.
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7. Avant d’aller plus loin, je rappellerai les principales définitions
empruntées a la théorie générale des substitutions ('). Une subslitu-
tion d’une nature quelconque, opérée sur une ou plusicurs quantités,
sera désignée d’une manitre générale par une des lettres S, T, U,
V, .... La substitution

(5; /()] ou [z y; /(= ¥) 9(z, ¥)]

sera l'opération qui consiste & changer z en /(z), ou celle qui consiste
achangerwet y en f(x, y) etg(a, y). L'opération inverse de |z; /(z)]
ou de S sera représentée par[z; f~'(z)] ou par S7'; le produit de
deux substitutions est Popération qui consiste & [aire successivement
ces deux substitutions. Un systeme de substitutions forme un groupe
si la substitution inverse d’une substitution du systeme et le produit
de deux substitutions quelconques dusysteme fait également partie du
systeme. Un groupe A est ssomorphe 3 un autre groupe B, si i toule
substitution de B correspond une et une scule substitution de A et de
telle sorte quau produit de deux substitutions de B corresponde le
produit des deux substitutions correspondantes de A. Si B est égale-
ment isomorphe & A, les deux groupes sont isomorphes entre eux et
I'isomorphisme est holoédrique ; autrement il est meriédrique.

Nous pouvons déduire de ce qui précede des exemples de ces deux
especes d’isomorphisme. Considérons le groupe B des huit substitu-
tions orthogonales

[ty wsy wy, wy; Wy, = wy, Hmoug, |

a ce groupe nous pouvons faire correspondre, d’apres le paragraphe (1),
un groupe A formé des huit substitutions

N . . B £
[n, & en, &), |=, &; €, enl, .‘n, & E

oue==£1. Le groupe A est évidemment isomorphe au groupe B et,
comme les deux groupes sont du méme ordre, Uisomorphisme est ho-

(1) Serret, Traité d’dlgéhre supéricure (Paris, 187¢). — C. JorpAN, Traité des sub-
stitutions et des équations  algcbriques (Paris, 1880). — Warrnsr Dyek, Gruappen-

theoretische Studien (Mathematische Annalen, Band XX ot XXIL1.)
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loédrique. Au contraire, prenons le groupe B’ des seize substitutions
| ey, wyy sy wy; Zwy, Ew,, dwg 2w

le groupe A est encore isomorphe au groupe B’, mais I'isomorphisme
est mériédrique.

Désignons par TS le produit des deux substitutions S et T, la substi-
tution T étanteffectuée la premicre; en général, les deuxsubstitutions
TS et ST sont distinctes. Si I'on a

TS = 8T,
les substitutions sont dites permutables. Dans le cas général, on a
TST-t — 8/,

S" désignant une substitution différente de S, qui est appelée la trans-
Jormée de S parT; les substitutions S ¢l 8" sont semblables. Si 1'on
prend les transformées par T de toutes les substitutions d’un groupe G,
uvelles substitutions forment encore un groupe G/, qui est sem-
ces nouvelles substitutions forment encor g G’ est sen
blable & G et qui se confond avee G si la substitution T fait partie de 6.
st clair que de oupes semblables sont isomorphes entre cux.
Il est clair que deux groupes semblablc t isomorphes entre eux
Un groupe G estdit permutable i une substitution T, si le groupe trans-
formé de G par T coincide avee G.

Soit g un sous-groupe de G; ce groupe est appelé sous-groupe dis-
tinguée s'il est permutable a toutes les substitutions de G. Un groupe
quelconque contient toujours deux sous-groupes distingués : le groupe
lui-méme et le groupe qui se compose de la substitution identique. S’il
n’en contient pas d’autre, il est dit sunple; ¢’est un groupe composé dans
le cas contraire.

8. Soient C, ¢/ deux cercles situé¢s dans deux plans rectangulaires
P, P’, qui se coupent suivant faligne des centres O0'( fig. 1), ettels que
les points a', &' soient conjugués harmoniques par rapport aux points
actb. Les deux cercles G, (7 seront appelés conjugués. 11 est clair que
le cercle C admet %* cercles conjugués passant par deux points fixes
imaginaires sur la perpendiculaire au plan P menée par le point O,
points qui sont les centres des spheres de rayon nul passant par le
cercle C. Les cercles conjugués du cercle C peuvent aussi étre consi-
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dérés comme les trajectoires orthogonales des spheres passant par G;
deux spheres quelconques passant par deux cercles conjugués se cou-
pent orthogonalement. Il résulte immédiatement de ces propric¢tés que
toute transformation isogonale change un systeme de deux cercles
conjugués en un nouveau systeme de deux cercles conjugués.

o

0!

Les transformations droites les plus simples doivent résulter de
deux inversions successives; comme, dans hypothese ol nous nous
placons, les spheres d’inversion doivent couper orthogonalement la
sphere ('), ces spheéres se coupent toujours suivant un cercle réel et
nous sommes amenés a étudier en particulier les transformations qui
proviennent de deux réflexions successives sur deux sphires se cou-
pant suivant un cercle réel. Soient (Z,), (Z,) deux sphtres se cou-
pant suivant un cercle réel C sous un angle w; soit 7 un point quel-
conque de I'espace, G le cercle conjugué de G passant par m, (X,) la
sphere passant par C et par m. Apres les deux réflexions suceessives
sur les spheres (X,) et (Z,), la sphere (£,) est remplacée par une
sphere (X,) passant par C et coupant la sphere (2,) sous un angle
23 quant au cercle ¢, qui est orthogonal aux deux spheres (2,) et
Z,), il est conservé par ces deux réflexions. Le point m/, image de m,
se trouve done & I'intersection du cercle €' et de la sphere (X,). Lopé-
ration précédente peut done étre définic sans faire interveniv les sphires
(Z,) et (Z,); ces spheres ne jouent qu’un role auxiliaive et peuvent
¢tre remplacées par tout autre systeme de deux spheres passant par ¢
el se coupant sous le méme angle w. Cette transformation présente,
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comne on voit, beaucoup d’analogie avee la rotation autour d’unc
droite D, les plans passant par D ¢tant remplacés par les spheres
passant par C et les paralleles par les cereles conjugués de €5 pour
abréger, jappellerai cetle transformation une rotation autour dicercle (.
On pourrait d’ailleurs ¢tendre sans difticulté la construction au cas ol
le cercle G est imaginaire.

Soient S et T deux transformations isogonales de Pespace; la trans-
formation TST' =S sera une transformation de méme nature, scrm-
blable i S. 11 est clair que toute transformation semblable & une in-
version est une inversion; cela résulte, si Pon veut, de ce que deux
points symétriques par rapport i une sphere sont caractérisés par cette
propri¢té que tout cercle passant par ces deux points est orthogonal
a la sphere d'inversion. De méme, toute transformation semblable
a une rotation dun angle o autour d'un cercle est une rotation d’un
angle o autour d’un autre cerele.

9. Aumoyen de ces remarques, on peat décomposer (res simplement
toute transformation de Pespece considérée en une suite d'inversions.
Cherchons d’abord Ta condition pour que la substitution

) B S g -
/)’ ';7‘ 77 T 4
‘ CE A= py g

qui caractérise une transformation gauche, définisse une inversion. La
substitution orthogonale qui caractérise une inversion doit admettre la
période 25 il en sera ¢videmment de méme de la substitution précé-
dente, ce qui exige que les deux substitutions

) o 4 b ) 4 mn
el K R(F .
e - d T pn -
soient inverses 'unc de autre. On pourra alors supposer
1o — m =0, P, oq -,
et la substitution précédente s'éerira

b — //'ﬂ»‘

29 - .
(22) o~

=

dnn. de U'Ec. Normale. 3¢ Serie. Tome VI — Janvier 188g. Bl
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Inversement, & toute substitution de la forme (22) correspond une sub-
stitution orthogonale qui reproduit identiquement tout systeme de va-
leurs (u,, u,, 4y, u, ) vérifiant la relation

(a+d)u,+ (¢ —DYuy~+ (¢ 4+ D) uy~+ i (a —d)u,=o;

on le vérifie immédiatement au moyen des formules (16). Par suite, la
transformation quadratique correspondante ne change aucun point de
la sphere

(23) (a+d)(@+y 4+ 2—1)+a[(c—b)x + i(c + b)y + i(a-—d)z] — o3

¢’est donc une inversion par rapport a cette sphere. Je dirai, pour
abréger, que la sphere (23) correspond & la substitution
al-+b"
[‘? Ferad)

A toute substitution linéaire de cette forme on peut done associcr
une sphere orthogonale & (X'); pour que cette sphere se réduise i un
plan passant parlorigine, il faut etil suffit que ¢ + d = o, ¢’est-d-dire
que la substitution considérée soit de période 2.

Prenons deux spheres (X,), (X,) orthogonales & (X'), ayant pour
substitutions caractéristiques

[ o(0)], [ 4(0)],

et soit (Z,) la sphere symétrique de (X,) par rapport & (X,), qui est
orthogonale comme les premitres i (2'). Proposons-nous de trouver la
substitution caractéristique de (X,). Il suffit de remarquer pour cela
qu’une réflexion sur (X;) équivaut i la suite de trois réflexions sucees-
sives sur (Z,), sur (X,) et sur (Z,). Celte inversion correspond, par
conséquent, a la substitution linéaire

L0y &5 (et ((€)))s b H (g (bt (n)))];
fa substitution caractéristique de (%,) sera donc
65 b (e~ (¢ (O]

Si les substitutions [{; ¢ (O], [C; $(0)] font partie d’un groupe G, la
nouvelle substitution fera encore partic de ce groupe. A tout groupe
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de suabstitutions linéaires de cette forme, on peut done rattacher un
systeme de spheres orthogonales & la sphire (X7), jouissant de la pro-
priété suivante : Etant données dewrx spheres quelconques du systéme,
la sphére symctrique de U une d’elles par rappore & Uautre fait encore partie
du systéme. On aurait encore un pareil systeme de spheres en prenant
toutes les substitutions d’un groupe de période 2; mais ces sphires se
réduisent, comme on 'avu tout & heare, & des plans passant par ori-
gine. Sile groupe considérd est d'ordre fini, on sera conduit & un sys-
teme composé d’un nombre limité de spheres. Nous reviendrons plus
loin sur ce sujet.

Soit maintenant S une substitution droite orthogonale et réelle a
quatre variables, et soit

L. 25 9 (a), p(2)]

la substitution correspondante de la forme (A). Celte substitution peut,
comme on sail, ¢tre mise sous la forme

N s LT A s T
) ;¢ ) 5 ’
- h L d 1 — b g—-d
ot
by, = cdy=—1,

0 etz étant réels, et by, d, désignant les imaginaives conjuguées de b
et de d. Désignons par T la substitution orthogonale droite qui corres-
pond & la substitution linéaire

[Yh

substitution réelle, comme il est aisé de s’en assurer. La substitution
semblable & S

ot — 1 ¢c—E&

T Ty B3 ?
ayn =1 Cog -1

2

sy

TST-1 = 8/
correspondra a la substitution linéaire
[n, &5 en, e*E].
Pour avoir les coefficients de la substitution S’, nous ferons, dans
les formules (16),
a = e, b=c=o0, d=1,

= ¢, m==p =0, ¢ =1;
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elles deviennent, en choisissant convenablement le signe,

o— 10 . w—10
U, = u, cos ? — u, sin s >
2 2
] 5 e
. o—10 -
U, = «, sin ety cosq) >
24) - -
U, = u,y cos panaia) sin ——>

o+ 0 o+ 0
U, = u, sin —-—)—— -+ 1y COS ——-— -

Ces formules mettent en évidence le théoréme suivant :

Le déterminant de toute substitution droie orthogonale réelle a quatre
variables peut étre ramené a la forme canonique

cosm — Sine 0 )

. sino COS0) 0 o
(25) o, B ,
(8] 0O COS ) -— SII1 0y
o 5) sin o’ cosnm'

Comme les angles 0 et ¢ ne sont déterminés qu’a des multiples pris
de 27, les ‘ln"l(‘b o et o de la substitution (24) admettent deux sys-
temes de valeurs (w,w") el (®~+m, o -+ 7);on retrouve ainsi les deus
substitutions orthogonales qui correspondenta la substitution

[0, & ePn, e?Z].
En particulier, la substitution [eu;; — «;] s’obtient en prenant
w =00 =T.
La substitution (24) peut étre décomposée en deux substitutions
permutables

) ~+- 7 @ -0
g U, = u, cos ’J—~—~— — 1y sin v,
2
(26 G /) 0 —p-
(26) ? U, == u, sin f—'—— “+ 1y COS -"—t—?,
2
\ Uy = u,, U',::ul,;
@ — 0 @ —
U, = u, cos ’-P—-Z-—- — u, sin i——n?,
2 . . o—10 ) —
(27) U, = v, sin * 5 @ cos ¢ O:
2

=
l

= Uy, U, = u,.

TR AR




SUR LES SUBSTITUTIONS ORTIHOGONALES, ETC. 37

/
Revenons aux coordonnées a, ¥, 5, X, Y, Z; les formules précé-
dentes deviennent

s X =z cosm — ysino,

(26") ’ Y = z sino -+ ycosw,
L= 35
, 2.2
(2 4= y* 4 5%) (1 — o5 ) 4 25 SINo 4 [ 4 COS»
, 2y
(&~ y? A= 5%) (1 — cosn') 4= 25 8in' 41 - cosn
, (2 - y2 4= 32 —1) 8ino’ - 25 cose’
= . o A B,
(2?4 2 4 5%) (1—cos0n) - 2z sine' 4+ 1 4 cosae'
ol
@ 0 w—1
== LT, [ e — N
o P

La premicre substitution définit une rotation d’un angle o antour
de Oz; quanta la seconde, il est aisé de vérifier directement qu’elle
définit une rotation d’un angle o’ autour du cercle

3220, e e e =R BN
On peutencore s'en assurer comme il suit. Faisons dans les formules
!
, ’ . (1)) N .
générales (24) ¢ == — 0= -~ On aura o = o, et la (ransformation

(27) correspond par conséquent i la substitution linéaire

l.‘m Ese e i

qui est elle-méme ¢quivalente & la suite des deux substitutions

L i
|<'fh E,; e * ¢ et '{)]9 lf“’ ¢; & ."J'

La premiere définit, nous Pavons vu, une inversion par rapport & la
sphere ‘

!
gl ; ; ,
25 COb— - 22 -yt - 52— =0,
4

et la seconde une inversion par rapport & la sphere (). Ces deux
spheres se coupant suivant le cercle G, qui a pour ¢quations

5o, a2 - y‘) “+ 3% — 1=z 0,
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la résultante des deux inversions est bien une rotation autour de ce
cercle.

Le cercle C et 'axe Oz forment évidemment un systeme de deux
cercles conjugués orthogonaux # (X'). Si nous revenons maintenant a
la transformation S considérée, nous pouvons énoncer la proposition
suivante :

La transformation isogonale droiie la plus génerale qui fait revenir sur
elle-méme la spheére imaginaire ( ) résulle de dewx rotations aulowr de
dewx cercles conjuguds C, €, orthogonawx a (X").

yus ’ 5

Les cercles C, C! sevont appelés les cercles principaux de lTa transfor-
mation ; ils sont analogues aux poles du diamétre fixe dans la rotation
d’une sphere autour d’un de ses diametres. Mais il faul remarquer
que, dans la transformation, ces cercles ne sont pas fixes et qu’ils
glissent sur eux-mémes. Comme une rotation résulte clle-méme de
deux inversions, on peut encore énoncer le théortme suivant :

Toute transformaiion isogonale droite qui fait revenir sur clle-méme la
sphere (£') est équivalente (et d’une infinité de manicres) a une suite de
qualtre inversions, les dewx premicres spheres d’inversion ctant orthogo-
nales aux deux dernicres.

Une transformation de celte esptce ne peut pas en général étre
remplacée par deux inversions, car clle se réduirait i une rotation
autour d’un cercle. On voit en méme temps, d’apres les développe-
ments qui précedent, quelle est la condition pour que la substitution

[n, &5 @(n), Y(&))]

corresponde & une suite de deux inversions. /[ faut et il suffit que les
substitutions linéaires

[ns (o], [&5 $(£)]

atent les mémes multiplicateurs.

Les raisonnements qui précedent ne s’appliquent plus i la substi-
tution droite [u;; — u;] qui définit une inversion par rapport i la
sphere (7). Cette transformation peut étre remplacée par deux rota-
tions de m autour de deux cercles conjugués quelconques orthogonaux
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a (¥'). Les transformations droites se classentd’apres cela en deux ca-
tégories, suivant qu’elles résultent de dewx ou de guatre inversions.
Soit maintenant U une transformation gauche définie par une sub-
stitution de la forme
. at+b  ln-+m’
My & Eo
) cid o pin+q.

soient o et b les points doubles de la substitution

ln -+ m
€ e =l
pa--q

et v, ¢ les points doubles de la substitution
]

Désignons par T la substitution orthogonale droite qui correspond i

la substitution linéaire
r a - ‘ll Y v’-_— .
0, & £ [
[ — 1 — =
b ;

celte substitution est encore réelle, car on a les mémes relations que
plus haut

St

[al

a@“ jravvend '/a‘, —_= 1.

La substitution TUT-' = U’, semblable & U, sera définie par une
substitution linéaire de la forme

[, & ¢PE, e#nl,

ol 0 et o devront étre réels. Les formules (16) nous donnent alors,
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pour la substitution orthogonale correspondante,

—0 . —

U, :—_—uicoscp S sin & P

. — o—10

U, = u;sin ¢ 1y COS T

o -+ 0 . o0

U,= w,cos? — wuy sin 2 P
- - 2 2

T A o+ 0

U, = wysin F—— + 1y cos = —-
2 2

Les deux premitres formules définissent une transformation par
symétrie relativement & une sphere passant par le cercle

5==0, x4yt 5%,

et les deux derniéres une rotation autour de O z. En revenant & la trans-
formation U, on peut donc énoncer le théoreme suivant : :

Toule transformation gauche de Uespéce considérée peud étre remplaciée
par une rotation autour d’un cercle C, orthogonal & (¥), suivie d’une
inversion par rapport a une sphére orthogonale au cercle C et a la sphere
(-

On voit de plus que toute transformation gauche pewt étre remplacée
par trois inversions, deux des spheéres d’inversion étant orthogonales d la
trotsiéme.

La forme canonique du déterminant d’une substitution gauche or-
thogonale est par conséquent la suivante :

I 0 [s) O

(o] il § O O

I8) 0 COsSw — sinm

1) o sinm COS 6
II.

10. Imaginons 'espace ou une portion de I'espace divisé en régions
Ry, Ry, .., Ry o ... jouissant de la propriété suivante : lorsque le point
(2o, > 50 ) décrit la région Ry, le point (x;, y;'5;), qui se déduit du

R e PRI ) A Rar e,
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point (,, ¥4, 7o) au moyen d’une transformation isogonale S,, décrit
la région R;. En d’autres termes, la région R; se déduit de la région R,
par la transformation S,. En répétant les raisonnements employés
par M. Poincaré au début de son Mémoire sur les groupes fuchsiens
(Acta mathematica, t. 1, p. 12), on reconnait que : 1° les substitu-

tions’S, =1, S, ..., S;, ... doivent former un groupe discontinu;
2¢ les régions R,, R,, ..., R, ... divisent espace régulicrement en

une infinité ou en un nombre fini de régions toutes congruentes ou
symétriques entre elles.

La recherche des divisions régulieres de I'espace en régions con-
gruentes ou symétriques est donc ramenée a ce probleme :

Construire tous les groupes discontinus de substitutions linéaires ortho-
gonales a cing variables.

Si les transformations considérées conservent une sphere fixe, nous
sommes conduits a4 distinguer trois cas :

1° La sphere fixe est réelle; on peut supposer qu’elle se réduit d un
plan, et le probleme revient en réalité & la recherche des groupes
fuchsiens et kleindens.

2° La sphere fixe se réduit & un point. Supposons ce point rejeté i
Pinfini; on est conduit & la recherche des groupes de mouverments, dans
le sens ordinaire du mot (*).

3° La sphere fixe est imaginaire. Nous supposerons que cette sphere
fixe coincide avec [a sphere (X7) qui a pour équation

B ) i R LIS Tl =N R

D’aprés ce qui a ¢té dit plus haut, le probleme revient lui-méme &
la recherche des groupes discontinus formés de substitutions linéaires
orthogonales & quatre variables. Soit G un pareil groupe; d’apres les
développements du n® 5, il y correspond un groupe discontinu G,
isomorphe au premicr, formé de substitutions de la forme (A) ou (B).
Si le groupe G ne contient pas la substitution |u;; — w«;], G sera lui-
méme isomorphe a G, et 'isomorphisme sera holoé¢drique. Dans le cas
contraire, il sera mériédrique.

1) ScHONFLIES, Mathematische Annalen, Bd. 28 et 29.
Ann. de I’fic. Norm. 3° Série. Tome VI. — Fivrier 188. 6
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Inversement, si 'on connait un groupe G, formé de substitutions
linéaires de la forme (A) et (B), on en déduira aussitot un groupe
discontinu G de substitutions orthogonales auquel G, sera mériédri-
quement isomorphe. Il pourra arriver aussi que ce groupe G ren-
ferme des sous-groupes d’indice 2, auxquels G, soit holoédriquement
isomorphe. Je me bornerai, dans ce travail, a la recherche des groupes
d’ordre fini, c¢’est-a-dire au probleme suivant :

Construire tous les groupes d’ordre fini de substitutions lincaires de la
forme

an+b; LE+m;
(A) [» & |

’ 3
cen—di pis i

oude la forme

(B) [ . (7‘:'?'4'[);' lllﬂ_“’nli ‘l'

S G - d P

Ces groupes sont tres nombreux, comme on le verra par I’énuméra-
tion ci-dessous. Il est clair que nous ne regardons pas comme distinets
deux groupes semblables entre cux.

11. Je dirai qu'un groupe est de la premiere famille, lorsqu’il ne
contient que des substitutions de la forme (A), et qu’il est de la se-
conde famille lorsqu’il contient & la fois des substitutions de la forme
(A) et des substitutions de la forme (B); un groupe quelconque de
la premiere famille sera désigné par H, et un groupe quelconque de
la seconde famille par K. 1l ne peut pas exister de groupe ne conte-
nant que des substitutions de la forme (B); car le produit de deux sub-
stitutions de la forme (B) est une substitution de la forme (A). Cepen-
dant, si le groupe ne contenait qu'une substitution de la forme (B),
telle que

B s at+b —dn-+b"
ST d Ten—a |

il n’y aurait également qu’une substitution de la forme (A)
[n, &5 m, 5]7

et le groupe se réduirait 4 ces deux substitutions. Laissant de coté ce



SUR LES SUBSTITUTIONS ORTHOGONALES, ETC. 43

cas particulier, nous voyons que tout groupe K contient un certain
nombre de substitutions de la forme (A); comme le produit de deux
substitutions de cette forme est une substitution de méme forme, on
en conclut que tout groupe de la seconde famille contient un sous-
groupe de la premiere famille, formé par toutes les substitutions du
groupe qui sont de la forme (A). Nous sommes donc amenés i résoudre
d’abord le probleme suivant :

Construire tous les groupes d’ordre fint, formeés de substitutions de la

Jorme (A),

oop. G b; LE 4+ m;
, 2= .
T e+ di pid g

Posons, pour abréger,

a;n -+ b;

ain =+ b (PA(‘:)_—["CT'*‘"""
¢ - d; He

Si(n) = = ix g

il est clair que toutes les substitutions
a3 Ji(n)]

devront former un groupe d’ordre fini G. De méme, toutes les substi-
tutions

(5 2:(2)]

-

formeront un groupe d’ordre fini G,. Réciproquement, étant donnés
deux groupes G et G,, d’ordres m ct n respectivement, si 'on combine
chaque substitution de G avec toutes les substitutions de G, respecti-
vement, on obtient un groupe H d’ordre mnr, que j’appellerai groupe
complet; mais il s’en faut de bheaucoup qu’on obtienne ainsi zous les
groupes H d’ordre fini. Supposons, par exemple, que les deux groupes
(- et G, soient holoédriquement isomorphes; si I'on associe & chaque
substitution de G la substitution correspondante de G, il est clair
qu’on obtiendra un groupe H de méme ordre que G et G,. On est donc
conduit & traiter la question suivante : Etant donnés deux groupes
d’ordre fini G et G, de substitutions lincaires a une variable, associer de
toutes les manicres possibles les substitutions de G a celles de G,, de fagon
a former un groupe 11.
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Ce groupe H contiendra un certain nombre de substitutions de la

forme ; §

[, &5 0y 92(8)]5
les substitutions - .

[&5 2£(8)]

formerontévidemment un groupe g, identique & G, oua un sous-groupe
de G,. De méme, le groupe H renfermera un certain nombre de substi-
tutions de la forme ‘ .

[7’, g; fj('ﬂ), E.]r
et les substitutions

L5 £ ()]

formeront un groupe g, contenu dans G. Soient m, n, ., v les ordres
respectifs des groupes G, G,, g, g,. Si I'on combine de toutes les ma-
nigres possibles une substitution de g avec une substitution de g, on
obtient un groupe /%, formé des substitutions

[0, & /5Cn)s 91(E)]  (J=1,2,. ., p5 h=1,2....,v)

et d’ordre wv. Il est clair que le groupe % est contenu dans I, et, si 'on
désigne par M I'ordre de H, on aura

M = D pv,

D désignant un nombre entier. Jappellerai £ le sous-groupe complet
principal de H.

- Il est aisé, d’apres cela, de se rendre compte de la composition du
groupe H. On voit d’abord que toute substitution de G est associce
dans H avec v substitutions différentes de G,, et v seulement. lin eflet,
si H contient la substitution

0, E: an -0 lE—-m’
S en+d pE4q ]’

il contiendra aussi les v substitutions

[

qui sont évidemment distinctes. De plus, le groupe H ne contiendra

H (f=z1,2, ...,v),

oy

an+b Lo (E)+m
cn+d por&)-+q




SUR LES SUBSTITUTIONS ORTIHOGONALES, ETC. /;;

pas d’autre substitution ol figure la substitution

L an-+b
s cn—+d

du groupe G. En effet, une telle substitution pourrait s’écrire

oan+b Im(E)+m
P e d prE)ql

=(£) désignant une fonction linéaire de £ différente des ¢,(%); par
suite, le groupe H contiendrait la substitution

[, E; 1, ﬂ'(g)]
et le groupe g, la substitution [£; =(%)], contrairement & I'hypothise.
On verraitde méme que chaque substitution de G, doit figurer dans H,
associ¢e a (. substitutions différentes de G, et & p. seulement. On aura

done
M = mv =nyp,

et, par suite,
m =Dy, n=0Dv;

les sous-groupes g et g, sont par conséquent de méme indice dans les
groupes G et G,. De plus, g et g, sont des sous-groupes distingues.
Soit en effet T une substitution quelconque de G, T une substitution
correspondante de G, S une substitution quelconque de g et S une
substitution quelconque de g,. Le groupe H contiendra la substitu-
tion obtenue en associant les deux substitutions correspondantes

TST_I, rl‘lsr(rl‘/)-..l

effectuées respectivement sur les variables 7 et . Comme on peut sup-
poser que S se réduit i la substitution identique [£5 £], on voit que
la substitution TST~* doit appartenir au groupe g, ¢’est-i-dire que ce
groupe est permutable & toutes les substitutions de G. On verrait de
méme que g, est un sous-groupe distingué de G, et par suite & sera
un sous-groupe distingué de H.

Il faudra donc que les groupes G et G, admettent deux sous-groupes
distingués de méme indice g et g,. Si ces deux sous-groupes se con-
fondent avec les groupes G et Gy, I'indice est 'unité, £ se confond
avec H, qui est alors un groupe complet. Si G et G, sontisomorphes
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holoédriquement, on peut supposer que g et g, se réduisent a la sub-
stitution identique; c’est le cas qui a été considéré plus haut. Il
pourra arriver aussi que 1'un des groupes g et g, seulement se réduise
2 la substitution identique, comme on le verra plus loin. Considérons
le cas général ot les sous-groupes g et g, sont d’indice D. Les substi-
tutions de G et de G, pourront étre groupées dans I'ordre ci-apres :

I Sl Sg .o SF 1
m m
T, T,8 T,8% ... TSy
N
G| T, T,8, T.S, ... TyS,4 |
r N Al
rD-—l Tn—: 51 Tl) -1 Sz v Tl)—i S[J.-1
’ U !
1 Si 82 e Oy g
' ! ! [\ ! gy ’
T, T,8, T,8, ... T,S,,
M v v/ ’ m Q! o
G| T, T,8 T,8, ... T,8,,
rp
o Tp-sS) TSy ..o Tha S

On forme ces Tableaux comme il suit. Sur la premivre ligne de G on
écrit toutes les substitutions de g et sur la premiere ligne de G, toutes
les substitutions de g,. On prend ensuite pour T, une substitution
de G ne faisant pas partie du groupe g, et pour T, une substitution
de G, qui doit étre associée & T, dans le groupe H. On prend ensuite
pour T, une substitution de G n’appartecnant pas aux deux premitres
lignes, et ainsi de suite. D’aprés ce qui a été dit plus haut, on ob-
tiendra le groupe H en associant une substitution prise dans G avee
les v substitutions de G, qui appartiennent  la ligne de méme rang
que la substitution prise dans G. En opérant ainsi, on obtient bien un
systeme de Dpv substitutions de la forme (A); tout revient & exa-
miner 4 quelles conditions ces Dpv substitutions forment un groupe.

Soient T;S,, T;8, deux substitutions quelconques de G, T;S,, TSy,
deux substitutions du groupe G, qui doivent étre associées respec-
tivement aux précédentes dans le groupe cherché H,

To=8,=8;=1,

(&, j=o0,1,2,...,D—1), (pym=0,1,2,. ., p.—1),
(g, m=0,1,2,...,v~—1).
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Le groupe H devra contenir aussi les deux substitutions associées

T;8,T;Sr, TiS5T;Sh.

Supposons en particulier ¢ = & = o3 la seconde substitution se ré-
duit & T;T}, c’est-a-dire & une substitution déterminee du groupe G,, qui
appartient par exemple a la Aive ligne. Il faudra done que la substitu-
tion de G

T:8,T;Sx
appartienne toujours & la méme ligne, quels que soient les indices ¢
et, pourvu que ¢ et/ restent les mémes. C'est en effet ce quia lieus
le groupe g étant permutable aux substitutions de G, on a une rela-
tion de la forme

Ti18,T,= S,  ou  S,T;=T,8,,

et la substitution précédente peut étre remplacée par la substitution

T, T84 Sx,

qui appartient & la méme ligne que la substitution T,T;, quels que
soient p et w.

Ainsi, quand on combine une substitution de G appartenant i
la 7“me ligne avec une substitution appartenant & la jim ligne, la
substitution résultante appartient & la A, 4 ¢tant un nombre entier
qui dépend seulement des nombres ¢ et /. Si, pour abréger, on repro-
sente par (¢, /) le rang de la ligne a laquelle appartient la substitution
T,T;, on aura D* relations de la forme

(28) (&, )= h.

Ce qui précede s’applique aussi au groupe G, : si I'on représente
par (4,7), le rang de la ligne a laquelle appartient la substitution
T;T;, il faudra que I’on ait, pour tous les systemes de valeurs de ¢ et
dey,

(29) (67)1= (4 ))-

En résumé, pour avorr tous les groupes H que U'on peut former avec
deux: groupes d’ordre fini G et G, on commencera par déterminer deux
sous-groupes distingucs g et g, de méme indice; les substitutions des
groupes G et G, étant écrites comme plus hawt, il faudra examiner si I’on
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peut faire correspondre ces lignes de fagon que toutes les relations (29)
solent verifices simultanément. S’il en est ainst, on obtiendra un groupe H
en associant de toules les manicres possibles les substitutions de G et de G,
gl appartiennent ¢ des lignes de méme rang dans les deux Tableawx.

12. On peut énoncer la reégle précédente sous une forme un peu
différente. Supposons que toutes les relations (7, 7), = (7, ) soient
vérifides, et soit G, un groupe formé de D substitutions d’une nature

quelconque )
Ul7 U:!w ] UI),

qui vérifient les D? relations analogues aux relations (28)
(28") U; U, = U,.

Si un tel groupe G, existe, il sera isomorphe & la fois aux deux
groupes G et G, ; en effet, faisons correspondre la substitution U; aux
u substitutions de G de la ¢ ligne, les relations (28) et (28") dta-
blissent précisément l'isomorphisme. Or nous verrons plus loin que
I'on peut toujours trouver un groupe G, de substitutions linéaires
remplissant les conditions précédentes, quels que soient Ie groupe G
et le sous-groupe distingué g.

Réciproquement, soit G, un groupe de substitutions linéaires iso-
morphe & la fois a G et & G,; si I'on associe les substitutions de G et
de G, qui correspondent & une méme substitution de G,, on vérifie
immédiatement que I’on obtient de cette facon un groupe H. On est
donc conduit & la regle suivante :

Pour former un groupe Y en assoctant les substitutions de deux groupes
d’ordre fint G et G,, on déterminera un groupe G, isomorphe & la fois i (x
et a G, puis on associera les substitutions de G et de G, qui correspondent
a une méme substitution de G.,. :

Remarquons que le groupe auxiliaire G, n’est pas complétement dé-
terminé, mais peut étre remplacé par tout autre groupe holoédrique-
ment isomorphe & celui-la.

13. Il est nécessaire, pour continuer, de rappeler les principales
propriétés des groupes d’ordre fini de substitutions linéaires non ho-

T
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mogenes & une seule variable (*). Suivant la méthode de Riemann,
représentons la variable z = o + ¢ par le point («, ) dans le plan
des af; puis faisons la projection stéréographique de ce point sur la
sphere de rayon 1 qui a son centre a origine, en prenant pour pole
le point de cette sphere situé sur la partie positive de I'axe O~. La va-
riable z représente le point ainsi obtenu. Toute substitution linéaire

L. a5 b
B oad)

oz -0

s 4-d’

que nous écrirons aussi

Py S
définit une rotation de la sphere autour d’un axe passant par son
centre, pourvu qu’on puisse la mettre sous la forme

w3z b

s o sy

ty— by 3

~l e

a, et b, étant les imaginaires conjuguces de @ et de b. Si Pon con-
sidere le groupe des rotations qui font revenir sur lui-méme un po-
lyedre régulier, les substitutions linéaires correspondantes formeront
évidemment un groupe d’ovdre fini. Inversement, tout groupe d’ordre
fini de cette esptee est semblable & un des groupes ainsi obtenus,
pourvu (qu’on ajoute aux polyedres réguliers Ta pyramide ct la double
pyramide régulivre. CGes groupes peuvent ainsi ¢tre ramenés i cing
(ypes distincts, dont nous allons rappeler les principales propriétés.

Groupe cyclique.

Le groupe cyclique se compose des m substitutions

2ikm
sle=me ™ 3 (f==0,1,2, ...,m—1);
. ) . . am 4 a(m—1)m PR T
il correspond & m rotations de —, ——, -+, =—-——> 2w autour d’un

méme axe. Toutes les substitutions de ce groupe étant échangeables,

(1) Poir KueIN, Porlesungen iber das Ikosacder, Chap. 1 ot II. Leipzig, 1884.
Ann.de I Fie. Normale. 3°Série. Tome VI. — Fivricr 1889. 7
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si w est un diviseur de m, le sous-groupe g formé des p. substitutions

2ik' T
s’=et 3 (f'=o0,1,2, ..., . —1)

sera distingué. Soit 7 = Dy.; désignons par p un nombre entier pre-
mier avec D. Soient S la substitution

et T la substitution

[g— 1
—ec "

Les substitutions de G pourront étre disposées suivant un Tableau
rectangulaire de la facon suivante :

1 S S, Sp~1
T TS TS ... Top~1
T* TS T282 ... T28p!

On aura ici, d’'une maniere générale,
(,j)=i-+J(modD).

Introduisons maintenant le groupe cyclique G, d’ordre D formé des
D substitutions

kit
Z'—=e V7 (h=o0,1,2,...,D —1);

si Uon fait correspondre la substitution qui précede a toutes les sub-
stitutions de la 2™ ligne du Tableau de G, il est clair que G, sera
isomorphe & G.

Groupe du diédre.

Le groupe du diedre est formé des 2m substitutions

(k=o,1,2,...,m—1).

Géométriquement, il correspond aux 2m rotations qui font revenir
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sur elle-méme la double pyramide réguliere; les m dernieres substi-
tutions correspondent & des rotations de 180° autour d’axes situés dans
le plan de I’équateur. Un sous-groupe sera forcément un groupe de
méme espece ou un groupe cyclique.

Soient encore 7 = D et p un nombre entier premier avec D. Le
groupe d’ordre p., composé des p. substitutions

2hiTC
sl=e¢ ¥ 3 (h=o0,1,2, ..., p—1),

sera un sous-groupe distingué. Désignons par S, T, U les substitutions

2T 2piT

. [
s=cV z, s=¢ " gz, ol

o=
“e

Il

les substitutions du groupe G pourront étre disposées comme il suit :

I S S2 ... Sp-1

T TS TS2 ... TSp—t
o=t bty pb-1g2 0 Ph—1Qp—1
U Us Us? ... USp—1

uT uTs urs: ... UTS¥—

gre—= gre-1t§ ..., ... UTPSEt

Prenons maintenant le groupe G, formé des 2 D substitutions

(k=o0,1,2,...D—1),

ala (k+ 1)meligne du Tableau de G, c’est-h-dire & toutes les substi-
tutions de cette ligne, et de méme la substitution




52 E. GOURSAT.

2 toutes les substitutions de la (D —+ £-1)im¢ ligne du Tableau de G;
on vérifie aisément que G, sera isomorphe & G. On pourra supposer
D =1, & condition de prendre p = o.

Si m est pair et égal & 27, le groupe G admet un autre sous-groupe
distingué d’indice 2. Désignons par S, T, U les trois substitutions

20T 2T

z'=e"” 3z, s'=e?" 3, 5=

les substitutions du groupe G pourront étre disposées comme il suit :

{1, S, 82, ... 85~ U, us, ... USz
iT, TS, TS, ... Ts»! TO, TUS, ... TUS*!

Appelons encore G, le groupe des deux substitutions
V=7, l=—T7;

ce groupe G, est évidemment isomorphe 4 G si Pon fait correspondre
la substitution Z’=Z & toutes les substitutions de la premiere ligne
de G et Z’= — Z & toutes les substitutions de la seconde ligne de G.
Les seuls groupes isomorphes au groupe du diedre sont donc des
groupes de méme espece ou le groupe cyclique précédent.

Parmi les groupes du diedre, il y a licu de distinguer le groupe des
quatre substitutions

appelé par-les géometres allemands Vierergruppe, qui admet trois
sous-groupes distingués d’indice 2.

. Groupe du tétraédre.

Le groupe du tétraédre est formé des douze substitutions

.5 41 R 5 [ S —
y Eile—— = 4- 2 -t ¢

et wll =+ .
z, == — - > = £ 25
5 —1 541 81 S 4L

ST =I

AN

il correspond au groupe des rotations qui font revenir sur lui-méme un
tétratdre régulier et admet par conséquent trois substitutions de pé-
riode 2 ct huit substitutions de période 3. Il contient un sous-groupe

TR T T T
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distingué d’indice 3, qui est précisément le Vierergruppe, et ses sub-
stitutions peuvent étre rangées dans I'ordre suivant :

Y - . I

< =S <P g — T3
L34 3—1 I3 1 — 3
¢ > L ’ ¢ ’ L ——)
5—1 541 [— 3 [+ 5
5= 53— 5—1 541
R - el - il i '
53— 541 ) 5—1

Considérons le groupe G, d’ordre 3 formé des substitutions

e

i YiTC

1 =7, e*7, e’7,

et faisons correspondre ces trois substitutions aux substitutions du
groupe G (ui appartiennent respectivement 4 la premitre, a la
deuxieme et & la (roisieme lignes on vérifie sans peine que Gy sera iso-
morphe & G. D’ailleurs il n’y a pas d’autre groupe isomorphe au
groupe du (étracdre, abstraction faite de ce groupe lui-méme et du
groupe qui se réduait & la substitution identique.

Groupe de loclacdre.
Le groupe de I'oclacdre se compose des vingt-quatre substitutions
i - - g5 )

le= bz, —, A P o o (k=o0,1,2,3),

? .
3 | Z -1 S5 —1 S~

qui corvespondent aux vingt-quatre rotations faisant revenir sur lui-
méme Poctavdre régulier; il admet par conséquent neuf substitutions
de période 2, huit substitutions de période 3, six substitutions de pé-
riode 4. Il contient deux sous-groupes distingués : le groupe du té-
tracdre et le Vierergruppe. On peut ranger les substitutions dans
Pordre suivant

i 3 - 5 —1 50 5 —
I ol T PR o ’ Lo+l » == - 5 E——
3 53— S St e ]
. i 5~ 1 5 —1 .54l gz —
':_':Lz, oy g :"""'iv :t~~+-l’ =1 L” ilf—:{—_[’
3 5~ I 8= S
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ot 'on reconnait que le groupe G, des deux substitutions

' ==+7

lui est isomorphe. On peut aussi écrire les substitutions du groupe
dans l'ordre suivant :

1
=

541 L5 —1 I+ 5 1—3
2 y 1 > (———> 3 )
S—1 5-4-1 1—3 14~z
s+t 55— 5~1 31
> b - > T ’
5—1 541 5+t S—1
i {
L3, — 13, - - =
s k-]
S41 5 —1 5 +1 5—1
- y = "> ’
5—1 51 5—1 5+ 1
- 55— - 50
4 y ey — =5 — -
s—1 S+t 4t 55—

i 20T YiT
2iT vl TC . 3
— — 1 e? e?
/=2, e* 7, e®*Z1, = 5> ——
4 ) <) ki Z Z Z 2

faisons correspondre ces six substitutions aux substitutions du groupe
de I'octaedre qui figurent respectivement dans les premiere, deuxieme,
troisieme, quatrieme, cinquieme, sixieme lignes du Tableau précédent.
On vérifie sans peine que G, sera isomorphe & G.

Il n’y a pas d’autre groupe que G, et G, isomorphe au groupe de I'oc-
taedre, en dehors de ce groupe lui-méme et du groupe qui se réduit a
la substitution identique.

Groupe de [’icosaédre.

Le groupe de I'icosaedre se compose des soixante substitutions

—-e‘!"’ Ev——(s——s‘)s!*s—l—(ez—-e3)
7z (e2—¢e*)ebs 4+ g — &t

(e2—¢g?)et s+ (e —e*)
—(e—e*) etz 4 (e2—e?)

—els

A
; — "

( aUn
e=e®; p,v=o,1,2,3, 4),
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qui correspondent aux soixante rotations faisant revenir sur lui-méme
I'icosaedre régulier. Il admet, par conséquent, quinze substitutions de
période 2, vingt substitutions de période 3, vingt-quatre substitutions
de période 4. Le groupe de I'icosaédre est un groupe simple.

14. Considérons maintenant deux de ces groupes d’ordre fini, G et
G,, distincts ou non, et proposons-nous de former tous les groupes H
que 'on peut obtenir en combinant ces deux-la. Puisqu’on regarde
comme identiques tous les groupes semblables, on peut évidemment
supposer les deux groupes G et G, ramenés & la forme canonique. Nous
examinerons successivement toutes les combinaisons possibles.

1° G et G, sont des groupes cycliques d’ordres m et n respective-
ment. On a vu que les seuls groupes isomorphes & un groupe cyclique
d’ordre m sont les groupes cycliques dont 'ordre est un diviseur de m.
Par conséquent, si m ct » sont premiers entre cux, le seul groupe
isomorphe a la fois & G et & G, se réduira & la substitution identique,
et le groupe I sera un groupe complet d’ordre mn.

D’une maniere générale, supposons que 7 et » admettent un divi-
seur commun D, m = D, n =vD. Soit G, le groupe cyclique d’ordre
D, isomorphe & la fois & G et a G,. La substitution

2RI
s'=2s5e P (k=o0, 1,2, ... D—1)

de G, correspond, comme on I’a vu plus haut, aux p substitutions
de G

okpim ki
n'=mne " 3 (=0, 1,2, ... p—1)

et aux v substitutions de G,

ehqim  2h'im

gl 1 —

g=te * v (M=o0,1,2, ... v—1),

p et ¢ étant deux nombres entiers premiers avec D. Le groupe H se
composera done des D v substitutions

2kpim  2him ekqgim | 2him)
_.n, E; ne m 12 , Ec n v

e

Il est clair que on peut toujours supposer, sans restreindre la
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sénéralité, p =1 et ¢ inférieur & D. Vajoute que 'on peut se borner &

généralité, p=r1etg D. J'aj q ¢ ‘

prendre pour ¢ un nombre premier inférieur & —- Supposons, en elfet,
. . D ' .

que ce nombre ¢ soit compris entre — et D. Le groupe H contiendra la

substitution

" 20T 2qiT"
l;.n, é’ nem, VC:L,. n J;
transformons ce groupe par la substitution

- I
[‘f), ¢ My ’E‘]J

nous obtenons un nouveau groupe H, semblable au précédent et qui
contiendra la substitution

e

I:n? g; .nem R g(} n

2T 2(/i7:'|

. . . D .
Mais, si g est compris entre - et D, — ¢ sera congru suivant le mo-

. . D .
dule D & un nombre compris entre o et - et le groupe I, contiendra
la substitution

2T Q¢ (T

.'”’ é; nem R 'C:c n 1

, . D -
g, élant compris entre o et —- Sidonc on considere deux groupes sem-
blables comme identiques, ainsi qu’il a été convenu, on voit qu’on
peut se borner & prendre pour g les nombres premiers avec D inféricurs
. D
a —-

2

La méthode précédente est tout & fait générale. On peut supposer
qu'un des nombres p. et v se réduit & I'unité, ou que 'ona p. =v =1;
on peut aussi supposer D =1 et alors on prendra p = ¢ = o.

Exemple 1. — Soit m=n=15. On a deux groupes H d’ordre 5
formés, d’une part, des substitutions

['f), E, 811'72, E[L'é]

ot, d’autre part, des substitutions
2iT
[n, &; etn, L], e=e?® (p=0, 1,2, 3, 4)-
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On aura ensuite un groupe complet d’ordre 25 composé des substi-

tutions
[n, &; ePn, e¥E], (py v=o0, 1,2, 3, 4).

Exemple 1I. — Soient m = G, n = ¢. On aura un groupe complet I
d’ordre 54 et un groupe d’ordre 18. Le groupe complet se compose des
substitutions

ud ﬂlu'ﬂ]

2k
['fn cyne Y, e ® (k=o0,1,2,...,8; h=o0,1,2,...,9);

le groupe d’ordre 18 se compose des substitutions

Pk AN Wl ——

2kim  2hiT akim  ehiT
1, é’ 9 3 ’ :,:({ G 2

(k=o0,1,2; h=o0,1,2; MN=o0,1).

2° G est un groupe cyclique d’ordre m et G, un groupe du diedre
d’ordre 2n. Les seuls groupes cycliques isomorphes au groupe du
diedre sont d’ordre 1 ou 2. En associant les substitutions de G et de
G, on aura I’abord un groupe complet, puis un nouveau groupe si
est pair et » impair, et un (roisieme groupe si 7 et n sont pairs tous
les deux.

3° G est un groupe cyclique d’ordre m et Gy est le groupe du té-
tragdre. On aura d’abord un groupe complet H d’ordre 12 m. Sim est
un multiple de 3, on aura en outre un groupe d’ordre 4m.

4° G est un groupe cyclique d’ordre m, et G, est le groupe de [oc-
taedre. On aura un groupe complet H d’ordre 24m, et, si m est pair,
un autre groupe d’ordre r2m.

5° G est un groupe cyclique d’ordre m et G, est le groupe de l'ico-
satdre. On aura un seul groupe complet H d’ordre Gom.

6° G et G, sont deux groupes du diedre d’ordres 2m et 2n respecti-
vement. Nous examinerons d’abord la question suivante. Soient G, (]
deux groupes identiques dérivés des substitutions

2L 2T
—=te™ E = !

) > =5
a’ 5)

m ) [ e .

W=rne",

|
i
{
N

proposons-nous de rechercher toutes les maniéres dont on peut faire
correspondre les substitutions des deux groupes de fagcon qu’ils soient
8

Ann. de I"Fe. Normale. 3* Série. Tome VI.— Fivnicr 188¢.
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isomorphes. Si m est plus grand que 2, la substitution »'= % de '
devra correspondre & une substitution de G de période 2, et, en rem-
placant le groupe G| par un groupe semblable, on pourra supposer
qu’elle correspond & la substitution §'= —2— A la substitution

.nl —=ne m
de G" devra correspondre une substitution de G de la forme
2yiT
Elzge m
g étant premier avec m. La correspondance entre les substitutions de
¥ et de G, sera completement déterminée et Uon vérifie sans difficulté
que ces deux groupes seront isomorphes. On verra, comme plus haut,
e ;. . m
qu’on peut prendre pour ¢ un nombre inféricur i —-

Si m = 2, on pourra toujours faire correspondre les substitutions

7'= — 1 et &= — £; mais on pourrait supposer que la substitution
I \ 1 ~ ’
W= correspond & & = — £ En transformant le groupe G, au moyen

de la substitution % =%, on voit qu'on ramenera les substitutions

correspondantes des deux groupes i étre identiques.

Revenons maintenant aux deux groupes G et G, et soit m == Dy,
n= Dv. Appelons g le sous-groupe distingué de G dérivé de la substi-
tution ‘

19

in
W =-reb

et g, le sous-groupe distingué de G, dérivé de la substitution

Le groupe auxiliaire du diedre G, d’ordre 2D sera isomorphe i la
fois & G et & G,; pour achever de former le groupe H, nous ferons cor-
respondre les deux substitutions

L , 1
[Py — 44
1" == —» [
1) E
et
24T 20iT

'ﬂ,:"ﬂe’;; El,_.:'ée mn
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g étant un nombre premier avec m, que I'on peut supposer inférieur
a -]ﬁ

Le groupe cyclique d’ordre 2 est toujours isomorphe au groupe du
diedre et il peut I'étre de deux facons différentes si Uordre de ce der-
nier groupe est pair.’Si donc un seul des nombres m et n est pair, on
aura un nouveau groupe I ; sim et n sont pairs, on aura deux nou-
veaux groupes.

7° G est un groupe du diedre d'ordre 22 et G, est le groupe du té-
traedre. Il n’existe aucun groupe isomorphe a la fois & G et & G,, saufl
celui qui se réduit & la substitution identique. On aura done un seul
groupe complet IL d’ordre 24m.

8° G est un groupe da diedre d’ordre 2m et G, est le groupe de P'oc-
taedre. On aura d’abord un groupe complet H d’ordre 48m, mais on
pourra avoir aussi trois autres groupes. On sait en effet que le groupe
eyclique d’ordre 2 est isomorphe & la fois au groupe G, et au groupe
G, et, si e est pair, il Pest de deux facons différentes au groupe G. Si
m est un multiple de 3, le groupe du ditdre d’ordre 6 sera également
isomorphe aux deux groupes Gret G, et fournira un nouveau groupe H.

0° Le groupe G est un groupe du diedre d’ordre 2m ct G, estle
groupe de icosatdre. On aura un seul groupe complet H d’ordre
1207m.

10° Les groupes G et G, sont identiques au groupe du Létraedre. Si
I"on fait correspondre deux substitutions quelconques de période 2 des
deux groupes, ainsi que deux substitutions quelconques de période 3,
ces deux groupes seront isomorphes, mais tous les groupes H ainsi
obtenus seront semblables. En effet, on peut toujours choisir la va-

riable £ de facon que les substitutions y'= — 7, &= — £ se corres-
pondent. A la substitution
, 1 - 1
1) == 1
p—

v e E—1 14 £ 1—£
:L;_ ) L ] A %) l =)
E—1 £+ I—¢ 1-¢
Eri E—i _E—i _E+i

E=¢ Ei T i+ T E=D
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sic’est une substitutionde la seconde ligne, on transformera le groupe G,
par la substitution%’ = ¢%, et I'on aura une substitution de la premiere
ligne qu’on pourra ramener & son tour a la substitution

“/_..l"’é'*—I

=1z )
¢ —1I

en transformant le groupe G, au moyen d’une des substitutions

(8}
1
il
Ay
g
Sy

I

FI3
5
)

En définitive, on aura un seul groupe H d’ordre 12, obtenu en asso-
ciant les substitutions identiques de G et de G,. On aura, en outre, un
groupe complet d’ordre 144 ct un groupe d’ordre 48, fourni par le
groupe cyclique d’ordre 3 isomorphe a la fois 2 G et & G,.

11° G estle groupe du tétratdre et G, le groupe de I'octacdre. On a
un seul groupe complet H d’ordre 288.

12° G est le groupe du tétracdre et G, le groupe de I'icosaddre. On
a un seul groupe complet d’ordre 720.

13° G et G, sont identiques au groupe de l'octaédre. Nous avons
encore a rechercher si ces deux groupes peuvent étre isomorphes de
plusieurs facons différentes. On démontrera, comme pour le tétraedre,
que 'on peut toujours faire correspondre les substitutions

. . LG T
el M) ==l ey el G.— =
o) —1 > &1

vy

= — 1, '&/:__

a la substitution n'=47 de G correspondra une des deux substitutions
vy . C o ., S
=1, 2= —1if de G,. Sic’était la derniere, les deux substitutions
/ i -1 £+ r
0T ey ¢ = e
I g — I

devraient se correspondre, ce qui est impossible, car 'une est de pé-
riode 4 et la seconde de période 2. On aura done un seul groupe i
d’ordre 24, obtenu en associant les substitutions identiques de G et
de G,.

Le groupe cyclique d’ordre 2 et le groupe du diedre d’ordre 6, qui
sont isomorphes & la fois & G et G, fournissent deux autres groupes H
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d’ordres 288 et 96 respectivement. Enfin, on aura un groupe complet
d’ordre 576.

14° G est le groupe de 'octaedre et G, le groupe de l'icosatdre. On
a un seul groupe complet H d’ordre 1440.

15° G et G, sont identiques au groupe de I'icosaédre. On apercoit
tout d’abord deux groupes H, le groupe complet d’ordre 3600 et le
groupe d’ordre 6o obtenu en associant les substitutions identiques des
deux groupes. Pour savoir s’il existe d’autres groupes, il nous faut re-
chercher toutes les manieres d’associer les substitutions de G et de G,

Fig. 2.

unc & une, de facon que ces deux groupes soient isomorphes. Cette
question, qui n’offre d’ailleurs aucune difficulté, se trouve traitée dans
un travail de M. Fischer (*). On trouve ainsi un nouveau groupe H
d’ordre 6o ct la correspondance entre les substitutions de G et de G,
ou plutot entre les rotations qu’clles représentent, est donnée par le
Tableau suivant.

(1) Frseunw, Konforme Abbildung sphirischer dreiecke auf einander mittelst alge-
braischer Functionen. Leipzig, 1885.
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G G,

Axe Angle Axe Anglo\
NS T NS 2T
2 9
L% T P
PP, g Qop-1 QY s Tg
Q3§ PyiPhsy
RR, D S-S g
.S, § Rer—i Ry, z
T, T g Tora1Throy 7;

Analytiquement, la correspondance entre les substitutions des deux
groupes est completement définie si Pon associe les deux couples de
substitutions

14

H

o =en, a
—-—(E—-E"’)'n g2 g?
- - —
(e2—e&")yn+¢e—¢t

H

g?
.f"'_-_: E 8’;)”"—( “5"‘

e—et)n— (2 —&¥)

15. Nous pouvons maintenant énumérer tous les types auxquels se
amenent tous les groupes H d’ordre fini.
I. Groupe composé des D v substitutions :

, T
_TJ’ g; ne m 13 . 56 n v

( 2kim | 2hiTC 2/r(/i7:+2h'i7r]
(k=o0,1,2,...,D—1; Ah=o0,1,2,...,p—1; A'=o0,1,2,...,v—1),

oum =Dy, n=Dv, ¢ désignant un nombre entier prcmior avec D,
D
que 'on peut supposer non supérieur & — SiD =1, m=u, n=v, le

groupe est un groupe complet d’ordre mn.
II. Groupe complet formé des 2mn substitutions :

2 hif
y e2kim 2him 2kiT e
n, Esme” ke |, |m, &5 me ™, £

(k=o,1,2,...,m—1; h=o0,1,2,...,n—1).
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[S5)

III. Groupe formé de mn substitutions :

20T
3 bkiw shim 2Uhk+1)iT T
- Ze - m z n ol wm ¢
|7, ¢ e y G€ ’ n, ¢35 Ne ’ T

(m=ap; hk=o,1,2,...,p—1; h=o0,1,2,...,n—1).

1V. Groupe formé de 4 pv substitutions :

2hiT
" akiT 2hiT 2kiT e v
,_'ﬂ, ¢y e ¥, ce BE) ha, é,; ne » = ’
S
. (2h+1)im
(2h~+1)iT (2h4-1)iTC (2k41)iT -
l;_.f“ 5; ne P ) t:e Y ) 1, g; ne v »

(A==o,1,2,...,p—15 fi=o0,1,2,...,v—1).
V. Groupe complet de 12 substitutions :

‘ 2k
I_-n, s me ™, 0(8)] (k==o,1,2,...,m—1),
ol [£; 2(8)] est une queleonque des 12 substitutions du groupe du
tétracdre.
VI. Groupe composé de 4m substitutions :

6hiT (6 +2)iT

o - = ()
l_'ﬂ, Eimne M, ’«?('C.).]: ['n, éyne ", t—-—-—~‘(; I,

(Gh—A4%)iT "~ L7

. — = ()

Ty, ¢; M€ ’ 3 :
G(E) —

m=3u (k=o,1,2,...,p.—1),

ol [£; ¢(&)] désigne une des quatre substitutions [%3 &], [& — &,
A ’

u > |
[;--], ;._i].
‘?95 - z

A <.
VII. Groupe complet de 24m substitutions :

akim
I}ffl, c; ne ™, ’,ﬁ(i)J (k==o0,1,2, ..., m—1),

ot [&; ¢ (&)] estune quelconque des substitutions du groupe de I'oc-
taedre.
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VIII. Groupe composé de 12m substitutions :

ki ) (b h+-2)iT
[ﬂ, Gme ™, f.o('i)], l'n, &Gme ", icp(i)]
m=ap (k=o0,1,2, ..., h—1),

[5; 2(%)] désignant une quelconque des substitutions du groupe du
tétraedre.

IX. Groupe complet de 6o substitutions :

ljf:, g;ne ™, @(E)J (k=o0,1,2,...,m —1),

[£; (%)) étant une quelconque des substitutions du groupe de 'ico-
saedre.

X. Groupe complet de 4mn substitutions :

2ih T
20k T 2ihT” 20AT P
Mgsme ™, et |, g5 me ™, — |

0

P
[

a 2ikT ’ : 2k 2ih T
m 2_‘_’1‘ ——IT o N
1, C-; ¢ ’ Ec " 9 T, 5; E—"'—W £ -
i 1 . _ i 1 [N

(k=o0,1,2,...,m—1; h=0,1,2,...,n—1).

XI. Groupe composé de 2D uv substitutions

; i ; R ehkim  2hiT 2kgi T . 2/i it
) 2kiT - 2/1)171_: . 2kgim - 24 i e -+ B o m "
N, 2y ne ™ b, e ™ Y ) My &3 ’ v )
- ] ” :
m=1D0D s n=~0Dv,

(k=o0,1,2,...,D—1; h=o0,1,2, ..., p.—1; Ml=0,1,2,...,v—1),
q étant un nombre premier avec D, que I’on peut supposer non supé-
. . D ’
rieur & —-
2

XII. Groupe composé de 2mn substitutions

X - hhiT
l 27k TC bhim 2kiT ”
‘-n’ “: ;e m , 5 e " 1, 'C:; e moy = ,

]

2ikT . . ekim (hh+2))iT
) (bh+2)im —_— —t T
P e g ———— 3 e m e n
n, &; » e " > |0, & ’
- » € p
- Ll ’ n £ )

SV —1).

S

|

|

»
=
—

a~

Il

<

sy 1,2, ..., m—1; h=o0,1,2, ..
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XIII. Groupe composé de 2mn substitutions :

. whiT hkiT
whiT ShiT) LhiTe (,_,,— c'"‘,’;,“ vhiT
n’ Zs q I m y ¢ Lp n , -{‘, ‘;; .r) e m , ___,7:_ N ‘{)y g; f 5 : e n S
2 7l
Wi T “hiT eh +2)0%
e g ‘ (k2w k2T Lheeim T
:'; ___tf___. , _.T:__ , A./‘, c‘; e m ) :j ¢ n 1, 1, :‘; € e " :
1 < =
VikA-2)iT ) - (Gh4-21070 Cih-+2107 ]
) e m ek 4214 e " e n
0, &3 ————> Ee " s, Ey A
1) } 3 1 Z
memm o, ey, (Mmoo 0, o oy, e, o0, v — 1),
NIV O ; . hefifntinne -
NIV, Groupe complet de 24m substitutions :
B ) akiT
) 2him ) e om )
My Sy one ", w(Z)], My, &3 — v(c) (h=0, 1,9, ..., 00 —1),
, ]

[£: 2(%)] étant une quelconque des substitutions du groupe du (é-
o 7 b

tragdre.
XV. Groupe complet de 48m substitutions :

2 kit
2hiT ’ P
Ty gy one "™, w(Z)], 1, 23 7 w(Z) (k=0,1,9,...,m—1),

[%: 2(%)] étant une quelconque des substitutions du groupe de I'oc-

taedre.
XVI. Groupe composé de 2/4m substitutions :

) 27T
Lk L. oe ™" .
M, 23 e ™, ()], 1, & Rt {w(c) (h==0,1,2, ...,m-—1),
f

[%; »(&)] ¢tant une des substitutions du groupe du tétragdre.

Ann. de ’Ee. Normale. 3° Série. Tome VI. — FEVRIER 1889. 0
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XVII. Groupe composé de 24m substitutions :

(hh+2)iT
[ﬂ, 57 ne m

[%5 ()] étant une des substitutions du groupe du tétraedre.
XVIII. Groupe composé de 8 substitutions :

kit - - (6k+2)iT L - YT ,
. } , R “+1 . — (&)1t
‘i'ﬁy t; e m b CP(E)J’ l\’na E_; ne " ? ch(,g)»—"""‘]’ lﬂ’ ;; e ” ’ ‘P” — ?

P(g)—1 w(E)—1i
shin (0ht2)im YRS ‘
e ™ . i . e m (P(g‘) 1 . e m .’D(E)"l‘ {
. A w(& - ey 2L P e L -
["’ BT L‘o(ﬁ)]’ ["’ S cp('E.)—I]’ [0’ 2T e )
m=3p (k=o,1,n2, s = 1),
[£; 9(%)] étant une des quatre substitations [&;5 ], [&; — &, LE; EJ,

XIX. Groupe complet d’ordre r120m :

2kiTC
l' 2/kiT ] (,T
B e o8], |m & Sy )| (hoyna, o m—),

o

[Z; 2(&)] étant une quelconque des substitutions du groupe de I'ico-
saedre.
XX. Groupe complet de 144 substitutions :

[, &5 /(a), (8],

ou l'on désigne par [z5 f(=)|, [2; 9(5)] deux substitutions quel-
conques du groupe du tétraedre. _
XXI. Groupe composé de 12 substitutions :

[ﬂ’ E; f('n)t /(E)]y

[s5 /(=)] étant une des douze substitutions du groupe du tétragdre.

A R AP S
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XXII. Groupe composé de 48 substitutions :

(n)+ 9 (&) -—l:

) +1
£

o Ee fOn). ofF o r. 9
[n’ =1 /(”)? ’P(Q)]’ l:’h Cy L_/-('I])——l l ( )__’] |:/77 <> /( ( p

[55 /(2)], [559(=)] désignant deux quelconques des substitutions

XXIII. Groupe complet de 288 substitutions :
[, & (), 2(5)],
[5; /(5)] étant une substitution quelconque du groupe du tétragdre
et [z; 9(z)] une substitution queleonque du groupe de Toctagdre.
XXIV. Groupe complet de 720 substitutions :
[, <5 /(n), 9(2)]
[5; /(2)] el [=; o(=)] étant respectivement deux substitutions quel-
conques du groupe du tétracdre et du groupe de U'icosatdre.
XXV. Groupe complet de 576 substitutions :
[, &5 /(n), 9(D)],

|55 /(5)] et|s; 2(=)] étant deux substitutions queleonques du groupe
de loctaedre.
XXVI. Groupe de 24 substitutions :

[, & f(0), J(E)],

[2; f(=)] étant une substitution quelconque du groupe de I'octaedre.
XXVIIL. Groupe de 6 substitutions :

S . r g, S0t "“(5) . Sl l ple)+1
L %5 S0, 2@, [”’ = =1 <,o(£)—-lJ’ [”’ 2 =7 @(E}w‘_l’
D T T I SR A Rl @(@-H] [ AUk (£)+i],
[, &5 if(a), £ (8], ‘.n, 63 Fo=1 sB)=i) f, &3 t/( =7 ‘o=t

[5; /(=)] et]=; o(5)] désignant deux quelconques des substitutions
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XXVIII. Groupe composé de 283 substitutions :
[0, & f(n), @@ [, & ¢f(n), 9 (&)],
[=5 /(3)] et [5; o(z)] désignant deux substitutions quelconques du

groupe du tétraedre.
XXIX. Groupe complet de 1440 substitutions :

[n, &; S(n), @(é),"

35 f(=)] et [5;9(=)] étant respectivement deux substitutions quel-
conques du groupe de 'octaedre et du groupe de Uicosaedre.
XXX. Groupe complet de 3600 substitutions :

[n, &5 S(n), 9(&)],

=3 f(=)] et [55 2(=)] désignant deux substitutions quelconques du

groupe de l'icosaedre.
XXXI. Groupe composé de Go substitutions :

[n, 25 /Ca)s /(D)
z; f(=)] désignant une quelconque des substitutions du groupe de

Picosaedre.
XXXII. Groupe composé de Go substitutions :

[n, &5 fi(n), [;(E)];
[ f:(n)] et [%5 /;(%)] désignent deux substitutions du groupe de

Picosaedre qui se correspondent d’apres le Tableau donné i la page 62.

L6. Considérons maintenant un groupe d’ordre ftini K, contenant
i la fois des substitutions de la forme (A) et des substitutions de la
forme (B), et soit I le sous-groupe de K formé par les substitutions de
la forme (A). Ce groupe H sera obtenu, comme nous venons de le voir,
en associant d’une certaine maniere les substitutions

[ns f:(n)], [&5 @:(8)]

de deux groupes d’ordre fini G, G, de substitutions linéaires & une
seule variable. Nous représenterons par

[‘ﬂ, ‘E; ft(’n)! {PL(E)J (E==1,2,..., M)

R S AT g T—, -



>
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une substitution quelconque de H. Soit
[0, & m(2), $(n)]

une substitution quelconque de K de la forme (B); ce groupe devra
contenir la substitution

[, £ m(pe(m="(0)))s b(Si(h (E) D],
de sorte que le groupe G devra contenir la substitution
[n5 m(oi(m="(a)))],
et le groupe G, la substitution
[ b (/i1 () ),

c'est-i-dire que les deux groupes G et Gy seront semblables. On peut
aller plus loin; si Pon suppose, par exemple, /(1) = v, on voit que
le sous-groupe g doit contenir la substitution

[ns m(o;(m="(n)))]-

De méme, si 'on suppose 2,(%Z) == £, le sous-groupe g, doit contenir fa
substitution

ESRIOAC I IE
ce qui nous montre que les sous-groupes g ¢t g, doivent aussi ¢tre sem-
blables. 11 résulte déji de ces propriétés que le groupe H ne pourra pas
¢lre pris arbitrairement parmi les groupes que nous avons obtenus.
Supposons que 'on ait choisi un groupe H satisfaisant a ces condi-

tions; soit
[0, &5 D(E), W(n)]

ane substitution de K de la forme (B). Les substitutions

[n, 25 4-1(5), = ' (a)]
[n, Z; ©(m="(n)), V(L' ()]

devront appartenir au méme groupe, et la derniere devra faire partie
du groupe H, de sorte que la substitution proposée pourra s’éerive

[ ,:-; /.I(TL'(C))’ - ("L n))l
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On est done ramené au probleme suivant : Etant donné un groupe H
d’ordre M, dans quels cas les 2 M substitutions

[n, €5 fi(0)s 9:(E)], [, &5 [i(m(E))y @:(U(n))], (i=1,2,..., M)
forment-elles un groupe? Remarquons qu’on peut supposer (&) =15%; on
n’a en elfet qu’a transformer le groupe précédent au moyen de la sub-
stitution [7,%; 7, =(§)], et 'on est conduit & rechercher les groupes
formés de 2M substitutions, telles que
[, &; Si(n), CP:(E)_I’ [n, a;/l(é)’ :P!(‘P(n))_h (F==1,2, ..., M).

Soit £ un systeme de 2M substitutions de cette forme; si ce systeme

forme un groupe, il contiendra la substitution

[, & 9:(bCn))s $(L/iEN],
qui résulte de la combinaison des trois substitutions
[, & & v(n)], [n, & filn), 2u(8)) [, &5 & b(n)].
Par conséquent, si le groupe Y contient la substitution
[a, &5 fiCa)s 9:(8)],
il doit contenir ausst la substitution
[, &5 ga(y ), L@

Réciproquement, si cette condition est remplie, les 2M substitutions
de X forment un groupe. Pour le prouver, nous allons montrer que le
produit de deux substitutions quelconques de ce systeme appartient
encore & ce systeme. Il en est évidemment ainsi si 'on prend deux
substitutions de la forme (A), puisque, par hypothese, ces substitu-
tions forment un groupe.

1° Prenons maintenant les deux substitutions
[0, &5 fi(&), @il (n)))s [0, &5 [5(8) ¢;(b(n)))
dont le produit est

Uy &5 [ilo;(Y(n))), e f7(E)N]-
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Or, par hypothese, le groupe H admet les deux substitutions
[n, & JSi(n), 9:(2)], [n, &5 ¢;000n)), Y50,

dont le produit donne précisément la substitution précédente.
2° Faisons de méme le produit des deux substitutions

[, &5 f5(n), 9;(8)], [0, &5 fi(8), 0i(b(n))];
ce produit
[fl, [ f,/(fz( ))s Y 'Jt('b‘n)))]

fait partie du systeme X, puisque la substitution
[0, 25 /5(SiCa))y 9, (9:(8))]
appartient a .
3¢ Lnfin, faisons le produit des deux substitutions
[, &5 /(@) qeChCanl, [n, &5 /500), 9;02)]5
ce produit est la substitution
[ny &5 fi(9;(8))s 9:(P(S5 ()]
On a vu que le groupe H renferme la substitution
L, & @ (b)), $(/i()]

Comme on peut supposer goi(’é) =%, /:(q) =7, on voit que H contient
les substitutions

L, &5 $(a), $(E)], [0, & 47" (n), 1)
et, par suite, le systeme X contiendra la substitution
(7, &5 71 (2), ]
Par hypothese, le groupe H renferme la substitution
[0, & o, (b(n))s $(LEN]
il contiendra donc aussi la substitution

[0, & o;(n), (L1 (E)))]
et la substitution

[0, &5 Sfi(oi(n), @u(b(S($7"(8))N]-
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Par suite, le systeme X renfermera la substitution
[0, &5 Sil2;02)), 9 (4 (/5Ca) D],

qui est précisément la substitution trouvée plus haut.

Sil'on multiplie une substitution quelconque de X de la forme (B)
par les M substitutions de méme forme, on obtient M substitutions de
la forme (A) différentes, qui doivent appartenirau groupeH. Un de ces
produits doit donc se réduire i la substitution unité, ¢’est-a-dire que
les substitutions de X sont'deux & deux inverses 'une de autre. Ce
systéme forme donc un groupe.

Il est aisé de voir que les deux groupes G et G, qui figurent dans la
composition de H doivent étre identiques: en effet, le groupe K con-
tient les deux substitutions

['fh E; E_’ '-P('fi)]a IA'”: E; 'JHl(-':)a '”]
et, par suite, la substitution
[, &5 9iCa), BB E) N

ce qui montre que les substitutions de G, sontidentiques a celles de G.
Si I'on suppose f:(7) ==, on voit que le groupe H contient les deux
substitutions

[n, &; (), &), [0, &5 0, ?1(5)1

Par suite, les groupes g et g, doiventaussi étre identiques. In’y adone
aucune difficulté a obtenir tous les groupes K d’ordre fini. Parmi les
groupes Hd’ordre fini, on prendra ceux qui sont composés en associant
les substitutions de deux groupes identiques G, G,, de telle sorte que
les sous-groupes g, g, soient ¢galement identiques. Le groupe H étant
choisi de cette facon, on cherchera les substitutions [7; 4 (7)] de G qui
satisfont aux conditions précédentes. Remarquons qu’il ne sera pas né-
cessaire d’essayer successivement toutes les substitutions de G; car on
peut évidemment, sans changer le groupe K, remplacer la substitution
[ 715 ¥ (m)] par toutes celles qu’on obtienten la multipliant par les diffé-
rentes substitutions du groupe g. Dans chaque cas particulier, la re-
cherche peut se simplifier au moyen de remarques que I'on apercoit
aisément.
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17. Nous allons passer en revue les différents groupes H satistaisant
aux conditions précédentes. Considérons le groupe de substitutions

2k 20T 2hkgiT  2WiTT
» e e S
'fl, ¢ ne a3 12 , :_6‘ m P N
h
m=pD, k=o,1,2,...,D—1, JO %

olt ¢ est un nombre premier avec D. Sile groupe contient la substitu-
tion

L, &5 4 (a), $(D]
la fonction rationnelle { (7)) satisfait & toutes les conditions.du pro-
bleme, et inversement. On peut prendre

20T
Y(n)=mne™ ({=o0,1,2,...,D—1);

il faudra done que 'on ait

[{(1t—qg)==0 (modD).
De plus, si le groupe H admet la substitution |71, &; /(7), 2(%)], il
devra admettre aussi la substitution {7, £5 ¢(xn), f(&)]. Pour qu’il en
soit ainsi, on vérific aisément que fe nombre ¢ doit étre racine de la

congruence (')
(mod D).

Les nombres ¢ et £ étant choisis comme il vient d’étre expliqué, la fone-
tion () satisfait & toutes les conditions du probleme.
Supposons le groupe II formé des substitutions
kT 2T kgl 2T
[.n’ C:; e " n }1‘(_:. " 7
2himt  2him ekgim ol 2riT
— e — e e e Sl
e 13 e m 1 m

7, &3 e ’

fIANY

/i
m =Dy, (l.':o,l,:z,...,l)———x; l::o,x,zz,...,p.——r),

7

¢ ¢tant un nombre premier avec D inféricur 2 D, et 7 un des nombres

(1) Voir SerrET, Algébre supéricure, L. 11, p. 24, 5° édition, 1885.
Ann. de U'Ec. Normale. 3¢ Série. Tome VI. — Mans 188q. 1o
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entiers o, 1, 2, ..., D — 1. Si la fonction 4 (7)) est de la forme
Y(n) = ne¥im,
on trouve, comme plus haut, qu’on doit avoir
¢g*—1=o0 (modD), {(g—1)=o0 (modD), (r—1{0)(y-+1)=20 (modD).

Si la fonction (7)) est de la forme
20T
" . . 14 m ,
v(n) = -——

il faudra que on ait
l—r=ly (modD), 1+q¢*=0 (modD), (r—=0qg=1{ (modD).

Supposons le groupe H composé des substitutions
i ir \ iz
[, &5 Si(n), 9:(E)], lf: <; /'z(e"’ a), glem .)_Jv
olt [z5 f:(5)] et [3;5 2:(5)] sont deux substitutions quelconques du
groupe du diedre d’ordre 2m. Les deux fonctions rationnelles

Ny

i
"P(Yj) = ol H‘J (fl) =qe m

satisfont aux conditions du probleme.
Considérons le groupe H formé des douze substitutions

[n, & fi(n), f:(8)],

ol |55 f;(3)] est une des douze substitutions du groupe du tétracdre.
Combinons ce groupe avec une autre substitution

[0, &5 9(2), 2(m ()]s
on aura les vingt-quatre substitutions
[, & Ji(n), ./l(;‘)]’ [n, g5 Ji(9(Z)), [fi(e(m(a)))].

Pour que ces substitutions forment un groupe, il faudra que la substi-
tution

L, &5 Si(2 (/38))), Silp (m(S5(n) )]
fasse aussi partie de ce systeme. Si l'on pose

V()= Sile (f5(71(2)))s
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il faudra que Pon ait

Jile(m([;(a))) =9 (¢(r(n))),
¢’est-a-dire
m(fi(n))=/;(m(n)).

La substitution [v; =(xn)] devrait donc étre permutable i toutes les
substitutions du groupe du tétraedre; ce qui n’aura lieu que si 'on a
=(7n) = 7. ll faudra, en outre, que la substitution [7; 2(7)|, combinée
avec le groupe du tétraedre, donne un nouveau groupe d’ordre fini,
d'ordre au plus égal & 24. Cela ne pourra arriver que dans deux cas,

K

¢’est-a-dire lorsque cette substitution appartiendra au groupe du té-
traédre ou au groupe de 'octatdre. Nous avons ainsi deux groupes K
dordre 24. ‘ '

<n combinant le groupe complet (XX) avec la nouvelle substitution
|7, %% 7], on aura de méme un groupe K d’ordre 288.

Prenons maintenant le groupe XXII; en combinant ce groupe avee
une des substitutions

l.j‘rh Cj; 5’ T‘vla

e
b

My, S5 2, L

11 _

on obtient trois groupes K. Ces trois groupes sontsemblables; les deux
derniers sont les transformés du premier par 'une des substitutions

- . 3 ::—i—l'
1, My S5 My o I

-
En cherchant encore si 'on peut combinerle groupe H précédent avec
une autre substitution de la forme

KASS

e

S

<

~.

e RANY
|
i
-

i

-

[, &5 9(Z), =(a)l,

on trouve qu’on peut le combiner avee la substitution [7, &; /%, i1 de
oclatdre.

On verra de méme sans difficulté qu'on obtient desgroupes K d’ordre
fini en combinant les groupes (XXV), (XXVI), (XXVII), (XXX),
(XXXI) avee la substitution |7, &5 &, 7], le groupe (XXVIII) avee I"une
des substitutions [, £5 &, 7], [, &5 &, 1], et le groupe (XXXII) avec
la substitution |7, §; &, — %J, et qu’on les obtient tous de cette ma-

niere.
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18. Nous pouvons donc énumérer tous les groupes K d’ordre fini.
XXXII. Groupe composé de 2D p.? substitutions :

2kim  2hiTC 2hqiT  2hT
[, . . o T 0 fp om * T
7, ¢5 Ne y <€ ’
- 2him  2hiT 2kgim  ehim | eliT”
L. S.opam T TR w o + = ,
My G5 g€ y N€ Js

T

h °
m=Dyp, <A‘:0,1,2,...,D—1 ::0,1,9,,...,(1.—1);
g est un nombre premier avec D racine de la congruence
g*—1=o0 (modD),
et { un nombre entier qui satisfait & la relation
(g—1)=0 (modD).

Si D =1, on pourra supposer £ =o0, g =0, [=o.
XXXIV. Groupe composé de 8m* substitutions :

.

['ﬂ, ‘Z;,/‘i('ﬂ)) CP!(&)]? [n> é; /t(£)> CPi('fl)};

oit [z fi(5)] et [=5 9,(35)] sont deux substitutions quelconques du
groupe du diedre d’ordre 2m.
XXXV. Groupe composé de 4D p.2 substitutions :

) ahim  2him 2hyiTe ol im
o ) L om e
n, £y ne mn 1. s e m 1 1,
- 9 ki - 2hiT 2k 2l iT . 27T
[f . oem v e m ’ o m
Iy S5 ’ = )
1 ¢
: okim  2hiT ki 2limt  2NiT
L. D M PSRRI AL LA A
f}, : ; 'C ¢ m [J. ) .n I3 " n [J. l ,
2kt | 2him 2hr/i1r__2li1r+*zr-in+2/"£1:-
. ¢ m Y ¢ m m n 12
T C_ 5 c 4 ;
. ¢ I

m=1p; (/{:::0,],2,...,[)—~I; 7/-:—'::0,1,9.,...,(;-'-1):

/

¢ est un nombre premier avec D racine de la congruence

g*—1==0 (modD),



SUR LES SUBSTITUTIONS ORTIIOGONALES,” ETC. -
et [, r deux nombres enticrs vérifiant les relations
(g —1)= (modD), (r—0(g+1y=o0 (modDh).
XXXVI. Groupe composé de 4D p.* substitutions :

akim  2him 2hqiT . aime

2kim  2hiT ‘_’A'(/iﬂ‘+ 2/~iﬂ:+2ll'i'n:
. em B e m m 2
L‘n’ S5 . ’ = )
’ 5
) X 2hgim 2T - 2liT”
i 24 2 him e m P m
M, gy se ™ )
L 1
— 2/.-:'7:_‘ 2hiT ) i
e 2 L oA L Lk . L
le C_; o 3 -n e " m" y

h '
me== D, (/.'--::;0,1,:2,...,],)—-«1; X :‘.:(),I,?.,...,[J.—-—I);

¢ estunnombre premier avec D, racine de la congruence
q*-+1=0 (modD)
et {, r deux nombres entiers satisfaisant aux relations
{—r=ly (modD), (r—"=0qg=1{ (modD).

XXXVII. Groupe composé de 16m* substitutions :
" / l’ff \ Iz \
[n, 25 fi(n), 0:(E)], {_.n’ L /i(em .n)’ (P[(em :)I’
- A TN
[’n’ é; /l(é)? CP[('{))], [_TI, C:, f,(("” ‘), (("" fl)l

oit [3;/:(2)] et [=; 2:(5)] sont 2 substitutions gquelconques du groupe
du diedre d’ordre 2/m.

XXXVIII. Groupe composé de 16m* substitutions :

) ( i [N
['n, g5 Jile™ .,,), ?z‘_@’”:f).,

[0, &5 fi(n), @z(;’)“l,

oll [:,ﬁ(z)] et [5;’?1(5)] sont deux substitutions quelconques du
groupe du diedre d’ordre 2m.
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N

XXXIX. Groupe composé de 24 substitutions :
[a, &5 fi(n), [i(D)], [0, & fi(&)s Si(n)],

ol [5; fi(5)] désigne une des 12 substitutions du groupe du tétracdre.
Ce groupe renferme 4 substitutions de la forme (B) de période 2.
XL. Groupe composé de 24 substitutions :

['f), E_; fi(ﬂ)1 /‘l(é)Jy [.nz Z; fi("i): ./‘[(L"f‘>].

ol [=; /:(=)] désigne une des 12 substitutions du groupe du tétracdre.
Ce groupe renferme G substitutions de la forme (B) de période 2.

XLI. Groupe composé de 96 substitutions que 'on obtient en com-
binant le groupe (XXII) avec la substitution [, £; %, 7]; il contient
4 substitutions de la forme (B) de période 2.

XLII. Groupe composé de 96 substitutions que I'on obtient en
combinant le groupe (XXII) avee la substitution [1, £5 75, i7|. 11 con-
tient 12 substitutions de la forme (B) de période 2.

XLIII. Groupe composé de 288 substitutions :

[n, & fi(n)s 9:(8)] [0, &5 fi(E), 9i(n)],

ou [ z;/;(=2)] et [559:(5)] sont 2 substitutions quelconques du groupe
du tétraedre. Il renferme 12 substitutions de la forme (B) de pé-
riode 2.

XLIV. Groupe composé de 48 substitutions :

[, &5 Siln), Jo(E)]s [0, &5 Ji(E), Ji(n)],

ot [55/;(2)] estune des 24 substitutions du groupe de 'octaedre. Ce
groupe renferme 10 substitutions dela forme (B) de période 2.

XLV. Groupe composé de 576 substitutions, qui s’obtient en com-
binant le groupe (XXVIII) avee la substitution [7, &5 &, 7 ]. Ce groupe
renferme 2/ substitutions de la forme (B) de période 2.

XLVI. Groupe composé de 576 substitutions, qui s’obtient en
combinant le groupe (XXVIII) avec la substitution [, &; &, i7].

XLVII. Groupe composé de 192 substitutions, qui s’obtient en
combinant le groupe (XXVII) avec la substitution [v,%;5,7]. Ce
groupe renferme 16 substitutions de la forme (B) de période 2.

o, o jo—
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XLVIII. Groupe composé de 1152 substitutions :
[.ny L':; ./.i(ﬂ)’ C.Dl<~’;)]9 ['ﬂ, i; ./1(5)7 @,(ﬁ)],

olt [35/;(3)] et |55 2:(5)] sont 2 substitutions quelconques du groupe
de l'octatdre. Ce groupe contient 24 substitutions de la forme (B) de
période 2.

XLIX. Groupe de 120 substitutions :

[_.717 i; ./'i('ﬂ), ./t(";)]’ ['ﬂ, Ez; fl(é)a ‘/i(n )],

ol |5;/;(=)] désigne une des Go substitutions du groupe de 'icosaddre.
Ce groupe contient 16 substitutions de la forme (B) de période .
.. Groupe composé de 7200 substitutions :

[0, &5 fi(n), 2:(E)]s [, &5 [1(8)s wi(a)ls

ol |5;/;(5)] et [z59:(z)] désignent 2 substitutions quelconques du
groupe de icosatdre. Ce groupe contient Go substitutions de la forme
(B) de période 2.

LI. Groupe d’ordre 120 obtenu en combinant le groupe (XXXII)

avee la substitution |7, 25 %, — % .

9. Prenons un des groupes précédents d’ordre M; il y correspond
un groupe d’ordre 2M de substitutions orthogonales auquel le pre-
mier groupe est isomorphe. D'apres le Tableau précédent, on voit que
tous les coefficients de ce nouveau groupe seront réels; par consé-
quent, tout groupe d’ordre Jini de substitutions orthogonales a quatre
variables est semblable & un groupe a coefficients réels. Litant donné un
pareil groupe, on peut lui rattacher, comme on I'a vu plus haut, une
division réguliere de I'espace en un nombre fini de parties Ry, Ry, ...,
R;, ..., chaque région R, se déduisant de R, au moyen d’une transfor-
mation qui conserve les angles. Considérons par exemple le groupe
des huit substitutions

[n, & 0, E], [0, & —n, —£&],

. " - - » . I
[0, ¢; & nl, [ & - 1], i'{" S
é
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Il y correspond deux groupes de substitutions orthogonales, un qui
est formé des 8 substitutions

[tyy ws, gy w3 1y, = 1y, &= 1y, == 1, ],
Iautre, des seize substitutions

[etyy tay Usy Uy 2wy, &= sy &5 1y, = 0]

Si I'on se reporte aux formules (16), on apercoit tout de suite les
divisions correspondantes de 'espace. Au premier groupe correspon-
dent les huit portions de I'espace, limitées par les trois plans de coor-
données, et, au second, les 16 tétraedres, dont tous les angles sont
égaux 7—3, déterminés par les trois plans de coordonnées et la sphere
de rayon égal & I'unité ayant son centre a I'origine des coordonnées.
On peut de méme rattacher aux groupes (XLIV) et (XLIX) la division
de l'espace au moyen des plans de symétrie d’un octacdre et d'un
icosaedre régulier, ou au moyen de ces plans et de la sphere ortho-
gonale '

xi4 Y-zt —r1=o.

Je ne m'occuperai pas dans ce travail de la recherche de toutes les
divisions qui correspondent & tous les groupes qui viennent d’'étre
énumérés. Je traiterai seulement, dans la troisicme Partic de ce Mé-
moire, un cas particulier intéressant.

Les considérations qui ont été employées pour la formation des
groupes H et Ks’étendent évidemment & tous les problemes analogues,
ol il s’agit de former un groupe de substitutions en associant d’une
certaine maniere les substitutions de deux groupes donnés, quelle que
soit la nature des substitutions de ces deux groupes.

I1L

20. Les développements qui précedent conduisent sans peine 2 la
solution complete de la question suivante. Considérons un tétraedre i
faces planes ou sphériques, et imaginons que I’on prenne le tétraedre
symétrique du premier par rapport 4 une de ses faces, puis le symé-
trique du nouveau tétraédre par rapport 4 une de ses faces, ct ainsi de
suite. Dans quels cas arrivera-t-on & un nombre fini de tétraedres dis-



SUR LES SUBSTITUTIONS ORTHOGONALES, ETC. 31

tincts les uns des autres? La question analogue, relative aux triangles
limités par des arcs de cercle, a été résolue par M. Schwarz dans un
beau Mémoire sur la séric hypergéométrique (*). Un raisonnement
tout pareil 2-celui de M. Schwarz nous montre d’abord que la sphire
orthogonale aux quatre faces du tétraedre considéré doit étre imagi-
naire; on peut évidemment supposer, sans restreindre la généralité,
que cette sphere orthogonale est précisément la sphere (X') qui a pour
équation
a2+ Y4 si41=o0.

Cela posé, prenons un point quelconque M de 'espace et représen-
tons-nous les images en nombre fini de ce point M,, M,, ..., M,_,, ob-
tenues par Papplication répétée indéfiniment de la loi de symétrie. Ces
différents points se déduisent du point M par des transformations qui
conservent les angles et qui font revenir sur elle-méme la sphere ima-
ginaire (X'), et il est clair que ces transformations forment un groupe
d’ordre fini p. Le probleme proposé est donc équivalent & celui-ci :
Trouver tous les groupes d’ordre fini de substitutions lincaires orthogo-
nales a quatre variables deérivés de quatre substitutions gauches qui, re-
duites a la_forme canonique, sont de la forme

(trgy Wy, Uy, 5 Uy, Uy, Uy, — Uy).

Ce probleme peut, & son lour, étre remplacé par le suivant : Trouver
tous les groupes K d’ordre fini, dérivcs de substitutions de la forme (B) de
periode 2.

La marche & suivre pour résoudre cette question est donc la sui-
ante. Parmi les groupes K d'ordre fini, on cherchera ceux qui ad-
mettent des substitutions de la forme (B) de période 2 n’appartenant
pas & un groupe d’ordre moindre, et on étudiera la disposition des
spheres d’inversion correspondantes & ces substitutions.

21. Si les groupes XXXIII & XXXVIII admettent des substitutions
de la forme (B) de période 2, ces substitutions auront I'une des formes

suivantes
._ ” I - 0
[_'ﬂr'ﬁ e, E'ﬂ]a ['ﬂ, 3 2’ :%]5

(1) Journal de Borchardt, t. LXXYV.
Ann, de U'Ec. Norm. 3° Série. Tome VI. — Mars 188g. I
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les spheres d'inversion correspondantes passent toutes par I'axe des =
ou par le cercle qui a pour équations

s=o, x4+ yr=1.

Inversement, si I'on considére un systeme de 7 spheres passant par
un méme cercle C et se coupant muluellement sous des angles égaux a

)—Tf—, il est clair que ces spheres divisent I'espace en 2m régions ct que
deux régions contigués sont toujours symétriques par rapport a la face
commune. Cette solution du probleme, ou les quatre faces du tétragdre
se réduisent & deux, était d’ailleurs évidente a priori.

Considérons maintenant deux cercles conjugués C, (7, un systeme
de m spheres passant par C et se coupant sous un angle ¢gal & ,—E, et un
systeme de n spheres passant par C' et se coupant sous un angle égal &

:—z Ces mn spheres divisent I'espace en 4mn tétracdres, dont les angles

opposés sont respectivement — et =, = et =, = et = Il est clair encore
m no 2 2 2 2

que deux tétraedres contigus sont symétriques par rapport a la face

commune. On se représente aisément cette décomposition de 'espace,

si 'on suppose gue le cercle C’ se réduise & 'axe du cercle C.

Les groupes XXXIX, XL, XLI, XLIV, XLIX renferment des substitu-
tions de la forme (B) de période 2; mais les spheres d’inversion corres-
pondantes se réduisent aux plans de symétrie d'un polyedre régulicr
ou & la sphere (Z) qui a pour équation :

2+ y 45— 1= o.

On obtient ainsi une nouvelle solution du probleme, qui ¢tait encore
évidente a priort.

Les douze substitutions de la forme (B) de période 2 du groupe XLIII
appartiennent 2 un groupe semblable au groupe XLII; et les vingt-
quatre substitutions de méme forme du groupe XLVIII appartiennent
au groupe XLV. Nous n’avons donc & considérer que les groupes XLII,
XLV, XLVIII, L, LI

22. Le groupe XLII contient les douze substitutions

[0, &5 9 (), o=t (n)],
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ot |5; ¢(5)] désigne une des douze substitutions du groupe de 1'octa-
edre qui n’appartiennent pas au groupe du tétraedre ; les sphires d’in-
version correspondantes auront pour équations

( z=5=o, yEs=o, x =y =o,
(30) a4 yi4-st—1Eax=—o, 2=y 5t —1Eay =o,

24 i 52—k 23 =o.

On a, comme on voit, les six plans de symétrie d’un tétracdre régu-
lier et six spheres égales ayant respectivement pour centres les milicux
des arétes de ce tétraedre. Le groupe de substitutions orthogonales
correspondantes est facile & trouver : il se compose des 192 substitu-
tions obtenues en permutant les «; de toutes les manieres possibles et
en prenant toutes les combinaisons de signes ol entre un nombre pair
de fois le signe — (*). On peut vérifier directement que les douze
spheres précédentes divisent 'espace en 192 tétraedres, qui se dédui-
sent tous de I'un d’eux par la loi de symétrie. Considérons le tétraedre
limité par les trois plans

X -—l—y =0, Xy 0, € -

A
!
o

et la portion de la sphere
ZE Ayt 5t 25— 1= 0,

située dans la partie positive du triedre Oyxs. Cette sphere coupe les

Tig. 3.

’ . , . T
deux premiers plans sous un angle égal & - et le plan # — 5 =0 sous

(1) Voir Ztude des surfaces qui admettent tous les plans de symétrie d'un polyédre re-
gulier, 111° Partie, n° 4 et 8 (Lnnales de 1’ Ecole Normale, 1887).
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un angle égal & 5- Les angles de ce tétraddre auront, par conséquent,
les valeurs indiquées sur la fig. 3.
Au lieu de ce tétraedre, considérons un tétrabdre OABC congruent i
celui-la et limité par trois plans rectangulaires et une sphere coupant
. . . T . . .
ces plans sous un angle égal & 3“ En assemblant huit de ces tétraedres
autour du point O, on formera une sorte d’octaedre régulier i faces
héri I l leur 27 ( fig. 4
- Ap a a3 Q ¢ rlog « » » « 0 » - 1
spheriques, donl tous les axmgleb auront pour valeut 5 (/tg. ).

Si nous prenons ensuite le tétrabdre symétrique de OABC par rap-
port & la face ABC, le symétrique de OA’BC’ par rapport & la face
A'BC, le symétrique de OA'B’C par rapport & A'B'C, et enfin le symé-
trique de OAB'C’ par rapport & AB'C/, on obtient un nouveau tétraédre
5:5,8,8, ("), que I'on pourrait aussi obtenir en prolongeant les faces
A'BC, AB'C, ABC’, A'B'( jusqu’a leurs intersections mutuelles. Ce
tétraddre a tous ses angles égaux Z, et il est formé de r2 tétraddres
quise déduisent de OABC par la loi de symétrie. Or Uespace est rempli
complétement par 16 tétragdres se déduisant de S, S,8,S, par des ré-
pétitions symétriques. I/ faudra donc 16 X 12 == 192 répétitions symé-
triques du tétraédre OABC pour remplir tout Uespace.

(1) On n’a marqué que le sommet Sy sur la figure.
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23. Le groupe XLVII contient 16 substitutions de la forme (B) de

période 2
(0, &5 9(8), e (n)],

olt [ =5 9(=)] est une des substitutions de période 2 ou 4 du groupe de
octadre. Les spheres d’inversion correspondantes seront représentées
par les équations

g Z =0, Y=o, 5=o0, ykxs=o0, szkExar=—o, wxy=—o,

(31) ! - Y45t —1=o0, x4 i+ —1kox=o,
iy st—1E 2y =o, 224- i 3t —1 =0z =03

on a, outre les neuf plans de symétrie du cube, la sphere inscrite et les
six spheres précédentes qui ont pour centres les centres des faces du
cube. Le groupe de substitutions orthogonales correspondant au
groupe XLVIT se compose des 384 substitutions obtenues en permu-
tant les «; de toutes les manieres possibles et en prenant toutes les
combinaisons de signes (voir le Mémoire déji cité, Annales de I’ Ecole
Normale, 3¢ série, t.1V; 1887). On vérifie encore facilement que les
16 spheres (31) divisent U'espace en 384 tétracdres, tels que 2 té-
tracdres contigus sont symétriques par rapport a la face communc.

Tig. 5.

Considérons le tétraédre limité par les trois plans

(3]
H
<

Yy =0, A —y =0, A —
et la sphere
Zrop yre 5t 25 — 1= 0,



Cette sphére coupe les deux premiers plans orthogonalement et le
troisieme plan sous un angle égal a ;—r Les angles de ce tétraedre au-
vont donc les valeurs indiquées sur la fig. 5 ci-dessus.

Prenons le tétragdre OABC’, symétrique de OABC par rapport a la
face OAB. La face ABC’ sera dans le prolongement de la face ABC et la
face OBC! dans le prolongement de la face OBC; de sorte que la
Jig. OACC sera un tétraédre dont les angles seront précisément les
mémes que ceux du tétraedre de la fig. 3 et disposés de la méme fagon.
Il faudra done, d’apres ce qu’on vient de voir, 192 répétitions symétri-
ques du tétraedre OACC’ pour remplir tout I'espace, et, par suite,
2 3< 192 = 384 répétitions symetriques du tétracdre OABC.

24. Le groupe XLV contient les 24 substitutions
[, & 9(8), 97" ()],
ol [z; ¢(s)] est une quelconque des 24 substitutions du groupe de

Poctaédre. Les 24 spheres d'inversion correspondantes seront reprd-
sentées par les équations

r=o0, y=—o0, 5z=0, xEXxy=o, ykts=o, sExr=o,
2?4 y? 4 st— 1= 0, at 4 y? 4 5t

oz —1=o0,
2 yi iy —1=o0, 2 yr4 stk as —1=2o0,

(32)
x4 yi4-giEex oy oz —r1==o0.
Considérons le tétraedre limité par les trois plans

y=o, Zz—y =0, X — 5=

o

et la sphere qui a pour équation
224y 2o 2y +25—1=0;

celte sphere coupe & angle droit les deux plans 2 —y=o0 el
x—s=o0 et le plan y = o sous un angle égal & g Les angles de ce
tétraedre OABC auront, par conséquent, les valeurs indiquées sur la
fig- G-

Prenons le tétragdre ABCD symétrique de OABC par rapport i la
face ABC; la face ACD sera dans le prolongement de la face OAC et la
face BCD dans le prolongement de Ia face OBC, de sorte que la figure
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OABD sera encore un tétraedre dont les angles suivant les arétes \B,

. 27T T T . , .
AD, BD seront respectivement —3#7 Z:’ —- Prenons ensuite le tétraddre

ABDE symétrique de ABCD par rapport & la face ABD. La face ABE
sera dans le prolongement de la face OAB et la face BDE dans lo

Iig. 6.

yrolongement de la face OBD. La ficure OADE sera un tétracdre et les
o o

. . . R T ™ T

angles suivant les arétes AE, AD, DE seront respectivement = =y 5

Oy
~

Ce tétratdre OADE est donc congruent au tétraedre OABC de la fig. 5;
puisqu’il faut 384 répétitions symétriques du tétracdre OADE pour
remplir tout Uespace, i faudra 3 >< 384 = 1152 répctitions symetriques
duw tétraédre OABC de la fig. 6 pour remplir tout [espace.

[l suit de 1a que le groupe de substitutions linéaires orthogonales
qui correspond au groupe XLV sera d’ordre 1152, Les 24 spheres (32)
seront représentées en coordonnées u; par les équations
Uy =2 0, Uy == 0, Uy == 0, i, ==0,

U,z wy = o, = uy=o, ;= u, —o,

(33)

Ugh tty == 0, Uy ™= uy=o, Uy 2= w, = o,

—~—— —

(= wy e uy e ey, o,

On trouve facilement que le groupe en question s’obtient en ajoutant
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aux 384 substitutions du groupe du paragraphe précédent les 768 sub-
stitutions de la forme suivante

Uy i+ uy+pu,
2

S(u,)':s 5

wy 'ty + 0'uy+ p'u,
2
2

(us) =¢'

i +n" s+ 0" uy+p" u,
ki

2

( [l;;)/ — El!

w " wy = 0"y ",
=]

(w,)'=¢ >

ol toutes les lettres ¢, v, 0, p désignent =1 et ot 'on a

'

N+n"+0"++0"=o,
O0+0 40 +0"=o,
p+p +p +p"=o,
00 400" -+0"0"4+0"0" = o,
p 0'p' 0" p" 40" p" == o,
Op +0p + 0"p" 4 0"p" == o.

25. Legroupe L (p. 79) donne naissance & un groupe d’ordre 14 400
de substitutions orthogonales & quatre variables et, par suite, & un
groupe ¢ composé de 14 4oo transformations de I'espace qui conservent
les angles, et dont fait partic U'inversion par rapport & la sphtre ima-
ginaire (X'). Ce groupe contient, en outre, Go inversions par rapport i
des spheres réelles correspondant aux 6o substitutions

[n, & (&), ¢~ (n)],
ol [55 9(=)] est une quelconque des 6o substitutions du groupe de
Iicosaedre. 1l est aisé de trouver la position de ces spheres; d’abord,
les 15 substitutions de période 2 donnent les 15 plans de symétrie
de P'icosaedre et la substitution [7,%;&, 4] donne la sphere (£) qui a
pour équation
24yt 5t — 1= 0.
La sphere correspondante & la substitution |[n, &5 e¥&, e ¥, ol

2/

e=ec’ ,a pour équation

7 .
el i z"—[+2:lang%— =0 (p=1,2,3,4);
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ces différentes spheres coupent la sphere () sous des angles respecti-

, . T a2m 3m 4% o \
vement égaux d x> =, %> - On trouve de méme que les spheres

correspondant & une substitution [z; «(z)] de période 3 du groupe de
T

9 3 ’ N . 2T \ Y‘
I'icosaddre coupent sous un angle égal a 3 ou & - la sphere X et ont

leurs centres sur 'axe de symétrie ternaire correspondant de l'ico-
saedre.

En définitive, pour avoir les Go spheres, on prendra, outre la sphere
(), les spheres obtenues comme il suit; par l'origine, on Jménera un
plan perpendiculaire  un axe de symétrie d’ordre p(p.=2,3,5) de
I'icosaedre et coupant la sphere () suivant un cercle C. Par le cercle C,
on fera ensuite passer des spheres coupant la sphere (X) sous des
angles égaux i 1—;:5 (v=1,2,...,.—1), et I'on opérera de méme avec
tous les axes de symétrie de I'icosaedre. Ce systeme de spheres jouit
de la propriété d’étre symétrique par rapport a I'une quelconque des
spheres qui le composent (voir p. 35).

Considérons le tétraedre limité par trois plans de symétrie de I'ico-
satdre découpant sur la sphere (2) un triangle dont les angles sont

T T T \ .
5> 3 5 et parla sphere qui a son centre sur le prolongement de OA,

O3B,

] 1 3 . 9 4 3 2T ' g ( ile-

et qui coupe (E) sous un angle égal & = (fig. 7); on trouve facile
. . ol n

ment que cette sphere coupe le plan OB, C, sous un angle ¢gala 3, et

les angles du tétratdre OABC auront les valeurs indiquées sur la figure.
Ann. de 'Fc. Normale. 3¢ Sévie. Tome V1. — Mars 188g. 12
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Imaginons que I'on forme les répétitions de ce tétraedre par la loi de
symétrie; comme tous les angles sontdes parties aliquotes de =, ces té-
tragdres ne pourront empiéter les uns sur les autres. Il suffit, pour
s’en convaincre, de répéter les raisonnements dont s’est servi M. Poin-
caré a propos des polykdres qui interviennent dans la théorie des
groupes kleinéens. Dailleurs, ces tétraédres scront en nombre fini M
et rempliront une seule fois tout I'espace, ¢’est-a-dire qu’on aura un
nouveau groupe ¢ de transformations de I'espace que conservent les
angles. A ce groupe ¢, on fera correspondre un groupe isomorphe K

d’ordre M ou ¥, renfermant les quatre substitutions de la forme (B)
de période 2 qui caractérisent les inversions par rapport aux quatre
faces du tétratdre OABC. Ce groupe K sera nécessairement identique
au groupe (L) et, par suite, le groupe ¢’ sera identique a ¢ ou & un sous-
groupe de ¢ d’indice 2. Pour prouver que ¢ et § sont identiques, il
suffira de montrer que I'une des transformations dont se compose le
groupe § est précisément I'inversion par rapport & la sphere imagi-
~naire (¥'). Cest ce qui résulte bien clairement des remarques sui-
vantes. Au nombre des transformations du groupe ¢’ se trouvent les
inversions par rapport aux trois plans de symétrie de Uicosatdre OAB,
OAC, OBC, par suite les inversions par rapport a4 I'un guelconque des
plans de symétrie de I'icosaedre et par conséquent aussi la transfor-
mation par symétrie relativement au point O. Soit (£,) la sphire & la-
quelle appartient la face ABC et (X,) la sphere symétrique par rapport
a l'origine. Le groupe § contiendra encore I'inversion par rapport i
(%,) et, par conséquent, I'inversion par rapport & la spherve (2) qui
passe par l'intersection des deux spheres (£,) et (£,); renfermant i la
fois Vinversion par rapport a la sphere (2) et la transformation par
symétrie relativement au point O, le groupe ¢’ contiendra I'inversion
par rapport & la sphere imaginaire (¥'), qui est une combinaison des
deux transformations précédentes. Donc les deux groupes ¢ et ¢ sont
identiques, et i/ faudra 14 foo répétitions symétriques du tétracdre OABC
pour remplir tout !'espace.

26. Le groupe (LI) donne naissance & un groupe de 120 substitu-
tions orthogonales, dérivé de 1o inversions, qui peut étre défini géo-
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métriquement d’'une maniere tres simple. Considérons les six plans de
symétrie d’un tétraédre régulier

xr = y=—o, y=E=s=o, skEx—o

et les quatre spheres

2
-’l"’—+—,)'2—i—:2+yg( X4y 4+ 5)—1=0,

5

9 o P 2
.1'~+.)"+:2+\T”:( Z—)y—3)—1=0,

5

(36)

9 9 aQ 2
w-+y~+:—+7__(—x+y—-3)—l——0»

5

-yt (—x —y+5)—1=o.

La premitre sphere coupe & angle droit les deux plans x — y =o,
2 — 5 =0 et sous un angle de 60° le plan z -+ y = o. Le tétratdre
OABC, limité par ces troisplans et cette sphere, aura donc les angles in-
diqués sur la fig. 8.

Fig. 8.

Assemblons six tétraedres égaux au précédent autour de 'aréte OB,
nous formons un tétraedre OCDE dont les angles auront les valeurs
marquées sur la fig. g; réunissons ensuite quatre tétraedres égaux
a celui-lh autour du sommet O, nous formons un nouveau tétraedre
CDEF ( fig. 10), dont les faces appartiennent aux spheres (36) et dont
les angles sont égaux & 3375 [l suffit évidemment d’ajouter a ce tétracdre
CDEF les quatre tétrabdres symétriques par rapport i chacune de ses
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faces pourremplir tout ’espace. Par conséquent, i/ faudra 24 < 5 =120
répétitions symétriques du tetraédre OABC de la fig. 8 pour remplir tout
Uespace.

Fig. 9. Fig. 10

Les dix spheres d’inversion auront pour équations, dans le systeme
de coordonnées u,, w,, u,, u,,

Uy, == uy= o, =, == 0, wy ==, = 0,
(37) CBuy 4 sy Uy + = o, \/.)u,«\— Uy Uy~ U6, == O,
By — uy+ uy— = o, VBuy— ty— wy—+ 1,== 03

le systeme de 120 substitutions orthogonales, isomorphe au groupe
(L), sera dérivé des 4 substitutions fondamentales

() =uwy, (@) =uy, () = uy,
(M2)’: Us, (((2)’:——— Uy, (uz), = u,,
(uy) = u,, (1) == — 1y, () = u,
(Lu.)’_—_ Uy (164)’: 7% (“a)’: Wy
(@) =u \/?; Viu+ ”‘2+1/3+l1,
L) = 1..._.
V&
) (10, = uyg— .l: Uy~ Uy ~+ Uy~ U,
Ve 2y/2
(MB)I-: Uy — L_ )”I—'I'—”)'}' Il‘—}-"h
\/9 9\/2
I 1 \/5u,+ Us~+ Uy U,
() = uy— — .
V2 NV
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27. Les groupes qui viennent d’étre considérés contiennent i la
fois des transformations droites et des transformations gauches; les
transformations droites de chacun des groupes forment de nouveaux
groupes, et il est aisé d’avoir les divisions régulieres correspondantes
de I'espace. Il suftira d’associer chaque tétraedre & un tétratdre symé-
trique par rapport a une de ses faces. Le nombre des régions sera évi-
demment diminué de moitié.

Considérons quatre spheres de I'un quelconque des systemes qui
viennent d’étre étudiés, telles que trois quelconques ne passent pas
par un méme cercle. Ces quatre spheres décomposent I'espace en seize
tétraedres. Prenons en particulier un de ces tétracdres; 'angle de deux
faces adjacentes est commensurable avec = et les répétitions distinctes
de ce tétraedre par la loi de symétrie sont en nombre fimité, mais ces
répétitions symétriques empictent en général les unes sur les autres
et remplissent I'espace plusiears fois. Ce n’est que dans les cas qui
ont été examingés, ot 'angle de deux faces adjacentes quelconques est
une partie aliquote de =, que les répétitions symétriques remplissent
Pespace une seule fois.

Ces divisions de V'espace, considérées dans la troisieme Partic de ce
travail, sont analogues, comme on voit, aux divisions de la sphere en
triangles ou en quadrilateres au moyen des plans de symétrie d’une
double pyramide ou d’un polyedre régulier. Mais nous n’avons pas
épuisé ainsi tous les groupes d’ordre fini de substitutions orthogonales
a4 quatre variables. 1l existe donc des divisions régulieres de 'espace en
un nombre fini de régions qui n’ont pas leurs analogues sur la sphere.
Je me propose de revenir sur ces divisions dans un autre travail.

IV.

28. Parmi les notions de Géométrie susceptibles d’étre étendues
a n dimensions se trouve celle des figures régulieres. Dans I'espace a
quatre dimensions, en particulier, on sait qu’il existe six polyedres
réguliers (*). D’un autre coté, le probleme de Géométrie traité par

(1) StriNcuaM, Regular figures in a n dimensional space ( American Journal of Ma-
thematics, t. I, p. 1; 1880). — V. ScuLeceL, Quelques théorémes de Géometric a n di-
mensions ( Bulletin de la Sociéte mathématique de France, t. X, p- 1725 1882).
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M. Schwarz, auquel il a été fait allusion plus haut (n° 20), conduit &
la recherche des triangles sphériques dontles trois cotés appartiennent
a trois plans de symétrie d’un polyedre régulier. On est donc amené i
soupconner quelque rapport entre la théorie des polyedres réguliers
de 'espace & quatre dimensions et les divisions régulicres de I’espace
dont il a été question dans les n° 22 4 27. Voici le moyen le plus
naturel pour montrer la connexion intime qui existe entre ces deux
questions. '

Considérons d’abord un polyedre régulier convexe de 'espace &
trois dimensions; les plans menés par les arétes de ce polyedre et le
centre dela sphere circonscrite décomposent la surface de cette sphire
en polygones sphériques réguliers égaux. La recherche des polyedres
réguliers i trois dimensions revient par conséquent a ce probleme de
Géométrie :

Décomposer la surface d’une sphére en polygones réguliers égaux par
des arcs de grand cercle.

s

Ce probleme peut & son tour étre remplacé par un probleme de
Géométrie plane dont il est bien facile d’avoir I'énoncé. En effet, fai-
sons une projection stéréographique de la sphere, divisée comme il
“vient d’étre dit, sur un plan; les arcs de grand cercle auront pour pro-
jections des arcs de cercles orthogonaux & un méme cercle imaginaire
(C). Le plan se trouvera divisé en un nombre fini de polygones limités
par des ares de cercle orthogonaux & C'. Ces polygones ne seront plus
égaux, mais ils seront congruents; en d’autres termes, ils pourront
se déduire I'un de I'autre par une suite d’inversions. De plus, ils
seront tous congruents & un polygone de méme nature qui aurait tous
ses cotés égaux et tous ses angles égaux. Si donc nous convenons
dappeler polygone régulier un polygone limité par des arcs de cercle
orthogonaux au cercle imaginaire (C’) et congruent & un polygone de
méme espece ayant tous ses coOtés égaux et tous ses angles égaux, le
probleme de Géométrie sphérique énoncé plus haut est identique &
celui-ci : ‘

Dipiser le plan en polygones réguliers congruents recouyrant tout le
plan une jfois et une seule fois.

Il n’y a plusrien dans cet énoncé qui suppose la notion de I’étendue
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a trois dimensions, et rien ne nous empéche de nous proposer un
probleme analogue & celui-1a dans I’espace A trois dimensions. Nous
aurons ainsi la projection dans cet espace d’un polyedre régulier de
I'espace & quatre dimensions, ou plutot de la configuration déter-
minée par ce polyedre sur 'kypersphere
uy 4wl 4 ul 4wl =1,
Soit donc (X') une sphere imaginaire, par exemple la sphere qui a

pour équation
x? +“)’e -+ 3% 1 =03

nous appellerons corps régulier tout corps limité par des portions de
spheres réelles orthogonales & (X'), congruent & un corps de méme
nature dont tous les ¢léments de méme espece seraient superposables,
et dont'les faces seraient des polygones sphériques réguliers égaux.
On obtiendra un solide de cette esptce en remplacant les faces planes
d’un polyedre régulier ordinaire par des faces sphériques égales. Re-
marquons qu’un corps régulier peut parfaitement s’é¢tendre jusqu'a
Pinfini; par exemple, la portion de I’espace comprise dans la partie
positive du triedre oxysz et extérieure i la sphere

XAy 43— o
constitue, d’apres notre définition, un corps régulier & quatre faces ou
un tétracdre régulier. Cela posé, la détermination des polyedres régu-
liers de 'espace a quatre dimensions est équivalente, & notre point de

vue, & ce probleme de Géométrie & trois dimensions :

Diviser Iespace en corps réguliers congruents, de facon que ces corps
réguliers remplissent tout I’ espace une fous et une seule fois.

Une fois qu'on aura obtenu, un pareil mode de division, on n’aura
plus qu'd imaginer les sommets projetés sur Ihypersphere

2 2 2 2
wy A uy Al up =1

pour avoir les coordonnées des sommets d’un polyedre régulier dans
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Pespace & quatre dimensions. On retrouve ainsi sans aucune difficulté
les six figures régulieres découvertes par M. Stringham.

29. Le tétraédre CDEF de la fig. 10 est évidemment un corps régu-
lier, d’apres la maniere méme dont ce tétraedre a été obtenu, et il
admet les mémes plans de symétrie que le tétraedre régulier ordi-
naire qui a les mémes sommets, c’est-d-dire les six plans OCD, OCE,
OCF, ODE, ODF, OEF. Le tétraedre symétrique de celui-1a par rapport
a la face CDE, par exemple, sera un nouveau corps tétraédral régulier,
limité par la face CDE et les prolongements des trois plans OCD, ODE,
OCE. En opérant de méme avec chaque face de CDEF, on voit que I'es-
pace est décomposé en cinq corps tétraédraux réguliers ayant quatre a
quatre un sommet commun. Le nombre des sommets de cette figure
est égal-a cing, celui des arétes & dix, ainsi que celui des faces. On a
ainsi la projection dans I’espace & trois dimensions du pentaddroide de
M. Stringham. Les coordonnées des cinq sommets de ce polyedre dans
I'espace & quatre dimensions sont

T
Uy =1, U= U3 == U, == 0 U === =y WUy == Uy U == —= |,
1 ) 2 ’ 1 2 3 b

4 [
1 V5 ' _ Vi
== g5 Uy =—Uy=— Uy =— ) \w=—p wem— = =)
N

4 b
. V3
U, =— T Uy= Uy==— U, == " ;

~

il admet dix plans de symétrie représentés par les équations (37).
L’octaédre & faces courbes de la fg. 4 ABCA’B'C’ est aussi un corps
régulier. Cet octagdre est formé par la réunion de huit tétraedres
OABC congruents au tétraedre de la fig. 3, et il faut, nous I’avons vu,
192 tétraédres congruents & celui-1a ou & son symétrique pour remplir
. , 192 )
tout 'espace. Il faudra par conséquent —-g— = 24 octaédres congruents
a l'octagdre ABCA’B’C’ pour remplir tout I'espace; ils se déduiront
d’ailleurs du premier par des répétitions symétriques. On a ainsi une
division de I’espace en corps octaédraux réguliers assemblés six par

six autour d’'un sommet commun. La figure a 24 sommets, g6 arétes et
90 faces, elle constitue la projection de 'icosatétraédroide de M. String-
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ham. Dans l'espace & quatre dimensions, les sommets auront pour
coordonnées

(uy =ty =uz=o0, u, ===1),
(ty = Uy == u, == 0, Uz===1),
(tey = w3 =u,=o0, us====1),
(ug=uy=u,=o, u,—==1),

(e === ==l uy=

=3, wy, =)

it

le polyedre admet 24 plans de symétrie représentés par les équa-
tions (33).

La division de I’espace en seize tétracdres au moyen des trois plans
de coordonnées ct de la sphere #* + y* + 5* — 1 = o fournit la projec-
tion de I'hexadécacdroide. Ces seize tétratdres sont assemblés huit par
huit autour d’un sommet commun; la figure a 8 sommets, 24 arétes,
32 faces. Dans ’espace & quatre dimensions, les sommets du polyedre
ont pour coordonnées

(uy ==ty =uy =0, u,==1),
(uy ==y =y ==0, uy=—=:=1),

(g == g == w, == 0, Uy =7&1),

(Uy == ug == 1, == 0, Uy == 1);

les plans de symétrie sont au nombre de seize, représentés par les
équations

iy =2 0, Uy 20, Uy =0 0, Uy, == 0,
W, o=y == o, u, = w, == o, == uy, = o,
e ug o, Uy== uy == o, Uy™= u, = o.

Pour trouver la projection de P'octacédroide, reprenons le tétraedre
OABC congruent au tétracdre de la fig. 3 (voir ci-apres fig. 11); ¢n
assemblant quatre tétraédres égaux i celui-la autour de Paréte OA, on
forme une sorte de pyramide OBCDE, limitée par quatre plans qui se

. , , 2T , , - o
coupentsuivant des angles égaux & 5> et une face sphérique BCDE, cou-
p . T . , . . .
pant tous ces plans sous un angle égal & z- Si I'on réunit ensuite six

pyramides égales a celle-la autour du sommet O, on obtient un corps
hexaédral tel que BCDEB'C'D'E’ (fig. 12), qui est évidemment régu-
Arn. de U'Fic. Normale. 3° Série. Tome VI. — Mars 1889. 13
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. . . . 2T
lier, et dont deux faces adjacentes se coupent sous un angle égal & —=-

Comme il faut 192 tétragdres congruents 8 OABC ou & son symétrique

i

pour remplir tout 'espace et que I’hexaédre précédent en contient 24,

. 192 B \ <1 .
il faudra qﬁ,— =8 hexatdres congruents & celui-la pour remplir tout

2

Pespace. 11 est aisé de le vérifier; en effet, si I'on prend les symé-

Iig. 1o,

triques de I’hexatdre BCDEB C’D'E’ par rapport 4 chacune de ces six
faces, on obtient un corps formé de sept hexaedres, ctla partie de I'es-
pace extérieure a ce corps constitue un hexaedre congruent au premicr.
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On voit que ces hexaedres sont assemblés quatre & quatre autour d’un
sommet commun ; la figure a 16 sommets, 24 faces, 32 arétes. Dans
I’espace & quatre dimensions, les 16 sommets ont pour coordonnées

u, == w, ==t 4, ug==14, w, ==

-

1 .
2’ ’

les plans de symétrie sont les mémes que pour ’hexadécaédroide.

30. Considérons enfin la division réguliere de ’espace en 14 4oo té-
traedres congruents au tétraédre OABC de la fig. 7 ou a son symétrique.
Les sommets de cette configuration, analogues au sommet O, seront

14400

au nombre de =120, ¢t les sommets analogucs au sommet B

2

14400
2/;
on assemble 120 tétracdres égaux au tétracdre OABC ou & son symé-
trique. On obtient ainsi un corps régulier ayant la forme d’un dodé-
caedre & faces sphériques, 'angle de deux faces adjacentes étant égal

seront au nombre de

= 6oo. Imaginons qu’autour du sommet O

. 2T -1y N n
# -~ Si l'on opere de méme autour de chaque sommet analogue au

sommet O, on aura divisé I'espace en 120 corps dodécaédraux réguliers
congruents. Le polyedre régulier correspondant de I'espace a quatre
dimensions est 1'Adcatonicosaédroide de M. Stringham ; le nombre des
sommels est égal & Goo et les dodécaedres sont assemblés quatre par
quatre autour de chaque sommet. Le nombre des faces est égal a 720
et celui des arétes & r200.

De méme, si, autour de chaque sommet analogue au sommet B, on
rassemble les 24 (étraedres qui ont un de leurs sommets en ce point,
on forme un corps tétraédral régulier, dans lequel I'angle de deux faces
adjacentes est égal & 5;)5 I’espace se trouve ainsi divisé en Goo. té-
traédres assemblés vingt par vingt autour d’un sommet commun; le
polyedre régulier correspondant de l'espace a quatre dimensions
est I'hexacosiaédroide de M. Stringham. La figure a r2o sommets,
1200 faces, 720 arétes. Ces deux derniers polyedres ont 6o plans de
symétrie.

.

31. On sait que les polyedres réguliers de 'espace a trois dimen-
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sions, cube et octaédre, dodécaedre et icosaedre, peuvent étre associés
deux 2 deux, de telle facon que les centres des faces de ['un soient les
sommets de 'autre. En d’autres termes, si [’on considere une division
de la surface de la sphere en polygones réguliers, les centres de ces
polygones sont les sommets d’un autre mode de division de la sphere
en polygones réguliers. De méme, si nous considérons une des divi-
sions précédentes de 'espace en corps réguliers, les centres de ces
corps réguliers sont les sommets d’un autre mode de division de I'es-
pace en corps réguliers. Jappelle centre d’un corps régulier le point
intérieur & ce corps commun & toutes les spheres orthogonales & la
sphere (') qui passent par une aréte de ce corps et divisent en deux
parties égales I’angle des deux faces adjacentes. Appelons réciprogues
les polyedres réguliers de I'espace & quatre dimensions qui correspon-
dent & ces deux modes de division de I’espace; le pentaédroide et U'ico-
satétraédroide coincident avec leurs réciproques. Le polyedre réci-
proque de l'octaédroide est I'hexadécaédroide et le réciproque de
I'hexacosiaédroide est ’hécatonicosaédroide.

32. La notion de polyedre régulier ¢toilé ne parait pas avoir été
étendue & P'espace a quatre dimensions. Au point de vue ol nous nous
placons, cette extension n’offre aucune difficulté. On sait, en cffet, que
la construction d’un polyedre régulier étoilé de I'espace & 3 dimen-
sions équivaut & décomposer la surface de la sphere en polygones sphé-
riques réguliers égaux, ces polygones recouvrant exactement la sphere
plusieurs fois, et cela d’une maniere uniforme, en sorte que la surface
soit partout doublée ou triplée, etc. (*). Tout pareillement, la con-
struction d’un polyedre régulicer étoilé de I'espace & quatre dimensions
revient a diviser I’espace en corps réguliers congruents remplissant Ies-
pace plusieurs fois, de facon qu'un point quelconque appartienne & un
méme nombre fini de ces corps. On apercoit sans peine plusieurs solu-
tions du probleme. Reprenons le dodécakdre régulier i faces courbes
dqnt il a été question au n° 30; si 'on prolonge les arétes, on obtient
un dodécaedre régulier étoilé, i faces courbes, analogue au dodécaedre
régulier de deuxieme espece de Poinsot 4 faces étoilées. Les répétitions

(1) Poixsot, Journal de I’Ecole Polytechnique, t. 1V, p. 36.
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de ce dodécaedre par la loi de symétrie sont au nombre de 120 et rem-
plissent 'espace deux fois. On concoit donc Pexistence d'un polyedre
régulier étoilé dans I'espace & quatre dimensions formé de 120 dodé-
caedres réguliers étoilés, assemblés r2 par 12 autour des sommets.

De méme, si 'on prolonge les faces du dodécaedre convexe i faces
courbes du n° 30 jusqu’a la rencontre des faces qui entourent la face
opposée, on obtiendra un dodécaedre étoilé, a faces courbes, analogue
au dodécaedre de troisieme espece a faces convexes de Poinsot. Sil’on
prolonge ensuite les arétes de ce nouveau corps régulier, on obtient
un nouveau dodécaedre & faces courbes analogue au dodécaedre de
quatrieme espece de Poinsot. Les deux corps réguliers ainsi obtenus
donnent encore lieu & deux divisions de I'espace en corps réguliers
congruents remplissant 'espace plusieurs fois ct, par suite, & deux
nouveaux polyedres réguliers étoilés dans I'espace & quatre dimen-
sions.

Dans les exemples précédents, les corps réguliers qui remplissent
I’espace plusicurs fois d’'une maniere uniforme sont analogues aux po-
lyedres réguliers étoilés ordinaires. Voici maintenant un exemple de
division régulivre de I’espace par des tétraedres réguliers  faces sphé-
riques, tels que par chaque point de 'espace passe un méme nombre
de ces tétracdres.

Considérons les trois plans de symétrie de U'icosaedre qui ont pour
équations

zVio+asxy(/5—1)=0, a2xr+:zs(/5—1)=o0,
et la sphere de ravon R = 2 qui a pour centre le point de coordonnées
3 |

4 3—5

pe——— Y =c b ———
Vio—2y3 ’

X = pesemm——

Vio— 25
Cette sphere a son centre sur un axe de symétrie ternaire de lico-
satdre; elle coupe orthogonalement la sphere imaginaire (X7) et, sous
/ . T \ o . . H '
un angle égal 4 3, la sphere (Z) : elle fait donc partic du groupe des

6o spheres dont il a été question au n°® 25. Par suite, les répétitions
distinctes du tétraddre, limité par ces trois plans et cette sphere, d’a-
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pres la loi de symétrie, seront en nombre limité et rempliront I'espace

un nombre fini de fois. Mais on vérifie aisément que ce tétraedre est

un corps régulier, Pangle de deux faces adjacentes quelconques étant
r

’ s s PR N ’ . TR I

égal & ‘-‘5— On est donc conduit & un nouveau polyedre régulier étoilé

de I'espace a quatre dimensions.



