C. GUICHARD
Théorie des points singuliers essentiels

Annales scientifiques de I’E.N.S. 2¢ série, tome 12 (1883), p. 301-394
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1883_2_12_ 301_0>

© Gauthier-Villars (Editions scientifiques et médicales Elsevier), 1883, tous droits réservés.

L'acces aux archives de la revue « Annales scientifiques de I'E.N.S. » (http:/www.
elsevier.com/locate/ansens) implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1883_2_12__301_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

THEORIE

DES

POINTS SINGULIERS ESSENTIELS,

Par M. C. GUICHARD,

ANCIEN ELEVE DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE.

e e O

INTRODUCTION.

Le théoreme de Laurent qui donne le développement d’une fonction
suivant les puissances positives et négatives de la variable contient le
premier germe de la théorie des points singuliers essentiels. Mais c'est
4 M. Weierstrass que revient la gloire d’avoir introduit cette nouvelle
notion dans la Science. Dans un Mémoire (') qui a été publié dans les
Abhandlungen de I’Académie des Sciences de Berlin en 1876, I'illustre
géometre allemand divise les points singuliers en deux classes : d’une
part les poles, et d’autre part les points essentiellement singuliers. 1l
montre que le point infini d’une fonction algébrique est un pole, que
le point infini d’une fonction holomorphe ou d’une fonction méro-
morphe quelconque est un point essentiellement singulier. Il y a donc
une grande différence entre la forme de la fonction dans le voisinage
d’un point singulier et sa forme dans le voisinage d’un pole. Dans le voi-
sinage d’un point singulier, la fonction, ainsi que ’a fait voir M. Picard,
peut prendre toutes les valeurs, sauf deux exceptions au plus(*). Dans

(t)-Ce Mémoire a été traduit par M. Picard dans les 4nnales de I'Ecole Normale, annde |

1879.
(2) Comptes rendus de I’Académic des Sciences, année 1879, et dnnales de ' Ecole Nor-

male, 1880,
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le voisinage d’un pole, au contraire, la fonction est toujoursinfiniment
grande.

Dans le Mémoire déja cité, M. Weierstrass donne la solution com-
plete d’une question quiavait été traitée dans quelques cas particuliers
par Cauchy : la décomposition d’une fonction holomorphe en facteurs
primaires ayant chacun un zéro au plus. Il résout en méme temps le
probleme inverse : former une fonction ayant des zéros donnés; puis il
démontre que toute fonction méromorphe est égale au quotient de
deux fonctions holomorphes. Enfin il donne la forme générale des
fonctions uniformes qui ont un nombre fini de points essentiels et un
nombre quelconque de poles. Il résulte de ces remarquables travaux
que de telles fonctions peuvent éire représentées soit par un produit
de facteurs primaires contenant chacun ou un zéro, ou un pole, ou un
point essentiel au plus, soit par une somme de termes primaires conte-
nant ou un pole ou un point essentiel.

M. Mittag-Leffler, disciple de M. Weierstrass, a étendu ce dernier
mode de représentation aux fonctions qui ont un nombre infini de
points essenticls, il montre en méme temps qu’on peut former une
fonction uniforme ayant des points singuliers donnés, en nombre fini
ou infini, en supposant toutefois qu’il y en ait un nombre fini dans
une aire limitée (*). A

Peu de temps apres, M. Mittag-Leffler publiait sur les points singuliers
une série de propositions (*) qui agrandissent considérablement la pre-
miere conception de M. Weierstrass. Le point essentiel, tel qu’il s’est
présenté au début de cette théorie, estle pointinfini d’une fonction mé-
romorphe ; il peat y avoir dans le voisinage d’un tel point un nombre
infini de poles, mais il n’y a pas de points essentiels. M. Mittag-Leffler
a introduit dans I’analyse des points esseuntiels, tels que dans leur voisi-
nage il y ail toute une série plusieurs fois infinie de points singuliers.
L’ensemble de ces points singuliers forme ce que M. Mittag-Leffler
appelle les points singuliers du premier genre. Ces points se divisent
en classes. il n'y a pas de points singuliers dans le voisinage du point
essentiel, on a un point singulicr de premiere classe. Si dans le voisi-

(1) Comptes rendus de U’ Académie drs Sciences, 13 février 1882.
{2) Voir ibid., 3, 10, 17 et 24 avril 1882.
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nage du point considéré ily a un nombre infini de points singuliers de
premiere classe, on a un point singulier de deuxieme classe, et ainsi de
suite. Mais il y a toute une série de points singuliers qui ne rentrent
pas dans cette classification, et que M. Mittag-Leftler appelle des pornis
de deuxiéme genre. Dans ces recherches délicates, le géometre suédois
a introduit la classification de M. Cantor sur les suites infinies ().

Il restait & in(roduire ce nouvean genre de discontinuités dans
I’étude des fonctions périodiques. En 1880, M. Picard donnait une
méthode pour obtenir les fonctions doublement périodiques qui ont
des points singuliers essentiels, et montrait le role important que
jouent ces foncticns dans U'étude des équations différentielles linéaires
a coefficients doublement périodiques (*). La méme question a é1é
traitée par M. Appell, qui a donné des développements en séries qui
permettent de former toutes ces fonetions ().

Enfin la notion de point essenticl a é(é étendue par M. Appell aux
fonctions uniformes de deux vaviables, liées par une équation algé-
brique (*). '

Tous ces travaux, accomplis dans un espace de temps relativement
court, prouvent surabondamment combien la conception de M. Weier-
strass était féconde.

Dans ces essais, nous nous sommes proposé d’exposer la théorie gé-
nérale des fonctions uniformes qui ont des points essentiels, ¢t en par-
ticulier celle des fonctions périodiques. Nous prenons, comme point
de départ de notre théorie, le théoréme de Laurent; ce théoreme per-
met de représenter une fonction par la somme de deux séries, 'une
contenant les puissances positives de la variable, 'autre les puissances
négatives. On peut en déduire un autre théoreme qui permet de repré-
senter, dans une certaine étendue, une fonction par le produit de deux
séries, contenant 'une les puissances positives, I'autre les puissances
négatives de la variable. Dans les deux cas, il y a une fonction uni-
forme dans tout le plan qui est égale 4 la série qui contient les puis-

) Muthematischen Annalen de Clebsch et Neumann, t. V, p. 128.
) Comptes rendus de I’ Académie des Sciences.

) Ibid., avril 1882.
) 2bid.
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sances négatives. Chacune de ces fonctions pourra servir a définir
I'espece du point singulier; on représente ainsi la fonction par une
somme ou par un produit de deux autres; I'une de ces fonctions est
holomorphe dans le voisinage du point considéré; l'autre est holo-
morphe & une certaine distance de ce point. Cette double fagon de
concevoir les points singuliers permet de généraliser le théoréme de
M. Weierstrass sur la décomposition d’une fonction, ayant un nombre
fini de points essentiels, en facteurs primaires et de I'étendre aux fonc-
tions les plus générales. Apres avoir étudié les points singulicrs dans
toute leur généralité, nous prenons les points du premier genre et nous
donnons leur classification; la nature de la fonction uniforme, dont le
point infini représente le point singulier, servira de base & cette étude;
on fait ainsi marcher de pair la classification des fonctions et celle des
points singuliers. A

La deuxieme Partie de ce travail est consacrée 2 I'étude des fonctions
simplement périodiques qui ont des points singuliers essentiels. Nous
les obtenons d’abord sous la forme de produits ou de sommes de termes
primaires, puis sous la forme de développements en série qui les re-
_ présentent d’une fagon plus simple.

Enfin, dans la dernigre Partie, nous étudions les fonctions double-
ment périodiques. Tout d’abord, nous formons des fonctions intermé-
diaires qui jouent dans cette théorie un role analogue & celui que
jouent les fonctions ¢ dans la théorie des fonctions doublement pério-
diques méromorphes. En employant la méthode de M. Appell, on
arrive & développer ces fonctions intermédiaires en séries. Avec ces
fonctions intermédiaires, on peut former des fonctions doublement
périodiques; si 'on cherche les conditions nécessaires et suffisantes
pour qu’on puisse former une telle fonction, quand 'espéce et la posi-
tion de ses points singuliers sont donnés, on arrive 4 généraliser un
certain nombre de théoremes sur les fonctions méromorphes double-
ment périodiques. La méthode de décomposition en somme généra-
lise le théoreme des résidus; la méthode de décomposition en produits
généralise les théoremes de Liouville. Enfin, pour terminer, nous étu-
dions les produits et les sommes doublement infinis qui peuvent servir
a représenter les fonctions doublement périodiques. C'est le point de
vue sous lequel s’est placé M. Cayley pour arriver a la théorie des fonc-
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tions doublement périodiques méromorphes ('). Nous étendons ainsi

les résultats du géometre anglais aux fonctions périodiques les plus
générales.

PREMIERE PARTIE.

ETUDE .GENERALE DES FONCTIONS UNIFORMES."

1. Théoréme de Laurent. — Examen des différents cas qui peuvent se
présenter. — Toute fonction T (z), holomorphe dans I'espace annulaire
compris entre deux cercles C et C' de centre @, se développe en série
contenant les“puissances positives et négalives de z — a. Clest la le
théoreme de Laurent. Nous supposerons, pour simplifier I'écriture, que

le centre commun des deux cercles soit ’origine. Pour les valeurs de =
comprises entre C et ', on a

1’1(:).—:Q(:)+P([£),

Q)= Y a,er= 1 [T,
T Jo 4 S
0

ry \ B, 1 (x)dx
P<—:-)“Z?'7~——5F:b£~_x—z :

en pren:mt

Le cercle C est supposé extérieur & C. La série Q est convergente a
Uintérieur de C’ et la série P & I'extérieur de C.

Si la fonction II(s) est holomorphe & I'intérieur du cercle C', les
coefficients de la série P sont tous nuls. Réciproquement, si, dans le
développement de Laurent, la série qui contient les puissances néga-
tives de la variable disparait, la fonction ITI(z) est holomorphe &
Pintérieur de C'. Cela suppose toutefois qu'on sache a 'avance que la

(1) Journul de Liouville, t. X, année 1845.

Ann. de I’Ec. Normale. 2¢ Série. Tome XIl. — SertEMERE 1883. 39



306 C. GUICHARD.

fonction II(z) est uniforme a I'intérieur de C’' et n’a pas de lignes de
discontinuités & 'intérieur de ce cercle. Dans ce cas, les deux fonc-
tions (=), Q(z), uniformes & I'intérieur de C/, coincident entre C
et C’; elles sont encore égales a I'intérieur du cercle C, d’apres le théo-
reme de Riemann. Le point z = o est alors un point ordinaire de la
fonction II(z).

Supposons alors que le développement contienne des puissances
négatives de z. Diminuons les rayons de C et de , de fagon que la
fonction reste holomorphe entre ces deux cercles. Il est bien évident
que, si la fonction n’a pas de ligne de discontinuités, les rayons de ces
cercles Cet C' peuvent devenir aussi pelits que 1'on veut. Cest toujours
dans cette hypothese que nous nous placerons. Il peut arriver qu’a un
certain moment les puissances négalives disparaissent. L’origine est
alors un point ordinaire de la fonction II(z).

Si les puissances négatives subsistent, quels que soient les rayons
de C et de €', le point = = o est un point singulier de la fonction. Il
peut alors se présenter deux cas :

1° A partir d’un certain moment, les coefficients du développement
de Laurent ne changent plus quand on diminue les rayons de C et de C'.
La série P correspondante est alors convergente dans tout le plan, sauf
au point z =o. Elle représente une fonction uniforme dans tout le

plan. La différence H(z)—-P(é) sera holomorphe & I'intérieur du
cercle C'. La fonction TI(s) n’a, & l'intérieur de €, qu’un seul point de
discontinuité, le point z = o. Nous dirons que I’origine est un point de
premiere classe, et nous caractériserons ce point singulier par la fone-
tion P(%) Si cette série P contient un nombre limité de termes, le
point singulier est un pole; s'il n’en est pas ainsi, l'origine est un
point essentiellement singulier.

~2° En général, on ne pourra pas trouver des cercles C et (', de
rayons assez petits pour que, a parlir de ce moment-la, le développe-
ment de Laurent ne change plus, quand on diminue encore les rayons
de ces cercles. La série P n’est pas alors convergente dans tout le
plan, elle a un cercle de convergence = intérieur & C. Le développe-
ment de Laurent ne change pas quand Cse rapproche de 3 en lui res-
tant extérieur. Il n’en est plus de méme siC et C’ viennent i 'intérieur
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de . Dans ce cas, lafonction II(z) a, & 'intérieur de =, un nombre in-
fini de discontinuités. L’origine est alors un point singulier de classe
supérieure. Nous allons montrer comment on peut le caractériser.

2. Fonction caracteristique du point singulier dans le cas général. —
Il existe une fonction uniforme dans tout le plan P, (é) qui coincide
avec la série P, dans toute 'étendue ou elle est coﬁvlergente. Cette
); a Vinte-
rieur du cercle C, par la différence II(z) — Q(z); ces deux fonctions se
raccordent sur le cercle C, puisque, entre C et €/, elles sont égales. On

fonctior est représentée, en dehors de C, par la série P<l_

peut représenter analytiquement cette fonction P,<[> par Pintégrale

<

P, <;>:_§zl__fﬂ<_xz—ﬂdx,
s ™ G X — 3

La différence I (z) — P, <I> est holomorphe a 'intérieur du cercle C'.

Nous appellerons P, <l_> la fonction caractéristique du point singu-

lier z=o0. Nous dirons maintenant que deux fonctions ont le point
z=o0 comme point singulier de méme espece, quand leur différence
est holomorphe dans le voisinage de 'origine. Il est bien évident que
la différence des deux fonctions caractéristiques est alors holomorphe
pres du point zéro et réciproquement.

Si la fonction II(z) est uniforme dans tout le plan, il existe une
fonction uniforme Q,(z) qui coincide avec la série Q a I'intérieur de C'.

C’est la fonction I(z) — P,( > On peut représenter Q,(z) par l'inté-

1
S

Ol(z)—_L/c.de.

T aim z(x—23)

grale

Remarquons enfin qu’a lintérieur du cercle C les discontinuités
de II(z) et de P,(é) sont les mémes, et, de plus, ellessont de méme
\ 5

espece. Cela tient & ce que la différence de ces deux fonciions est holo-
morphe 2 Uintérieur du cercle C.
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3. Toute fonction /zolomorp/ze entre deux cercles C et U, ayant pour
centre l'origine, est égale, dans cette étendue, au ploduu de dewx series
contenant, ’une ls puissances posilives, I’autre les puissunces négatives
de la variable.

La fonction II(z), étant holomorphe entre C et C’, n’a dans cette
étendue qu’'un nombre limité de zéros. Soient a, b, ¢, ..., [ ces zéros.

On peut poser
H(s)=(s—a)(s—0b)...(s—F(s);

F(z) est holomorphe et ne s’annule pas enire C et C'. Il en résulte que
la dérivée logarithmique F% est holomorphe entre C et C'; on peut

lui appliquer le théoreme de Laurent

F'(s)

. ~n B”
F(z) —™° “*‘Z

m étant un entier positif, négatif ou nul. Prenons 'intégrale

U (2)
. F(3)

ds,

z, étant un point situé entre C et C'. Les deux séries donnent une inté-
grale uniforme; le dernier terme donne une intégrale logarithmique.
On a d’ailleurs

¥(s) f Bn o
dz Yopindz [ 2z / Zas
. . F(z)
F(zs)= I\e‘/z‘ =) < < ez, ez, ° .

Le premier facteur pourra se développer en série contenant les puis-
sances positives de z; le deuxieme donnera une série contenant les
puissances négatives de z; enfin le dernier terme est égal, & unc con-
stante pres, a z™.

On peut donc écrire

n(s) = smg () % o (2): -
La série ¢(z), convergente d I'intérieur du cercle C’, définit une fonc-

tion uniforme & U'intérieur de ce cercle. Cette fonction ne s’annule pas
a 'intérieur de C; entre C et ¢, ses zéros sontles pointsa, b,¢, ..., L.
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Enfin, la série p(

1

-
S

> définit une fonction holomorphe a 'extérieur de

(. qui ne s’annule pas dans cette étendue.

4. Nouvelle maniére de définir lo fonction caracteristique. — Ce théo-
reme nous permet d’aborder la théorie des points singuliers sous un
autre point de vue. On démontre, comme précédemment, que si la fonc-

tion II(z) est uniforme dans tout le plan, il existe une fonction p, (i)
uniforme qui coincide avec la série p & Uextérieur du cercle C, et une
autreq,(z) quicoincide avec la série ¢ A 'intérieur de C'; de sorte qu’on
a dans toutle plan

() = s™q, (3) >\pl(§>

Peut-on trouver d’autres modes de décomposition de II(z) en fac-
teurs? Soit

\

1
()= ga(2) % (%)

une nouvelle décomposition; ¢, est supposé holomorphe a l'intérieur
de C’ et p, a Uextérieur de C. On a alors la relation

0
D, —
72(3) -~ 11<i2 z”""‘.

71(3) _p2<%>

Le premier membre est méromorphe a I'intérieur de C', le deuxieme
a I'extérieur de C; il est aussi méromorphe pour z infini. Il en résulte

que Z—j%—;doit étre une fraction rationnelle. Cette fraction rationnelle
n’a pas de poles a I'intérieur de C; elle n’a pas de zéros & I'extérieur
de ce cercle. Enfin, entre Cet 7, elle ne peut avoir d’autres péles que
les zéros de ¢,(z) entre ces deux cercles, zéros quisont les mémes que
ceux de la fonction II(z).

Réciproquement, si R(z) est une fraction rationnelle satisfaisant 2

ces conditions, on aura une nouvelle solution en posant

72(5) = q1(5) < R(2),
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En effet :

1© La fonction g,(z) est holomorphe & Uintérieur de C'. Elle est d’a-
bord holomorphe a I'intérieur de C, puisque ses deux facteurs sont ho-
lomorphes; entre Cet C', elle ne peut cesser d’étre holomorphe qu’aux
poles de R(=); or, en ces points, ¢,(z)s’annule; elle reste donc holo-
morphe.

2° La fonction p, (é) est holomorphe & ’extérieur de C, car ses trois

facteurs sont holomorphes & I'extérieur de C.
Enfin on a bien, d’apres les relations ci-dessus,

”(5)::"72(:)pg<l>.

<

Soit = le cercle de convergence de 1a sériep; ce cercle n’est jamais
extérieur au cercle de convergence de la série ¢ G)('), qui sert a for-
mer la série p; mais il peat lui étre intérieur, ainsi que nous le ver-
rons dans quelques exemples plus tard. Quoi qu’il en soit, on pourra
choisir la fonetion R(z), de facon qu’elle ait comme zéros les zéros de

P (é) compris entre C et = et qu’elle n’ait ni d’autres zéros ni poles.

. 1 . roe
La fonction p, <:> sera holomorphe a 'extérieur de = et ne s’annulera
pas & I'extérieur de ce cercle. Son cercle de convergence sera aussi 2.
Cette méthode ne s’appliquerait pas sila série p était convergente dans
tout le plan, car il peut y avoir dans ce cas un nombre infini de zéros
a U'intérieur du cercle C. _
. , . ry . .
On peut toujours supposer que, dans notre série p, <E)’ il y ait un
. ’ I . \ .
terme indépendant de -; cela revient a changer I’exposant m. Soit A,

ce terme. On pourra diviser tous les coefficients de p par A, et multi-
plier ceux de ¢ par A,. On voit alors que T1(z) peut s’écrire

1() =g, (pi(2):

La fonction p, est holomorphe & 'extérieur de Cet représentée dans

1y La séri ! rio S B,
(1) La série @<z> est la bmezz

n
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cette étendue par une série de la forme

()= B
pines’annulant pas & Pextérieur de C et ¢, & U'intérieur du méme
cercle.
On voit de plus que, dans ces conditions, la décomposition est
unigue. Dans cetle maniere de voir, nous définirons 'espece de point

. . . I .
singulier par la fonction 5%p, <;>, que nous appellerons fonction carac-

terustique('). 1l est clair, d’apres cela, que deux fonctions quiont Pori-
gine comme point singulier de méme espece sont telles que leur quo-
tient est holomorphe dans le voisinage de I'origine.

Nous ferons remarquer qu’il y a ici quelque chose d’arbitraire. La
“fonction obtenue pour définir I'espice varie en général avec le cercle C.
Mais, si I'on prend deux de ces fonctions, lear quotient sera holo-
morphe dans le voisinage de I'origine. Pour un autre cercle C,, on au-
rait, par exemple,

1
5!111)._,(:) .
(s)= ;’”([2(;)1)2(_1: , dou ’”\ ___(/1(~)_
\= 51 p (l) 72(53)
spy| =

Ce quotient est holomorphe a U'intérieur du plus petit des cercles C,
et C.

Quand deux fonctions de la forme de celles que nous considérons
sont telles que leur quotient est holomorphe dans le voisinage de I'ori-
gine, nous dirons que les points singuliers qu’elles représentent sont
de méme espece. Avec cette extension donnéea la définition d’espece,
on voit que deux fonctions uniformes, qui ont un méme point singulier
de méme espece, sont telles que leur quotient est holomorphe dans le
voisinage de ce point; et, réciproquement, si deux fonctionssonttelles
que, dans le voisinage d’un point, leur quotient est holomorphe, et
non nul au point considéré, si le point est point singulier pour 'une
des fonctions, il le sera aussi pour 'autre, et ces points singuliers se-
ront de méme espece.

(1) Cette fonction caractérise les zéros et les points singulicrs situés dans C.
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Enfin, nous ferons remarquer que si II(z)a un point singulier a &

. , e . ~ 1 .
'intérieur ducercle C, il en est de méme de z"p,(:); el que ces points

\

singuliers sont de méme espeéce; z"pi(é) contient aussi tous les zéros
de (z) placés a 'intérieur de C. \

Ces deux facons de définir I’espece d’un point singulier, 'une, en
décomposantla fonction en une somme de deux autres, I'autre, en la
décomposant en un produit de deux fonctions, ne sont pas concor-
dantes. 11 est impossible que deux fonctions différentes aient I'origine
comme pointsingulier essentiel de méme espece dans les deux modes
de représentation. En effet, si IT et II, sont ces deux fonctions, on de-
vrait avoir a la fois

I(s)—1,(s)=G(3),

W) (s
ey &0

La fonction G(z) ne serait pasidentiquement nulle et g(z) ne se ré-
duirait pas & 'unité pour toutes les valeurs de z. Ces équations donne-
raient pour I1(z) et IT, (=) desfonctions méromorphes dans le voisinage
de 'origine. Quand il pourra y avoirambiguité, nous dirons que deux
fonctions ont un point singulier de méme espece relativement 2 la
décomposition en sommes ou relativement a la décomposition en pro-
duits, suivant le cas. :

Sil(z) n’est pas uniforme dans tout le plan, notre calcul meéne tou-
jours a une fonction z”p, é » uniforme dans tout le plan. Si I(z) est

uniforme & I'intérieur de C, la fonction ¢, est définie seulement i
'intérieur de C’. ‘

5. Modes de représeniation d’une jfonction dans une étendue limitée.
— Une fonction uniforme dans une aire S, de forme quelconque, mais
limitée, peut se décomposer en une somme ou un produit de deux au-
tres, la premiere uniforme dans tout le plan; la deuxieme uniforme et
holomorphe a I'intérieur de Paire. En effet, I'intégrale

Pl = [HeI=NE),,
S

2(m x—3

représente bien une fonction uniforme dans tout le plan, ho[vomorplnc
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a I'extérieur de S. La différence II(z) — P(z) représente une fonction
holomorphe & I'intérieur de S. La décomposition en produits menerait
aux mémes résultats.

En particulier, ces intégrales peuvent servir i définir I'espece d’un
point singulier; mais cette définition n’est pas plus générale que celle
" que nous avons donnée.

Quels que soient le nombre, la position des discontinuités de la fone-
tion  'intérieur de S, on pourra y tracer des courbes C,, C,, ..., C,
n’empiétant pas les unes sur les autres, en nombre limité, contenant &
leur intérieur toutes les discontinuités de la fonction. A chacune de ces
courbes correspond une décomposition de la fonction II(z) en une

somme de deux autres. Pour la courbe C,, ona Il (s) = P, (é> + Q,(s),
P, étant holomorphe a I'extérieur de C, et Q, holomorphe & l'intérieur.

, ‘. ‘1
A la courbe C,, correspond une décomposition P, <;> “+ Q. (z).

Cela posé, la différence I (5) — P, <i) — P, ({-) —...—P,l(é> est ho-

lomorphe a l'intérieur de S. En effet, si le pointz est & I’extérieur des
courbes C,, Cy, ..., C,, chacun des termes de cette somme est holo-
morphe; il en est de méme de la somme. Enfin, si le pointest & I'inté-
rvieur de C,, les fonctions P, Py, ..., P, sont holomorphes en ce point.

La différence I (5) — P,< >est aussi holomorphe. On peut donc écrire

I
H(:):P1<§> -+ P‘z(\‘i;\) +...+P, (é) + G (3),

G(z) étant holomorphe a 'intérieur de S.

Siles courbes C,, Cs, ..., C, sont des cercles de centres a,, 4., ..., a,,
les fonctions P,, P, ..., P, se développent, en dehors de ces cercles,
La

I T
s ey .
—a,’ 5—a, 3—a,

en séries contenant les puissances de -
fonction II(z) se met sous la forme

1

(1) 11(5)=I’1<Ta-1>+1’2(, Iﬂ)—i—-....—\-l’,,(—r——)—l—(}(z).

z 53— 3—a,

Cette formule donne la forme générale des fonctions uviformes a I'in-

Ann. de U'Ec. Normale. 2¢ Série. Tome XII. — Scr1emore 1883. 4o
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térieur de S el qui ont les points a,, a,, ..., @, pour points singuliers
Lespece Py, Py, ..., P,.

La décomposition en produits mene & des résultats analogues. La
fonction IT(s), uniforme a I'intérieur de S, est égale & un produit de
deux facteurs ])a<%>’ q.(z); le premiex’p,(é) est uniforme dans tout
le plan, holomorphe & Dextérieur de S, et de plus n’a pas de zéros
en dehors de cette courbe; le second facteur ¢, (z) est holomorphe et
n’a pas de zéros a l'intérieur de S.

Sil’on trace les courbes C,, Gy, ..., C,, 8i pyy pos ..., pysont les
facteurs p correspondants, on aura

O(z)=p, <-I:> ><p.l<-;> XX Py G) X 2(3).

Les zéros de I1(z) compris entre S et les courbes C sont précisément
ceux de g(z) a 'intéricur de S.

Enfin, si les courbes C sont des cercles de centre a,, a., ..., a,, on
pourra écrire

(2) ]I(s):(s-——ax)”‘l(:--a._))”":...(:——a,,)’”"pl( ! )...p,,( >><g(s).

35— s—a,

Les fonctions p,, ps, ..., p, se développent en séries convergentes en

2

dehors des cercles C,, Cy, ..., G, el contiennent les puissances de

5=
I I

- Le terme indépendant de la variable, dans chacune

> 2
s —a, s—a,
de ces séries, est I'unité. Les zéros de g(z), & l'intérieur de S, sont
ceux de la fonction II(s) qui se trouvent entre les cercles et la
courbe S.

Les formules (1) et (2) donnent la forme générale d'une fonction
uniforme dans tout le plan, qui onl tous leurs points singuliers & I'in-
térieur de cercles G, Cy, ..., G, ou, ce qui revient au méme, qui ont
unnombre limité de points singuliers a,,a,, ..., a,d’especes P, Py, ...,
P,, relativement a la décomposition en sommes d’especes (z — a,)™p,,
(5 — a)™p,, ..., relativement a la décomposition en produits. Il suf-
fira de supposer que G(z), g(=)sont des fonctions holomorphes dans
tout le plan.
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6. Résidu d’un point singulier. — Soit C un cercle décrit de 1'ori-
gine comme centre. L’intégrale

(3)ds=

varie, en général, avec le rayon du cercle C. En effet, on pourra tracer
un cercle ¢, extérieur a C, tel qu’entre C et C’ la fonction II (5), soit

. ’ , . 1
holomorphe. La valeur de I'intégrale est égale au coefficient de -,

dansle développement de Laurent. Si I'ona un point ordinaire & I’ori-
gine, cette intégrale est nulle. Si C est suffisamment petit, sous celte
condition que I'origine est un point singulier de premitre classe, la
valeur de l'intégrale est indépendante de la position du cercle C. La
valeur de cette intégrale est ce que Cauchy appelle le résidu de la fone-
tion II(z).

Si l'origine est un point singulier de classe supérieure, il estimpos-
sible de trouver un rayon p assez petit pour que 'intégrale reste laméme
quand le rayon de Creste plus petit que g. On peut toujours appeler,
par analogie avec ce qui précede, la valeur de celte intégrale le ré-
sidu de la fonclion pourle cercle C. Il est bien évident que le résidu
de la fonction II(z) est le méme que celui de la fonction P( ) qui dé-
finit son espece, cette fonction P étant celle qui correspond au cercle C
et a la décomposition en somme.

Le théoreme de Cauchy s’applique évidemment aux résidus ainsi
définis. Pour la fonction II(z) mise sous la forme (1), Uintégrale

2 [7:/1[(5)(/:
$

est égale & la somme des résidus des points singuliers.

7. Ordre d’un point singulicr. — Nombre de racines a Uintérieur d’un
contour. — Prenons toujours la fonction II(z) qui a un point singulier

a 'origine. Le résidu de la fonetion 11((5))’ relatif & un cercle C, ayant

pour centre l'origine, est un nombre entier. Ce nombre varie en gé-
néral avec la position du cercle C. L’ordre de la fonction II(z), au
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point 5 = o, n’est pas défini. On peut toujours dire que ce résidu est
I"ordre de la fonction II(z) dans D'aire C. Si m est I'ordre de cette

fonction,
. ' (s)ds
m :2zﬂf———<--)i—,
¢ 11(3)

mreprésente, dansle cas des fonctions méromorphes, la différence entre
le nombre des zéros et le nombre des poles contenus dans le cercle C.
Il n’en est pas de méme ici. Il y a en effet des fonctions II (=) qui n’ont
pas de poles dans le voisinage du point singulier z = o el qui ont
dans le voisinage de ce point un nombre infini de zéros. Il est bien clair
d’ailleurs que la valeur de I'intégrale m reste toujours finie.

Voyons ce que représente I'intégrale dans notre décomposition en
produits. On a

I (3)=3"q,(3)py (%) 5
d’otlr

ol
N~

W(z) _n  q,( 1“(
M(3) 5 q |
1)1<

1}
~

I

A
S

al~
N——

L’intégrale m se décompose en trois autres :

oo
1° L’intégrale
1 nds

2 3
21T ¢

Cette intégrale est égale a n.

2° L’intégrale
L f(/’l(
2im C (]1(

4

)
)

1

ds.

A

Cette intégrale est nulle parce que la fonction ¢,(z) n’a pas de zéros &
I'intérieur de C.
3o L’intégrale

Pour évaluer cette intégrale, nous ferons un changement de va-
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riable. Posons

1 X
7’ ds = — [—(lt,

P <i:> =p1(t), -

’ I I ’ P
Piz <E> :_:—'-Eljlt(t):_ epi(e).

L'intégrale devra étre prise par rapport au cercle C,, dont le rayon est
I'inverse de celui de C. On a I'intégrale

___l__ [)’“(t)[lt.

2im ¢, p1(8)

La fonction p, () est holomorphe & I'intérieur du cercle C,, puis-

que p,(é

> est holomorphe & l'extérieur de C. Enfin, cette fonction
p,(%) ne s’annule pas a D'extérieur de C; au point infini, elle se ré-
duit & Punité. Il résulte de 1a que cette derniere intégrale est nulle.
L’ordre de la fonction dans I'aire C est le méme que celui de la fone-
tion uniforme qui définit I'espece du point singulier, cette fonction
étant celle qui correspond au cercle C et & la décomposition en pro-
duits.

Cela posé, considérons une fonction uniforme I(z) & I'intérieur d’'un
contour S. Soient @,, a,, ..., a, ses points singuliers, C,;, C;, ..., G,
les cercles correspondants. L'intégrale '

1 (s

2in Sm(z—))d*
est entiere. Blle définit I'ordre de la fonction dans I'aire S. Elle est
évidemment égale & la somme des ordres des points singuliers, aug-
mentée du nombre des zéros, diminué du nombre des poles de la fonc-
tion I1(z), qui sont situés entre S et les cercles C,, C,, ..., C,. La
démonstration résulte immédiatement de la forme (2) de la fonc-
tion II(z). '

Ceci permet, par exemple, de trouver le nombre des zéros d'une
fonction & I'intérieur d’un contour, quand on connait la nature des
discontinuités de la fonction & 'intérieur du contour.
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8. Théoréme de M. Mittag-Leffler. — Ce théoreme est absolument
général; la démonstration de M. Mittag-Leffler s’étend aux points singu-
liers, définis comme nous venons de le faire. Voici comment on peut
I'énoncer, en se placant au point de vue le plus général.

Etant donnée une suite illimitée de fonctions uniformes quelcon-

ques :
Pl( ! >, P2< ! ) I’,l< : >
5—a, S—a, 5 —ay,

qui s’annulent pour z infini, holomorphes & l'extérieur de cercles
Ci, Csy ..., C, ... quiontpour centre a,, @,, ..., @,, ..., 0N SUPpose que
les cercles n'empittent pas les uns sur les autres et que le module
de a,augmente indéfiniment avee n. Dans ces conditions, on peut trou-
ver une fonction uniforme, n’ayant que des discontinuités isolées et
telles que I'on ait

I
S—Qq,

() =P, (7= ) + Qula),
Q. (s) étant holomorphe dans le voisinage du point a,,.

La démonstration de M. Mittag-Leffler montre qu’on peut trouver
une fonction algébrique F, dont le degré varie avec n, et telle que la

somme
Z [Pn<z __I_ an) -+ Fn(;)J ’

étendue & toutes les valeurs de n, soit convergente pour toutes les va-
leurs de z extérieures aux cercles C,, Coy ... Cyy ...
Si 5 est a I'intérieur d’un cercle C,, on partagera celte somme en

\,

deux parties : I'une, la fonction uniforme P,,<~ ~); 'autre partie

S— A,
est convergente el représente une fonction holomorphe dans le voisi-
nage du point a,.

La forme générale IT(z) des fonctions qui jouissent de cette pro-

priété ] i
I (s) :2 LP”<: - ﬂﬂ) +F, (.:)J + G(3).

La fonction II(z) est ainsi décomposée en une somme de lermes pri-
maires contenant au plus un seul point singulier & distance finie.
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9. Théoréme analogue a celui de M. Mittag-Leffler, dans le cas de la
- décomposition en produits. — Il existe, pour la décomposition en pro-
duits, un théoreme analogue au précédent. Voici son énoncé le plus
général.

Etant donnée une suite illimitée de fonctions uniformes

\

I ! ‘ !
(5'_“1)"“1)1<:,—-a,>’ (:—az)’”epz(\:_aa); cens (B—ay)™s 1’"(;_(1,,,‘)’ )

=/

Les fonctions p, pay ..., p,, ... se réduisent & 'unité pour s infini,
sont holomorphes & I'extérieur de C,, C,, ..., C,, ..., ayant respecti-
vement pour centre a,, @, ..., a,, .... Elles ne s’annulent pas & ’ex-
térieur de ces cercles. On suppose que ces cercles n’empietent pas les
uns sur les autres et que le module de a, augmente indéfiniment
avec n.

Dans ces conditions, on peut former une fonction uniforme I(z),
telle que I'om ait, quel que soit 'indice 7,

. :
M(s) =(s— a,z)’""pn<3 — aﬂ) Zn(5)s

la fonction g,(z) étant holomorphe dans le voisinage de ,, et de plus
n’étant pas nulle & Pintérieur du cercle C,.
En effet, 1a fonction

: ;
) D:[(;_an);fz,,[)n("“a > ]
(P’ —_ -~ n/) .
"\z—a« 0
n (Z — a,)mn Pn < - )
5—a,

est holomorphe & 'extérieur du cercle C,. Elle est représentée a I'exté-
rieur de ce cercle par une série contenant les puissances négatives

de (2 — @,). Le coefficient du terme en - est précisément l’en-

. ~ T %
tier m,,.
Cela posé, on pourra former une fonction u(z), uniforme dans tout

le plan, et telle que I'on ait, quel que soit 'indice n,
B 1 12) -
©w(s)= CD"(m) -+ Qn(v).

2 . étant holomorphe & 'intérieur de C,. .
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Soit 5, un point ordinaire de u(z); I'intégrale

Isu(s)d:

~0

veprésente une fonetion holomorphe de z, tant que = reste dans une
aire extérieure aux cercles singuliers. Quelle que soit la position du
point z, pourvu qu’en ce point la fonction u(s) reste finie; quel que
soit le chemin suivi par la variable pour aller de z; 4 z [nous suppo-
sons, comme on le fait toujours, que la fonetion u(z) reste finie sur ce
chemin], on pourra remplacer ce chemin par un chemin déterminé
allant de z, a4 z (par exemple, la droite z,z, s’il n’y a pas de disconti-
nuités sur cctle droite) et un contour fermé passant par z,. Cherchons
ta valeur de I'intégrale prise suivant ce contour. S'il n’y a pas de dis-
conlinuités i l'intérieur de ce contour, 'intégrale considérée est nulle.
S'il y aun cercle C, a U'intérieur du contour, I'intégrale cherchée est
la méme que celle prise suivant C,. Cette intégrale peut se décomposer
en deux : 'une, I'intégrale de 9 ,, est nulle; celle de @, est égale &
2m,in, Si le contour traverse C,, on pourra diviser C, en deux parties :
I'une, 3, contenant toutes les discontinuités de C, qui sont i I'inté—
rieur du contour. L’intégrale prise suivant 2 pourra encore se décom-
poser en deux autres : I'intégrale de 9, qui est nulle; celle de @, sera
¢gale & un multiple entier de 2im, puisque €, est la dérivée logarith-
mique d’une fonction uniforme.

Eo un point z, l’intégral‘ef u(z)ds acquiert un nombre infini de
20
valeurs qui different de multipkes de 2:n. II en résulte que la fonc-
tion TI(z) . ’ '

- <

. f w(z)ds
I(z)=-¢e~

Zo

est uniforme dans tout le plan.
Il est bien clair qu’on peut écrire

M(E/z 7217‘ dsz fz@u(:)dz
II(z):e‘/, (" ‘") X eYz, .

20

Chacun de ces facteurs représente une fonction uniforme dans tout le¢
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plan. Le premier est égal, & un facteur constant prés, 2

I
(53— a,)mp ( >
] n n = 1,

La deuxieme intégrale [ 9 »(5)ds détinit une fonction holomorphe de

20
z quand la variable se déplace dans le cercle C,. Il en résulte que le
second facteur de II(z) est holomorphe dans le voisinage du point «,
et ne s'annule pas a I'intérieur de C,.

La fonction obtenue satisfait bien aux conditions de I’énoncé. De
plus, la fonction II(z) n’a pas de zéros a I'extérieur des cercles singu-
liers.

SoitIT,(z) une deuxieme fonction satisfaisant aux conditions de I'é-
I, (s)
e
de zéros & Uintérieur des cercles C. Soil g(z) une fonction remplissant
ces conditions; il est clair que le produit I(z) g(z) représente unc
fonction cherchée. On peut poser

noncé; le quotient sera holomorphe dans tout le plan et n’a pas

I, (z) =T(3) g(s5).

Ona vu que la fonction u(z) peut se mettre sous la forme

: I S
2(4{?1;<:’_:_7”> +Fn(v')y

F,(z) étant un polynome. Cette somme convergeant uniformément, on
peut prendre son intégrale en faisant la somme des intégrales de (ous
ses termes. _ :

Il en résulte que II(z) se metsous la forme

N

| ! 9, (3
]I(S) :H(s _ ((,,)”‘"])” (s — [ln) e¥al3),

v,(z) étant un polyndme algébrique de degré variable avec n.
La fonetion la plus générale II,(z), parmi celles que nouscherchons,
pourra s’écrire

q I o (3 o =
I, (3) :H(z—a,l)’"npn<z_an) e ) < g(3).

On pourra décomposer g(z) en facteurs primaires contenant au plus

41

Ann. de l'Ec. Normale. 2° Série. Tome XII. — SeptexsrE 1853,
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un zéro. On voit alors que la fonction II,(z) est décomposée en un
produit de facteurs primaires contenant, soit un zéro, soit un pole,
soit un point singulier essenliel & distance finie, au plus.

10. Formation d’une fonction ayant un nombre infini de poinis sin-
guliers dans le voisinage d’un point donné. — Soit un point d’affine 5.
De ce point comme centre décrivons un cercle B. Soient mainte-
nant a,, @, ..., @,, ... des points situés a l'intéricur de ce cercle
et tels que la limite de a,, quand » augmente indéfiniment, soit 4.
On pourra de chacun de ces points comme centre décrire des cer-
cles C,, Gy, ..., C,, ..., n’empiétant pas les uns sur les autres. Soit

maintenant une suite illimitée de fonctions uniformes P,(, ” >,
NV Ty,

1 1 .
P, < >, -5 P, < ——~—)~ --+» holomorphes, respectivement conver-

53—, z—a,
gentes 4 I'extérieur des cercles G, C,, ..., C,. On pourra former une
fonetion IT( z), uniforme dans tout le plan, et telle que I'on ait pour
toutes les valeurs de n

1

n()= P, = )+ Qu(a),

Q.(z) étant une fonction uniforme, holomorphe a l'intérieur de C,.
Remarquons d’abord que les cercles C ne contiennent pas le point &

a leur inlérieur, car ils contiendraient un nombre infini de points a.
Nous allons faire un changement de variable; en posant

= u,

33— b

aux cercles C,, Cy, ...,C,, ..., dans le plan des z correspondent, dans
le plan des u, des cercles 2,, 2,, ..., 2, .... Solent a,, @y, eevy Uy --
leurs centres. Les cercles S n’empittent pas les uns sur les autres, et il
est bien évident que le module de «, augmente indéfiniment avec n.

\,

A la fonction P,z<z-—_:l—a-> correspond la fonction P,,< "_-_l).
b— a, + ;

Cette fonction de u est holomorphe 3 Uextérieur du cercle =,, car les
points extérieurs a G, correspondent aux points extéricurs a 3,. Cette
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fonction de u peut se décomposer en deux aulres :

(;1) PII _—I_‘“‘—'I' :(Eu< ! ) +Qll(u)'

- . I T - .
Cette fonction Cf,,(;—?) est holomorphe a D'extérieur de X, et, de
* - “n
plus, s’annule pour u infini. Q,(u) est ici une fonction holomorphe
dans tout le plan des u.
Cela posé, formons une fonction ¢(«), uniforme dans tout le plan et

telle que I'on ait, quel que soitn,

1

) + Qi)

/

er(u)zéen(

u—a,
Q. (u) étantholomorphe dans le cercle =,.

. . . I
Si maintenant on remplace, dans cette fonction, « par — on oh-

tiendra une fonction uniforme de z dans tout le plan.
Cette fonction pourra se représenter par

\ I . r
q?n —I—_ "*‘Q/z <3—:—_l)>

——
55— b .

ou, en remplagant €, par sa valeur tirée de (r),

I I IS
‘( = a,L> - Q"(?‘: z,> - Q}'(z:“z),)'

\

Ces deux dernieres fonctions sont holomorphes a Vintérieur de C,,
parce que les fonctions correspondantes en u sont holomorphes & I'in-
térieur de 3,. La fonclion ainsi obtenue satisfait bien aux conditions de
Pénoncé. Cette méthode donne des solutions, qui restent finies pour
z infini, car ce point correspond au point . =o0, qui est un point or-
dinaire de la fonction ¢(u). 11 est clair qu’on peut obtenir ainsi toutes
les solutions qui jouissent de cette propriété. Or deux fonctions en u
different d'une fonction holomorphe G(u); les deux fonctions corres-

., . N
pondantes en z différeront alors d’une fonction G(—:—b )-

~
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On peut obtenir des fonctions IT(z) qui s’annulent pour 5 infini :
il sullit de retrancher de II(z) sa valeur pour z infini. Ces fonctions
peuvent servir a définiv le point singulier z = b, relativement au
cercle B. Il résulte de notre discussion que I'espece d’un point sin-
gulier n’est pas déterminée quand on connait la position et I'espece
des discontinuités de la fonction i 'intérieur du cercle singulier.

Sil’on veut avoir toules les solutions, il suftira d’ajouter & celles-ci
une fonction holomorphe quelconque.

On peut appliquer le méme mode de démonstration au cas ol I'on
¢tudie la décomposition en produits. On arrivera ainsi & former une
fonction qui a les points @ pour points singuliers d’espece p el qui se
réduit A U'unité pour z infini. On obtiendra les autres solutions en
multipliant celle-ci par une fonction holomorphe quelconque et par

une fonction dela forme G<7jl_—5)

Toutes les propriétés que nous venons d’établir appartiennent a tous
les points singuliers; nous alions faire une étude plus particuliere des
points singuliers du premicr genre et donner la classification de ces
points.

11. Points singuliers de premicre classe. — Nous dirons qu’un point
. . .s v . ge 1
singulier est de premiere classe quand la fonction P,(:) oup,(:),
qui définit Iespece du point singulier, est holomorphe dans tout le

. . . 3 a2 : ,
plan, saufau point z = o. Ces fonctions P,(;), p,(j) varient en gé-
¥ \~

néral avec la position du cercle G; mais si, pour une certaine valeur
du rayon, ces fonctions sont holomorphes, il en sera encore de méme
quand le rayon sera plus petit. Cela est évident pour la fonction P, car
cette fonction reste la méme quand on diminue le rayon du cercle C.

1l en estde méme pour la fonction p,<§>- En effet, soient C,un cercle
intérieur a C et p, (-’;) la fonction relative a ce cercle; la fonction Il(s)
peut s’écrire
. 1 1’
U(z)=s"p, <E> q1(5) ::pg(—z-) X qy(3) X 3™,
a (I~ q1(5) e
(=) =pi =) x gnem,
1-<3) o z) q2(5)

\
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Or p, ( ) est déja holomorphe & Uextérieur de C,. A intérieur de

C,,p,<—> est holomorphe, par hypothese; le quotlentq‘( )est aussi

holomorphe, pmsque g.(z) ne s’annule pas a l’mteneurdc C._,.
Afin de préciser davantage cette définition, nous dirons que le point
z = o est un point singulier de premiere classe, quand on peut trou-

o . . 1
ver un cercle G assez petit pour que la fonction P,<:> ou la fone--

tion p,<§> solent holomorphes dans tout le plan, saufau point s = o.

On définit ainsi ces points singuliers de deux fagons différentes, I'une
correspondant & la décomposition en sommes, 'autre a la décomposi-
tion ¢n produits. Nous montrerons que les deux groupes de points sin-
guliers ainsi formés sont identiques.

Prenons d’abord la décomposition en sommes. La fonction consi-
dérée se met sous la forme

T(5)=d(3)+ G<%>,

®(z) étant holomorphe & U'intérieur d’un certain cercle C. On voit que
la fonction I1(z) est holomorphe & 'intérieur d’une aire quelconque,
mtérieure & C et ne contenant pas le point o. Réciproquement, toute
fonction II(z) jouissant de cette propriété a l'originc comme point
singulier de premiere classe, si toutefois I'origine est un point singn-
lier. B effet, le théoreme de Laurent montre qu’on peut diminuer le
rayon du cercle Csans changer le développement; la série formée avec
les puissances négatives est convergente dans toutle plan; elle est de

I
la forme G(_)
Si le point z = o est un point singulier de premiere classe, relati-
vement a la décomposition en produits, on a

II(:)::"q(:)g‘(é):

g(z) veprésentant une fonction holomorphe dans tout le plan. La fone-
tion §I(z) est holomorphe dans une aire quelconque intérieure 2 G, et
ne contenant pas le point o. Elle a, par conséquent, dans celte aire un
nombre limité de zéros. Il n’en est pas toujours ainsi quand l'aire con-
tient le point o & son intérieur. 1l peut se faire que, dans ce cas, il y



326 C. GUICHARD.

ait un nombre infinl de zéros & 'intérieur de D'aire considérée; cela
arrivera toules les fois que la fonction holomorphe g(z) a un nombre
infini de zéros.

Réciproquement, toute fonction I(z) qui jouit de ces propriétés
peut se mettre sous la forme indiquée. Soient a,, a,, ..., a,, ... les
zéros de TI(z) situés a V'intérieur du cercle C, le module de a, ayant
pour limite zéro quand » croit indéfiniment.

. : , I
On peut former une fonction holomorphe f(s), ayant pour zéros —>
1

1 I .
—5 --+» —- La fonction
22 Ay

Lx

hl"‘

"0

estholomorphe a 'intérieur de C, sauf au point z = o; de plus, elle ne

s’annule pas & 'intérieur du cercle C. Si LII,(z) n’est pas uniforme a

Uintérieur de C, on pourra trouver un nombre entier , tel que L ——= ‘( )

soit uniforme. Cette fonction scra, de plus, holomorphe & I’ 1nluleur
“de C, saufau point z =o. Il en résulte qu’elle peut se mettre sous la

forme
LI =)+ (1),

La fonction ¢ est holomorphe dans tout le plan et se réduit a o pour
z infini. La fonction ¢,(z) est holomorphe & Vintérieur de C;  'exté-
_rieur de ce cercle, elle n’est pas uniforme en général. Il résulte de la
qu’on a
1
I,(z) ::zne%(z).e‘p(z),

i (z):z"eat:).f(%)/G).

On peut choisir f(z) de facon qu’il soit égal & 1 pour z = o,

1

Z)f< ) représente
une fonction holomorphe dans tout le plan, sauf au point z = o; elle
ne s’annule pas au dehors de C. Elle se réduit & 'unité pour z infini. La
fonction e est uniforme dans tout le plan, holomorphe A I'intéricur
du cercle C et ne s’annule pas dans ce cercle.

I \/
f(;) sera aussi égal & 1 pour z infini. Le produit ey(
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D’autre part, sil’on applique la méthode générale pour décomposer
I (z) en facteurs relativement au cercle C, on aura

- I
I(z)= :’”ql(z)px(;)-
Nos deux valeurs de I(z) ont toutes deux la forme canonique. Done

/1
m=n, q(3)=en), Px(é>:ey(z>><f<i~>'

-
<

La fonction p, <I> est donc holomorphe dans tout le plan. Il résulte

de 12 que les deux manikres de définir les points singuliers de pre-
miere classe conduisent au méme résultat.
Si maintenant on diminue le rayon du cercle C, il y a des zéros de

la fonction I(z) qui vont passer 4 I'extérieur de ce cercle. Soit C,
une nouvelle position du cercle C, qui laisse le point @, & son exté-

rieur. Il faut trouver la nouvelle fonction p, (-i—) qui est relative a ce

cercle. Pour les valeurs de z extérieures 2 C, on a

1 1 oa  al
==ttt ,
s—a, 3 L
1 I a,  a,
==(1+-—-+=5+
s—ay 3 3 3

Multiplions la série entre parentheses par la série qui donne le dévelop-

pement de p, (;) : la série obtenue est convergente a I'extéricur de C:
' . . . S

elle représente dans celte étendue la fonction uniforme —— p,(: I
& — dy g,

fouction qui se réduit & 'unité pour z infini. Cette fonction est holo-

morphe a I'extérieur de C,, car ellereste finie au point a,. La série que

nous avons obtenue sera convergente, non seulement a 'extérieur de C,

mais encore, d’aprées cela, jusqu’au cercle C,; la fonction représentée
par cetle série ne s'annule pas & Uextérieur de C,. Or on peut écrire

I(z)=2""1q,(5) X (8 —ay) X z P <.}>

3—a z

Elle est ramenée & la forme canonique, relative au cercle C,.
On voit que, s'il y 2 un nombre infini de zéros & lintérieur du
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cercle C, la fonction qui définit le point singulier de premiere classe
changera toujours, quelque petit que soit p, quand le rayon de C sera
plus petit que p.

S’il n’y a pas de zéros, la fonction p, G) reste la méme quand on

diminue le rayon du cercle C. Toutes les fois que cetle circonstance se
produit, on peut affirmer qu’on a affaire & un point singulier de pre-
miere classe n’ayant pas de zéros dans le voisinage du point singulier.

12. Fonctions uniformes de premiére classe. — Une fonction uni-
forme, qui a des points singuliers, est de premitre classe quand tous
ses points singuliers sont de premiere classe. Comme cas particuliers
de ces fonctions, on a les fonctions méromorphes dont tous les points
singuliers sont des poles.

Quand une fonction est uniforme dans une aire donnée et que lous
ses points singuliers, situés dans cette étendue, sont de premiere
classe, nous dirons que la foncticn est de premiere classe dans cette
aire. Quand une fonction est de premiére classe dans une partie firie du
plan, elle n’a dans cette dlendue quw’un nombre limité de points singu-
lrers.

En effet, dire qu'un point @ est un point singulier .de premiere
classe, ¢’est dire que de ce point comme centrc on peut décrire un
cercle de rayon assez petit pour qu’il n’y ait pas de points singuliers a
son intérieur. Cela posé, supposons que I'aire considérée comprenne
une infinité de points singuliers. Divisons-la en partie d’une maniere
quelconque. L’une de ces partics, A par exemple, contient une infinité
de points singuliers. Divisons de méme cette partie A en plusieurs
autres. L’une au moins des divisions A, contient un nombre infini de
points singuliers. En continuant ainsi, on forme une suite indéfinie
d’aires de plus en plus petiles qui contiennent toutes un nombre infini
de points singuliers. On peut s’arranger de facon que toutes les
dimensions de ces aires tendent vers o; ces aires ont alors pour limite
un point a du plan. Il serait alors impossible de décrire de ce point a
comme centre un cercle assez petit pour qu’il n’y ait pas de points
singuliers & son intérieur. Le point @ n’est donc pas un point singulier
de premiere classe.

Si a, a,, ..., @, sont les points singuliers dans I'aire A, la fonction
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peut se mettre sous "'une des deux formes

rI(s)=9<z)+Gl(j‘—>+G2( ! >+...+Gn< : )

S — ay 5 — Qqy S—Q,

1

I(s) =9(s) X (53— a;)™ g,(%) X (s — a2)’”=g2<%> v X (5 — @) ™ éﬁz(})'

Cette propriété est une généralisation d’un théoreme semblable sur les
fonctions méromorphes :

Toute fonction uniforme qui est de premiére classe sur toute la sphere a
un nombre fini de points singuliers.

1° Supposons d’abord que le point O’ de la sphere de Riemann (le
pointz = ) soit un point ordinaire de la fonction I (z): c’est dire que,

dans le plan des z’ <z'= §>, la fonction II<1,> est holomorphe dans le

p
S <~

voisinage du point z'= 0. On peut tracer dans le plan des z’ un cercle
de rayon fini p, & l’intérieur duquel H(-f;) sera holomorphe. A ce

cercle correspond, sur la sphere de Riemann, un cercle C. Ce cercle
partage la sphere en deux zones, I'une contenant le point O, 'autre le
point O’. La fonction II(z) est holomorphe dans la deuxitme zone;
tous ses points singuliers sont situés dans la premiere.

A cette premiere zone (celle qui contient le point O) correspond,
dans le plan des z, I'aire limitée par un cercle ayant pour centre I’ori-
gine. Tous les points singuliers se trouvant dans ce cercle, leur nombre
est limité.

Soient a,, a, ..., a, les points singuliers de la fonction; G,, G., ..., G,
les fonctions caractéristiques de ces points singuliers, relalivement 4
la décomposition en sommes. La différence

H(Z)-—-—(‘n(z:al)—G2<;_£_"a—2>——...~Gn<;:—_'_£_7,‘>

s s g0 0

est holomorphe sur toute la sphere, et, par suite, ¢’est une constante. ~ * ~ "~ _

Cette constante est égale a la valeur de la fonction II(z) pour z\iﬁ{jni.
On a donc, dans ce cas,

H(z):A—-I—Gi(E—_I—a-;)+G2(z:aé>+...+Gn<::an>.

Ann,de I’Ec. Normale. 2° Série. Tome XII, — OctoBre 1883. 4o

i e

o -
T
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Si(z—a,)"g, (i>> (z—a, )"’1g2<é>a s (53— a,,)’”ug,z(i_) définissent

I'espece des points singuliers a,, a., ..., a, relativement i la décom-
position en produits, le quotient

T (35)

S T S |
(s——al)”‘sgl<n )x(:——az)"‘ﬂg‘2< >><...x(:—a,,)'"uxg"<—_——>
3—a, : . s—a,

S— Qs

est alors holomorphe dans tout le plan. Au point z = =, la fonction
représentée par ce quotient a un péle ou un zéro; on le voit immédia-
tement en considérant la forme de ce quotient. Il résulte de ces deux
propriétés que le quotient est une fonclion rationnelle de z. On a donc

( I(s) =/(3) < (5 —a;)™ g‘(:—la1>
(1) ¢ 1!

1
( X (35— ay)™ g2<” - >>< v X (35— @y )" ér”<- - )
Sy S— Uy

On peut encore mettre II(z) sous la forme suivante, en appelant R(z)
une fonction rationnelle :

. D 1 [
9 MN(z)=R(35) x 2 ( 2, > ... o .
(2) (5)=R( )x'vl\z___ﬂl)x(:’-(:——((z) ><'§”<3~—-((,L>

On voit tout de suite, sous cette forme, que la somme des ordres de la
fonction II(z) sur toute la sphere est nulle.
Quand on prend la fonction II(z) sous la forme (1), f(z) ne doit
pas avoir de zéros & I'intérieur des cercles singuliers.
~ 2° Le point O’ de la sphere est un point singulier de premiere
classe. ‘
La fonction II(:_I—,) ayant le point z'=o0 comme point singulier de

premieére classe, on aura

(2)=o(2) o

La fonction G(——) est holomorphe dans tout le plén, sauf au -point

I
—
21

z’'=o0, et la fonction Q(z’) est holomorphe dans le voisinage de s’ = o.
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Cette égalité donne, dans le plan des s,

n<:>:G<:>+Q<§>-

La fonction Q<i.> est de premiere classe comme la fonction T(z);

elle est holomorphe pour = infini, et, par suite, le nombre de ses points
singuliers est limité. Il en est de méme pour la fonction I (z). Si
a., @, ..., a, sont les points singuliers de la fonction IT(z),
Gy, Gy, ..., G, 'espece de ces points singuliers, on aura, en désignant
par G(z), une fonction holomorphe,

[1(:):G(:)+G1<———I—'z—)+(}2<—__l—a->+...+G,,( ! )

Sy S 2 S—dy
Si I’on décompose en produits, la fonction 1 (i> peut s’écrire

-l
\, ~

1 1Y
1 <;> =3rg <§) q(3");

()= Z"‘g(:)g({:).

d’oll

. ) .y . s
La fonction ¢ (;) est de premiere classe, elle reste finie pour z infini.

SiTon se reporte au développement précédent, on pourra écrire

1) = 35(3) (= ey (= ) e (s g = )
13. Points singuliers de deuxiéme classe. — Toute fonction uniforme
de premiere classe qui a un nombre infini de points singuliers est telle
que son point O’ n’est ni un point ordinaire, ni un point singulier de
premiere classe. Nous avons affaire & une nouvelle espéce de points
singuliers, que nous appellerons points singuliers de deuxiéme classe.
En général, le point a sera un point singulier de deuxieme classe,

quand les fonctions P<__I_a>, p(,_ia>, qui servent & définir I'es-

pece de point singulier, sont telles que les fonctions P(z — a), p(z —a)
soient des fonctions uniformes de premiére classe, ayant un nombre
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infini de points singuliers. Cela fait évidemment deux fagons de définir
ces points singuliers; nous allons montrer qu’elles conduisent au méme
résultat. ‘

Enfin on peut remarquer que les fonctions P et p dépendent du
cercle singulier. La définition qu'on doit donner des points de
deuxieme classe ne doit pas en dépendre. C’est ce qui a lieu ici. Pre-
nons la décomposition en sommes. La fonction II(z) peut se mettre
sous la forme (le point = = o étant le point singulier),

n=P(1)+0(),

Q(z) étant holomorphe a l'intérieur du cercle C de rayon p. La fonc-
tion P(z) ayant un nombre infini de points singuliers, il y en a un

nombre infini dont le module est plus grand que%- Il en résulte que la

fonction P % a un nombre infini de points singuliers & I'intérieur du
cercle C. Il en est de méme de la fonction II(z). C’est une propriété
qui distingue cette classe de la précédente. De plus, si I’on prend une
aire quelconque & 'intérieur de C ne conlenant pas le point O, il n’y
aura a l'intérieur de cette aire qu'un nombre limité de points singu-
liers. A I'intérieur de cette aire, la fonction est de premiére classe. En

) . 1 .
effet, a cette aire correspond, dans le plan des z’(z’-——;), une aire

limitée; la fonction P(s’) a, par conséquent, dans cette étendue, un
nombre fini de points singuliers.

Ces propriétés sont caractéristiques du point singulier de deuxieme
classe. En effet, supposons que la fonction II(z) jouisse de ces pro-
priétés & I'intérieur du cercle C. Soient a,, a,, -.., a, ses points singu-
liers, tels que la limite du module de a, pour » infini soit zéro. Soient
Gy, Gy, ..., G, les fonctions holomorphes qui définissent I"espece de
ces points singuliers.

Si I'on pose z = 212’ la fonetion G,,(——%) devient une fonction de u

7 —
~ n

qui peut se mettre sous la forme

g( - >+Qn(“),

u—a,

I

&, étant une fonction holomorphe de u, sauf au point «,, «, = -
n
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On pourra former une fonction uniforme ®(u), ayant pour points
singuliers d’espece G, les points «,. Cette fonction de z est une fonc-
tion de premiere classe qui a un nombre infini de points singuliers. Or
nous savons déja que la différence

n(.-:)—@(é)

admet le point z = o comme point singulier de premiere classe, si cette
différence n’est pas holomorphe. De sorte que I’on peut trouver une

fonction G, telle que ‘
wa-e(3)-6(3)

soit holomorphe a I'intérieur du cercle C. Il résulte de la que la fonc-
tion P<é>, qui définit 'espece du point singulier relativement au

. \ I 1 . .
cercle C, est égale a fD(;) + G <:> La fonction €(z) + G(z) repré-
sente bien une fonction uniforme de premiere classe, ayant un nombre
infini de points singuliers.

Cela posé, si nous prenons un cercle C, intérieur & C, la fonec-
tion II(s) jouira encore des propriétés caractéristiques du point sin-

. .y N . , . . 1
gulier de deuxieme classe & I'intérieur du cercle C,. La fonction P(:),

qui définit le point singulier, ne sera peut-étre pas la méme que pré-
cédemment, mais P(z) sera toujours une fonction uniforme de pre-
miere classe ayant un nombre infini de points singuliers.

Sil’on étudiait la décomposition en produits, on arriverait aux mémes
propriétés caractéristiques du point singulier de deuxieme classe; les
deux méthodes donnent donc le méme résultat.

Tous ces résultats permettent de préciser davantage la définition du
point singulier de deuxieme classe. Le point z = o est un point sin-
gulier de deuxieme classe de la fonction II(z), quand on peut trouver

un cercle C de rayon assez petit pour que la fonction P<%>, ou la fone-
tion p<é>> qui définit I'espece du point singulier par rapport a ce

cercle, soit telle que P(z) ou p(z) représente une fonction uniforme
de premiere classe ayant un nombre infini de points singuliers.
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Il y a un cas particulier intéressant & examiner. C'est celui ol la

6 ()
g . I 3
fonetion P<:> est de la forme ~
()
guliers de premiere classe qui se trouvent & l'intérieur du cercle C
sont des péles. Réciproquement, s’il en est ainsi, la fonction P(z) est
méromorphe. En effet, la fonction ®(u) est, dans ce cas particulier,
une fonction méromorphe de u. Ce point singulier de deuxieme classe
peut s’appeler un point singulier polaire.

- Dans ce cas, tous les points sin-

Quelle est la forme de la fonction p(é) dans ce cas? Soient

@,, a,, ..., a, les poles de la fonction II(z) & I'intérieur du cercle C.
On peul former une fonction g,(z) holomorphe dans tout le plan, se

, . N ooz . 1 1 I
réduisant & I'unité pour z = o et s"annulant aux points —> — -+-> —-
. a

22 «,
I
1(s) < & <:>

est holomorphe a I'intérieur du cercle C, sauf pour z = o, qui sera
alors un point de premiere classe pour ce produit. On aura donc

Le produit

()

(s)=s"q(s) ——=-

I
g1\ =
z

Cette forme montre que la fonction II(z) peut avoir un nombre infini
dezéros a I'intérieur du cercle C. Sil’on prend & I'intérieur de ce cercle
une aire limitée ne contenant pas le point O, il n’y aura a 'intérieur
de cette aire qu'un nombre fini de zéros. 11 n’en est pas toujours ainsi
pour les autres points singuliers de deuxieme classe. En effet, soient
a,, a,, ..., a, les points singuliers de premiere classe, =,, 2,. ..., I,
les cercles singuliers correspondants. Les rayons de ces cercles ont
évidemment pour limite zéro. Au cercle 3, correspond une décompo-
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=) (o).

La fonction g, peut avoir A l'intérieur du cercle 3, un nombre infini

sition de la fonction I (z) de la forme

(s) = (s — ay)r g, ( !

. . . I . .
de zéros qui sont ceux de la fonction g, (—a—> Dans une aire qui ne
S T Ca

contient aucun des points @, il y a un nombre limité de zéros.

14. Fonctions uniformes de deuxiéme classe. — Une fonction uni-
forme est de deuxieme classe quand elle n’a que des points singuliers
de premiere et de deuxieme classe. Elle est de deuxieme classe dans
une certaine étendue quand elle jouit de ces propriétés dans cette
étendue.

Quand un point est de deuxieme classe, on peut, de ce point comme
centre, décrire un cercle assez petit pour qu’il n’y ait pas de points
de deuxieme classe & Uintérieur de ce cercle, sauf, bien entendu, le
centre du cercle. Il en résulte immédiatement que :

Toute fonction uniforme de deuxiéme classe a ['intérieur d’une
aire A a, a U'intérieur de cette aire, un nombre limité de points singuliers
de deuxicme classe.

Si 'on prend une aire ne contenant aucun point de deuxieme classe,
la fonction considérée est de premiere classe dans cette étendue, et, par
suite, le nombre de ses points singuliers de premiére classe est limité
dans cette étendue. Enfin, on démontre, comme pour les fonctions de
premiere classe, que :

Toute fonction uniforme, qui est de deuxiéme classe sur toute la
sphére, n’a qu’un nombre limité de points singuliers de deuxieme classe.

Si le point O’ de la sphére‘est un point ordinaire, le nombre des
points smgullers de premitre classe est limité, abstraction faite de
ceux qui sont attachés aux points de deuxieme classe. Le nombre des
zéros de la fonction, en dehors des cercles singuliers, est aussi limité.

Si le point O” est un point smguher de premiére classe, le nombre
des points smguhers de premiere classe est encore hmxte, _mamle
nombre de zéros peut étre infini.
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15. Points singulers de troisiéme classe. — Le point infini d’une
fonction uniforme de deuxieme classe définit une nouvelle espece de
discontinuité que nous appellerons un point singulier de troisieme

classe. On voit alors que le point @ sera un point singulier de troisieme
classe, si les fonctions P (s-—:'_—-(;) » P <f?l), qui - définissent ’espece
du point singulier par rapport & un cercle C, sont telles, que P(z — a),
p(z— a) soient des fonctions de deuxiéme classe ayant un nombre
infini de points singuliers. Les propriétés caractéristiques de ce point
singulier, c’est qu'a I'intérieur du cercle C, décrit du point singulier
comme centre, la fonction a un nombre infini de points de deuxieme
classe; enfin, dans une aire quelconque située a 'intérieur de ce cercle
et ne contenant pas le centre du cercle, la fonction est de deuxieme
classe; elle a par conséquent un nombre limité de points de deuxieme
classe dans cette étendue. .

Quand le point singulier est de troisieme classe, ces conditions sont
satisfaites. I1 faut démontrer la réciproque. Placons-nous dans le cas
de la décomposition en sommes. Soient a,, a,, ..., @, les points sin-
guliers de deuxieme classe de la fonction & D'intérieur du cercle C;
2, 2., ..., 3, les cercles correspondants ; Py, Py, ..., P, les fonctions

qui définissent 'espéce de ces points singuliers. On peut, d’aprés notre
théorie générale, former une fonction @ <§> > holomorphe a 'extérieur
de Cet qui ait pour pointssinguliers a,, a,, ...,a, d’especes P,, P,,...,P,.
La différence II (z) — @G\), n’ayant que des points singuliers de pre-
miere classe & I'intérieur du cercle, peut se mettre sous la forme

1'1(:)-@(1;) :P’(%) +Q(3),

P’ étant une fonction qui définit un point singulier de deuxieme classe
au plus.
Cela posé, notre fonction ®(z) admet comme point singulier les

. T . . » .
points ay, &gy o .oy Uyy Gp= o ces polints seront des points smguhers
n

' .y . 1 ! . .
de deuxieme classe. En effet, la fonction @(;) a un nombre infini de
points singuliers dans le voisinage de a,; il en est de méme de la fonc-
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tion ®(=) dans le voisinage du point ,. Si I'on trace une aire voisine
de @,, mais ne contenant pas ce point, la fonction @<é> est de pre-

miere classe dans celte aire. A cette aire en correspond une autre, voisine
de «, et ne conlenant pas ce point. La fonction ®(z) sera de premiere
classe dans cette aire. Le point «, est donc bien un point de deuxizme
classe. Remarquons maintenant que la fonction II(z) peut s’éerire

n(:):P<%>—|—Q(:):

Comme cette décomposition en sommes de la fonction II(s) est unique,

ona. ])G):@(f)H’G)

P(5) =@ (3)-+P'(3). .

La fonction P’(z) étant de premiere classe au plus, on voit que P(z)
est bien une fonction de deuxieme classe, ayantun nombre infini de
points singuliers de deuxieme classe. La décomposition en produits
ménerait aux mémes propriétés caractéristiques. Les deux fagons de
définir ces points conduisent au méme résultat. Enfin, dans ces défini-
tions, le cercle G ne joue aucun réle, pourvu qu'on le suppose sufti-
samment petit. .

Cherchons la distribution des points de premiere classe 4 U'intériear
du cercle C. Si 'on trace une aire quelconque contenant I’un au moins
des points @, il y aura a U'intérieur de cette aire un nombre infini de
points singuliers; il en sera de méme, a fortiors, si I'on (race une aire
contenant le point O, car dans celte aire il y a une infinité de pointsa.
Si, au contraire, on trace une aire ne contenant aucun des points a,
la fonction n’aura & I'intérieur de cette aire qu’un nombre limité de
points singuliers, car dans cette étendue la fonction II(s) est de pre-
mitre classe. Celte disposition est la méme que celle des zéros dans
le cas des points singuliers de deuxieme classe.

Réciproquement, on peut former une fonction uniforme ayant des
discontinuités de premiere classe d’espece donnée, ces points singu-
liers élant disposés comme ceux que nous venons d’examiner. Des
points @, comme centre, on pourra décrire des cercles 2,, Z,, ..., 2"
qui n’empidtent pas les uns sur les autres. On pourra trouver une fonc-
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S dpy

tion Pn< ! ): nulle pour z infini, holomorphe a I'extérieur de =,,

et ayant pour points singuliers de I'espece donnée ceux de nos points
qui sont A Pintérieur de 2,. Cette fonction P, définit un point singu-
lier @, de deuxieme classe. On peut maintenant former une fouclion

VA . ys , . .
(1‘(:), holomorphe a I'extérieur de C et ayant les points a,, a,, ..., @,

comme points singuliers d’especes P, P,, ..., P,. Cetté fonction ¢ <§>
définit un point singulier du troisieme ordre.

A Pextérieur des cercles 2y, 2, ..., 5, il peut rester un nombre in-
fini de points de premiere classe; mais ces points restants sont (els,
d’apres nos hypotheses, que dans une aire limitée ne contenant pasle
point O il y en ait un nombre fini. On pourra donc former une fonc-

. I N ;. . . s
tion fL’,(:) holomorphe & l'extérieur de C, ayant pour discontinuités

tous ces points singuliers. Cette fonction 0?,(:) définit un point sin-
gulier de deuxieme classe au plus.

Cela posé, remarquons que la fonction P, n’est pas completement
définie par ’ensemble de ses discontinuités 2 I'intérieur du cercle 3,,.
On obtiendra toutes ces fonctions en ajoutant & 'une d’clles une fone-

. 1 . . ;o
tion de la forme G”(————->- Pour avoir la solution la plus générale

VT W
de notre probleme, il faudra ajouter & la fonction que nous avons ob-
tenue une fonction ayant pour points singuliers d’espece Gy, G, ..., G,
les points a,, a,, ..., a,, ¢’est-d-dire une fonction dont le point z =o
est un point de deuxieme classe.

L’ensemble des points singuliers de premiere classe ne définit pas
completement un point singulier de troisieme classe; elle le définit a
un point singulier de deuxieme classe pres.

Si I’on considere la décomposition en produits, le résultat n’est pas
tout a fait le méme. On peut d’abord former une fonection p<%> ayant

tous les points donnés comme points singuliers de premiere classe
d’espece donnée, et qui, de plus, n’aura pas de zéros en dehors des
cercles singuliers. On obtiendra toutes les autres solutions en multi-
pliant cette fonction par une autre f(z), qui a I'origine comme point
singulier de deuxieme classe, les points @,, a,, .. ., a, étant des points
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singuliers de premiere classe, cette fonction f(z) ne s’annulant pas a
intérieur des cercles singuliers.

Enfin, si dansla fonction P (T—a)’ qui définit un point singulier a

. ey I . .
du troisieme ordre, on remplace = par — on obtient une fonction de «

(qui a le point “Z;“ comme point singulier du troisitme ordre. En
effet : 1°la fonction de s a, dans le voisinage du point @, un nombre
infini de points de deuxieme classe; il en est de méme de la fonction
de u dans le voisinage de e; 2°si I'on trace une aire dans le voisinage
du point @ ne contenant pas ce point (on suppose cette aire assez petite
pour qu’elle ne contienne pas le point z = o), il y correspond dans le
plan des u upe aire voisine de « et ne contenant pas le point «. Dans
la premiere aire, la fonction de z est de deuxieme classe; il en est de
méme de la fonction u dans la deuxieme. Ces deux propriétés démon-
trent bien que le point & est un point singulier de troisieme classe.

16. Classification des points singuliers. — Apres avoir défini les points
singuliers de troisieme classe, on peuat définir les fonctions uniformes
de troisieme classe. Une telle fonction, quia un nombre infini de points
de troisieme classe, ne peut étre ni holomorphe, ni de premiere, ni de
deuxiéme, ni.de troisieme classe pour = infini. Le point infini de cetle
fonction est un point singulier de nouvelle espece, que nous appel-
lerons un point singulier de quatrieme classe. On définira ensuite
les fonctions uniformes de quatrieme classe ; le point infini d’une telle
fonction est de cinquitme classe. En continuant ainsi, on arrivera a
classer de proche en proche les fonctions uniformes et les points singu-
liers. Il suffira de suivre la méme marche que celle que nous avons
suivie pour les fonctions et les points singuliers de premiere et de
deuxieme classe. Supposons, en effet, qu’on ait défini ainsi les fone-
tions de (n — 1) classe et les points singuliers de ni*™ classe.

Si le point z = o est un point singulier de ri»¢ classe, on pourra
tracer un cercle C, du point O comme centre, a I'intérieur duquel la
fonction II (z) jouit des deux propriétés suivantes : 1° la fonction II(s)
a, & l'intérieur du cercle C, un nombre infinl de (n — 1)*™ classe; 2° la
fonction II(s) est de classe n —r dans une aire quelconque, inté-
rieure 3 C et ne contenant pas le point O. Ces propriélés subsistent
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évidemment si 'on diminue le rayon du cercle C. Enfin elles sont ca-
ractéristiques, c’est-h-dire que, si elles existent, le point zéro est un
point singulier de classe n, soit que I'on considere la décomposilion
en sommes, soit que 'on considere la décomposition en produits. Nous
supposons ceci démontré.

Cela posé, si dans la fonction P, <;—i—a>> qui définit I'espece d’un

. . . I .
point singulier a de classe n, on remplace s par —» on obtient une

\ . . . . . . 1
fonction de « qui a pour point singulier de classe ~ le point &= ~.

Le théoreme est supposé démontré pour les points singuliers de classe
n — 1. En effet, dans le voisinage du point @, la fonction de z a un
nombre infini de points de classe n — 15 il en est donc de méme de la
fonction de u dans le voisinage de «. Sil’on trace une aire voisine de @
ne contenant pas ce point et assez petile pour ne pas contenir le point O,
il y correspond dans le plan des z une aire voisine de « et ne conte-
nant pas ce point. Dans cette aire, la fonction de usera de classe (n — 1).
Le point « est bien, d’apres cela, un point singulier d’ordre n.

Une fonction est de classe » quand ses points singuliers sont de
classes 1, 2, ..., n. Dire qu'une fonction a un point singulier de
classe n, c’est dire que, de ce point comme centre, on peut décrire un
cercle de rayon assez petit pour que dans ce cercle il n’y ait que des
points singuliers de classe 1,2, ..., n —1. 1l en résulte immeédiate-
ment :

Toute fonction de classe n, dans une étendue limitée, a dans cette
élendue un nombre limité de points singuliers de classe n.

Si une fonction est de classe n sur toute la sphere, le nombre de ses
pounts singuliers de classe n est limute.

En effet, si le point infini est un point ordinaire de la fonction II(z),
tous les points singuliers de cette fonction se trouvent & l'intérieur
d’un cercle décrit de1’origine comme centre. Le nombre des points de
classe n est donc limité.

S’il n’en est pas ainsi, le point infini est un point singulier de
classe 1, 2, ..., n. On pourra ramener ce cas au précédent, en ajou-
tant & la fonction II(z) une fonction uniforme de classe (» — 1) au plus,
ce qui ne change pasle nombre des points singuliers de classe 7.
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Si une fonction de classe » a un nombre infini de points de classe ,
son point infini est un point singulier d’une nouvelle espece, que nous

appellerons un point singulier de classe (n+1). Le point a sera un
point de classe (n + 1) si la fonction P(s—i(—l> ou p(_—_—l_—z) qui sert &
définir Pespece du point singulier, est telle que P(:\— @) oup(s — a)
soit une fonction de classe » ayant un nombre infini de points singu-
liers de classe n. Comme précédemment, il y a I deux définitions dif-
férentes. Prenons celle qui correspond & la décomposition en sommes
et supposons le point singulier placé a I'origine. Soit C le cercle par
rapport auquel on définit 'espece du point singulier. A Pintérieur de
ce cercle, la fonction I1(z) jouit des deux propriétés suivantes: 1° ellea
unnombre infini de points de classe z; 2° elle est de classe n, dans une
aire quelconque intérieure 4 C et ne contenant pas le point O. Elle a,
par conséquent, danscette aire un nombre limité de pointssinguliers de
classe n. Réciproquement, si ces propriétés existent, le point z=o est
un point singulier d’ordre (n—+ 1). En effet, soient @, a,, ..., a,, ..

les points singuliers d’ordre » de la fonction & Uintérieur du cercle C.
De ces points comme centre décrivons des cercles X,, 2., ..., 3, ...,
qui n’empietent pas lesuns surles autres. Soient P,, Py, ..., P, les fone-
tions qui définissent 'espece de ces points singuliers. On peut, d’aprés
la théorie générale, former une fonction uniforme 9?(-2—) holomorphe 2
I’extérieur de C et ayant pour points singuliers d’espece Py, P,, ...,
P,, ... les points a,, @, ..., a,. La fonction @(«) a pour points sin-

. : . , y N I
guliers de classe n les points «,, &y, ...y &, ..., @, €tant égal a —-

a,

(’est une fonction de classe » ayant un nombre infini de points singu-
liers de cette classe.
ey I . . . .
La différence II(s) — CD(:) n’a plus de points singuliers de classe n.
L’origine est pour cette fonction un point singulier de classe n, au
plus. En appelant P’(z) une fonction declasse » — 1 au plus, on aura

(s) = @<%> —»—P'(é) +Q(3).

La fonction P<i>, qui définit 'espece du point singulier z =o par

P
~
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rapport au cercle C, est égale a @(é) -+ P’<§>. L’origine est donc bien
un point singulier de classe n. '

La décomposition en produits conduirait aux mémes propriétés ca-
ractéristiques. Les deux définitions sont donc équivalentes; entin, le
cercle Cne joue aucun réle : il suffit de le supposer suffisamment petit.

- Apres avoir tracé les cercles 3, 2,, ..., Z,, qui entourent les points
singuliers a,, @,, ..., a,, il nereste dans le cercle C, & extérieur de
ces cercles, que des points singuliers de classe (n — 1) au plus. Soient
b,, by, ..., b, ces points singuliers : on pourra les entourer de cercles
n’empiétant pas les uns sur les autres el n’empiétant pas sur les cer-
cles 2; en continuant ainsi, on formera n suites infinies au plus; si
Ponse donne la position et I’espece de ces points singuliers de diverses

. I . . . . .
classes, on pourra former une fonction T<:> qui ait ces discontinui-
tés, et cette fonction n’est pas completement déterminée; on pourray

. . I N , .
ajouter une fonction de la forme G<:>- Dans le cas de la décomposi-

. . ) . I . .
tion en produits, on peut former d’abord une fonction G?(;) qui ait
toutes ces discontinuités et qui ne s’annule pas a Uextérieur du cercle

singulier. On obtiendra les autres solutions en multipliant celle-ci par

une fonction g(é)» qui ne s’annule pas & I'intérieur des cercles singu-
liers.

La classification des peints singuliers et des fonctions est complete-
ment faite; nous allons donner quelques propriétés de cette classifica-
tion, entre autres la distribution des zéros et des points de premiere
classe dans le voisinage d’un point singulier de classe n. Il nous faut,
pour ccla, rappeler quelques propriétés de la théorie des suites infi-
nies.

17. Suutes infinies. — Supposons que, dans une aire limitée, on ait
un nombre infini de points isolés, c’est-d-dire ne formant pas une
ligne continue. On dit qu'un point a, situé dans celte aire, est un
point limile de cette suite de points quand il y en a un nombre infini
dans le voisinage du pointa. Si I'on trace une aire contenant le pointa,
il y aura toujours dans cette aire, quelque petite qu’elle soit, un
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nombre infini de points. Si, dans une airve limitée, il y a un nombre
infini de points, cette suite a au moins un point limite.

Cela posé, considérons tous les points limites de notre suite. Sileur
nombre est limité, la suite que nous considérons est simplement infi-
nie. La suite des points singuliers de premigre classe dauns le voisinage
d’un point de deuxieme estun exemple de suite simplement infinie qui
a un seul point limite; il en est de méme de la suite des zéros d'une
fonction dans le voisinage d’un point singulier de premiere classe.

Si le nombre des points limites est infini, ces points forment une
nouvelle suite infinie. Nous désignerons, avec M. Mittag-Lefler, par P
lasuite considérée, par P, la suite formée avec les points limites de P.
Sil'on trace une aire ne contenant aucun point de Py, cette aire con-
tient un nombre limité de points de la suite P. Eneffet, s’il en était au-
trement, il y aurait un point limite de P dans cette aire. Prenons un
point limite de P,; une aire quelconque contenant ce point a un
nombre infini de points de la suite Py, et a fortzori un nombre infini de
points de la suite P. Ce point limite de P, est dit un point limite de
deuxieme ordre de P; s1 le nombre des points limites du deuxieme
ordre estlimité, on dit quela suite P est doublement infinie ou qu’elle
est de classe 2.

Si le nombre des points limites du deuxieme ordre est infini, ces
points limites forment une nouvelle suite P,; en prenant les points
limites de cette suite, on a une nouvelle séric de points P,. Si cette sé-
rie a un nombre limité de points, on dit que la suite P est de classe 3.
En continuant ainsi, on formera des séries P,, Py, ..., P,. Si I'on peut
trouver un nombre n tel que la suite P, aitun nombre limité de termes,
on dit que la suite P est de classe n ('). .

Il peut se faire que toutes les suites obtenues aient un nombre infini
de points : on dit alors que la suite P est du deuxieme genre. Dans le
‘as contraire, elle est du premier genre.

18. Distribution des points singuliers de premiére classe dans le voisi-
nage d’un point singulier de classe (n +1). — Les points singuliers de¢

(1) Poir, & ce sujet, les recherches de M. Cantor surles ensemdbles de poirts, dont une
traduction francaise va étre publiée dans les Acta mathematica.
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premiere classe d'une fonetion I(z) qui a un point singulier d’ordre
n + 1 forment dans le voisinage de ce point une suite de classe n qui
a comme point limite d’ordre n le point singulier d’ordre n + 1. Réci-
proguement, si les points singuliers de premigre classe d’une fonction
forment une suite de classe n, le point limite de cette suite est un
point singulier d’ordre (7 + ). Le théoreme est démontré pour les
points singuliers de premiere, deuxieme et troisieme classe; on peut
le supposer démontré pour les points de classe .

Cela posé, soit z = o un point singulier d’ordre (n+1); de 'origine
comme centre, on peut décrire un cercle C tel qu’il 0’y ait a intérieur
de ce cercle que des points de classe 1, 2, ..., n. Il y a & Pintérieur de
ce cercle une suite infinie P de points singuliers de premiere classe.
Formons les suites P,,P,,...,P,_,, quise déduisent de celle-ci. Aucune
de ces suites ne peut avoir un nombre limité de termes. car s’il en était
ainsi, le point z = o ne serait pas de classe (= +1). Les points de la
suite P,_, sont des points singuliers d’ordre n de la fonction II(z); or
on sait que ces points forment une suite simplement infinie qui a pour
point limite le point z = o. La série P, se réduit donc au seul point
z=o0, ce qui démontre la premiere partie du théoreme.

Réciproquement, soit z = o un point limite d’ordre n. De ce¢ point
comme centre, on peut décrire uncercle C, qui contienne ce seul point
limite d’ordre n. La suite des points limites d’ordre (n —1) a,, a,, ...,
a, est une suite simplement infinie qui a pour limite z = o. Autour de
ces points décrivons des cercles 2,, 3,, ..., 2,, qui n’empietent pas les
unssur les autres. Quelle quesoit’espece des points singuliers de pre-
“miére classe qui se trouvent a intérieur de ces cercles, on pourra, par

s —a

. . . I 1
hypothese, trouver desfonctionsuniformes P, < -——a—>, P, < ); cees
S—qa, /.

holomorphes a I'extérieur de ces cercles et ayant respectivement, pour
points singuliers de premiere classe de 'espece donnée, les points qui
se trouvent dans U'intérieur des cercles =. Ces fonctions définissent des
points singuliers d’ordre n. A Pintérieur de C, mais en dehors des cer-
cles 2, il peut rester une suite infinie de points singuliers P’; cettc suite
est au plus de classe (n —1). On pourra former une fonction ayant
pour points singuliers les points de P’; le point z = o sera un point
d’ordre » au plus pour cette fonction, et elle n’aura pas de points sin-
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guliers d’ordre n 4 I'intérieur de C. Il résulte bien de Ia que toute fone-
tion qui acette suite de points singuliers de premiere classe a le point
s = o comme point d’ordre n + 1.

Prenons maintenant deux fonetions qui toutes deux ont cetle suite
comme points singuliers de premiere classe et de méme espece. Leur
différence admet le point 5 = o comme point singulier de classe » au
plus. Le théoreme est démontré pour les points de deuxieme classe; or
nos deux fonctions ont toutes deux comme points de deuxieme classe
les points limites de premier ordre qui forment la suite P,. En ces
points, la différence des deux fonetions admet un point singulicr de
premicre classe au plus; en tout autre point, cette différence est holo-
morphe. La suite P, est d’ordre n — 1; le théoreme est démontré.

Les points singuliers d'ordre (n —m) de la fonction II{ z) appartien-
nent & la suite P,_,,—,, qui est de classe m + 1. Si l'on se donne cette
suite de points singuliers et I'espece de ces points, on pourra former
unc fonction ayant tous les points de cette suite pour points singuliers
de Vespece donnée. En eflet, soient b un de ces points, B le cercle
singulier, P(z—_]_——b> la fonction qui définit 'espece de ce point singu-
lier. Quand P est donné, on a, par cela méme, espece et la position
des discontinuités de premiere classe qui se trouvent dans le cercle B.
Cela posé, I'ensemble des points de premiere classe qui se trouvent
dans les cercles B forme une suite d’ordre . On peunt done, d’apres le
théoreme précédent, former une fonetion II(z) qui admette tous les
points de cette suite d’ordre » comme points de premiere classe, 'espece

étant la méme que pour les fonctions P. La différence P(—_‘—b> — I (=,

n’est pas forcément holomorphe dans le voisinage du po\int b mais ce
point est d’ordre n — m — 1 au plus pour cette différence. On a done
ramené le probleme au cas ou I'ordre du point singulier est diminué
d’une unité, comme il est possible dans le cas ol les points & sont de
premiere classe : le théoreme est démontré.

Prenons deux fonctions qui ont tous ces points singuliers b d’es-
pece P. Leur différence est holomorphe dans le voisinage du point b.
Si maintenant ¢ est 'un des points limites de la suite b, c’est-a-dire si
c appartient & la suite P,_,, ce point ¢ sera pour nos deux fonclions’
un point singulier d’ordre n — m + 1; la différence de ces deux fonc-
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tions a au pointc un point singulier de premiere classe au plus. Il en
résulte que la différence de ces deux fonctions a le point z=o0 comme
point singulier d’ordre (m —+ 1) au plus.

Revenons & notre suite P de points Singuliers; apres avoirenlevé de
cette suite tous les points qui sont dans les cercles B, il reste unesuite
P’ d’ordre n — m — 1 au plus; & cette suite correspond un point sin-
gulier d’ordre » — m au plus, le point z =o. Au lieu de définir ce
point par 'ensemble de ces discontinuités de premiere classe, on peut
grouper a part tous les points singuliers d’'ordre n — m — m’. Si I'on
forme deux fonctions admettant ces seuls points singuliers, leur diffé-
rence aura [origine comme point singulier de classe 7’ au plus. On
pourra continuer ces groupements jusqu’a ce qu’on ait pris tous les
points singuliers.

En faisant la somme des fonctions que P'on obtient ainsi, on a une
fonction qui a tous les points de la suite P comme points de premiere
classe. Les fonctions ainsi oblenues ne sont pas les plus générales;
deux d’entre elles sont telles que leur différence admet le pointz =o
commegpoint singulier d’ordre ¢ au plus, ¢ étant le plus grand des
nombres m 4+ 1, m', m’, ....

12. Distribution des zéros dans le voisinage d’un point singulier
d’ordre (n+ 1). — Pour éludier cette distribution, nous supposerons
'espece du point singulier définie relativement & la décomposition en
produits. Supposons que, de tous les points de la suite P comme
centres, on ait décrit des cercles assez petits pour que chacun d’eux ne
contienne qu’un seul point singulier, ce qui est toujours possible,
puisque ces points ne forment pas une ligne continue. Soient @ un point
de la suite P, A le cercle correspondant et gla fonction qui définit 'es-
pece du point singulier. On sait que Ion a

1
n(s) =(s—a)* ’( z).
(=G—ars(=5) o)
Les zéros de la fonction 1(z) dans le cercle A sont bien déterminés;
ils forment en général, dans ce cercle, une suite simplement infinie qui
a pour limite a. Les zéros de la fonction [I(z) qui se trouvent dans les
cercles singuliers sont fixés & I'avance; mais la fonction peut avoir des
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zéros A U'extérieur de ces cercles. Parmi toutes les fonctions I1(z) que
Pon peut former quand on se donne les points de premiere classe et
leur espece, il y en a qui n’ont pas de zéros & 'extérieur de leurs cer-
cles singuliers. On ne considere, bien entendu, que les valeurs de =
qui sont comprises a Uintérieur du cercle C, décrit de 'origine comme
centre. Il suffit évidemment de supposer le théoreme démontré pour
les points singuliers d’ordre n.

Cela posé, soient a,, a,, ..., a, les points singuliers d’ordre n de la
fonction a I'intérieur du cercle C. Entourons-les de cercles =,, 3,, ...,
2, ...; dans chacun de ces cercles il y a un nombre infini de points
singuliers, qui eux-mémes sont entourés de cerclessinguliers. On peut,

par hypothese, choisir les fonctions
¢

m I - m I A
(z—ay) ‘m(z—al), (5 —a,) 21)2(:_0“)7

de telle facon qu’elles n’aient pas de zéros en dehors des cercles singu-

liers; on sait maintenant qu’on peut former une fonction @(%): hlo-

morphe a 'extérieur de C et ayant tous ces points singuliers. Si cette
fonction a des zéros en dehors des cercles =, ces points forment au
plus une suite simplement infinie ayant pour limite o. En effet, si I'on
trace une aire quelconque ne contenant pasle point o, on peut diviser
cette aire en plusieurs parties, les unes intérieures aux cercles =, les
autres extérieures. Dans les premigres parties, il n’y a pas de pointsde
la suite considérée; dans chacune des deuxiemes parties, la fonction -

<

1 . .
@(:) est holomorphe; le nombre de points de la suite dans chacune

de ces parties est limité; il y a aussi un nombre fini de parties, puisque
I'aire considérée contient un nombre limité de points a. Cette suite

, . . . . ~ /1 .
étant simplement infinie, on peut trouver une fonction (:<2> qui ad-

I
%3
met tous ces zéros. Le quotient ——¢ satisfait encore a la question et

6(3)

\

k) ’ y . . I .
n’a plus de zéros extérieurs aux cercles 2. Soit CB,(;) ce quotient; ses

/

zéros & I'intérieur des cercles = sont les mémes que ceux des fonctions p
qui définissent I'espece des points singuliers. On forme donc ainsi une
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fonction @ < > qui a tous les points de premiere classe intérieurs a

Setqui ne s'annule pas en dehors de leurs cércles singuliers.
Les autres points de la suite P définissent un point de classe n. On

pourra, par hypothese, former une fonction @, <§> qui ait tous ces
pointsde premiere classe et quines’annule pasendehors de leurscercles
singuliers. La fonction @, <—I—> @, (é) satisfait aux conditions deman-
dées. Soit IT,(s) cette fonction. Prenons maintenant 'une quelconque

des fonctions II(z).
On voit facilement que, dans le cas ot le point z=o0 esl un point

singulier du deuxieme ordre, le quotient <( )) a, en général et au plus,

un pointsingulier z =o de premier ordre; ce quotient ne s’annule
pas & Uintérieur des cercles singuliers.

Revenons au cas du point singulier d’ordre (n + 1). Soit & un point

: 1(s) y
limite de la série P; au point b, le quouent N admet, en général et

au plus, un point smrrulxer de premier ordre : il en résulte que le quo-

tient -—%—»—) a le pointz = o comme point singulier d’ordre n. La fone-

tion qui définit ce point singulier par rapport au cercle C ne s’annule
pas & Uintérieur des cercles singuliers. On voit que le théoreme n’est
pas touta fait analogue au théoréme correspondant dans la décompo-

. sition en sommes.
Si tous les points de premiere classe étaient définis par des fone-

1
tions de la forme eg{z), on pourrait former une fonction ayant un
point singulier d’ordre (n + 1) et ne s’annulant pas dans le voisinage
de ce point.

Tous ces excmples montrent combien est variable la disposition des
zéros dans le voisinage d’un point singulier d’ordre (n - 1). Dans tous
les cas, la suite des zéros d’unc fonction dans le voisinage d’un point
d’ordre n + 1 forme une suite de classe (n—+ 1) au plus, et le point
singulier est dans ce cas le point limite de cette suite.

En cffet, les points limites de la suite des zéros ne peuvent étre que
des points singuliers de premiere classe au moins, ces derniers points
formant une suite d’ordre n. Il en résulte que la suite des zéros est
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d’ordre n 41 au plus. Réciproquement, sil’on a une suite Q de zéros,
d’ordre n—+1, toute fonction qui s’annule en ces points a comme
points singuliers de classe (» + 1) au moins tous les points limites
d’ordre (n + 1) de cette suite; parmi toutes ces fonctions, il y en a qui
ont ces poinlslimites comme points singuliers d'ordre n + 1.

Le théoréme est démontré pour les suites de premiere classe : il suffit
de démontrer que, s’il est vrai pour une suite d’ordre », il est encore
vrai pour une suite d’ordre n + 1. En effet, soit 5 = o un point limite
d’ordre 7 + 1. De ce point comme centre on peut décrire un cercle G
qui ne contienne aucun autre point limite d’ordre (7 + 1). Nousconsi-
dérerons seulement la suite des points qui se trouvent dans le cercle C.
Soient @, @,, ..., @,, ... les points limites d’ordre » qui forment une
suite simplement infinie. De ces points comme centre décrivons des
cercles 2, 3,, ..., 2, qui n’empittent pas les uns sur les autres. On
peut alors trouver des fonctions

0 ' I
(:——a.l)'”lpl(:_al); (:—ag)"l=p2<:_a2), .

holomorphes & U'extériear de X, 2,, ..., 2, et qui aient respéctive-
ment pour zéros les points de la suite qui se trouvent dans ces cercles,
ces fonctions définissant des points singuliers d’ordre n. On pourra

. I . .
alors former une fonction @ <—-> qui admette ces points @, @y ...y @y, ...

-~
<5

comme points singuliers d’especes

1
c—am (=) G—ap( )

et qui, de plus, ne s’annule pas en dehors des cercles 3. Les points de
la suite extérieurs aux cercles = forment une deuxieme suite d’ordren

-~

. I ’
au plus. On pourra former une fonction CB,( ) ayant les zéros de cette
deuxieme suite et le pointz = o comme point singulier d’ordre n.
. r 1) . , .
Le produit 9?(;) @,(;) est I'une des fonctions demandées. On obtien-
-~ 0/

dra les autres en multipliant celle-ci par une fonction uniforme n’ayant
pas de zéros a 'intérieur de C, ce qui permet d’augmenter, autant
qu’on le veut, 'ordre du point singulier z = o.
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20. Fonctions uniformes et points singuliers du deuxieme genre. —
Tous les points singuliers ou, ce qui revient an méme, toutes les fonc-
tions uniformes rentrent-elles dans cette classification? Il est facile de
se convaincre qu’il n’en est pas ainsi. On peut en effet former, d’apres
le théoreme de M. Mittag-Lefler, une fonction ayant les points singu-

. N I 4 .
liers 1, 2, ..., n, ... d’especesP,, P,, ..., P,, ..., P,,(ﬁ—;—;) définis-

sant un point singulier de classe n. Cette fonction ne rentre pas dans
notre classification : on dit alors que c’est une fonction du deuxieme
genre. Le point infini d’une telle fonction ne peut pas étre un point
ordinaire; car, s'il en était ainsi, tous les points singuliers se trouve-
raient dans un cercle décrit de l'origine comme centre. Ce n’est pas
non plus un point singulier de classem; car, il en était ainsi, tous les
‘points singuliers dont le module est trés grand seraient de classes in-
férieures 3 m. On a donc une nouvelle espece de discontinuité, que
M. Mittag-Lefler appelle un point singulier du deuxieme genre.

Sile point z = o est un point singulier du deuxieme genre, il y a
dans le voisinage de ce point un nombre infini de discontinuités de la
fonction. L’ensemble des discontinuités de premiere classe ne peut for-
mer qu’une suite du deuxieme genre; car, s’il en était autrement, on
aurait un point singulier du premier genre. Les points limites de cette
suite, qui sont des points de deuxieme classe, forment encore une suite
du deuxitme genre. Il en est de méme de tous les points de classe limi-
tée quise trouvent dans le voisinage du point considéré.

Parmi toutes les fonctions du deuxieme genre, il y a lien de grouper
a part toutes celles quirestent de premier genre sur tout le plan, qui
n’ont qu’un seul point de deuxieme genre, le point infini. Elles jouent
un role analogue & celui que jouent les fonctions holomorphes dans la
théorie des points de premier genre. Leur point infini sera appelé, par
analogie avec la théorie des points de premier genre, point de pre-
miere classe. Il jouit de cette propriété que, dans son voisinage, il
n'y a que des points de premier genre. Nous appellerons de méme
fonction de premiere classe une fonction qui n’a que des discontinuités
de premicr genre, et parmi celle du deuxieme genre des discontinuités
de premiere classe. Elle jouit de propriétés analogues a celles des fonc-
tions de premiere classe dans les points de premier genre.
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1° Toute fonction de premicre classe dans une étendue limitée a un
nombre fini de points de premiere classe dans cette étendue.

En effet, d’un point de premiére classe comme centre on peut décrire
un cercle de rayon assez pelit pour qu’il n’y ait pas de points de
deuxieme genre & 'intérieur de ce cercle.

2° Toute fonction de premicere classe sur toute la sphére a un nombre
limite de points de premiere classe.

En effet, la marche que nous avons suivie pour démontrer les théo-
remes analogues & celui-ci montre immédiatement que la fonction est
égale 2 une somme de deux autres. La premiere étant de premier genre
sur tout le plan et n’ayant qu'un seul point singulier de deuxitme
genre, le point estinfini; la deuxieme fonction sera holomorphe pour =
infini, tous ses points singuliers se trouveront dans une aire limitée
décrite de I'origine comme centre.

Enfin, si a,, a,, ..., a, désignent une suite de points singuliers, tels

. , . . I
que le module de @, augmente indéfiniment avec n, si P,(_ - >,
o T Gy

1 . . ’ . .
P2<_ ) sont des fonctions uniformes représentant des points sin-

S Uy

guliers de premiere classe, on pourra former, d’aprés le théoreme de
M. Mitlag-Leffler, une fonction uniforme dans tout le plan et ayant les
poiuts a,, a,, ..., a, comme points singuliers d’especes P,, P,, ...,
P, .... On arrive au méme résultat en prenant la décomposition en
produits.

Le point infini d’une telle fonction définira un point singulier de
deuxieme classe. Il y a dans le voisinage d’un tel point une suite sim-
plement infinie de points de premiere classe. Réciproquement, si I'on
se donne une telle suite de points de premiere classe et 'espece de
ces points, on pourra former une infinité de fonctions ayant pour
points de premiere classe et d’espece donnée les points de cette suite.
Deux fonctions qui jouissent de ces propriétés sont telles que leur
différence admet I’origine comme point singulier de premiere classe
au plus.

Sil'on se place dans le cas de la décomposition en produits, on ar-
rive a des résultats analogues.
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On voit comment on peat classer ces points singuliers et ces fonc-
tions.

Cette classification ne comprend pas tous les points singuliers et
toutes les fonctions. Si 'on forme, en effet, une fonction uniforme ayant
le point 1 comme point singulier de classe 1, le point 2 comme point
singulier de classe 2, le point = comme point de classe , ..., le point
infini d’une telle fonction est un point singulier d’une espéce nou-
velle.

Nous donnerons spécialement le nom de points singuliers de
deuxieme genre, de fonctions de deuxieme genre & ceux que nous ve-
nons de classer.

21. Fonctions et points singuliers du troisieme genre. — Ia fonction
que nous venons d’examiner est du deuxieme genre dans tout le plan.
En faisant le méme raisonnement que précédemment, on voit que le
point infini de cette fonction n’est ni un point ordinaire, ni un point
de premier genre, ni un point de deuxieme genre. Nous appellerons
un point de troisieme genre, et nous dirons que ¢’est un point de pre-
miere classe dans ce genre. Dans le voisinage d’un point singulier de
premiere classe, la fonction est de deuxieme genre.

On peut ainsi classer les fonctions et les points singuliers du troi-
sitme genre. Il est clair qu’en continuant ainsi on arrive & former
une suite illimitée de genres, tous divisés en classes.

22, Fonctions et points singuliers de deuxieme famille. — Tous des
points singuliers et toutes les fonctions uniformes rentrent-ils dans
cette classification? Il est facile de se convaincre qu’il n’en est pas
ainsi. On peut, en effet, former une fonction qui admet le point 1
comme point singulier de premier genre, de classe d'ailleurs quel-
conque; le point » comme point singulier de genrc n de classe quel-
conque aussi. Le point infini d’une telle fonction ne peut pas étre un
point ordinaire, car on sait que, dans ce cas, tous les points singuliers
se trouvent dans une aire limitée, ce qui estici impossible. Si le point
infini était un point de genre n, la fonction II(z) considérée serait
égale & une fonction de genre n sur tout le plan, augmentée d’une
fonction holomorphe pour z infini. En effet, si I'on pose z == %; la fone-



THEORIE DES POINTS SINGULIERS ESSENTIELS. 353

. 1 Ry .
tion H(:,) peut s’écrire

r(2)=r(z) e

1 o . . . )
P(;) définissant-un point singulier de genre n, et Q(z') étant holo-

S

morphe dans le voisinage de = 0. On a alors
1(s) :P(z)-{—Q(é)-

P(z)n’a pas de points singuliers dont le genre dépasse n; enfin les
points singuliers de QG) se trouvent dans une aire limitée.

Le point infini de cette fonction est donc un point singulier d’une
nouvelle espece. Nous dirons qu’il appartient & la deuxieme famille.

La premiere famille de points singuliers et de fonctions comprend
tous ceux que nous avons partagés en classes et en genres. La deuxieme
famille pourra elle-méme se diviser en classes et en genres.

On pourra former une suite illimitée de familles; on n’aura pas en-
core formé toutes les fonctions et tous les points singuliers possibles.
On peut continuer ainsi indéfiniment.

Le cadre de ce travail ne nous permet pas d’étudier les propriétés
des genres et des familles; ¢’est un point sur lequel nous nous propo-
sons de revenir plus tard.

23. Considérations générales sur la classification des points singuliers.
— Quel est le principe méme de cette classification des points singu-
liers et des fonctions? Cela revient, en somme, & considérer toute une
série de fonctions uniformes, les fonctions holomorphes, comme fone-
tions de classe zéro. Le point infini de ces fonctions est un point sin-
gulier de premiere classe; si 'on forme, a l'aide du théorveme de
M. Mittag-Leftler ou du théoreme analogue pour la décomposition en
produits une fonction ayant un nombre infini de points de celle es-
pece, cette fonction sera de premiere classe et son point infini de
deuxitme. A 'aide d’un nombre limité d’opérations analogues, on
forme les fonctions et les points singuliers de premier genre. Pour
définir les fonctions de deuxieme genre, on forme des fonctions de

Ann. de I’Ee. Normale. 2° Série. Tome XII. — OcTORRE 1883. 45
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premier genre, telle que la classe de leurs points singuliers augmente
indéfiniment avec le module de ces points. Les points infinis de ces
fonctions définissent les points singuliers de premiere classe dans le
deuxieme genre. Partant de la, on arrive & établir la classification des
points de deuxieme genre, puis a4 former successivement les divers
genres, les familles, etc.

I! se pose alors une question. Ne pourrait-on pas choisir arbitraire-
ment un groupe de fonctions uniformes qu’on appellerait fonctions de
classe zéro? Les points infinis de ces fonctions seraient appelés points
singuliers de premiere classe; on effectuerait enfin la méme série d’opé-
rations que celles que nous avons faites en partant des fonctions holo-
morphes. Nous nous contentons de poser la question pour le moment ;
nous essayerons plus tard de montrer comment il faut choisir ces fone-
tions pour que la classe, le genre, la famille, etc., d’un point singulier
ou d’une fonction soient parfaitement déterminés.

DEUXIEME PARTIE.

FONCTIONS SIMPLEMENT PERIODIQUES.

1. Préliminaires. — Une fonction qui a pour période » et le point a
comme point singulier a pour points singuliers de méme espece tous
les points dont P'affixe est (@ + nw). Nous représenterons tous ces
points par le symbole (a). Nous supposerons d’abord qu’il n’y ait
qu'une seule ligne de points singuliers, la ligne (O). On peut traiter
la question 2 deux points de vue, soit en considérant la décomposition
en sommes, soit en considérant la décomposition en produits.

2. DECOMPOSITION EN SOMMES. — Représentation de la fonction a ! aide
d’une série. — Soit
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une fonction uniforme dans tout le plan, holomorphe & I'extérieur
d’un cercle C, décrit de I'origine comme centre avec un rayon p. Décri-
vons des cercles des points nw, comme centre, avec le rayon p. For-

mons la somme
(1) P(f) “”ZP(; ) 2 < +sw>

Voyons ce qui arrive quand 7 et n croissent indéfiniment.
Pour des valeurs de r assez grandes, on a

mod(—i‘——— A"><mod B E‘,,
S5—7Iw rw

r2

r .1
mod[P( ! >— Ay ]<mod—B——,,<li_,=

S5—row 5 —7r (5 —rw)* ~r2

<~

ket £ étant des constantes. Il en résulte que, pour ces valeurs de r,

mod[P< ! >+j—x—1—>]<h—£
S—rw rw r
On démontrerait de méme
4
mod[P( ! >—ﬂ]<1ﬁ{;
53— SW Sw $=

Il en résulte que la somme

o 2= 1aS 1) i weSTr ()4

converge uniformément; elle représente a la limite une fonction uni-
forme qui a pour points singuliers d’espece P tous les points nw. Cette
fonction E(z) a d’ailleurs pour période o, car on a

E(5s+ m)——E(Z):—lim[:P<z—1mw> +£—;]
. I A‘ \
+11m§P<:+ (n+ 1)w> +(‘n+ I)u’ﬁ'

Cette limite est nulle. En comparant (1) et (2), on voit que (1) ne peut
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A . m . .
étre convergent que si — a une limite. La valeur de (1) est alors
A, m
k-4 —loglim —-
E(z)+ o loglim —

3. Développement de la fonction E(z) en série contenant cot”= et ses
w

dérivées. — La fonction définie par la série (2) peut se mettre sous la
forme d’une série double :

>
TN
3]

—
_|.
€~
N
~
z
TN
3]
‘ -
e
N

o
>
-
@
N
t.!l
[ -
el

Y
12
+1 .
N
€
|
l;‘l
€
\u_/
.
»
A~
3]
+l_
)
€
~
.
w
N
b
Jr!H
N
el
N———
«w

La formule (2) montre que cette suite doublement infinie converge
uniformément quand on groupe les termes par lignes horizontales. On
ne change pas cetle somme en groupant les termes dans un ordre quel-

" conque. Faisons la somme des termes qui se trouvent dans une méme
colonne verticale. La somme des termes de la premiere colonne

T T .
est A,;cot-{;; la somme des termes de la deuxieme colonne est

T T3
— A, =D, cot—; celle des termes de la colonne de rang n est
(O} w

A ()t
mA"( ) 1.2...(n—1)

Dzt cot ==
w
Il en résulte que la fonction E(z) peut s’écrire
™ s . w5 A; T3
E(3)= -(Ajcot— — A,D;cot — +~ —D2cot — 4+ --- ),
w w w 1.2 w

série qui est convergente a I’extérieur des cercles C.
On obtiendrales autres fonctions définies par la formule (1) en ajou-
tant une constante a cette série.



THEORIE DES POINTS SINGULIERS ESSENTIELS. 35

7

La fonction E(z) s’exprime aussi en fonction uniforme de 'exponen-

2iws

tielle y = ¢ “ . Remplacons, en effet, 5 par 2—‘;—_Ly. A une valeur de y

correspondent une infinité de valeurs de z de la forme z + nw; et, par
suite, il y correspond une seule valeur de la fonction E(z). Celte fone-
tion uniforme de y ne peut avoir que deux points singuliers & distance
finie, les points o et 1. Le point o est un point singulier de premitre
classe. Le point 1, au contraire, est en général de classe supérieure.
Il est entouré de points singuliers qui se trouvent & 'intérieur d’une
courbe 2, qui correspond aux cercles C. Cette courbe = ne contient pas
Iorigine. En appelant II(y) la fonction obtenue, on aura

b1=2(2) <o+ 6(3)

qe( -
y..._.

qui a pour période . Cette fonction est une des solutions denotre pro-
1

bleme. @(:y—:_——> est dela forme

1

1) ne differe de E(z) que par une fonction holomorphe de z,

/1 \_ B B, _

On calcule facilement les coefficients B & ’aide des coefficients A.

k. Cas de la décomposition en produits. — Représentation de la fonc-
tion a l’avde d’un produit infini. — Soit 57 p (é) la fonction qui définit

I’espece de point singulier. Décrivons des points nw comme centre les
cercles singuliers qui, comme nous 1’avons toujours supposé, n’empie-
tent pas les uns sur les autres. Supposons qu'a Uextérieur du cercle
décrit de 'origine on ait

I a, @
Pl=)=1+—+ =+ -
-~ ~ ~

sela posé, considérons le produit

7

o ()T & =) 2 ()
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Formons le produit

I a, _ b2 b3 . D I
P<s——rw>x <I~ z——rw>_l+(s—-rw)2+ (;—rw)"‘_l—”' _I+q<z——-rw>'

Pour des valeurs de r assez grandes, le module de @( . rw) est plus

petit que %, M étant une constante. Il en résulte que le produit

T (=) (o 5255)]

converge uniformément; il en est évidemment de méme du produit

e

D’autre part, on a

a a b
1 — L = L 2

- —2—-24-"')
S—Irw ro r‘w

les coefficients b étant des polynomes entiers en z. Le produit

_a
— 4 e
s—ro

se met sous la forme, pour des valeurs de r assez grandes,

B, B;

+ =
73 w3

1+ S e

r2w?

Il en résulte que le produit

converge uniformément.
Enfin M. Hermite a montré ( Caleul differentiel de Lacroix) qu’il en est

de méme du produit
| (-7))

1
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En modifiant un peu le produit (1), on arrive a former un produit
qui converge uniformément :

“+m
N - _{ . 5 \? 1 +:—’5+'{_,—:'
(2) E(~)_*~’1p<:> ><lm1]][(1—n—)> xﬁ(:—~rm> xe ]

Cetle limite est une fonction uniforme de s, qui a comme points sin-

guliers d’espece qu<é> tous les points nw.
En comparant (1) et (2), on voit tout de suite que (1) sera conver-

. j m . . , . « e
gent si le rapport — tend vers une limite. En désignant cette limite par

le symbole (%n>, la valeur du produit (1) sera

“+m

()3

« w

E(s)xe - —n
-+m
I .. m
Or 2 - a pour limite log(‘;{)-
Le produit 1 sera donc égal a
(442
(”_"> Py E(S) X e (m+ « ).
n
Si, dans le produit (1), on remplace z par z+ «, l’expression est
multipliée par

lim

1)[5-“:—(_’11:“)—”] > [:—I— (n—+ x)w]q.

I T—mw
) —_—
F S—muw

Elle se reproduit, & un facteur constant pres, quand ony remplace z
par z + »; en multipliant cette fonction par e®®, a étant convenable-
ment choisi, on obtiendra une fonction périodique. Il faut remarquer,
de plus, que cette fonction ne s’annule pas 2 I'extérieur des cercles C.

Si I'on veut avoir toutes les solutions, il suffira de multiplier cette
fonction par une fonction holomorphe arbitraire ayant la période w. Si,
de plus, on voulait avoir des fonctions n’ayant pas de zéros a I'exté-
rieur des cercles C, il faudrait multiplier par une fonction holomorphe
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périodique n’ayant pas de zéros. Une telle fonction est de la forme

G( H_?m'rz

s
G(z) admeltant la période o.
5. Expression de ces fonctions al’aide de l'exponentielle e © . — Nous
savons déja que si, dans ces fonctions, on remplace la variable = par

2inz
la variabley, qui lui est liée par ’équation y = ¢ * , la fonction II(y)
ainsi obtenue est uniforme et n’a que deux points singuliers, le point
y =1 et le pointy=o, qui est de premiere classe. Cette foncuon peut
alors se mettre sous la forme

() = (r =1 3 Jew.

L
Y — 1

Si I'on remplace y par sa valeur dans Q(yj, on obtiendra une fonc-
tion holomorphe périodique. Il en résulte que (y — 1) mb(y—i_—l> est
une dessolutions que nous cherchons.

Il nous suffit de constater ’existence de cette fonction (y— 1) (;L—J

Les solutions que nous cherchons se représentent plus facilement &
I"aide de la fonction cot“—o—f et de ses dérivées.

Plagons-nous dans le cas ol I'ordre du point singulier est nul. Po-
sons

I
ﬂ%LﬁuM

~3
Y

Formons la fonction E,(z) qui, dans le cas de la décomposition en

Dr(3),
sommes, correspond au point singulier —%- On aura
d

P21

_E,(z)::( A,D, cot—--+—A’ DQCOt )
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La théorie générale nous apprend que la fonction
f:E,(:;d:
€Y %o

. . . . . 28 .
est uniforme et a pour points singuliers d’espece p(:) tous les points
nw. Cette fonction peut s’écrire ’

E(——Agcotﬂ-f-f-f_—?znzcol-%—%Dicot%+...).

Cette fonction admet évidemment pour période w. Cest donc une
des solutions de notre probleme.

Dans le cas ol I'ordre du point singulier n’est pas nul, on multi-

2nim3
pliera la fonction précédente par e © , n étant 'ordre du point sin-
gulier. :
Si dans la fonction E(z) on remplace s par — @+ s', la fonction
~obtenue E,(z’) aura pour point singulier d’espéce P ou d’espece

z”p(—i—) tous les points (@). Elle a aussi pour période w. On sait done

former, soit dans le cas de la décomposition en sommes, soit dans le
cas de la décomposition en produits, les fonciions périodiques qui ont
pour points singuliers d’espece donnée les points (@). Voyons comment

2imz'

on peut les représenter a I'aide de I'exponentielle ¢ © . Posons

2iwz a7

,}’I:em’ '

d’Oil [
' _2ira 2ims ry,t‘.‘
y=e ° 4e€ © ==—> -
(¥
2ima i_"‘
w k\

¥, étant égal & e

o

Il suffira done de remplacer dans les foncliorfs“é;‘(}'_"‘_’}); q;(},l_l),

f . . .
¥ par %’— Les nouvelles fonctions en y’ ont le seul point singulier es-
1

sentiel y,. Cela posé, proposons-nous de former une fonction uniforme
ayant pour période » et pour points singuliers d’espece donnée les
points (@,), (@), -.vs (@n)s «.-n
Nous supposons comme toujours que les cercles singuliers n’empie-
Ann. de U'Ee. Normale. 2¢ Série. Tome XII. — Novemsre 1883. 46
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tent pas les uns sur les autres. Nous nous placerons dans le cas ol les
points @, @y, ..., @,, ... sont tels qu'il y en ait un nombre limité dans
une aire finie; autrement dit, les points a,, a,, ..., a, forment une
suite simplement infinie dont le point 5 == est le point limite. Les
autres cas se ramenent A celui-ci, d’aprés les principes généraux de la
théorie des points singuliers.

La question peut se traiter & deux points de vue, soit en décompo-
sant en sommes, soit en décomposant en produits. Le mode de raison-
nement est d’ailleurs'le méme. Prenons la décomposition en sommes.
Soient P,, P,, ..., P,, ... les fonctions qui définissent I'espece des
points singuliers. Formons les fonctions @,, ®a, .... @,, ... qui leur
correspondent. Aux points @, a,, ..., @, correspondent poury des va-
leurs b,y by, ..., b,, .... Ces valeurs se partagent en deux groupes :
celles dont le module est plus grand qu'un nombre donné o, d’ailleurs
quelconque. Soient ,, ¢y, ..., &y, ... c& premier groupe; il forme en
général et au plus une suite simplement infinie dont le point infini est
fe point limite; soient alorsII,, Iy, ..., II,, ... les fonctions @ corres-
pondantes; les courbes singulitres qui correspondent aux cercles sin-
guliers n’empietent pas les unes sur les autres. On pourra former une
fonction F(y) ayant les points singuliers a,, a,, ..., 2, d’espice
0, May oeey Ty e

Prenons le deuxieme groupe : soient 3, f3., ..., £, les valeurs de
ce groupe; elles forment une suite simplement infinie ayant pour li-
mite zéro. Soienty,, x., ..., 3, les fonctions @ correspondanta ces points.
On pourra former une fonction F,(y) ayant les points 3,, ., ..., [,
comme poin(s d’espece x,, %ar « -+ Lo -

2ins

Il est clair que, si dans F(y) -+ F,(y) on remplace y pare ®, on
aura une des fonctions demandées.

On obtiendra toutes les autres en ajoutant & celles-ci des fonctions
holomorphes de z ayant pour période o.

Il est bon de faire remarquer que, dans le cas de la décomposition
en produits, on peut former les fonctions en y, de facon qu’elles ne
s’annulent pas en dehors des courbes singulieres, et, par conséquent,
la fonction en z ne s’annule pas en dehors des cercles singuliers.
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TROISIEME PARTIE.

FONCTIONS DOUBLEMENT PERIODIQUES.

1. Préliminaires. — Nous formerons d’abord des fonctions intermé-
diaires, qui jouent dans cette théorie un role analogue & celui que
jouent les fonctions ¢ dans la théorie des fonctions doublement pério-
diques méromorphes. Ces fonctions intermédiaires n’ont qu’'un seul
point singulier dans chaque parallélogramme élémentaire; en les com-
binant, on arrive aux fonctions doublement périodiques. Nous appel-

i . w'i
lerons » et o' les périodes; nous supposerons que, dans le rapport _U(T
la partie réelle soit négative. Enfin nous examinerons successivement
le cas de la décomposition en sommes et le cas de la décomposition en
produits.

2. DECOMPOSITION EN sOMMES. — Formation d’une fonction intermé-
diaire ayant pour points singuliers d’espéce donnée tous les sommels des

parallélogrammes des périodes. — Soit P<é) la fonction caractéristique
du point singulier; cette fonction est représentée, dans la partie du
plan ol elle est holomorphe, par la série

~2
g ~

On peut alors former une fonction uniforme ayant pour période o et
pour points singuliers tous les sommets des parallélogrammes formés
avee les périodes, en prenant Porigine comme sommet. Soit F(z) 'une
de ces lonctions; la différence F(z + o') — F(z) est holomorphe : elle
a pour période w. On aura alors

F(s+ o) —F(s)=12(s),
ol 20i%w5
( —
) w(3) :E B,e .

o
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Nous allons simplifier la relation (1) en cherchant & former une
fonction holomorphe qui satisfasse & la méme relation

(2) G (5 -+ o) — G(z) =¢(3);

nous assujettirons la fonction cherchée & avoir pour période w. Po-
sons

+» 2ninz
Gz)=Y Cue © 3

en remplagant z par z + o/,

2nity 2nimz

-+ »
G(z—i—w')-_——zcne e ©

d’olr

-+

' 2ninw' 2nins
G(:—;«m’)—(}(s)zzcn(e @ ~——r>e e

Dans le développement de cette différence, il.n’y a pas de termes
indépendants de P'exponentielle. Le probleme ne sera donc possible
que si le coefficient B, est nul. Laissons de coté ce coefficient; pour
identifier, il faudra poser

2 nimw'

C,L<(: ® —-—1) =B,.

Ces équations permettent de calculer les coefficients C; il restea
montrer que la série formée avec ces coefficients est convergente.

2 imw’

Soient ¢ le point dont 'affixc este ° , p le module de cette quan-
tité; on a p < 1. Marquons les points dont 'aftixe est ¢”, » prenant
toutes les valeurs de — o a4 + % . Ces points se trouvent sur des cer-
cles dont le rayon est p”.

Cela posé, la distance du point ¢” au point 1 est le module de

2 nimo

e Y —1.

Cette longueur ne tend jamais vers zéro, car les points ¢” ne sont
. . 1 .
jamais entre les deux cercles dont les rayons sont p et =’ cercles qui

comprennent le point 1. On peut done trouver une quantité ¢ telle que
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I'on ait

[ 2niwe’

~

mod(\_e o ~1>>o
et, par suite,
modC, < modB, <

0] =

On pourra dounc trouver une fonction holomorphe G(s) ayant pour
période w et telle que 'on ait

(3) G(s-+o') —G(3)=72(s) — By,

Formons maintenant la fonction I1(z) = F(s) — G(s). En vertu des
relations (1) et (3), elle satisfait aux deux relations

(s -+ w) =T1(3),
N(s+ w') == 0(3) + B,.

"La fonction F(z), qui nous a conduit & cette formule, jouit d’une
certaine indétermination; il y a une infinité de fonctions ayant pour

période » et pour points singuliers d’espece P(é) les sommets du pa-
rallélogramme ww’. On aurait pu faire le calcul en partant d’une autre
fonction; on arriverait & une fonction II,(z), satisfaisant & des rela-
tions de la forme (4)

. (5 4+ w) =1,(3),
() (54 ') = 0,(5) + B

La différence TT,(z) — T (z) = H(z) est holomorphe, car II(s) et
11,(z) ont les mémes points singuliers de méme espece. On aura alors

H(s+ w) =H(s),
H(s -+ o) =H(z) + B, — B,.

Cesrelations exigent que (3, soit égal a B, et que H(s) soit une con-
stante. Ainsi ce nombre B,, qui s’introduit dans nos calculs, ne dé-
pend que de I'espece du point singulicr et des périodes. Toutes les
fonctions II(z) ne different que par une constante.

La fonction IT(z — «) satisfait aux mémes relations que la fonction
I1(z). Il résulte de 1a qu’il est impossible de former une fonction dou-
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hlement périodique n’ayant qu’un seul pomt singulier dans chaque
parallélogramme, & moins que B, = o.

3. DiveELoPPEMENT DE LA FoxcrioN I1(z). — Pour former la fonction
I1(z), nous allons employer une méthode qui a été donnée par M. Ap-
pell (Comptes rendus, 3 avril 1832).

Prenons la fonction ¢(z) de M. Hermite. Elle satisfait aux deux re-

lations
s+ w) =%(3),

2iT
e+ of) =— — 4+ 1(3).
La fonetion IT, (5) = II(s) + ff— B, ¢(= )ulmetcommepériode w,0';
clle a pour points singuliers d’cspbce P(é> + ————B < tous les som-

mets da parallélogramme w, ’. Tracons le (,u“c]e smwuller du point
s = o et un parallélogramme z,, 5, + w0, 7, + ', 5,4+ » + & qui ne
coupe pas le cercle singulier. Soit z un point pris dans ce parallélo-
gramme en dehors du cerclc singulier. Entourons ce point d'un petit
cercle (2).
Si I’on considere 'intégrale

P m( ) (s —t)dt,
'intégrale prise suivant Ie parallélogramme est égale 4 la somme des
intégrales prises le long des cercles (o) et (z).

L'intégrale prise le long du parallélogramme est une constante H
indépendante de ¢.

La valeur de I'intégrale prise suivant le cercle (¢) est égale a II,(¢).
Enfin, pour les valeur% de z situées dans le voisinage du cercle o, Ia
fonction II,(z) se développe en série de Laurent; la partie qui contient
les puissances négatives de = est

<A14—7"’—Bo> +é—2+{\—°‘+

€[z — t) se développe en série contenant les puissances positives de
série convergente pour toutes les valeurs de z dont le module est
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moindre que le plus petit des modules de ¢ + m» + nw' et, par con-
séquent, convergente sur le cercle o :

-2

o X

(5= O)=—L0+ 20 — = () +....

1.2

L’intégrale prise le long du cercle est

’—(Al+ 57__’30) 208) -+ Ay T(8) — %:f’(z)+....

N

On aura donce

m(¢) =M +(;\1+ %tm) 06)— A T(0) .

La fonction IT,(¢) étant doublement périodique, on doit avoir

1) YL
A+ —By=o0, By=—
2({T w

.‘\.l-

On voit que B, est proportionnel au résidu du point singulier. En
tenant compte de cette relation et en supprimant la constante H, on
peut définir la fonction IT(z) par la série
L . (—nr-t .
H(s)=A () — A, ¥(35)+...+ T (= Ay Gai(3)+. .o
Il résulte de notre analyse qu’il y aura fonction uniforme de z dans
tout le plan qui coincide avec cette série. Cela est évident dans le cas
olt le point singulier est de premiere classe, car alors le cercle o est
aussi petit que I'on veut : le point z peut se rapprocher indéfiniment
du point z = o.

4. FORMATION DES FONCTIONS DOUBLEMENT PERIODIQUES. — On peul es—
sayer maintenant de former une fonction doublement périodique ayant
les points «,, «s, ..., «, pour points singuliers d’espece P, P., ..., P,.
On suppose toujours que les cercles singuliers n’empietent pas les uns
sur.les autres. Soient IT,, IT,, ..., II, les fonctions II qui correspon-
dent aux fonctions P,, P,, ..., P,et A,, A,, ..., A, les résidus de ces
fonctions. Posons.

F(5)=M(s— %)+ (5 —a)+...+ (5 —a,).
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Cette fonction F(z) satisfait aux deux relations suivantes :

F(s+w) =F(3),

F(z—+o)=F(z )—2—Il(A1—|—A=,+ AL

Si la somme des résidus est nulle, la fonction F(z) est doublement
périodique. S’il n’en est pas ainsi, il est impossible de former une fone-
tion doublement périodique dans ces conditions. En effet, s’il y en
avait uné, la différence F,(z) — F(z) entre cette fonction et la fonc-
tion F(z) serait holomorphe. Soit G(z) cette différence; on aurait alors

T G(s+w) =G(a),
G(z—}—zo’):M(Al—l-A,-l— A+ G(2),
ce qui est lmpossmlc.

Pour qu’on puisse former une fonction doublumm périodique,
ayant des points singuliers donnés, il faut et il suffit que la somme
des résidus de ces points singuliers soit nulle.

Si cette condition est satisfaite, on obtiendra toutes les solutions en.
ajoutant une constante a F(z).

Enfin, si Pon remplace les fonctions II par leur développement, on
pourra mettre en fonctions sous la forme

n n n
1 Ql
H +2A1,7n C(s—anm) "‘2 Ao g(s—ap) + o 2 A;;,,,, (5 —ap)~+....
1 1 1

Remarquons que nous n’avons fait aucune hypothese sur l'espece
des points singuliers; ces formules renferment donc I'expression la
plus générale des fonctions doublement périodiques.

5. DEVELOPPEMENT EN PRODUITS. — Formation des jfonctions intermé-
diaires. — Soit z'”p< > la fonction caractéristique du point singulier.

Tracons le parallélogramme des périodes, décrivons de chaque sommet
les cercles singuliers, qui, comme toujours, ne doivent pas empiéter
les uns sur les autres. On peut former une fonction uniforme f(z) ayant
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pour période o, ayant tous ces points singuliers d’espece 'z”’p(i_) et

enfin nes’annulant pas én dehors des cercles singuliers.

fs+w)
J(=)

dans toute I’étendue du plan et a pour période w. On peut poser

(I) A S f(:+w) :‘/.(:)’ Aniws

[ /(5= (s e e 5,

Cela posé, le quotient est holomorphe, n’a pas de zéros

n ¢tant un entier positif ou négatif; g(z) une fonction holomorphe qui
a pour période w. On peut développer g(z) suivant les puissances posi-
. , . . ks .20® . ,
Lives et négatives de I’exponentielle ¢ * . Soit —-a le terme indépen-
dant de la variable. On sait qu’on peut trouver une fonction holo-
morphe 4(z) telle que I'on ait

Az +w) =Nh(3),

(2) ' llr(5+(u’):/1(3)+g.(:) "'22:;1:(1.

2w
gis)——ua

L’exponenticlle ¢ a pour période o et se multiplie par ¢ =
quand on y remplace z par z + »'. Formons la fonction

c/z(:.) -

Cette fonction, qui a tous les sommets du parallélogramme comme
. . . N I
points singuliers d’espece 5’”])<:>7 ne s’annule pas en dehors des cer-

cles singuliers. Enfin elle satisfait aux relations

( (54 w) —=II(3),
2w
—(ns i

[ O(z++w)=I(s)>xe" e

La fonction f, qui est le point de départ de notre calcul, n’est pas
completement déterminée; on pourrait partir d’une autre fonction f;,
on arriverait & une fonction analogue d II(z), jouissant de propriétés
exprimées par des équations de la forme (3). Reste & voir sin et a va-
rient. Ktablissons d’abord un lemme préliminaire.

Pour qu’une fonction holomorphe ¢(z), n’ayant pas de zéros, puisse

Ann. de (’Ec. Normale. 2* Série. Tome XII, — Novenpre 1883, 47
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satisfaire aux relations

| o(s+w) =o(3),
) X LI
/ ( (- N = - (ns+a)
,f(o—|—o>)_;?(.,)><e s
il fautetil suffit que 'onait n =oet a=po + gu'. p et ¢ sont des
entiers positifs ou négatifs. .,
D’abord, ces conditions sont suffisantes, car dansle cas ol elles sont

2iws
remplies, la fonction ¢ ° satisfait aux relations (4).
Elles sont maintenant nécessaires; en effet, » est nul, puisqu’il est
égal & la somme des ordres de la fonction ¢(z) dans le parallélogramme
m, &', Cela posé, formons la fonction

Y(s) = 91(07(:)“).

Cette fonction satisfait aux deux relations
(54 w) = b(s),
Y(5+o)=yp(s)e"

. w(s T . s
Le quouenti—((»;—; est doublement périodique; si @ n’est pas I'un des
sommets du parallélogramme o, o', cette fonction est méromorphe,
elle n’a qu’un seul pole dans chaque parallélogramme, ce qui est im-
possible.
Supposons maintenant qu’en partant d’une fonction f; on arrive a

une fonction IT,(z) satisfaisant aux deux relations

(54 w) =I(3),

2
— (2N 2

M(s+o)=I(s)e"

1,(3) . TN ’ - s .
(s U est holomorphe, n’a pas de zéros. Soito(z) ce

quotient. 1l satisfait aux deux relations

Le quotient

#(5+40) =9(3),

2z (2" =) & A= 2t~ 1]

o(s+w)=o(s)x e ,
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ce qul exige que 'onaitn =1’ et a'=a+pw 4+ go’. II,(z) sera lié 2
IT(z) par la relation

2iw (s

M(s)=Ce ¢ H(z).
Il est bien clair que toute fonction de cette forme pourra étre prise
comme fonction intermédiaire.
Nous allons maintenant former Uune de ces fonctions I (z). Toutes
les autres seront formées par cela méme.

6. Developpement de 11(z) en série. — Plagons-nous d’abord dans le
cas ol 'ordre des points singuliers est nul. La fonetion vniforme qui

définit 'espece du point singulier est de la forme p

1_) Elle peut étre

représentée en dehors du cercle singulier C par la série

I a, a,
pPl=-)=1+4 — 4+ — -

z 2

La fonction est uniforme dans tout le plan, holomorphe a P'exté-

/1

P

ricur de C. On peut la développer en série contenant les puissances

~

négatives de z. Le coefficient du terme en - est nul.

|~

N -2 53
r(3)

Il est facile d’obtenir les coefficients A en fonction des coefficients a,;
on a, par exemple, Ay =—a,.....
Formous la fonction II(z) de la décomposition en sommes, qui cor-
| - P'<é>
respond au point singulier d’esptce —~=- Celte fonction est ici dou-
P :)

blement périodique. On a

Ay "~ (—1)PtA,
T o B r.z...(p-—ll)

.2

M(z)=— A, {(5) + Cpma(5) 4+ .-
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L’inlégrale[ I1(z)ds est holomorphe dans la partie du plan exté-

rieure aux cercles C. Elle est égale, & une constante pres, &

—_ )—1 4
— ALY - %g’(:)+. o+ [—%—’)'(73'-1) Lo (5) 4. ..
Cette constante dépend de la valeur initiale z, et du chemin qu’a suivi
la variable .

Cette séric est forcément convergente pour les valeurs de z exté-
rieures aux cercles C; mais il peut se faire qu'elle ne représente pas
une fonction uniforme dans tout le plan.

Quoi qu’il en soit, il résulte de notre théorie générale que 'expo-
nentielle

(—1P—tA
"’;,,_.y‘:'-) +

-»‘\ECt:)—f-;‘—.‘ét'(:J-i-...-km)
)
qui rveprésente une fonction de z holomorphe & Pextéricur des cer-
cles G, est telle qu'il existe une fonction uniforme dans tout le plan qui
coincide avec elle en dehors des cercles C.
Cette fonction uniforme admet pour période w, elle est multipliée
+2E% 4, ) .
pare °  quand on y remplace z par z -+~ w’. C'est cette fonction que
nous prendrons comme fonction intermédiaire I (s).

On voit que, daos ce cas, Uentier n est nul et a est égal et de signe
conlraire au coefficient de % dans p(i—)-

Avant de passerau cas ot 'ordre du point singulier est quelconque,
nousferons remarquer que les zéros de la fonction sont appelés a jouer
un role dans cette théorie. C’est 1a un des avantages de la décomposi-
tion en produits sur la décomposition en sommes. Nous avons déja re-
marqué que, méme dans la théorie générale des points singuliers et
des fonctions, la méthode de décomposition en produits donnait des
renseignements sur le nombre des zéros d’une fonction dans une aire
limitée. Dans la théorie des fonctions doublement périodiques, les ré-
sultats seront encore plus caractéristiques; afin d’énoncer ces résultats
sous une forme générale, nous appellerons ordre de la fonction en un
point 'ordre duzéro ou du point singulier. Nous prendrons, dans le
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f
~1
v

cas d'un zéro, comme analogie avec ec qui précede,

T

(s) :e.“’ﬂ 0,(3).

Cette fonction satisfait aux deux relations

M(s+w) =0(3),
H(z+0)=—M0(z)e » = “=m(z)e ®

(22 +w)

Elle est bien de la méme forme que celle que nous avons trouvée dans

. . . . .. e,
le cas des points singulicrs; il faut supposer ici n= — 1, a = — 2.

Dans le cas ol le point singulier est un pole simple, nous prendrons

your fonction I1(z) la fonetion e © 67'(z); elle satisfait encorve aux
I =)

1.

. [0}
relations de la forme (3), dans lesquelles on suppose n =1, @ = —>----

Sil’on avait un zéro d’ordre m, on prendrait comme fonetion II(z

mins
la fonction e * 6)'(z). Elle a pour zéros d’ordre 7 tous les sommets
du parallélogramme et satisfait aux velations des fonctions II(z).
Enfin, pour avoir la fonetion 11(z), qui correspond & un point sin—

gulier d’espece z”’p( ), nous ferons le produit des deux fonctions qui

I

%}

correspondent @ z” et & p(:)- Si donc on a
\U

(X ay |
P\ = :l’i"—_.“ﬁ—72‘+...,
) 3 3

Ces séries sont uniformes et convergent & 'extérieur du cercle C. On

devra poser
mins ' v N (=) P—tAp
I (5) — o 0/{!.(;) e"‘ﬁér”""x.zgw"'”'*’ 1.2.0p—1)

:,,(:1-0—...

Cette fonction II(s) satisfait aux deux velations

(s ~+ w)=1I(3),
i'f(nz:-i—-l-gm+ﬂ,)

Il(:;—}-—cu’)::ﬂ(s)xe—"’ 3
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Le nombre n, que nous avions (rouvé précédemment, est égal
a — m.
. . m
Le nombre @ est égal & — — 0o —«,.
Ce nombre @,, nous 'appellerons le reste du point singulier.
On voit d’ailleurs que la fonction II(z) a pour points singuliers

\ I ,
d’espece z™ p <:> tous les sommets du parallélogramme w, »’; de plus,

elle ne s’annule pas en dehors des cercles singuliers.

L d

7. Formation des fonctions doublement périodiques. — La fonction
IT,(5)=1(z — o) a pour points singulicrs d’espece z“p(¢> tous les
points o + ma +m o', On voit facilement qu’elle satisfait aux deux
relations

I (5 4+ w) =1, (3),

2T e
(s = mo A —— -+ u,)

U (5+o)=1,(z)xe ©

Cela posé, on peut se proposer une fonction doublement périodique,

. . . I I
ayant pour points singuliers z’”np,(-;_—_—-;-), :"'z/)2<:~;;), S

1 . ;
z'".,[;,,( _—————); les points «,, a9, ..., ¢, du parallélogramme (o, o).

5 %y

Onsuppose, comme précédemment, que les cercles singuliers corres-
pondant & ces points n’empietent pas les uns sur les autres. Enfin, un
certain nombre des fonctions p,, ps, ..., p, peuvent se réduire a unité
lorsque les points singuliers correspondants sont des poles ou des
zéros. Soient a,, a,, ..., a, les restes des points singuliers. Formons
les fonctions II,(z), II,(z), ..., (%), qui correspondent aux fone-

AN

. .p ) A T . 1
tions uniformes =™ p, <2), 3" /)2(3), XX J”::p,(;)-

Si maintenant on forme le produit
P(a)=1,(5—a;) X Iy (3—a) X ... < 1I,(5—ua,),

on obtient une fonction uniforme P(z) qui a pour points singuliers

N ) .\ I 1 !
les points «,, «,, ..., «, d’espece z’”tp,(z_ul>, z’”2p2<:_%), cees
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I . . .
:’”np,l( -—-->- Elle satisfait aux deux relations

T e P
~ %y

P(z+w)=P(s5),
o n n 2 n
= _,\_:m,»:.—Em,.a,._;.':-:_\:m,..;_zi,,,)

Pz+o)=P()xe 1 1 1 1

S'il existe une fonetion uniforme doublement périodique F{z;,

< ps . . , . P(z) )

satisfaisant aux conditions de I'énoncé, le quotient o = w(z) est
(s

holomorphe; il n’a pas de zéros dans toute 'étendue du plan. 1l vérifie

les deux relations

B

[#(z+o)=2(s),

n
I ‘ 20 - - o\~ ~
( ) / —-——-<:2‘m/-7 _}Jm,Aa,»—k—:_\;m,-—i- }‘n,.>
1 1 1 1

Réciproquement, si 'on peut trouver une fonction holomorphe ¢(z
n’ayant pas de zéros et satisfaisant aux relations (1), on obtiendra une
fonction doublement périodique, en prenant le quotient P ()
#(%)
Or, pour que 'on puisse satisfaire aux relations (r), il faut que
on ait :

n

n n n
Y [O) Al ,
: M= 0, E mps, = — ;I?l,.+ : dpt+pw-t+qguw.
. 2 pre) n
1

1 1

On arrive done aux deux conditions suivantes qui sont nécessaires el
suffisantes :
n

(2) . E m, =0,
1
n n
) E /n,.z,.:—_Zﬂ,.—l—pm +.quw'.
i 1

Pour que I'on puisse former une fonction doublement périodique,
ayant dans le parallélogramme des points singuliers d’espece donnée,
il faut et il suffit que :

1° La somme des ordres, tant des zéros que des poinis singuliers, soil
nulle ;

o

(5
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20 La somme des produits de [’ordre des points singuliers ou du zéro,
par Uaffixe de ce point, ne différe de la somme des restes que de multi-
ples des periodes.

On voit tout de suite que ces résultats sont la généralisation de deux
beaux théoremes sar les fonctions méromorphes doublement pério-
diques. Si en effet tous les points singuliers sont des zéros ou des
poles, le premier théortme montre que le nombre des zéros est égal
au nombre des poles. Enfin, dans ce cas, tous les restes sont nuls, de
sorle que la somme des poles ne differe de la somme des zéros que par
des multiples des périodes. La formule (3) contient donc la géné-
ralisation des théoremes de Liouville.

Il est facile d’obtenir la forme générale de ces fonctions doublement
périodiques. Si les conditions (2) et (3) sont satisfaites, les rela-
tions (1) donnent .

2ir gz

¢(s)=Ce
d’olr a
2inqz

F(s)=Ke¢ ~ @ H(s—2) X Uy(5—a)x...x1I,(s

%)

On arrive ainsi & I'expression la plus générale des fonctions double-
ment périodiques. Il est trés facile d’obtenir 'expression de ces fone-
tions & I'aide de §(z), &'(3), .... Il suffit de remplacer les fonctions I
par leurs valeurs.

On peut voir @ priori que, dans toute fonction doublement pério-
dique, la somme des ordres doit étre nulle. En effet, 'intégrale

’ fli‘/((—;)) dsz,

prise le long du parallélogramme, est égale 3 la somme des ordres de
la fonction F(z) & Uintérieur de ce parallélogramme; d’autre part,
si F(z) admet pour période w et o', cette intégrale est nulle.

8. Former une jfonction qui augmente de quantités constantes quand
ony remplace = par = -+ o ou par z + o'.
Il s’agit de déterminer une fonction F (z) qui satisfasse aux rela-
Lions
() F(s+w)=F(3) 4+ A,
[ F(z+w)=F(z)+ B.
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Il convient d’étudier ces fonctions en se placant au point de vue deIa
décomposition en sommes. Si, en effet, cette fonction a un point sin-
gulier « dans le premier parallélogramme, elle a pour points singuliers
de méme espece, relativement & la décomposition en sommes, tous les
points homologues de a dans les autres parallélogrammes. Nous allons
chercher, si’on peut former une fonetion F(z), satisfaisant aux rela-
tions (1) et ayant pour points singuliers d’especes P,, P, ..., P, les
POInLS &y, oy ouy &y de chaque parallélogramme.
Tout d’abord on peut transformer les équations (1). Posons

F,(;):F(:)—é—:.

w

On aura
[ Fi(5+0) =T (s),

A
Fi(s4+o)=F(3)+B — :w’.
Cela posé, soient II,, I, ..., II, les fonctions IT qui correspondent

aux fonctions P,, Py, ..., P,, et R,, R,, ..., R, les résidus des points
singuliers. Posons ‘

"'H(;) :Hl(: - “)l -+ H?.(: - “‘Z) . Hn(.:— 1/1)-
Cette fonction ¢ (z) satisfait aux relations
Y(z 4 0) =¢(3),

' w(z+¢.)’):¢(z)—2—:)—7—:(R1+R.l+...+R,,).

(3)

Les fonctions F, (5), ¢(z) ayant les mémes points singuliers de méme
espece sont telles que leur différence est holomorphe. Soit G(z) cette
différence, on a

G(s+w)=G(3)

G(z+ow)==G(s) —%‘B—j—\—}-—i—%f(ﬁi—l—l{«;—f— Ry,
ce qui exige que I'on ait
(4) Buw—Aw =—2iz(R;+ Ry+... +R,).

1l résulte d’ailleurs de la marche de notre démonstration que cettle

Ann, de ' Ee. Normale. 2¢ Série. Tome XII. — Novexsre 1883. 48
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condition est suffisante. Si cette relation (4) est vérifiée, G(z) se ré-
duit & une constante. On a alors pour F(z)
» A
(3) F(s)==s+{(s)+ H,
H étant une constante arbitraire.

La condition (4) et la forme générale (5) ne sont pas symétriques
par rapport aux lettres A et B et aux périodes w, »’. Cela tient a ce

‘ (.I)/ .
que dans notre calcul on suppose que, dans le rapport —> le coefficient
w

de 7 soit positif. On aurait pu choisir comme périodes — o’ et a,
— o’ jouant le role de o, et w celui de w’. Les relations (1) auraient
pu s’écrire

, | F(s — o) =F(s) —B,

) | F(s+w)=F(s) + A.

La condition de possibilité s’écrirait alors
(4) A(—uo)—(—B)o=—2ix(R;+Ra-+ ...+ R,),

ce qui n’est autre chose que la relation (4).
Enfin 'on obtient, pour forme générale de la fonction F(z),

. . B
(3)' F(s) =535 -Fd(z) -+ L.

¢, (5) est la fonction analogue & ¢ formée avec les périodes — o et w.
Cela vient & remplacer dans les fonctions II(z) les fonctions ¢ par les
fonctions 3. En tenant compte des relations qui existent enlre ces
deux groupes de fonctions, on voit aisément que la forme (5) et la
forme (5) sont les mémes. ,

Enfin, la position des points singuliers ne joue aucun role.

9. Fonctions doublement périodiques de deuxieme espéce. — Ce sont
des fonctions qui sont multipliées par un facteur constant, quand ony
remplace z par z + w, ou par z + w’. Soit f(z) une telle fonction,
on a
([(z+w)=[(3) x A=/f(5)e*,

R | J(z+ ') = f(5) = B=f(z) x e,
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Il 'y aavantage 4 étudier les points singuliers de ces fonctions dans la
décomposition en produits. En effet, si le point « du parallélo-
gramme o, o’ ¢st un point singulier, tous les points homologues des
autres parallélogrammes sont des points singuliers de méme espece,
relativement a la décomposition en produits.

Cherchons si I'on peut former une fonction f(z) satisfaisant aux rela-

lions (1) et ayant pour points singuliers d’especes (z — a,)’"np,(; : - >,
Tt

\
(z — ag)"’zp2<:_ld_ ), e (5 — oc,,)’"np"(_—}_—;) les points a,, &, ...,
2, ~ n

2, de chaque parallélogramme. Il peut y avoir parmi ces points sin-
guliers des poles et des zéros; les fonctions p correspondantes se ré-
duisent & I'unité.

Tout d’abord on peut ramener le probleme (1) & un autre plus
simple. Posons

a

L& =) <e ™
;./':(Z-f-w) =/1(3)- '
LA o) =A< 75
Cela posé, formons les fonctions II,, II,, ..., II, qui correspondent aux
fonctions uniformes z’”lp,<%>, z’"zp2<é>, e z’"np”<%>- Soit

P(s) =1 (53— %) X I (3—2%) X ... xX,(5—a,).

On aura alors

(=)

On a alors les deux relations
P(s+w)=P(s),
) n n n n
L <2 s — % mpop + %’E wip ‘\:ar>

P(z+uw)=P(s)Xe “\1 1 1 1

S’il existe une fonction f,(z), satisfaisant aux relations (2) et ayant
pour points singuliers de I'espece donnée les points «, le quotient
-l;/,—((—zl) = ¢(z) sera holomorphe, n’aura pas de zéros. Enfin il vérifie les
relations .

¢(s+ ) =9(3),

20%

. , n n n n
Uz bo—gy +>;m,.:~zm,.a,+i;zm,_za,>
(s +w) =p(s)e ' t too /.
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Ce qui exige que I'on ait

Sm,=o,
. . bw — aw'
Impe,=3a, +—————— +po -+ g '
2w

On voit tout de suite que ces conditions sont suffisantes. Remarquons

que les conditions sont encore vérifiées quand on augmente @, b de

multiples de 27w. Cela revient & changer les nombres entiers p et g.
On voit que f(z) est de la forme

2w a

F(5)=Cew (aR) . p oy,
10. Etude des sommes doublement infinies 22P<;———[————,>- —
S —mw —nw

La marche que nous avons suivie pour arriver aux fonctions double-
ment périodiques differe de celle qui nous a conduit aux fonctions sim-
plement périodiques. Nous avons défini ces dernieres fonctions a I'aide
de sommes el de produits infinis. Pour les fonctions doublement pério-
diques, au contraire, nous avons pris pour points de départ les résul-
tats de la théorie des fonctions simplement périodiques.

On peut arriver directement aux fonctions doublement périodiques a

— IR — LW

H11p< e M)) C’est & ce point de vue que s’est placé M. Cayley

( Journal de Liougille, t. X) pour arriver a la théorie des fonctions dou-
blement périodiques méromorphes.

Etudions d’abord les sommes doublement infinies; tracons les paral-
lélogrammes qui ont pour sommels les points mw + nw'; puis des
sommets de ces parallélogrammes décrivons les cercles singuliers qui

'aide des sommes et des produits doublement infinis 23 P(——~'——>,

I

correspondent aux fonctions P< nw,); soit enfin o une courbe

— TN —
quelconque, qu’on fait varier de facon & I’étendre & V'infini dans tous
les sens; considérons la somme

Pt ),
e \8— Mo — nw

dans laquelle on donne 2 m et & n toutes les valeurs correspondant
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aux points situés a 'intérieur de o. En général, cette somme n’est pas
convergente quand ¢ s’étend a I'infini dans tous les sens; si elle est
convergente, sa somme dépend en général ‘de la loi de variation de o.

/

Prenons d’abord le cas ol la série qui définit P (

> ne contient pas

1
3
WS/

1 1
de termes en - et en —- On a alors

I ‘& .Av £ (2 2 A

Quelle que soit la quantité positive «, on peut trouver un nombre R
assez grand pour que, sous la condition mods >R, le module de la
parenthése soit moindre que 1+ «. Pour ces valeurs de z, on a

4 \ :
mod P <i_) < (1+ =) mod —};‘

Cela posé, quelle que soit la valeur de z, on pourra décrire de ce
point s comme centre un cercle de rayon R; pour les valeurs de m et
n correspondant aux points extérieurs i ce cercle, on aura
-»'\:l

(s—mw— nm’)u'

1

5 — 1w — nw

modP< )< (1 +a) mod

D’un autre coté, pour les valeurs de m et n extérieures au cercle
décrit de I'origine comme centre avec mod z.comme rayon, on a

-2
1 I S -~
—_— et e

F—mw—nw  mw-4+no (Mo nw')? (mo-+nw)®

Quel que soit le nombre positif 3, on peut trouver un autrenombre
positif 3, tel que, sous la condition

I
mod —————, <1
mw—+ no' <7

on ait

mod ~

—mw —nw' < (r+ B)mod -

mw 4+ now'

ou :
1 3

moc1<~—~———> < (1+ B)*mod

53— mw —nw (mw -+ nw')?
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Quel que soit z, on pourra donc tracer un cercle de rayon R/, ayant
pour centre I'origine, tel quelarelation précédente soit vérifiée pour
fes valeurs de 7 et n correspondant aux points extérieurs i ce cercle.

Il résulte de 1a qu'on pourra trouver une courbe fermée U telle que,
pour les valeurs de m et n extérieures & cette courbe, on ait

/

modP (

I

,> < Amod

I
S—mw—no (mw-4 nw')

Cela posé, quand ¢ sera assez grand, on pourra décomposer =, en
deux parties, 'une comprenant les termes & U'intérieur de U, qui sont
en nombre limité : cettc somme représente une fonction uniforme
de z; une deuxieme partie, formée avec les termes extérieurs & U :
les termes de cette partie ont leurs modules plus petits que ceux de
[a somme A termes positifs

A
- mod ——————-
5 (mw+nw')

Cette derniere somme, dont on exclut la combinaison m=o0, n=o,
est convergente. Il en résulte que la deuxieme partie de notre somme
est convergente; elle converge uniformément pour les valeurs de =
voisines de celles que nous considérons; elle représente, dans cette
¢tendue, une fonction holomorphe de =.

Le point 5 est dans la courbe U; il peut se trouver & I’extérieur des
cercles singuliers; la premikre partie de notre somme est holomorphe
en ce point. Enfin, sile point z esta I'intérieur du cercle singulier C,,
qui a pour centre ro -+ so’, la premiére partie de notre somme com-

N\

I .
) et une somme d’autres fonctions,

prend la fonction P<

toutes holomorphes au point z. Donc :

Quand ¢ s’étend & 'infini dans tous les sens, la somme 2, a pour
limite une fonction uniforme de =, ayant pour points singuliers d’es-
pece P tous les sommets du parallélogramme o, o'.

La série des modules étant convergente, il en résulte que la limite
est indépendante de la forme de ¢.

D’apres cela, on peut montrer tout de suite que cette limite est une
fonction ayant pour période » et o’. En effet, soit E(z) cette limite.
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E.(s) :Z?P (?:‘ml,—_TJJ)

En changeant zen z + w,

1 / . .
Ee(s40) _E?P [s —(m—1)w— nw’] :E;,P (\Z__TJ:';{Z.;' } ’

la courbe ¢, se déduisant de la courbe ¢, en diminuant toutes ses af-
fixes de . Or les limites de 3, 5, ... sont les mémes. On prouve de
méme qu’elle a pour période «'. La fonction & laquelle nous arrivons

Posons

ainsi ne differe donc de la fonction TI(s), correspondant 2 P(—_», que
par une constante. Nous déterminerons plusloin la valeur de cette con-
stante.

. . 1\ . , i I
Passons maintenant au cas ol P<:> contient des termes en - et —-

A Vextérieur du cercle C, on a alors

O PR T Y

~ S ~ <>

T/

N

La série Pl(-_) est aussi uniforme et holomorphe & I'extéricur du

cercle C. On a évidemment, quel que soit ¢,

P— 1 )=Ay —
@ Se— M — nw ?Z'—I)lw—llw

I ’ 1 Y
+ A, ) Py}
(85— mw —nw')? o I —mw—nw,

Quand ¢ s’étend 4 I'infini dans tous les sens, la troisieme somme est
convergente; elle représente une fonction doublement périodique, et
sa limite est indépendante de la forme de la courbe ¢. Il nous reste a
¢tudier les deux premitres sommes. Or, quand le module de ma + no’
est suffisamment grand, on a

1 1 z 52

Z—mw—now mow-4+ne  (mo+ne’)  (ne-+nre')?

En répétant le méme raisonnement que précédemment, on voit alors
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que la somme

I 3
hm? , 7+ - KD
S—mo—nw mw - nw (Mmw - nw )=

dans laquelle on supprime la eombinaison m =o0, n=o0, est conver-
gente. '

Elle définit une fonction méromorphe de z ayant pour poles tous les
sommets des parallélogrammes, sauf I'origine.

Enfin, quand le module de mo + no' est assez grand, on a

1 1 23 . 352

3 — ; -+ :
(s—mw—nw)* " (Mo -+ nw')? (o -+ nw') (w4 nw')i

On en conclutalors que la somme

- 1 \ 2
oL s—mm—nw’) mw —+ Itw)

a unelimite quand ¢ s’étend & P'infini dans tous les sens, limite qui est
d’ailleurs indépendante de la forme de la courbe ¢. Ellereprésente une
fonction uniforme de z, ayant pour poles doubles tous les sommets des
parallélogrammes, sauf Porigine, car on doit supprimer dans cette
somme la combinaison m == 0, n = o.

Cela posé, on aura

5

- '
Pl————————

Z? (‘" —mw—n w’)

o l)<l . P( ’ o+ A‘l + A13——A.2 )

- z 5—mw— no mo—+nw'  (mo -+ no')?

1
—A S’ — L (Ays—A,
1 o N0 = now' 1 2) (mm —-nw )‘

bz

Dans les sommes qui sont dans le deuxieme membre, on exclut la
combinaison 7 = o, n = o. La premitre de ces sommes tend vers une
limite, qui est indépendante de la forme de ¢. Elle représente unc
fonction uniforme de z, ayant pour points singuliers d’espece P tous
les sommets des parallélogrammes, sauf I’origine. Il n’en est pas de
méme des deux autres sommes. En général, elles n’ont pas de limite;
il en est de méme, par conséquent, du premier membre; pour que
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cetle derniere somme représente i la limite une fonetion uniforme de
s, il faut et il suffit que les deux sommes

T 4+ no'
)
s S (o)
Ldz \TRW + 0

soient convergentes.

Cela aura lieu, en particulier, si 'on prend pour courbe ¢ des
courbes ayant pour centre I'origine.

L’étude de ces deux sommes a été faite par M. Cayley. Soient, en gé-
néral, ¢ et ¢, deux courbes pour lesquelles ces sommes sont conver-
gentes. Soiente, o, et 3, £, leslimites de ces sommes,

) I
2 =lim ; = lnn? —
e+ o'’ (mow 4+ nw')?’
. Y I
o, = lim Z —_— 1__hm\ —
g, MW = 1w l-. (mo -4 nw )-

5 oet de 5.

i
)

En général, z et «, sont différents. Il en est de méme de
On a

. [ p ~ [
o —— ;= lim —_, &—f =lim - e e
iz — ) TN =W bz, (1700 —= " )7

Les sommations étant étendues aux valeurs de 7 et n comprises
entre les deux courbes, on prendra avec le signe + les termes exié-
rieurs & o, et intérieurs & ¢, et avec le signe — les termes intérieurs
4 9, etextérieurs & ¢. On sait qu'a la limite on peut remplacer ces
sommes par les limites d’intégrales doubles :

dm dn dm dn
- ,mw mw + no' (ln o+ nw )

ce qui permettra de calculer ces différences o — ay, [ — B, dans quel-
ques cas particuliers.
On voit, d’apres cela, que, en choisissant convenablement ¢,

Y , . . . \
Z P<:_-—-—'———-—> représente une fonction uniforme; si F(z) est
?

S—mw—no
Pune de ces fonctions, toutes les autres, qui correspondent a des
Ann. de I'Ee. Normale. 2¢ Série. Tome X1I, — NoveMpre 1883. 49
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courbes o, différentes, se mettent sous la forme
F(z) +2A 1+ p(A s — Ay),
L étant égalh o — oy et pa B —f,.

Enfin, on peut ramener I'étude de Z P(

I

—————————————) A celle d'une
— IR W — JLW

intégrale définie. Silon forme, en eﬁet, la fonction I1(z), correspon-

dant & P(é>, Vintégrale
(1 . [‘H(:)d::

2T s—t

est égale, pour les valeurs de ¢ comprises & Pintérieur de o, &

n(e) ~S l’( )
L — 1w — rew’

Notre somme aura une limite toutes les fois qu’il en sera de méme
de I'intégrale. On voit, en particulier, que, quelle que soit la courbe 7,

. » . 1 1 | .
si la fonetion P(:) n’a pas de termes en -, en -, Uintégrale a pour

limite une constante.
Il suffira done que les deux intégrales

(2) / € )(L

S

e

(3) . / EL) s

aient une limite. Cela aura lieu, en particulier, si Pon prend comme
courbe ¢ le parallélogramme dont les cotés sont paralleles d o, o'; ces

7

\ / , . o’ R © K
paralleles étant menées par les points == (—q ~+ mm’), == ( =+ non )

On aura alors

- m +JI

Nous ferons croitre ¢ ainsi; m restant fixe, on augmentera » indétini-
ment. Puis ensuite on fera croitre m
Dans ce cas, les intégrales (2) et (3) ont des limites indépendantes
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de ¢. Il en est de méme de I'intégrale (1). Enappelant — H celte limite,
on aura

“+m -=n

. N 1 A
II(s)=H _ .
()= H-+lim ) Br(;_rw_sd)

On fait d’abord croitre ~ indéfiniment, puis ensuite 7.

La forme générale des fonctions qu’on peut obtenir a I'aide de ces
sommes est

V()= A+ Bs+1(53).

Quand on y remplace z par z + o ou par s+ ', la fonction aug-
mente de quantités constantes. On a en effet

Y(54+w) =9(3) + Bo,

REAH

b(s+w)=4(3) +Bo' — A,
w
Soit ¢ la courbe correspondante a ¢; on sait que ¢(s+ w) est la
limite de la somme correspondant & une courbe ¢,, obtenue en dimi-
nuant les affixes de o. Or il résulte de ce qui a été dit précédemment
que sil’ona

A N 1 ]9 [
)} =lim _——  p=lim ——— )
gy HEW A= N1 gy (/M0 4= n20')?

on aura
Y(5 4+ 0) =9(3) + 1A+ (A s — Ay);

‘Aol 'on conclut
. Bw

p==0, I=
£Aq
Enfin, si Ponappelle ¢, la courbe déduite de ¢ en diminuant ses
affixes de o', et ), p, les quantités analogues & A et g, on aura

20w " B o
A.1 ’

Ly == O 7; ——
1 ’ 1 ©

Si la courbe o est celle qui donne la fonction II(s), on aura

. 2im
A1:— —_—

w
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11. Etude des produits doublement tnfinis

H]] [< mw—}:llw>71)<5*7’1‘T>—’¢"”>}.

— Prenons d’abord le cas ol Vordre du point singulier est nul. Tra-
cons les parallélogrammes qui ont pour sommets mo + no'; de ces

. , . . . . s
points comme centres déerivons les cercles singuliers. La fonchonp(—)

qui définit espece du pomtsmwuhor est égale, a I’extérieur du cercle
G, ala série

A a, al—a, Uy — 1y ((,
pl=)(1—=) =1 — L - : e
3 3 3% Foid

I a, C oy — a? by b, a
P :) l-—-—: ’_——_?.A—_—):l+:f_“',_—q,—*""':])l :).

La série p, < > est convergente i l'extérieur du cercle C; elle définit
une fonction uniforme dans tout le plan. Elle ne contient pas de termes

1 . / ’
en - el en ; il ¢n résulte que la somme

~ ) I \ "
| ————— ) 1
Z’: l_! 1<s — L) — 12 m/) _l

est convergente, quel que soit ¢, etil en est de méme de la somme des
modules; on sait alors que le produit

1 /(:57‘:*)

est convergent, qu'il en est de méme du produit des modules; par
suite, la limite de ce produit est indépendante de la forme de ¢; enfin
ce produit représente une fonction uniforme de z, ayant pour périodes
wel o,
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o
[@e]
o)

Or on a évidemment
\

. ’ I
9] —_—
n » 1 - H?I ‘<: —mw— n m’/)
2 \s— mw —nw _]—I a, a,—a? '
"= o) 1L '~ c=em e
L, s—muw—nuw : (s—mw—nuw')?

Il reste & étudier les deux produits qui sont au dénominateur.
Or, quel que soit =, on peut tracer une courbe U telle que, pour
les valeurs de m et n extérieures & cette courbe, on ait

a
L(r—— %
S—Nw—nw

o a, 1 ai 1 a?
B s—mow—no 2 (s—mo—nw) 3 (3—mow—no)p
et
- 2 2 2)2
Ll — ay— aj _ ) — a; . (ay,—a?)
- ~ . o na{ — Y - - 7 T
(s —mw—nwo')? (s—mw—no')? 2 (5—mw—nw)t

On pourra prendre une courbe U’ fermée, assez grande pour que, le
point (m, n) étant extérieur & cette courbe, on ait

I . 1 -+ s E-4 -
5—mw—no' T moa4-ne " (mo4+ne')? (mow+ nw')?
¢t
1 1 23 332

— -+ - e
(s—mw—nw)? " (mo-+ne')  (mo4+nw' )  (mo-4+ne')

on pourra alors trouver une courbe R fermée, assez grande pour que
’on ait, pour tous les points extérieurs a R,

. i
mocl[L(r— % > — % + (@5 + Qal)]<mod

s—mw—nw' mow-—+nw | (me-+no’)? (mw -+ nw')?

(A étant une constante convenablement choisie et le logarithme étant
celui qui est défini par le développement en série donné plus haut), et
que I'on ait en méme temps

2 —_—2
modng‘r— G — %4 _1]4— L% _{ <mod

(53— mw—now') (mo + nw')? (mow+ nw')?.
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Il résulte de la que les deux produits

sl
o a3+ga
l I f — _————ﬂl——_—l X e mo-+ e/ < e(nu.u+ nw'p: ,
3 S—NMNw—nw

ag—

- Py |
I_[ \ - y— ay =< G+ (mo—+no')? Z
4, (s—mo—nw')? )’

dans lesquels on exclut la combinaison 2 = o, » = o, représentent des
fonctions uniformes de z.

“ale 8 i S S rberire
Cela posé, le produit 1_[?[7 (3 ——— ’“U,) peut s’écrire

) R ——
H.,[ S—mwn — nm’)

&3

)3 s aday l
I - iz _ 2
(l) ( =p l XT[ pl— ) x<e mew-=no' o mosnel
’ b s L I N -— It

1 .
T e T
5 2

o,
%< I (; e g [I (,+ 1720 + 1) 2
(7 N z

Dans les produits qui sont au deuxieme membre, on doit supprimer
la combinaison m = o, n = o.

Le premier de ces produits représente, d’apres ce qui a été dit, une
fonction uniforme de z dans tout le plan. En effet, on peut décompo-
ser ce produit en deux autres, 'un correspondant aux facteurs exté-
ricurs & R; & la limite, ce produit partiel représente une fonction ho-
lomorphe dans le voisinage du point z que nous avons choisi; cette
fonetion n’est pas nulle au point considéré; cela tient & ce que, dans
cette étendue, son logarithme est holomorphe. On aura un deuxiéme
produit partiel, correspondant aux facteurs situés a I'intérieur de R.
Je produit représente bien une fonction uniforme; si le point = est en
dehors des cercles singuliers, ce produit est holomorphe et différent
de o. Sile point z est & U'intéricur d’un cercle singulier, la fonction
aura un point singulier d’espece p.

Au point de vue de la convergence du produit, il n’est pas néces-
saire de supposer que la fonction p(é) ne s’annule pas en dehors du
cercle singulier. -
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Pour que notre produit soit convergent, il faut que les deux der-
niers produits qui sont dans le deuxitme membre soient convergents.
Il faut et il suffit que les deux sommes

] 1
-, -
Z?mm—l—nw’ L (mw 4 nw')?

soient convergentes.

Soit F(z) la valeur du produit correspondant & une courbe o; cher-
chons la valeur de ce produit correspondant & une courbe g,, pour
laquelle les deux séries ci-dessus sont convergentes. En posan(, comme
précédemment,

. I . i
)\::lm\s‘ —> p,‘:lmly s ——
dimadz — 5, W = 1w ldz —, (1 = 107)F

on obtient, en vertu de 'équation (1),

oy el fron)

Qu’arrive-t-il si, dans ces fonctions, on remplace s par z + w ou par
z + '? Prenons d’abord un nombre limité de facteurs corvespondant i
une courbe ¢. Si, dans ce produit, on remplace = par z + o, cela re-
vient & prendre le produit des facteurs précédents, correspondant
une courbe ¢,, déduite de ¢ en diminuant les affixes de . Passons
maintenant & la limite. La quantité que nous avons appelée p. dans le
cas ol g et o, sont quelconques est nulle ici. En appelant f(=) la fonc-
tion que nous considérons, elle satisfera aux relations

J(54+w) = f(5) M,
S5+ w')=/(3) e,

dans lesquelles on fait

‘ 1 N . N I
%= lim ey =1im —e e
he=lin Z?_?, mo 4+ nw’ Z,,d mo —+ nw'’

v, étant la courbe déduite de @ en diminuant ses affixes de o’
On obtient donc ainsi des fonctions doublement périodiques de

deuxieme espece.
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Prenons, en particulier, comme courbe ¢ le parallélogramme dont
les coOtés, paralleles aux directions o, o', passent par les points

=+ (%—I—mw’) et = <°3+nm>. On sait que, dans ce cas, A=o0 et

A=— —w— La fonctlon obtenue jouit des deux propriétés suivantes :
S(s+o0) =7(3),
ey =f)e

a,

Yest donc, & un facteur constant pres, la fonction que nous avons ap-
pelée II(=).
On a done

=1 -=m

(s)=IlimH x]] [_[/)< — m\)'

-m

~on fera d’abord croitre n indéfiniment, puis ensuite on fera croitre m.
Toutes les fonctions qu’on obtient ainsi sont de la forme '

F(z)=1(5) x e¢As+B,

. . . . . 1
Prenons le cas ottl’ordre du pointsingulier n’est pasnul. Soit qu<;)

la fonction qui définit I'espece du point singulier. Formons le produit

- ] = ¢ ,I
I I ]) D I— — -
3 S=—muw — Jlw mw -+ nw J

Il peut se décomposer en deux autres : d’une part,

(=)

que nous venons d’étudier, et le produit

q
(‘) ”7XH< .7)2(1)—-{—)2(.0) ’

On arrive tout de suite & former un produit uniformément conver-
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genl en prenant le produit -

@32

_ 7 s 1
=7 I — ~ . emm—«)—um' 9 tme - ne'? .
[] mw -+ nw'

Il en résulte que, sil'on prend deux courbes ¢ et o, pour lesquelles
le produit (1) est convergent, si fet £, sont les limites,

5 1

. _ :.1]:+-4/;:.:?-

Siz)=f(s)e ™ 270 .
En particulier, on obtiendra, & un facteur constant pres, 67(z), en
prenant comme courbe o le parallélogramme qui passe par les points

w o' .  Yip s
*+= (; - nw); =+ (—2- -+ mw’); on fera d’abord croitre 7 indéfiniment,
puis . On obtient ainsi, 3 un facteur exponentiel pres, la fonction II(z),
qui correspond au zéro z7.

En combinant ces résultats avec ceux que nous avons obtenus pré-
cédemment, on a tout ce qu’il faut pour étudier le produit

- 1 A 1 N\
2) | —— ) [ — ———— .
( I]_[/ (;-l)zcu——/uu’) < _ I)l(u—l—n(u’) ]

Ce produit sera convergent si les deux sommes

1 1
—— T TG
2,, mw—+ nw’ Z:(mw—}—n:n')-

sont convergentes. Les diverses valeurs que peut prendre ce produit
sont représentées par la formule générale

F(s) = I (3) ex"+83+1,

11(z) élant la fonction intermédiaire qui correspond & la fonction

z”p(l_'); a, B, 7 des constantes qui dépendent de 9.

I’étude des sommes et des produits doublement infinis nous a per-
mis de former les fonctions intermédiaires et d’établir leurs princi-
pales propriétés. Il en résulte que cette méthode suffit & elle seule pour

Ann. de UEc. Normale. 2¢ Série. Tome XII. — Novemere 1883, 50



394  ¢. GUICHARD. — THEORIE DES POINTS SINGULIERS ESSENTIELS.
arriver 4 la théorie. complete des fonctions doublement périodiques.
Elle permet de représenter toutes ces fonctions par des sommes ou par
des produits doublement infinis. Enfin elle établit un lien entre les
fonctions doublement périodiques et celles qui augmentent de quan-
tités constantes ou celles qui sont multipliées par des facteurs con-
stants, quand on y remplace z par z 4+ » ou par z + o',




