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D-MODULES ARITHMETIQUES 1.
OPERATEURS DIFFERENTIELS DE NIVEAU FINI

Par PiErRrRe BERTHELOT

ABSTRACT. — Let p be a prime number, S a Z(,-scheme, X — S a smooth morphism of schemes. Using a
weaker form of the classical notion of divided powers on an ideal, we construct on X an inductive system of
sheaves of differential operators D(‘;" ), which are locally generated by divided powers of derivations up to order
p™, and therefore have better finiteness than the usual sheaf of differential operators. On a smooth p-adic formal
scheme X, we also introduce the p-adic completion ﬁ%n) of Df{.ﬂ) , and the sheaf D} = lznm ﬁﬁ{."). We prove

that the sheaves ﬁf‘fm) and D} Q= Df\f ® Q are coherent, and that theorems A and B hold for coherent modules
on these rings. Finally, we construct analogous sheaves of differential operators with overconvergent singularities
along a divisor, and show that overconvergent isocrystals can be viewed as coherent modules over these rings.

Introduction

Cet article est le premier d’une série consacrée au probleme des six opérations de
Grothendieck pour la cohomologie p-adique des variétés algébriques sur un corps k de
caractéristique p.

Grace a la cohomologie rigide ([2], [5]), on peut définir, pour tout k-schéma séparé
de type fini X, des groupes de cohomologie p-adique qui généralisent d’une part la
cohomologie cristalline lorsque X est propre et lisse sur k, d’autre part la cohomologie de
Dwork-Monsky-Washnitzer lorsque X est affine et lisse sur k. Par contre, on ne disposait
pas jusqu’ici, dans le cas p-adique, d’une catégorie de coefficients suffisamment stable
par les opérations usuelles (et en particulier par image directe) pour pouvoir utiliser avec
toute leur puissance les méthodes géométriques standard en cohomologie complexe ou en
cohomologie /-adique. Les seuls coefficients étudiés jusqu’a présent sont les isocristaux,
qui ‘constituent une extension aux variétés de caractéristique p de la notion de fibré a
connexion intégrable, et ne sont donc pas stables par image directe par un morphisme
quelconque, notamment par une immersion. Rappelons néanmoins que, dans certaines
situations géométriques favorables comme la réduction semi-stable, I’introduction des
schémas logarithmiques ([18], [25], [28], etc.) permet d’étendre les résultats dont on dispose
classiquement dans le cas de morphismes propres et lisses. Par contre, dans des situations
plus générales, des phénomeénes spécifiques a la caractéristique p et plus difficilement
accessibles par les techniques logarithmiques peuvent se produire. Par exemple, dans le cas
de revétements sauvagement ramifiés, des singularités irrégulieres peuvent apparaitre : les

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE. — 0012-9593/96/02/$ 4.00/© Gauthier-Villars



186 P. BERTHELOT

isocristaux de Dwork, fournis par le revétement d’ Artin-Schreier ([17], [3]), en constituent
un exemple. I1 est alors intéressant de disposer de coefficients plus généraux.

Pour essayer de construire une catégorie de coefficients stable par les six opérations,
la démarche que nous entreprenons s’inspire de la théorie algébrique des « coefficients
de de Rham » en caractéristique 0. Cette théorie, dont I’existence avait été conjecturée
par Grothendieck vers le milieu des années soixante (elle est notamment sous-jacente aux
questions posées dans [21] sur I'algébricité de la suite spectale de Leray — voir aussi
[22, 1.5]), résulte des travaux de Deligne sur les fibrés a connexion réguliere [16], et
du développement de I’analyse algébrique, grice aux travaux de Sato-Kashiwara-Kawai,
Bernstein, Mebkhout, etc. La correspondance de Riemann-Hilbert, établie par Kashiwara
([26], [27]) et Mebkhout ([32], [33]), fournit le lien entre la théorie algébrique des systemes
différentiels, et la théorie topologique des faisceaux constructibles : rappelons qu’on peut
associer, A toute variété algébrique lisse X sur C, la catégorie dérivée bornée D? (Dx)
des complexes a cohomologie holonome ; c’est une sous-catégorie pleine de la catégorie
dérivée des modules a gauche sur le faisceau Dx des opérateurs différentiels de X, qui
vérifie les propriétés suivantes (voir [11], [34]) :

a) Pour X variable, D% (Dx) est stable par les quatre opérations de base de la théorie
des Dx-modules : dualité interne, produit tensoriel externe, image directe ordinaire, image
inverse exceptionnelle ;

b) Si D% (C) désigne la catégorie dérivée bornée des complexes de C-espaces vectoriels
a cohomologie constructible sur ’espace analytique X *™ associé a X, il existe un foncteur
DR : D! (Dx) — D!(Cy), et une sous-catégorie pleine D! (Dx) de D! (Dx), la
catégorie dérivée bornée des complexes a cohomologie holonome réguliere, tels que la
restriction de DR a D?_(Dx) soit une équivalence de catégories, et commute aux quatre
foncteurs précédents.

Rappelons de plus que les six opérations cohomologiques de Grothendieck sur D (C )
(a savoir ®, Hom, f*, f«, f', fi) peuvent étre reconstruites a partir des quatre foncteurs
précédents (voir [34, II 9.3.1]).

Soient maintenant k£ un corps parfait de caractéristique p, W = W (k) I’anneau des
vecteurs de Witt a coefficients dans k, et X une variété lisse sur k. La méthode que nous
commencons a développer ici consiste a supposer dans un premier temps X relevable en
un schéma formel X lisse sur W, et a construire sur X une famille de faisceaux d’anneaux
d’opérateurs différentiels ZA)EYm), ayant pour limite inductive un faisceau DL qui opere
naturellement sur divers O y-modules liés a la construction de la cohomologie rigide de X.
L’idée de base consiste a remplacer le faisceau des opérateurs différentiels usuels Dy,
engendré par la famille de tous les opérateurs de la forme &7 ’ /p%!, ol les 8; sont les
dérivées partielles par rapport a un systtme de coordonnées locales, par une famille de
faisceaux d’opérateurs différentiels DE‘,'") engendrés par un nombre fini de tels opérateurs;
un exemple classique en cohomologie cristalline en est le faisceau engendré par les seules
dérivations, noté ici DE\()), dont I’action équivaut a la donnée d’une connexion intégrable.

11 est alors frappant de constater que la description du faisceau Df\, obtenu par complétion
et passage a la limite inductive & partir des faisceaux Df\,m) fait apparaitre les conditions
de convergence de Monsky-Washnitzer. Il semble donc naturel d’espérer que les propriétés
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D-MODULES ARITHMETIQUES I 187

de finitude de la cohomologie de Monsky-Washnitzer — et, plus généralement, de la
cohomologie rigide — proviennent de propriétés de finitude sur le faisceau DL, Q= DL ®Q,
de méme que la finitude de la cohomologie de de Rham d’une variété X sur un
corps de caractéristique O résulte de la préservation de I’holonomie par les opérations
cohomologiques sur les Dx-modules. On peut en tous cas montrer que DI\",Q est un
faisceau d’aneaux cohérent (quoique non ncethérien), et définir pour les DLYQ-modules
a gauche cohérents (éventuellement munis d’une action de Frobenius) des opérations
cohomologiques et une notion d’holonomie prolongeant celles dont on dispose pour les
Dx-modules holonomes en caractéristique 0. On peut alors raisonnablement conjecturer
que, pour X propre et lisse, la catégorie dérivée D? (DL,Q) est stable pour ces opérations.
De plus, la catégorie D} (DL,Q) et les opérations cohomologiques correspondantes ne
dépendent, a isomorphisme canonique pres, que de la réduction modulo p des schémas
considérés, et on espére pouvoir étendre leur définition au cas d’un k-schéma de type fini
arbitraire par plongement dans un schéma propre et lisse.

Les premiers résultats dans cette direction ont ét¢ annoncés dans [4], ou nous avons
aussi montré comment, lorsque X est propre sur k, la cohomologie rigide d’un ouvert Y de
X peut étre calculée comme cohomologie de de Rham d’un complexe de DL’Q-modules.
Dans le présent article, consacré a la construction et aux propriétés de cohérence des
anneaux d’opérateurs différentiels considérés, nous donnons la démonstration complete de
ces résultats, en les généralisant au cas des opérateurs a singularités surconvergentes le
long d’un diviseur. La définition et les propriétés des opérations cohomologiques sur les
DLYQ-modules, ainsi que leur caractére intrinséque par rapport & X, seront I’objet des
articles suivants.

La construction des faisceaux d’opérateurs Dﬁf’”), qui s’applique a tout schéma lisse sur
une base ol les entiers premiers 2 un nombre premier p donné sont inversibles, repose
de maniére essentielle sur un affaiblissement de la notion d’idéal a puissances divisées :
pour un entier m fixé, et un idéal I donné, on requiert seulement de pouvoir définir
les puissances divisées des éléments z?", avec € I (cf. 1.3.1 pour une définition en
forme de cette structure, que nous appellerons PD-structure partielle de niveau m sur I).
La premiére partie de cet article est consacrée a I’étude de cette notion, qui redonne la
notion usuelle pour m = 0 ; pour la commodité des références ultérieures, nous y avons
regroupé des définitions et résultats dont certains ne seront utilisés que dans les articles
suivants. Mentionnons ici qu’une telle structure permet encore de définir pour tout k£ > 1
des applications de puissances divisées partielles de I dans I, notées = — x*}, qui satisfont
des relations analogues aux relations habituelles entre puissances divisées, voir 1.3.5 ; en
particulier, elles vérifient les relations ¢! z{*¥} = 2%, avec k = p™q+r, 0 < r < p™.
Partant d’un idéal I arbitraire, on dispose encore d’une construction universelle fournissant
une « enveloppe a puissances divisées partielles de niveau m » de I. Appliquée a I’idéal
d’augmentation d’une algebre de polyndmes A [t], elle définit une algebre de polynomes
a puissances divisées partielles de niveau m, qui est un A-module libre ayant pour base
les « mondmes » t{*},

Signalons au passage que 1’idéal maximal d’un anneau de valuation discréte d’inégales
caractéristiques peut toujours &tre muni d’une PD-structure partielle de niveau m si m est
assez grand. On peut alors utiliser les PD-structures partielles pour construire des variantes
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« de niveau m » du site cristallin usuel, qui permettent dans certains cas d’obtenir des
résultats lorsque la base est un anneau de valuation discréte de ramification arbitraire :
par exemple, on peut de la sorte donner une démonstration du théoréme de comparaison
(a isogénie pres) entre cohomologie cristalline de X et cohomologie de de Rham de X
identique & celle dont on dispose pour e < p — 1, et ne faisant donc pas appel a ’action
du Frobenius comme dans [10]. De méme, combinant ces techniques avec les résultats de
la derniere partie du présent article, il est possible de donner une construction de nature
cristalline de la cohomologie rigide. Ces questions ne seront pas abordées ici, mais nous
y reviendrons dans un article ultérieur.

Suivant la méthode utilisée par Grothendieck dans [EGA IV], nous définissons dans
la deuxieme partie les faisceaux D&m) en dualisant les enveloppes a puissances divisées
partielles nilpotentes Py (.., de I'idéal de la diagonale. Le résultat essentiel 1.5.3, qui étend
aux enveloppes a puissances divisées de certains idéaux réguliers la description donnée
plus haut pour une algebre de polyndmes, fournit le théoréme de structure des faisceaux
Px. (m) 8race auquel on peut décrire explicitement les faisceaux d’opérateurs différentiels
obtenus. On montre ainsi que les Dg?l) sont engendrés par les opérateurs de la forme
li:4 ’ /p’!, avec j < m. Par exemple, si V est un anneau de valuation discréte d’inégales

caractéristiques (0, p), de corps des fractions K et si X = A}, est la droite affine sur V,
on dispose d’homomorphismes injectifs

I (AL, DYY) T (AL, Dx) — I (AL, Dx,) = K [t, 9],

ot ¢ est une coordonnée sur A3, et d la dérivation correspondante. Cette injection identifie
alors T (AL, DY™) a la sous-V-algebre V[t, 8, 97/p!, ..., " /p™] de K [t, 8], qu’on
peut encore décrire comme étant le sous-) [t]-module libre ayant pour base les opérateurs
g ok/k, ot k = pmqg+17,0< 1 < pm

Si V est complet, et si X est un V-schéma formel lisse, nous introduisons ensuite
le complété p-adique D™ de DS@"), et nous donnons alors la description en termes de
conditions de Monsky-Washnitzer du faisceau Dt , défini comme limite inductive des
faisceaux IA)E\:"). Ainsi, si I'on considere le cas ot X = SpfV {t} est la droite affine
formelle sur V, on vérifie que I" (X, DL) peut étre décrit par

; ik €V VEk, a; x — 0 pour i — 400;
I'(x, DY) = L B I LI I Al e
( %) {ig;oa’k / ‘ Jde,neR,n <1, tels que Vi, k, |a; k| < cnk

Dans la troisieme partie, nous étudions les propriétés de cohérence des faisceaux 155\:")
et ’DL o A la différence du faisceau Dy des opérateurs différentiels usuels, les faisceaux

Dg_,m) sont des faisceaux d’anneaux ncethériens. Pour la commodité des références, nous
rappelons d’abord brievement comment s’étendent au cas non commutatif les résultats
classiques sur les complétés d’anneaux ncethériens. Nous en déduisons la cohérence des
faisceaux f?fym), et les théorémes A et B pour les ﬁfx,m)-modules cohérents, ainsi que les

résultats analogues pour ﬁﬁ;’fg = DU ® Q. Le résultat le plus important de cette partie

est alors le théoréme 3.5.3, établissant la platitude de vamg Y sur ﬁfymg La cohérence du
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D-MODULES ARITHMETIQUES I 189

faisceau DL,Q en résulte, de méme que les théorémes A et B pour les DL,Q-modules
cohérents.

Les résultats précédents sont en fait prouvés dans un contexte plus général, permettant
de les appliquer aux opérateurs différentiels a coefficients dans une O y-algeébre B munie
d’une action de Dgfm). Dans la derni¢re partie, nous considérons une immersion ouverte
j:Y — &, de réduction Y — X sur k, telle que le complémentaire de Y soit le support
d’un diviseur Z C X. Nous montrons alors comment associer de maniere canonique a ces
données des faisceaux de O y-algebres BS;") (Z), munis d’une action de f)f\,m), qui sont
des modeles entiers de certaines algebres de fonctions « surconvergentes » le long de Z
(au sens de la cohomologie rigide [2]). En passant a la limite inductive sur m, on obtient
le faisceau, noté Oy (TZ), des fonctions sur ) 2 singularités surconvergentes le long de Z,
grace auquel on définit un faisceau d’opérateurs différentiels sur X, noté DL (tZ), dont les
coefficients appartiennent 2 Oy (Y Z). Si I’on reprend I’exemple de la droite affine formelle
sur V considéré plus haut, avec pour diviseur Z = {0}, on obtient ainsi pour sections
globales de D; (Z)q I'anneau d’opérateurs différentiels

I'(¥, D4('Z)q)
=Y 0kt OM/R!

i€z
k>0

b

air € K; VE, a;r — 0 pour i — 400;
de,neR, n< 1, tels que Vi, k, |a; x| < enktsup(0,-9)

dont les coefficients convergent hors d’un disque de rayon <1 a I’origine. L’introduction du
faisceau DY, (1Z), qui est un sous-faisceau du faisceau image directe usuel 7, D;, permet
de donner un sens a la notion de « Da—module sur Y a singularités surconvergentes le
long de Z ». Par une extension du théoréme de platitude 3.5.3, nous montrons la cohérence
du faisceau D, (1Z)q. Nous montrons également la fidele platitude sur D, (tZ)q du
faisceau j, D;’A - Enfin, nous terminons ce premier article en montrant que les isoscristaux
sur Y, surconvergents le long de Z, peuvent s’interpréter comme des DL (TZ )g-modules,
cohérents sur Oy (1Z)q et sur DY, (1Z)q, (théoremes 4.4.5 et 4.4.12), étendant ainsi les
résultats obtenus dans [4] pour les isoscristaux convergents. Le lecteur pourra se reporter
a [4] ou a [20] pour différents exemples de DL,Q—modules cohérents en liaison avec la
cohomologie rigide.

Rappelons pour finir que Mebkhout et Narvaez ont également entrepris I’étude des
coefficients p-adiques [35], par des méthodes voisines, mais quelque peu différentes des
notres, reposant sur la notion de schéma faiblement formel introduite par Meredith [36]
plutét que sur les schémas formels classiques utilisés dans le présent article. L’avantage
du point de vue que nous adoptons ici est de permettre de travailler modulo p?, et de bien
se préter aux comparaisons avec la cohomologie cristalline et la cohomologie rigide. Pour
pouvoir prendre en compte les conditions de surconvergence a I’infini dans le cas d’une
variété ouverte, nous serons alors amenés a introduire une compactification de celle-ci, et
a utiliser les techniques que nous commencons a développer dans la quatriéme partie de
cet article pour I’étude de la surconvergence a l'infini.

Dans les articles suivants de cette série ([6], [7]), nous commencerons 1’étude des
foncteurs image inverse et image directe. En particulier, nous montrerons la conservation
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de la cohérence par image inverse par un morphisme lisse, et par image directe par un
morphisme propre, ainsi qu’un théoréme de descente par Frobenius qui joue un rdle crucial
dans la théorie des D;Q—modules. Dans un article ultérieur, nous construirons la variété
caractéristique d’un DL’ g-module muni d’une action de Frobenius (que nous appellerons
F-DL,Q-module), et nous prouverons I’inégalité de Bernstein, ainsi qu’un théoréme de
I’indice analogue a celui de Dubson (c¢f. [15], [31]) pour les F- -DL,Q-modules holonomes
sur un schéma propre et lisse.

La gestation de cette théorie a beaucoup bénéficié des discussions que j’ai pu avoir avec
G. Laumon et Z. Mebkhout, a qui je tiens a exprimer toute ma gratitude. La rédaction du
présent article a été achevée lors de séjours effectués en 1993 au Mathematical Sciences
Research Institute, Berkeley, et a 1'Isaac Newton Institute for Mathematical Sciences,
Cambridge : qu’ils soient aussi remerciés pour 1’excellente ambiance de travail que j’ai
pu y trouver.

Conventions générales

Dans tout cet article, on fixe un nombre premier p, et on note Z, le localisé de Z par
rapport a 1’idéal (p). Pour tout anneau de valuation discréte d’inégales caractéristiques
(0, p), la valuation p-adique est normalisée par v,(p) = 1, et la valeur absolue
correspondante définie par |a| = p~v» (@),

Nous adopterons les conventions usuelles de I’analyse concernant les multi-indices ;
nous noterons 1, le multi-indice dont tous les termes sont O sauf le :-ieéme, égal a 1.
Si k = (k1, ..., kq), nous poserons |k| = ki + ... + k4 (en espérant que le soulignement
permettra de ne pas confondre cette notation avec celle de la valeur absolue, archimédienne
ou p-adique, d’un entier k).

1. Puissances divisées partielles

Nous introduisons ici, pour tout m € N, la notion de structure partielle d’idéal a
puissances divisées de niveau m sur un idéal I d’une Z,)-algébre A. Il s’agit d’une
généralisation de la notion usuelle de PD-structure, qu’on retrouve pour m = 0, et qui
consiste essentiellement a se donner un idéal a puissances divisées (J, v) C I tel que,
pour tout z € I, on ait zP" € J. Une telle structure permet notamment de définir sur /
des applications de puissances divisées partielles = — z*} (dépendant de m), qui vérifient
des relations du méme type que celles des opérations de puissances divisées usuelles (voir
1.3.5-1.3.6). Ces relations font intervenir certaines variantes des coefficients binémiaux,
que nous définirons et dont nous étudierons la valuation p-adique dans la section 1.1.
Dans la section 1.2, nous donnerons quelques compléments a [1] sur les conditions de
compatibilité entre puissances divisées. Celles-ci jouent un role important dans la théorie
des PD-structures partielles, car c’est en imposant des conditions de compatibilité aux
puissances divisées naturelles de p que I’on peut obtenir de bonnes propriétés d’additivité.
La section 1.3 sera consacrée a la définition et aux propriétés de base de la notion de
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D-MODULES ARITHMETIQUES 1 191

m-PD-idéal. Nous y définirons en particulier les opérations z{*}, ainsi que la filtration
m-PD-adique qui s’en déduit, et qui, comme la filtration PD-adique habituelle, généralise
la filtration /-adique. L’ outil essentiel dans 1’utilisation des m-PD-idéaux est la construction
de 'enveloppe a puissances divisées d’un idéal, qui sera I’objet de 1.4. Le résultat principal
de ce chapitre est alors le théoréme 1.5.3, qui fournit pour certains idéaux réguliers une
description explicite des enveloppes a puissances divisées correspondantes et de leur
filtration m-PD-adique, montrant que leur structure est essentiellement celle d’une algebre
de polyndmes a puissances divisées partielles, explicitée en 1.5.1.

1.1. Coefficients binomiaux modifiés

La théorie des puissances divisées partielles amene a définir des coefficients bindmiaux
modifiés. Rappelons que, pour tout k& € N, la valuation p-adique v, (k!) est donnée par

(1.1.0.1) vy (K)) = (k — o (k))/(p — 1),

ol I’on pose k = Zaipi, avec0<a; <p—1l,eto(k)= Zai. Pour k = k' + k", avec

B i
k', k" € N, on en déduit la valuation p-adique des coefficients bindmiaux

k
(1.1.0.2) Up ((k’)) =(c(k)+o (k") -0 (k))/(p - 1).
LemME 1.1.1. — Soient k = k' + k", avec k', k" € N, et soient
k:Zaipi7 k/___za;pi’ k”:zag’pi,

les développements en base p de k, k', k". Alors on a

(1.1.1.1) o(k)<o(k)+a(E"),

avec égalité si et seulement si a; = a; + a} pour tout 1.

L’inégalité résulte de (1.1.0.2); il est clair qu’il y a égalité lorsque a; = a} + a! pour
tout 7. Si ce n’est pas le cas, soient i le plus petit indice tel que a; # a; + a}, et i; le
plus petit indice supérieur 2 ig tel que a} + a < p — 1. On a alors

/! " i "
aiy = a5, +a, —p < a; +a; —1,
a;=a,+al —p+1<a;+a]  pour ig<i<ip,

7 "
a;, =a; +a; + 1,
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d’out I’inégalité
!/ "
E a,~<2 ai+2 a;,
i<iy i<y 1<y

dont 1’assertion résulte aussitot.

1.1.2. Fixons un entier m € N. Pour k = k¥’ + k", avec k', k" € N, soient k = p™ ¢+,
E =pm™q + 1, k" =p™q’ +r" les divisions euclidiennes de k, k' et k" par p™. On
introduit alors les coefficients

k q!

k EN (k) 7F
(1.1.2.2) <k’>(m) = (k,> {k’}(m)'

Lorsqu’aucune confusion n’en résultera, nous omettrons 1'indice (m). Pour m = 0, on
a simplement pour tout k

Wo=le) (o), =
Klo \KJ) Ko

alors que, pour m quelconque et £ < p™, on a

(), (e, - ()

LemME 1.1.3. — (i) Quels que soient les entiers positifs m, k, k', on a

g ()
, e N, , € Z(p).
{k (m) K"/ (m)

(ii) Soient j, et q¢' < q trois entiers positifs. Si § > m, ou si ¢ < p, on a

p"q> .
) eZ7.,.

(»)
<p’q’ m

(iii) Quels que soient les entiers positifs j, r < p’ et q, on a
<p]q.+r> € Z7,.
P’ a4/ m)

La premilre assertion résulte de ce que ¢ > ¢’ + ¢”. Comme o (k) = o(q) + o (r)
(resp. o (k'), o (K")), on déduit de (1.1.0.1) I’égalité

(1.1.3.1) Up (<]]:/>( )) =@ +qd" —qg-a(r)+a()+a(")/(p-1).

Sig=¢q +4q", alors r = ' + r”, et la seconde assertion résulte du lemme 1.1.1. Sinon,
onag=q¢ +¢"+1,r+p™=r"+7".Comme r < p™,onaoc(r+pm)=oc(r)+1,
et le lemme 1.1.1 entraine que o (r) + 1 < o (') + o (r"), d’o0t (i).
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Les assertions (ii) et (iii) sont des conséquences immédiates de (1.1.3.1).
1.1.4. Soient m, k', k” € N.On pose &' = p™ ¢'+¢', k" =p™q"+7", k' k" = p™ q+r,
avec 0 < r, 7/, " < p™, et

m __ @
Ck”,k' - (q’!)’“" q//!'

On observera que, pour m = 0, le coefficient
-1 . ,
© _ _ _(KED (E+1)F -1
Ck”,k’ =Cpr,w = (k'YK Y - H -1

=1
est I’entier naturel qui intervient dans la composition des puissances divisées.

LeMME 1.1.5. — Quels que soient les entiers m, k', k', on a

oM €N,

Avec les notations de 1.1.4, posons v’ r” = p™s +t, avec 0 < ¢t < p™, de sorte que
/i

g=p"q¢q¢" +¢r" +¢"r + s. On vérifie immédiatement la relation

(LIS CIy =" (g + ) (0™ Crr, g Corpm gt (Com,)*
X q!
(pm q/ qll)! (q/ 7,.l/)! (q// r 4+ S)!,

d’ou résulte le lemme.

1.2. Puissances divisées compatibles a (p)

Rappelons que, si A est une Z;)-algebre, la PD-structure canonique de I'idéal (p) C Z,
s'étend 2 A [1, I 2.1.1] ; nous la noterons pl™! = p”/n!. Si (I, v) C A est un PD-idéal, nous
dirons que ~y est compatible a (p) si -y est compatible aux puissances divisées canoniques
de (p) [1,12.2.1], i.e. si I Np A est un sous-PD-idéal dans / et dans pA, et si «y coincide
sur I N pA avec la PD-structure canonique ; il revient au méme de demander qu’il existe
sur I + pA une PD-structure (nécessairement unique) induisant «y sur / et la PD-structure
canonique sur pA. Nous aurons besoin de conditions assurant que certaines opérations sur
les idéaux a puissances divisées conservent la compatibilité a (p) ; pour la commodité des
références ultérieures, nous les énongons ici sous des hypotheses plus générales.

LemME 1.2.1. — Soient (R, a, @) un anneau muni d’un PD-idéal, A une R-algébre,
(I,v) C A (I', ') C A deux idéaux munis de puissances divisées compatibles a celles de
a.Onnote Iy =1+ a A, I} =I' + a A ; soient @ la PD-structure sur a A étendant a, et
6 (resp. 8') la PD-structure sur I, (resp. I}) prolongeant «y (resp. ') et @. Les conditions
suivantes sont alors équivalentes :

(i) Les PD-structures 6 et §' coincident sur I; N 1] ;
(ii) Les PD-structures 6 et ~' coincident sur I N I' ;
(ii") Les PD-structures v et §' coincident sur I N I} ;
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(iii) 1l existe sur I + I' + a A une PD-structure induisant v, 7' et @ ;

(iv) Il existe sur I + I' une PD-structure compatible & « induisant -y et v'.

Les équivalences (ii) < (iii) (resp. (ii’) < (iii)) et (i) < (iii) résultent de [1, I 1.6.4],
et I’équivalence (iii) < (iv) résulte des définitions.

Lorsque les conditions du lemme sont remplies, les PD-structures de (iii) et (iv) sont
uniques.

DeFINITIONS 1.2.2. — (i) Soient (R, a, &) un anneau muni d’un PD-idéal, A une R-
algébre, (I, v) C A un idéal muni de puissances divisées compatibles a celles de a, @ la
PD-structure sur a A étendant v, A’ une A-algébre. On dit que ~y est strictement extensible
a A’ (relativement a (a, o)) si v s’étend a A’, et si la PD-structure 7 sur I A’ étendant
~ est compatible a «.

D’apres [1, 12.2], il revient au méme de demander que la PD-structure § sur I + a A
prolongeant v et @ s’étende & A’. Cette condition est donc toujours satisfaite lorsque
I+ a A est localement principal [1, I 2.1.1], ou lorsque A’ est plat sur A [1, 12.7.4].

(ii) Soient (R, a, o) un anneau muni d’un PD-idéal, ¢ : A — A’ un homomorphisme
de R-algebres, (I,y) C A et (I',4") C A’ deux idéaux munis de puissances divisées
compatibles a celles de a. On dit que (I, v) et (I’, ') sont strictement compatibles
(relativement a (a, «)) si (I, ) est strictement extensible & A’, et, en notant ¥ la PD-
structure de IA’ étendant ~, si les PD-idéaux (I A’, %) et (I’, v') vérifient les conditions
équivalentes du lemme 1.2.1. Cette définition s’applique en particulier au cas ou (I, )
et (I', ') sont deux PD-idéaux d’un méme anneau A, ¢ étant I'identité. La condition
de compatibilité stricte est automatiquement vérifiée si A’ est une A-algébre augmentée,
et I’ le noyau de I’homomorphisme d’augmentation, car +' est alors compatible & toute
PD-structure sur un idéal de A [1, 2.2.3].

Remarques 1.2.3. — Les exemples suivant montrent que des opérations telles qu’étendre
des puissances divisées, ou prendre le PD-idéal somme de deux PD-idéaux compatibles
entre eux, ne conservent pas nécessairement la compatibilité avec un PD-idéal donné sur
la base. Des exemples similaires ont été construits par W. Messing.

(i) Pour un entier k fixé, considérons R = Z/ (pk) avec le PD-idéal a = (p), muni de
ses puissances divisées canoniques, et prenons pour A 1’algebre de polyndmes a puissances
divisées R (t). Soit I = (t) le PD-idéal engendré par ¢, muni de sa PD-structure canonique
v, qui est compatible a (p) parce que A ~ R@® I [1, 2.2.3]. Soit d’autre part 3 une
PD-structure non canonique sur pR [1, 1.2.6]. Pour la méme raison, les puissances divisées
canoniques de / sont compatibles a 3, de sorte qu’il existe sur / + pA une unique PD-
structure 6 prolongeant et 1’extension 3 de 3 4 A. Soit alors I’ = (t+p) le sous-PD-idéal
de I + pA engendré par t + p, et notons +' la PD-structure induite par § sur I’. Par
construction, les PD-structures « et v/ coincident sur I N I’. Enfin, la PD-structure ' est
compatible a (p) : en effet, la propriété universelle de 1’algebre de polyndmes a puissances
divisées entraine qu’il existe un unique PD-morphisme

@ (R(t), I,~v)— (R(t), I, v)

tel que ¢ (t) =t + p, et on vérifie aisément que ¢ est un isomorphisme ; par suite, on a
aussi A ~ R @ I, d’ou I’assertion. Par contre, la PD-structure sur I + I’ prolongeant -y
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et ¥/, qui n’est autre que 6, n’est pas compatible 2 (p), car on a 6, (p) = B, (p) # p!™ en
général. On voit donc que, sous les hypothéses de 1.2.2 (ii), la compatibilité de v et '
n’entraine pas nécessairement la compatibilité stricte de v et +'.

(ii) De méme, sous les hypothéses de 1.2.2 (i), v peut s’étendre & A’ sans étre strictement
extensible 3 A’. En effet, dans ’exemple précédent, I’homomorphisme d’augmentation
m : A — R a pour noyau le sous-PD-idéal I de (I + p A, §). Puisque son noyau est
un sous-PD-idéal, la PD-structure § passe au quotient, donnant sur p R = I’ R une PD-
structure qui étend (I’, §), et qui n’est autre que (. Elle n’est donc pas compatible a (p)
bien que (I’, §) le soit.

Sous les hypothéses de 1.2.2, on observera que, lorsque A’ est le quotient de A par un
idéal K, la PD-structure ~y est strictement extensible a A’ si et seulement si K N (] + a A)
est un sous-PD-idéal de I + a A (muni de la PD-structure 6 prolongeant v et @).

Le lemme suivant permet d’assurer que certaines conditions de compatibilité sont
toujours vérifiées pour I'idéal (p).

LeEMME 1.2.4. — Soient A un anneau, I C A un idéal, (a, o) un PD-idéal de A. On
suppose que o est un idéal localement principal. Alors :

(i) L’idéal a N I est un sous-PD-idéal de a ;

(i) Si (J,v) C I est un idéal muni de puissances divisées compatibles a (a, @), et
si J1 = J + a, muni des puissances divisées prolongeant « et vy, alors Jy NI est un
sous-PD-idéal de J.

L’assertion étant locale sur Spec A, on peut supposer a principal; soit £ un générateur
de a. Si » > 1, il existe a, € A tel que a, (t) = a,t. Par suite, si ¢ = yt € anl,
on peut écrire a, () = y" an (t) = a,y" 'z € an I, dou (i). L’assertion (ii) résulte
alors de ce que /s NI =J+anl.

1.3. PD-structures partielles de niveau m sur un idéal

Lorsqu’on considérera dans la suite de cet article une PD-structure sur un idéal d’une
Z ()-algebre, on supposera toujours qu’elle est compatible a celle de (p). Pour tout entier
m > 0, et tout idéal I d’un anneau A, on notera I*") I'idéal engendré par les z?"
pour z € I.

DEFNITION 1.3.1. — Soient A une Z,)-algebre, I C A un idéal, m > 0 un entier. On
appelle structure partielle d’idéal a puissances divisées de niveau m sur 1 (en abrégé,
m-PD-structure) la donnée d’un PD-idéal (J, v) C I tel que

(1.3.1.1) I®™) 4 pI C J.

On dira que (I, J, ) est un m-PD-idéal de A. Si (A, I, J, ) et (A", I', J', +') sont
des Z(,-algebres munies de m-PD-idéaux, un m-PD-morphisme de (A, I, J,~y) dans
(A, I', J', 4') est un homomorphisme d’anneaux ¢ : A — A’ tel que ¢ (I) C I, et que
(A, J,v) — (A, J',4’) soit un PD-morphisme. Si ¢ est I'identité de A, on dira que
(I, J, v) est un sous-m-PD-idéal de (I', J',~') ; si de plus I’ = I, on dira que (J, ¥)
est une sous-m-PD-structure de (J', ') sur I.
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Lorsque m = 0, la condition (1.3.1.1) entraine que J = I, de sorte qu’on retrouve les
notions usuelles de PD-idéal (avec compatibilité aux puissances divisées de (p)), et de
PD-morphisme. De méme, si A est de caractéristique 0, on a J = I, et il existe une unique
m-PD-structure sur I, donnée par les opérations z" /n!

Si (I, J,v) et (L', J',v") sont deux m-PD-idéaux de A, et si les puissances divisées 7y
et v/ coincident sur J N J’, alors J N J’ munit 7 NI’ d’une m-PD-structure.

Nous utiliserons souvent la remarque suivante : pour vérifier la condition (1.3.1.1), il
suffit d’aprés la formule du bindme de vérifier que pI C J, et que, pour une famille
(w) e, de générateurs de I, on a x’;\m € J pour tout A. Par exemple, si, dans la situation
de I’alinéa précédent, v et ' sont strictement compatibles (relativement a (p)), J + J,
muni des puissances divisées 4" prolongeant v et +', munit I + I’ d’une m-PD-structure.

Exemples. — (i) Soient V un anneau de valuation discréte d’inégales caractéristiques
(0, p), m son idéal maximal, e son indice de ramification absolu, et 7 une uniformisante
de V. Si I'on fixe un entier k, I'idéal m* posséde une PD-structure si et seulement
si 7" /n! € m* pour tout n > 1, soit encore, d’aprés (1.1.0.1), si et seulement si
e/(p — 1) < k. En explicitant la condition (1.3.1.1), on voit alors que m*, muni de cette
PD-structure, définit une m-PD-structure sur m si et seulement si on a de plus k < e+ 1
et m > log, (k). En particulier, m peut ére muni d’une m-PD-structure si et seulement
si p™ > e/(p—1).

(ii) Soient A une Z,)-algebre, I C A un idéal. Si (Jp, v) C I est un PD-idéal tel que,
pour tout = € I, on ait zP” € Jy, il résulte de 1.2.4 que I'idéal J = (Jy + pA) N I, muni
de la PD-structure induite, définit une m-PD-structure sur /.

En particulier, si I est tel que, pour tout x € I, on ait z? € pA, I'idéal J = pA N1,
muni de sa PD-structure canonique, définit une m-PD-structure sur I qui sera dite triviale.
Par exemple, I’idéal maximal m C V considéré en (i) peut &tre muni de la m-PD-structure
triviale si et seulement si p™ > e.

(iii) Soit (J, ) une m-PD-structure sur un idéal I. Alors, pour tout m’ > m, (J, 7)
est une m/'-PD-structure sur I.

DEeFINITIONS 1.3.2. — Précisons les conditions de compatibilités pour les m-PD-structures.

(i) Soient R — A un homomorphisme, (a, b, ) un m-PD-idéal de R. On dira que
la m-PD-structure (b, «) s’étend a A si la PD-structure « est strictement extensible a A
(relativement a (p)). Cette propriété est en particulier vérifiée lorsque I'une des conditions
suivantes est satisfaite :

a) bA =0

b) by = b + p R est un idéal localement principal ;

c) A est plat sur R.

Si on note @ les puissances divisées sur bA étendant celles de b, (bA, @) est alors
une m-PD-structure sur a A.

(ii) Soient R — A un homomorphisme, (a, b, o) (resp. (I, J, 7)) un m-PD-idéal de R
(resp. A), 0 la PD-structure sur b; = b 4+ pR prolongeant « et la PD-structure canonique

de pR. On dira que la m-PD-structure (J, y) est compatible a (b, ) si les conditions
suivantes sont satisfaites :
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(1.3.2.1) Les PD-structures « et «y sont strictement compatibles (relativement a (p)).

(1.3.2.2) Si on munit b; A de la PD-structure 3 prolongeant 3, alors b; A N T est un
sous-PD-idéal de b, A.

Dans ce cas, I'idéal J + bA, muni des puissances divisées 7' prolongeant v et «,
est une m-PD-structure sur I + a A. Celle-ci est compatible a (b, «), car un élément
z € by AN (I+a A) s’écrit sous la forme z = y+z,avecy € bA C a A,z € pAn(I+a A),
et on a alors d’une part 3; (y) € bA pour i > 1, d’autre part 3, (z) € (I + a A) pour
j > 1 d’aprés 1.2.4, de sorte que 3, (z) € by AN (I + aA) pour n > 1.

On notera que si une m-PD-structure est compatible a (b, «), elle le reste lorsqu’on la
considére comme m’-PD-structure pour m’ > m.

La condition (1.3.2.2). sera utilisée en 1.3.7 pour définir la filtration m-PD-adique. Pour
m = 0, elle résulte de (1.3.2.1), si bien que la condition de compatibilité introduite ici
se réduit alors a celle de 1.2.2 (ii).

ProrosiTION 1.3.3. — Les notations étant celles de 1.3.2 (ii), supposons que 1’on soit dans
l'un des cas suivants :

a) bA = 0;

b) by est un idéal localement principal, et Tor™ (R/by, A/J) = 0;

¢) A est plat sur R, et Torf (R/by, A/J) = Tory (R/by, A/I) = 0.

Alors la m-PD-structure (J, y) est compatible a (b, ).

D’apres 1.3.2 (i), la PD-structure (8 s’étenii_ alors en une PD-structure 3 sur b; A dans
chacun des trois cas considérés. De plus, § et y coincident sur b3 A N J, car v est
compatible a (p) dans le cas a), et byA N J = byJ est un sous-PD-idéal de b; A et
de J dans les cas b) et ¢). La condition (1.3.2.1) est donc vérifiée; il en est de méme
de (1.3.2.2) d’aprés 1.2.4 dans les cas a) et b), et parce que by A N I = by [ est un
sous-PD-idéal de b, A dans le cas c).

1.3.4. Soient (I, J, v) un m-PD-idéal de A, et K un idéal de A. Pour qu’il existe sur
I (A/K) une m-PD-structure telle que I’homomorphisme de passage au quotient soit un m-
PD-morphisme, il faut et suffit que (J + p A)N K soit un sous-PD-idéal de J +pA. L’idéal
J (A/K), muni de la PD-structure quotient, définit alors la plus petite m-PD-structure sur
I(A/K) telle que I’'homomorphisme de passage au quotient soit un m-PD-morphisme.

Supposons que A soit une R-algebre, ot R est munie d’un m-PD-idéal (a, b, &), et
soit by = b + p R, muni de la PD-structure 8 prolongeant « et la PD-structure canonique
de (p). Si la m-PD-structure (J, 7) est compatible a (b, «), la m-PD structure quotient
sur I (A/K) est compatible a (b, a) si et seulement si les deux conditions suivantes
sont vérifiées :
(1.3.4.1) L’idéal (J + b3 A) N K est un sous-PD-idéal de J + b; A (ce qui entraine qu’il
en est de méme pour (J +pA) N K);
(1.3.42) L’idéal by AN (I + K) est un sous-PD-idéal de b; A.

1.3.5. Soient A une Z(;)-algebre, (I, J, v) C A un m-PD-idéal. On peut alors définir
sur I des opérations de puissances divisées partielles analogues aux puissances divisées
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usuelles. Pour tout £ € N, on note ¥ = p™ ¢q + r la division euclidienne de k par p™,
et on pose, pour £ € I :

(13.5.1) e Fen = 2" (y, (7)),

ce qui a un sens grace a (1.3.1.1). Lorsqu’aucune confusion n’en résultera, nous noterons
simplement z{*} := z¥}m) | Lorsque m = 0, on a donc o =, (z), de sorte que 1’on
retrouve les puissances divisées habituelles ; nous les noterons souvent z*]. On observera
que la relation q!v, (y) = y? entraine

(13.52) gz = gk,
Sip:(A, I, J, v)— (A, I', J', 4') est un m-PD-morphisme, il est clair que, pour
tout z € I et tout k € N, on a ¢ (z(F}) = ¢ (z)™™.

Soit d’autre part m’ > m, ce qui permet de considérer (J, ) comme définissant une
m/-PD-strucuture sur I. Soit k¥ € N; posons k = p™ q+r =p™ ¢ +7r',avec 0 < r < p™,
0 <7 < p™. On a alors

(1.3.5.3) B = (g1 g1) 2w,
En effet, posons 7' = p™ s + r, de sorte que ¢ = p™ ~™ ¢’ + 5. On a alors

gten =" 4y (277 ) = 27 (@) vy (P T Y om (27))

m’_m!)q' Cq’,pml"" ')’pm'—mq: (.’Bpm))

=1" sl (27 ) (p

= (¢"/q") e
En particulier, considérant J lui-méme comme un m-PD-idéal, on voit que, pour z € J,
on a

(13.5.4) e ®en = (kl/g) v (z).

Les opérations z{¥} vérifient des relations analogues 2 celles des puissances divisées
usuelles :

ProposITION 1.3.6. — Soient A une Z,)-algébre, (I, J, ) un idéal de A muni d’une
PD-structure de niveau m. Les opérations © — z'*} vérifient les propriétés suivantes :

(,) veel, 2%=1, =gz
1

Vi>1, 2 er,  vi>pm, ey
(ii) Vzel VaecA VkeN, (ax){k}=akx{k};

(iii) Ve,yel, VkeN, (z+ y){k} = z < k > ot y{k”};
(m)

7
K/ 4k =k
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/ 1"
(i) Veel, YK,k eN, o= {k :,k } SR
(m)

W) Vzel, VK,k'eN, (x{k'}){k”} — CI(CT,)k’ oK EY

Les propriétés (i) et (ii) sont des conséquences immédiates des propriétés analogues des
puissances divisées usuelles. Compte tenu de (1.1.5.1), les propriétés (iv) et (v) peuvent
également s’en déduire par un calcul semblable a celui qui a été fait pour prouver (1.3.5.3).
Nous montrerons en 1.5.2 la propriété (iii) par réduction a une situation universelle (le
lecteur s’assurera que cette propriété n’est pas utilisée dans la démonstration de 1.5.2).

1.3.7. Les opérations précédentes permettent de définir sur un m-PD-idéal une filtration
canonique. Nous allons la construire dans une situation générale avec conditions de
compatibilité. Soient R une Z,)-algebre, (a, b, o) un m-PD-idéal de R, A une R-algebre,
I C A un idéal muni d’une m-PD-structure (J, v) compatible a (b, ). Notons S la
PD-structure de b; = b+ p R prolongeant « et la PD-structure canonique de (p), et § celle
de J, = J + by A prolongeant y et I'extension 3 de 3 a b; A. Soient n € N, et I,, I’idéal
de A engendré par les produits de la forme z\™} ... 2{"3, avec z; € I pour tout i, et
Z n; > n. On note! I{"} I'idéal de A engendré par les produits de la forme

(1.3.7.1) gimy 2 s ()6 (v,
avec z; € I, y; € J1 NI, et

n+...+n.+kihi+...+ ks hy >n.

Grace 2 la condition (1.3.2.2), les 11"} forment une suite décroissante de sous-idéaux de
I, telle que I1% = A, 11} = I. Is vérifient les relations 1"} T{"'} ¢ 1{"+7'} quels que
soient n et n’, de sorte qu'on obtient ainsi une filtration d’anneau sur A.

DEFINITIONS. — On dira que la filtration par les 11"} est la filtration m-PD-adique définie
par I. Un m-PD-idéal (I, J, 7) sera dit m-PD-nilpotent s’il existe un entier n tel que
I{"} = 0, et topologiquement m-PD-nilpotent (pour la topologie p-adique) si la topologie
définie par la filtration m-PD-adique est plus fine que la topologie p-adique sur A.

La filtration m-PD-adique est fonctorielle par rapport aux m-PD-morphismes entre R-
algeébres munies d’un m-PD-idéal compatible & (b, «). En général, elle dépend de 1’entier
m :sim < m/, et si'on considére (J, v) comme définissant une m’-PD-structure sur I,
il résulte de (1.3.5.3) que la filtration m/-PD-adique est plus fine que la filtration m-PD-
adique. Lorsque m = 0, on retrouve simplement la filtration PD-adique de A. Lorsque A
est de caractéristique O, on retrouve la filtration /-adique de A.

Exemple. — Dans I’exemple (i) de 1.3.1, ou m* définit une m-PD-structure sur I’idéal
maximal m d’un anneau de valuation discrete V d’inégales caractéristiques, on vérifie

(1) Cette définition et les résultats qui en découlent se substituent a ceux de [4, (1.1.3)-(1.1.4)].
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facilement que celle-ci est topologiquement nilpotente si et seulement si k& > e/(p — 1).
En particulier, m peut étre muni d’une m-PD-structure topologiquement nilpotente si et
seulement si p™ > e/(p —1).

ProposITION 1.3.8. — Avec les notations et les hypothéses de 1.3.7, la filtration m-PD-
adique de A vérifie les propriétés suivantes :

(i) Quels que soient n € N, h > 1 et z € J, NI, on a 6, (z) € Jy n I{rk},
En particulier, J, 0 I} est un sous-PD-idéal de Jy, et J N I" définit sur 1™} une
m-PD-structure compatible a (b, «).

(ii) Quels que soient h, k € N, z € I'*}, on a z{* € T1#0},

(iil) Soient A = A/l i} r: A Al ’homomorphisme canonique, I=1IA J=JA,
7 la PD-structure quotient sur J. Alors (J, 7) définit sur I une m-PD-structure compatible
a (b, a), w est un morphisme strict pour les filtrations m-PD-adiques, et T est universel
pour les m-PD-morphismes de (A, 1, J, ~) dans une R-algébre A’ munie d’un m-PD-idéal
(I', J', o) compatible a (b, a) et tel que I''"} = 0.

(iv) Soient A — A’ un homomorphisme plat, I' = IA’, muni de la m-PD-structure
(J' = JA', +') étendant celle de I [cf. 1.3.2 (i)]. La filtration m-PD-adique de A’ est
donnée par I'"t = 1{nt A/,

Soit z € J; N I{"}, Alors z est somme d’un élément de I,, et d’une combinaison linéaire
d’éléments (1.3.7.1) pour lesquels s et I'un des h; sont non nuls. Un tel élément est dans
Ji, et on voit immédiatement que sa puissance divisée 6, est dans J; N I{"*} Cela ramene
au cas ol z € Jy NI, ; on a alors &, (z) € I{""} par définition, donc & (2) € J, N I{h}
si h > 1. Par suite, J; N I{"} est un sous-PD-idéal de J;; a fortiori, J N I{"} est un
sous-PD-idéal de J, qui munit alors [ {n} d’une m-PD-structure, et b; A N I{"} est un
sous-PD-idéal de b; A, ce qui entraine que cette structure est compatible a (b, a).

Soit z € Ik}, En posant h = p™g+r,0 <7 < p™, on a alors 2Ah} = 7 g (zpm), avec
2" € Ik} 2™ € g 1™} donc 6, (2P") € ITk?™ 4} d’apres (i), et (ii) en résulte.

Puisque J; N I{"} est un sous-PD-idéal de Jy, il résulte de 1.3.4 que I'idéal T C A
peut étre muni de la m-PD-structure quotient, définie par J = J/(J N I{"}) muni de la
PD-structure quotient ¥, et que celle-ci est encore compatible a (b, ); 7 est alors un
m-PD-morphisme. Pour tout k, on a I, = m(I}), et en particulier I = 0 pour k > n.
Soient J; = J + b;A = 7 (Jy), et § la PD-structure quotient sur J;. Pour prouver que
7 est strict, il suffit de prouver que si 2 € I N Jy, alors & () € « (Itk"}). On peut
supposer que k < n et écrire z = 7 (z') = 7 (y), avec ¥’ € I, y € Jy, o' —y € 1"},
d’ott y € I'*} N Jy. D’apres (i), on a alors 6, (y) € It**}, d’ou I’assertion. En particulier,
on voit que I{"} = 0, et la propriété universelle de A/I{"} est alors claire.

Soit enfin A’ une A-algebre plate. Les relations 1.3.6 entrainent que I, = I, A’. Si
Ji =J +biA" = J; A, on a alors par platitude J; NI}, = (J1 N I)A’ pour tout k, et
la derniere assertion en résulte.

Remarque. — 11 est clair que la filtration m-PD-adique est la filtration d’anneau la plus
fine sur A qui soit égale a I en degré 1, et vérifie la propriété (i) de la proposition.

L’exemple suivant montre qu’en général, les idéaux J NI, ne sont pas des sous-PD-idéaux
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de J, de sorte qu’il y a bien lieu d’introduire la famille des éléments (1.3.7.1) comme
générateurs de I{"},

Soient & un corps de caractéristique 2, R = k [z, y]/(x?, v?), Ao = R(z) l'algébre de
polynomes a puissances divisées en z, a coefficients dans R, considérée comme algebre
graduée en affectant le degré 1 a z et y, et le degré 2 a z. L’idéal (zy — z) est alors un idéal
homogene, et, si (2) désigne le PD-idéal engendré par z, on vérifie que (zy — z) N (z) est
un sous-PD-idéal de (z). Soient A = Aq/(zy — 2) I’anneau gradué quotient, J le PD-idéal
image de (z), I = (z, y) + J. Alors I est un idéal dont tout élément est de carré nul,
et J munit I d’une 1-PD-structure pour laquelle on a a{¥* = 0 pour tout a € I et tout
k > 2. Par suite, il n’existe pas dans [, d’élément homogene de degré 4 autre que O.
Dans A, ’élément xy = z appartient 2 J N I ; par contre, on vérifie que 22! # 0 dans
A, si bien que 2% ¢ I.

1.4. Enveloppes a puissances divisées partielles

La proposition suivante montre qu’on dispose encore pour les PD-structures partielles
d’une notion d’enveloppe a puissances divisées d’un idéal. Si (R, a, «) est un anneau
muni d’un PD-idéal, A une R-algebre, et I C A un idéal, nous noterons P, (I) I’enveloppe
a puissances divisées compatibles a o de I ([1], 2.4.2).

PROPOSITION 1.4.1. — Soient m > 0 un entier, R une 7 ,)-algébre, (a, b, o) un idéal de R
muni d’une m-PD-structure, A une R-algébre, I C A un idéal. Il existe un homomorphisme
d’anneaux ¢ : A — Aj, un idéal Iy C A; tel que o (I) C I, et une m-PD-structure
(Ji, U)) sur I, compatible a (b, &) tels que, pour tout R-homomorphisme f : A — A’
envoyant I dans un idéal I' muni d’'une m-PD-structure (J', ') compatible a (b, ), il
existe un unique m-PD-morphisme

g: (Al’ Il’ Jla []) - (A/3 Ila Jl, '7,)

tel que go p = f.

Soient by = b 4+ p R, et § la PD-structure sur b; prolongeant o et la PD-structure
canonique de p R. On pose J = I®?") 4+ b, A, et on note A; = Ps(J) ’enveloppe 2
puissances divisées compatibles a2 § de J, ¢ : A — A; I’homomorphisme canonique,
J le PD-idéal canonique de A; (engendré en tant que PD-idéal par ¢ (J)), et zl" les
puissances divisées d’un élément = € J. Pour tout idéal K C J, soit K le sous-PD-idéal
de J engendré par K ; on pose

Io=T1A; + (I®™) +plI) Ay, Jo=(I®") +pl) A;.

D’apreés la formule du bindme, J, définit une m-PD-structure sur Ip. Pour assurer la
compatibilité¢ & 3, on pose ensuite

(14.1.1) I ZIU+(51A1 ﬂI()).

On a alors

I 4 pL =187 + (0,40 10)®™) 4+ pIo+ p (614, N Ip) C Jo + (0147 N Ip),
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et Jo + (b, A1 NIy) est un sous-PD-idéal de J contenu dans I;. On définit donc un
PD-idéal J; C I; en posant

(14.12) J=I% 4 p1).

Il est clair que J; munit I; d’une m-PD-structure. Par construction, la PD-structure de
Ji1 est compatible a celle de by, donc strictement compatible a celle de b. De plus, on
abyA; NI = (byA; N 1), de sorte que la condition (1.3.2.2) est bien satisfaite, ce qui
entraine que J; définit sur I; une m-PD-structure compatible & (b, ). On observera de
plus que J = J; + by A;.

Soit alors f : A — A’ un R-homomorphisme envoyant I dans un idéal I’ muni d’une m-
PD-structure (.J', ') compatible & (b, «). Puisque I'®™) C J',ona f(J) C J + b, A".
Puisque +' est strictement compatible a «, J' + b; A’ est muni d’une PD-structure ¢’
prolongeant v’ et §. Il existe donc une unique factorisation de f par un PD-morphisme
g: (A, J, 1) = (A, J + 6,4, §). On a alors g(Jy) C J', donc g(Ip) C I
Comme la m-PD-structure (J’, v') est compatible a (b, ), by A’ NI’ est un sous-PD-
idéal de b;A’, qui contient g(b;A; N Iy). Par suite, g(I;) C I’, d’ou il résulte que
g(J1) € J'. Comme J = Jy 4+ b1 Ay, et que les puissances divisées considérées sont
compatibles a (b, 3), un R-homomorphisme g : A; — A’ tel que g(J;) C J' est un
PD-morphisme (A;, J,[1) — (A’, J'+by A’, §) si et seulement si c’est un PD-morphisme
(Ay, Ji, 1) = (A, J', ¥'), ce qui entraine que (A;, I, Ji, [1) satisfait la propriété
universelle voulue.

DEFINITION. — Sous les hypothéses de la proposition, nous dirons que A;, muni du
m-PD-idéal (I, Jy, [1), est I’enveloppe a puissances divisées partielles de niveau m
(compatibles a (b, a)) de (A, I), et nous la noterons P,,,) o (I), ou simplement P, (I)
si aucune confusion n’est possible; le m-PD-idéal universel I; sera noté I, et le PD-idéal
Jy définissant sa m-PD-structure sera noté I. Lorsque m = 0, Poy (I) est I'enveloppe a
puissances divisées usuelle P (I), et I = I le PD-idéal engendré par I.

COROLLAIRE 1.4.2. — Sous les hypotheses de la proposition précédente, il existe pour
tout entier n € N une R-algébre P, ., (I) munie d’un m-PD-idéal (I, I, 1YY compatible
a (b, a) et tel que I'"*'} = 0, et un R-homomorphisme o, : A — Py o () tel que
on (I) C I, universels pour les R-homomorphismes A — (A', I', J', ~') qui envoient
I dans un m-PD-idéal I' compatible a (b, «) et tel que I' ("t} = 0,

D’apres 1.3.8, il suffit de prendre P7;,)  (I) = P(m), o (I)/ It"*, muni du m-PD-idéal
quotient.

Remarques 1.4.3. — Gardons les hypothéses et les notations de 1.4.1. Les propriétés qui
suivent étendent aux enveloppes a puissances divisées partielles des résultats standards sur
les enveloppes a puissances divisées usuelles.

(i) Grace a leur propriété universelle, les enveloppes a puissances divisées partielles
commutent aux limites inductives.

(ii) Si I’homomorphisme R — A se factorise par une R-algébre R’ telle que la m-PD-
structure (b, o) s’étende 2 R’, en une m-PD-structure (b’ = bR, o/) sur ¢’ = a R/,
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alors la compatibilité a (b, «) équivaut a la compatibilité a (b’, &), de sorte qu’on a des
m-PD-isomorphismes canoniques, compatibles aux filtrations m-PD-adiques,
Py, (I) = Pmy,ar (1)s - Prny o (1) = Py o (1)

(iii) Soit I’ = I + a A. L’homomorphisme de fonctorialité

(1.4.3.1) Plmy, o (I) = Piny, o (I')

est alors un isomorphisme. En effet, d’apres 1.3.2 (ii), la condition de compatibilité a (b, @)
entraine que le PD-idéal I + b P, o (I) munit I 4+ a Py, o (I) d’une m-PD-structure
compatible a (b, «), de sorte qu’il existe un m-PD-morphisme

P(m),a (Il) - (P(m),a (I)’ I_+ aP(m),a (I), j+ bP(m),Oc (I)),
fournissant un inverse a (1.4.3.1).

(iv) Soit K C A un idéal d’image nulle dans P, o (I) [resp. Pl o (D]
L homomorphisme canonique

Plm),a (I) = Pimy, o (I/(I N K))
[resp. Prr,y o (I) — B,

), o (I/(I N K))] est alors un m-PD-isomorphisme, compatible
aux filtrations m-PD-adiques; son inverse est défini par la propriété universelle de
Py, o (I/(1 0 K)) [resp. Py, , (I/(I N K))], grace a la factorisation de A — Pm), o (I)
[resp. F(,,) , ()] par A/K.

En particulier, on a I"*! C T {n+1} i bien qu’on obtient un m-PD-isomorphisme

(14.3.2) Pl o (I) 5 Pl o (T[T,

De méme, supposons qu’il existe un entier ¢ tel que p* A = 0. La relation (1.3.5.2) entraine
alors que I est un nilidéal. Si I’on suppose que I est de type fini, il existe une puissance
IN de I d’image nulle dans P(y) o (I), d’od un m-PD-isomorphisme

(1.43.3) Piny,o (I) 5 Py, o (I/IV).

PROPOSITION 1.4.4. — Avec les notations de 1.4.1, soit (x))reL une famille de générateurs
de I. En tant que A-algébre, P, o (I) est engendrée par les éléments (mf’\m)[Q] = xi\p "o
pour \ € L et q € N. Supposons de plus que ’'une des conditions suivantes soit satisfaite :

a)bA = 0;

b) L’idéal by = b + p R est localement principal ;

¢) Les puissances divisées (3 s’étendent strictement a A / I, et

Tor® (R/by, A/T) =0.
Alors Uidéal I est engendré par les éléments xy et xi\p " q}, avec q > 1, et l'idéal I est

engendré par les éléments px), et xf\p 3 avec ¢ > 1.
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Reprenons les notations de 1.4.1. Comme J = I*") 4 b; A, 1a A-alggbre Pimy,o (1) =
A; = Ps(J) est engendrée par les puissances divisées des éléments de ™), donc par
les (:c’)"m)[q] = xf\p "4 Silon suppose de plus 1'une des conditions de 1’énoncé satisfaite,
I’idéal b;A; N Iy est un sous-PD-idéal de b; A;. Dans le cas a) et b), cela résulte de
1.2.4. Dans le cas c), I’hypothese que (3 s’étend strictement 2 A/I entraine que I’idéal
J(A/I) = by (A/I) est muni d’une PD-structure canonique compatible a (by, 3). Il existe
donc un PD-morphisme naturel A; — A/I, dont la factorisation fournit un inverse a gauche
de ’homomorphisme canonique A/I — A;/I,. Comme ce dernier est surjectif d’apres ce
qu'on a vu plus haut, c’est un isomorphisme. La nullité de Tor? (R/b;, A/I) entraine
alors que by A; N Iy = by I, de sorte que ’idéal by Ay N I est encore un sous-PD-idéal
de b, A;. Sous chacune de ces trois hypothéses, on a donc I := I; = I,. Comme I, est
engendré par I et par les puissances divisées des éléments de Jo, I est engendré par les
Ty et les xf\ 9 On vérifie de méme que I:= = Jy = Jy, de sorte que T est engendré

par les pxy et les xi” a},

PrOPOSITION 1.4.5. — Avec les notations de 1.4.1 et 1.4.2, soit n < p™. Supposons les
conditions suivantes vérifiées :

a) La m-PD-structure (b, o) s’étend a AJI";
b) Pour tout k < n, byjANI* C by I* 4+ I+,
Alors I’homomorphisme

(1.4.5.1) @n 2 AT — PLy o (1)

factorisant @, est un isomorphisme, et identifie la filtration I-adique de A/I"*! et la
filtration m-PD-adique de P, . (I). En particulier, si la m-PD-structure (b, a) s’étend
a A/I, les homomorphismes canoniques

(1.4.5.2) A/l = Py, o (I)/T — Py o (I)/1

sont des isomorphismes pour tout r.

Observons d’abord que, d’apres 1.4.4, @, est surjectif. D’autre part, puisque n < p™, on
peut munir I'idéal I’ = I/I"** C A/I"*! de la m-PD-structure triviale. Or la condition b)
entraine que b; (A/I"T1)NI’ = b, I'. Puisque (b, ) s’étend a A/I"*!, la m-PD-structure
triviale sur I’ est donc compatible a (b, «). La filtration correspondante vérifie I’ {k} = J'*
pour tout k < n, et I'{"*+1} = 0, car, pour z € I, on a z{¥} = 2% pour k < n < p™,
et I’hypothése b) signifie que by (A/I"+1) N I'F = b, I'*; avec les notations de 1.3.7,
on en déduit que, pour z € by (A/I"*)NI'*, on a §, (z) € I'*". On obtient alors une
rétraction P(’:n) (I) = A/I™*!, montrant que @, est un isomorphisme.

PrOPOSITION 1.4.6. — Sous les hypothéses de 1.4.1, soit A’ une A-algébre plate. Alors
les homomorphismes canoniques

(14.6.1) P(m),a (I) R4 A — P(m),a (IA/),

(1.4.6.2) Pl o) ®a A" — PG,y (IA),

sont des m-PD-isomorphismes, compatibles aux filtrations m-PD-adiques.
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Comme A’ est plat sur A, les puissances divisées de I s’étendent 2 I'idéal ] @4 A’,
qui munit alors / ®4 A’ d’une m-PD-structure. Il est immédiat de vérifier que celle-
ci est compatible a (b, @), et il en résulte que, via I’homomorphisme canonique
A" = Py o (I) ®a A, (Pony,a(I) ®4 A, I®4 A', I ®4 A') posséde la propriété
universelle caractérisant P(,,,) o (I A’). De plus, on obtient par 1.3.8 (iv) les isomorphismes

(1.4.6.3) "t g, A S st
d’ott 'on déduit les m-PD-isomorphismes (1.4.6.2).

Remarques. — L’énoncé qui précede entraine les conséquences suivantes :

(1) Comme il existe une unique m-PD-structure sur un idéal I/ d’un anneau de
caractéristique 0, et que la filtration m-PD-adique coincide alors avec la filtration I-
adique, les homomorphismes canoniques 4 — Pm), o (I) et A/I"** — Pr\  (I) sont
des isomorphismes modulo torsion.

(ii) Si S est un schéma muni d’un m-PD-idéal quasi-cohérent (a, b, @), X un S-
schéma, et 7 C Ox un idéal quasi-cohérent, les préfaisceaux qui associent a2 un ouvert
U C X les enveloppes P(m),o (I'(U, 1)), P, (T (U, I)) sont des faisceaux de Ox-
algebres quasi-cohérents, qu’on notera P(n), o (Z) et P, , (). De méme, le m-PD-idéal
canonique Z de P(m), « (Z), son sous-PD-idéal 7, et les idéaux Z1"} définissant la filtration
m-PD-adique sont quasi-cohérents.

1.47. Pour m < m/, il existe un homomorphisme canonique

(1.4.7.1) ")bm,m’ : P(m’),a (I) — P(m),a (I),

défini en considérant la m-PD-structure canonique de Pp) o (/) comme une m'-PD-
structure. D’apres (1.3.5.3), on a donc, pour tout = € I et tout & € N,

(1.4.7.2) Yo () = (g/q1) £FYom) |
enposant k = pm q+r=p™ ¢ +1,0< 7 <p™ 0<7 <p™. 1l en résulte que les

Ym, m’ sont des homomorphismes d’algebres filtrées, définissant par passage au quotient
des homomorphismes

(1.4.7.3) ’l/):," m' . P(nmr)’a (I) — P(r:n),a (I)
Pour m < m’ < m”, on a la formule de transitivité ¥, m' © Vs mr = Y, mr [rESP.
Y, m © Yt mr = Y ] qui fait de la famille des Py, o (1) [resp. Pl , (I)] un

systeme projectif d’algebres filtrées.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



206 P. BERTHELOT

1.5. Enveloppe d’un idéal régulier

Précisons d’abord la structure des enveloppes a puissances divisées partielles d’algebres
de polyndmes.

ProposSITION 1.5.1. — Soient R une Z-algébre, (a, b, a) un m-PD-idéal de R,
A =RIty, ..., tq] une algebre de polynémes a coefficients dans R, I = (t1, ..., tq).

(i) Pour tout m € N, I’enveloppe a puissances divisées P(.,) o (I) est indépendante de
(a, b, a), et est un R-module libre de base les produits tikl} e t({lk"}, avec (k1, ..., kq) €
N¢. Le m-PD-idéal I est le sous-R-module libre de base les produits tik‘} .. .tik"}, avec
Z k; > 1, et le PD-idéal I le sous-R-module engendré par les produits t{kl} e tt{ikd}, on

k; > p™ pour au moins un i, et par les produits ptikl} .. .t({lkd}, avec Z ki > 1.

(ii) Le n-ieme cran I'"} de la filtration m-PD-adique de P, o (I) est indépendant de

LI

(a, b, @), et est le sous-R-module libre de base les produits tik , avec Z k; > n.

L’enveloppe a puissances divisées nilpotentes P, ) (I) est indépendante de (a, b, ), et
est un R-module libre de base les produits tikl} .. tc{lkd} , avec Z k; < mn, le PD-idéal I et
la filtration m-PD-adique de P}, . (I) ayant la méme description que dans P,) o (I).

(m), e
Soient A9 = R[z1, ..., z4] une algebre de polyndmes en d variables, f : Ag — A
I’homomorphisme défini par f (z;) =¥ , Iy = (21, ..., zq), et I' = () , ..., th ) =

Iy A. Soient b; = b + p R, et 8 la PD-structure sur b; prolongeant « et la PD-structure
canonique de (p). La platitude de f entraine que I’homomorphisme canonique

(1.5.1.1) Ps(Iy) ®4, A — Ps(I')

est un isomorphisme. Par construction, on a Py o (I) = Ps (I®™) 4+ b A) = Py (I').
D’apres [1, 2.6.1], Pg(Ip) est indépendante du PD-idéal de compatibilité choisi sur
R, et est I’algebre de polynomes a puissances divisées en ¢y, ..., t4. Par conséquent,
P(m),o (I) est indépendante de a. De plus, A est libre sur Ay de base les mondmes
t ...ty avec 0 < r; < p™, et Pg(Ip) est un R-module libre de base les produits

x[lqll...mqu], avec (qi, ..., qa) € N%. Comme les images de ceux-ci dans P, o (I)
sont les (# )l . (5 )4l il en résulte que Py o (1) est libre sur R de base les

produits #; , avec (k1, ..., kg) € N4, Compte tenu de 1.3.6 (iv), les assertions

{kl} L. tl{ikd}
concernant I et I résultent alors du cas c) de 1.44.

Pour prouver I’assertion sur les idéaux 7{"}, observons d’abord que, grace 2 la description
donnée de I et a 1.3.6, I, est engendré comme R-module par les produits tikl} e tjlk“} ,
avec Z k; > n. 11 suffit donc de prouver que si z € (I + by A) N Iy, alors 8, (z) € I

(en notant § la PD-structure sur I + b; A prolongeant 3 et la PD-structure canonique).
D’aprés ce qui précede, = peut s’écrire sous la forme

xTr = Z Ay .. ky t?ﬂ} .. .t({ikd},
3 ki>k
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avec ak, .k, € b1A si k; < p™ pour tout i. Si z est de la forme at{kl} .. .tikd}

a € b;A, on obtient

, avec

6h (.’1}) = ﬂh (a) (tikl} .. .t({ikd})h € I_kh)

et si = est de la forme at!*) .. .t({ik"}
6 (z) = (at{™) ity (el
k ka_1 r m

= (atf™) I e ()

k ka— r " qh
- C’h,q(at{ 1}"'tt{i—d1 1})h tdh t({iP q }’

,avec kg > p™, on pose kg = p™ g+, et on obtient

de sorte qu’on a encore &y, (x) € Iyy,. La description obtenue montre alors que la filtration
par les I{"} est indépendante de (a, b, o). Compte tenu de 1.3.8 (iii), la description
du PD-idéal canonique et de la filtration m-PD-adique de P, (1) résultent de celles de
Py (I) par passage au quotient.

DEFINITION. — Sous les hypothéses de la proposition, nous dirons que Py (1) est
l’algeébre de polynémes a puissances divisées de niveau m en d variables, a coefficients
dans R, et nous la noterons R (ti, ..., tq)(m)-

CoROLLAIRE 1.5.2. — La relation (iii) de 1.3.6 est vraie.

Soient A une Z;)-algebre, (I, J, v) un m-PD-idéal de A,x,y deux éléments de I. Il
existe alors un homomorphisme f : Z,) [t1, t2] — A tel que f(t1) =z, f(t2) =y, et il
se factorise de maniére unique en un m-PD-morphisme g : Z,) (t1, t2)(m) — A. Pour tout
élément z du m-PD-idéal canonique de Z(,) (t1, ta)(m), ona g (zt"}) =g (z){k}, de sorte
qu’on est ramené a prouver 1.3.6 (iii) pour les éléments 1, t; € Z(y) (t1, t2>(m). Comme,
d’apres 1.5.1 (i), cet anneau est sans torsion, il suffit de prouver la relation voulue dans
L) (t1, t2)(m) ® Q = Q[t1, to], ol elle résulte de la formule du bindme.

Avec certaines hypotheéses de platitude et de régularité, il est possible de généraliser
les résultats précédents :

PROPOSITION 1.5.3. — Soient m € N, R une Zy-algébre, (a, b, o) un m-PD-idéal de
R, A une R-algébre, I C A un idéal. On suppose que A/I est plat sur R, et que I est
un idéal régulier. Alors :

(i) Pour tout n € N, I'enveloppe a puissances divisées P(,,,  (I) est plate sur R,
indépendante du m-PD-idéal de compatibilité (a, b, o), et sa formation commute a tout
changement de base R — R'. Si I’on suppose de plus qu’il existe un entier i tel que

p' A = 0, les mémes conclusions s’appliquent a Py o (I).

(i) S’il existe une section R-linéaire o,, : AJI — AJI™, etsity, ..., tq est une suite
réguliere de générateurs de I, o, fait de I'enveloppe P(,,, (I) un (A/I)-module libre de

base les produits t{k‘} . t;kd}

avec Z k; < m. Dans cette base, les idéaux I, Ietla
Sfiltration m-PD-adique admettent la méme description qu’en 1.5.1.

(iii) S"il existe une telle section o, pour toutn > 0, et s’il existe de plus un entier i tel que
p' A = 0, alors, pour n assez grand, oy, fait que I’enveloppe P o (I) un (A/I)-module
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libre de base les produits t{kl} . ..tt{ik"} avec (ki,..., ky) € N?, les idéaux I, I etla
filtration m-PD-adique ayant encore la méme description.

La démonstration est analogue a celle de [8, 2.3.3 et 2.3.4]. Grice a 1.4.6 (ii), il suffit
de prouver I’énoncé localement sur Spec A, de sorte qu'on peut supposer I engendré
par une suite réguliere (t1, ..., tq). Soient Ag = Rz, ..., z4], Lo = (21, ..., Za),
f: Ag — A I’homomorphisme défini par f (z;) = t;. Comme la suite des ¢; est réguliére,
on a Tor (R, A) = 0 pour tout i > 1. Il en résulte que, pour tout n > 0, A/I"*! est
plat sur Ag/I¢+t. On déduit alors de (1.4.3.2) et 1.4.6 que I’homomorphisme

(1.5.3.1) Py, o (lo) ®ag A= Pl o (1)

est un m-PD-isomorphisme, de sorte que P, () est plat sur P  (Io). D’apres
1.5.1, P, , (Io) est libre sur R et indépendant de . Par suite, P(;,) , (I) est plat sur
R et indépendant de «.

Si R’ est une R-algebre, soient Ay = R/ [z1, ..., zq], [, = [y Ay, A = R' ®p A ~
Ay ®a, A, I' = TA" = I[ A’. On a alors
AT = AT @ 4 o AT

de sorte que A’/I'™*! est plat sur A,/I;" . On en déduit un m-PD-isomorphisme

(1.5.3.2) Pl o () ®a; A" S PRy o ().

Comme Aj et Aj sont des algebres de polyndmes, il résulte de 1.5.1 que I’homomorphisme

(1.5.3.3) Pl o (I0) ®4, Ay = Plny. o (1)

est un m-PD-isomorphisme. Par conséquent, ’homomorphisme

(1.5.3.4) Py, o (1) ®r R ~ Pioy,o (1) ®4 A — Py, o (I

est lui-méme un m-PD-isomorphisme.
Supposons enfin qu’il existe une section R-linéaire o, : A/I — A/I"*!, ce qui munit

Py o (I) d’une structure de (A/I)-module. On en déduit un isomorphisme

(A/T) @p (Ao/IFTY) S A/T™H.

Par suite, I’isomorphisme (1.5.3.1) peut encore s’écrire

P(Zn),a (IO) QR (A/I) = P(nm),a (1)7
et I’on déduit alors de 1.5.1 que P

(m), e

(I) possede la base annoncée, avec la description
voulue pour les idéaux I et I, et pour la filtration m-PD-adique.

Lorqu’il existe un entier i tel que p° A = 0, il existe une puissance IV de I d’image
nulle dans Py (1), ce qui permet d’appliquer les raisonnements précédents a P, (1)
en remplagant I"*! par IV,
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COROLLAIRE 1.5.4. — Sous les hypothéses précédentes, supposons que n < p™*1. Alors
I’homomorphisme canonique

AT - Py o (D)
est un isomorphisme.

En effet, I’isomorphisme (1.5.3.1) montre qu’il suffit de prouver 1’assertion pour 1’idéal
Iy de l’algebre de polyndmes Ag. Elle résulte alors de ce que, pour k; < p™*!, on a
ki =p™q; + 1, avec ¢; < p, 0 < r; < p™, ce qui, dans P(T':n),cx (I), donne tf" = qi!tgki}
avec ¢;! inversible.

2. Opérateurs différentiels de niveau fini

Rappelons d’abord brievement comment, dans [EGA, IV 16.8.4], la construction du
faisceau des opérateurs différentiels sur un S-schéma lisse X de dimension relative d
se déduit par dualité de celle des faisceaux de parties principales. Si Z est ’idéal de
I'immersion diagonale X — X Xgs X, on note P% /s = Oxxx/I"*! le faisceau des
parties principales. On le considére comme Ox-module par la structure correspondant a
la premiére projection py : X xs X — X, donnée par a — a ® 1 sur I' (U, Ox) lorsque
U est un ouvert affine de X, et on pose

Dxss = |JHomo, (P%/s, Ox).

Nous renvoyons a [EGA, IV, 16.8.9] pour la définition de la structure d’anneau de Dx/s,
que nous généraliserons plus bas, et nous expliciterons simplement ici sa description locale.
A tout systeéme de coordonnées au voisinage d’un point, définissant une base 9y, ..., 94
du faisceau des dérivations, est associé une base de DX/S en tant que Ox-module, que

nous noterons QU-“J, k € N? (cf. [EGA, IV 16.11.2], ot elle est notée Dy). Dans cette base,
la reégle de multiplication est donnée par

k

/ "
2.0.1) oIk glk"] (E +k ) K HE"]
(ce qui entraine que k! o = 8%), et la régle de commutation aux scalaires par

(202) oW f= 5" oI5k
]2/_'_&//:&

Lorsque S est un Z;)-schéma, on déduit de (1.1.0.2) que, si I’on écrit £ sous la forme
k= Zajpj, avec 0 < a; < p, alors
J j
o = u I @),
320
ol u est une unité p-adique. On voit ainsi que Dyx,s est engendré par les opérateurs

Bi[p j], 1 <i<d, j€N. Par contre, il résulte de (2.0.1) qu’aucune sous-famille finie de

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



210 P. BERTHELOT

la famille des 6?’ g n’engendre Dx/s, et que les sections de Dx/s ne sont pas en général
des anneaux ncethériens, méme si X est localement ncethérien.

Supposant toujours que S est un Z(,y-schéma, notre objectif est ici de construire
une famille de faisceaux d’opérateurs différentiels Dg("/‘g, pour m > 0, tels que

lim,, D&";; 5 Dx;s. Comme dans le cas de Dx/s, les faisceaux Dg{";)s sont obtenus en

dualisant des faisceaux de parties principales, que nous construisons en 2.1 en appliquant
la théorie des m-PD-enveloppes du chapitre précédent a I’'idéal de I'immersion diagonale.
On dispose alors d’'un homomorphisme Dg(n/% — Dx/s induisant un isomorphisme entre
les sous-faisceaux des opérateurs d’ordre < p™ par rapport a chacune des dérivations 0,
(mais non injectif si X n’est pas plat sur Z,). Pour tout m, DEC"/’)S admet pour base une

famille d’opérateurs &) tels que 8Z~(k)""’ = 0™ pour k < p™, et vérifiant des relations
analogues a (2.0.1) et (2.0.2) faisant intervenir les coefficients bindmiaux modifiés définis
en 1.1. Ces relations entrainent que Dg("/’g est engendré par les 8? '] pour 7 < m, et,
lorsque X est localement ncethérien, que ses sections sur les ouverts affines sont des
anneaux ncethériens.

En 2.3, nous donnons une interprétation de la structure de Dg{";;—module a gauche en
termes de stratifications au sens de Grothendieck (cf. [22] ou [1]). Cette interprétation revét
ici une importance particuliere du fait que les anneaux Dg("/’zq ne sont pas engendrés par les
dérivations dés que m > 1, de sorte qu’elle constitue souvent le seul moyen pratique de
munir un Ox-module d’une structure de D&m)-module. Nous en déduisons en particulier
I’existence d’une structure de faisceau d’anneaux naturelle sur B ®o Dg}n) lorsque B est
une Ox-algebre sur laquelle D&m) opere de maniere compatible & sa structure d’algebre ;
cela nous servira de maniere essentielle au chapitre 4 pour la construction des faisceaux
d’opérateurs différentiels a singularités surconvergentes. Enfin, nous nous plagons en 2.4
sur un schéma formel X, et nous étudions alors le complété D™ de DYV, et la limite
inductive DL des faisceaux lsg,m), dont nous donnons en 2.4.4 la description locale faisant
apparaitre des conditions de type Monsky-Washnitzer.

2.1. Faisceaux de parties principales

Nous commencons donc par appliquer les résultats du chapitre 1 & la construction de
faisceaux de parties principales avec des PD-structures partielles.

DErFINITIONS 2.1.1. — Soient S un Z,)-schéma, muni d’un m-PD-idéal quasi-cohérente
(a, b, &), et X — Y une S-immersion. Si U C Y est un ouvert tel que X soit fermé dans
U, défini par un idéal quasi-cohérent 7 C Oy, l'algebre P(,,, (Z), qui est quasi-cohérente
d’apres la remarque (ii) de 1.4.6, est a support dans X, et est donc indépendante du choix
de I'ouvert U. 1l en est de méme de P(,) o (Z) lorsque p est localement nilpotent sur
Y. Nous utiliserons les notations

P% ).« (Y) = Spec P,y o (T), Px,(m),o (Y) = Spec P, o (I).
Si la m-PD-structure (b, «) s’étend a X, le sous-schéma fermé de P% ., ,(Y)
(resp. Px, (m),« (Y)) défini par T s’identifie 2 X, d’aprés 1.4.5. Nous dirons dans ce cas
que Px, (m),a (Y) (resp. PY () o (Y)) est le voisinage a puissances divisées partielles de
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niveau m (resp. et d’ordre n), compatibles a (b, ), de X dans Y. Lorsqu’aucune confusion
n’en résultera, nous omettrons 1’indice «. D’apres 1.5.3, c’est notamment possible lorsque
X est un S-schéma plat, et I'idéal 7 un idéal régulier (par exemple si X et ¥ sont lisses
sur S), puisqu’alors les Py () (Y) (resp. Px,(m),a (Y) si p est localement nilpotent
sur Y) sont indépendants de (a, b, «).

Les voisinages Py () , (Y) sont munis de morphismes naturels P% (m), a (Y)—-Y.
Ils posseédent la propriété universelle suivante, conséquence de celle des enveloppes a
puissances divisées partielles : si i’ : X' — Y’ est une S-immersion dont 1’idéal 7’ est
muni d’une m-PD-structure (Z’, v') compatible a (b, ) et vérifiant Z'{"+1} = 0, et si
f:Y' =Y est un S-morphisme dont la restriction 2 X’ se factorise par X, il existe un
unique m-PD-morphisme Y’ — Py ), (Y) tel que le diagramme

X' < Yy’
1 '
X o Ppig.Y) — Y

soit commutatif. Lorsque p est localement nilpotent sur Y, Px (), o (Y') Vérifie la propriété
analogue sans condition de nilpotence sur Z’.

2.1.2. Ce qui précede s’applique aux immersions diagonales X — X ;;”1 Nous poserons

alors

A}/s, (m) (r) = P?(, (m) (X;;1)7 Ax/s, (m) (r)= Px, (m) (X/rgl)'

Si U est un ouvert de Xﬁ“ dans lequel X est fermé, et si Z (r) est 'idéal de X dans U,
nous emploierons des notations analogues a celles de [EGA, IV § 16], en posant

PX/s,my (1) = Plny (Z(r)),  Pxss,(m) (1) = Piam) (Z (1))
Lorsque r = 1, nous utiliserons simplement les notations A% /5, (m) Ax/s, (m)s Py /8, (m)
Px/s, (m)- Si la base S ou le niveau m sont clairs d’apres le contexte, nous les omettrons
aussi les notations précédentes. Rappelons enfin que, lorsque X est lisse sur S, les P% /S, (m)
(resp. Px/s, (m) Si p est localement nilpotent sur X) sont indépendants de la donnée d’un
m-PD-idéal de compatibilité sur S. En particulier, si m = 0, ’hypothése que S soit un
Z (p)-schéma n’est pas nécessaire pour les définir (c¢f. [1, I, 4.3.1]).

Nous dirons que le faisceau Py /8, (m) ©St le faisceau des parties principales de niveau
m et d’ordre n de X relativement a S. Pour m < m/, les faisceaux PY /s, (m) Sont
reliés par les homomorphismes ¥7, ... ¢ PX/s () = Px/s (m) définis en (1.4.7.1), qui
en font un systeéme projectif pour m variable. On dispose également pour tout m d’un
homomorphisme canonique ¥y, : P/ g — P¥/g (), OU Py 5 est le faisceau des parties
principales usuel ; si X est lisse sur S, et que n < p™*1, le corollaire 1.5.4 montre que
c’est un isomorphisme. On obtient ainsi pour tout n un isomorphisme

2.1.2.1) Pxss = immPx/s, (m)-

Notations. — Les notations suivantes seront reprises systématiquement lorsque nous
aurons a faire des calculs en coordonnées locales.
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Les projections p; : X}";“l — X, 0 < ¢ < r, définissent r + 1 homomorphismes
di : Ox — P%/s, (m) (1), dont chacun munit P% g () () d’une structure de Ox-algebre.
Si X est lisse sur S, et muni de coordonnées locales ¢, ..., t4, on pose

(2.1.2.2) T; = p; (t,) —p; (tz) (S OXXX;

nous commettrons souvent les abus de notation consistant a écrire ¢; ® 1 (resp. 1 ® ¢;) au
lieu de dy (t;) (resp. dy (¢;)), et a noter encore ; = 1 @ t; — t; ® 1 les images des 7; dans
les Py /S, (m)* Nous appellerons structure gauche (resp. droite) sur Py /5, (m) celle qui est
définie par ’homomorphisme dy tel que do (a) = a ® 1 (resp. d; tel que d; (a) = 1® a).
Comme la suite des 7; est une suite réguliere de générateurs de 1’idéal de la diagonale, il
résulte de 1.5.3 que, pour chacune des deux structures de Ox-algebre, P /8, (m) €St Un

Ox-module libre de base les éléments ik} = 'rl{kl} .. .'r}k"}, avec Z ki <n.

PrOPOSITION 2.1.3. — Avec les notations précédentes, supposons X lisse sur S.
(i) Soient v, 7', n, 0’ €N, et T(r) C Py /g () (1), T(1") C 73}‘('/5’ (m) (") les m-PD-

idéaux canoniques. Il existe sur l'idéal I (1) Qo P;‘{’/ s.om) () +P% /s, (my (T) ®0x (")
une m-PD-structure (nécessairement unique) telle que les homomorphismes

Pss,m) (1) = Px/s, m) (1) ®0x Px/s, (m) ('),
P%/s, (my (1) = Pxss,(m) (1) ®0x Pys, (m) (1),

soient des m-PD-morphismes.
(ii) Soient n, n' € N. Il existe un unique m-PD-morphisme

v n' | pntn’

) PX/s, m) — PXys,(m) ®0x Px/s,(m)
qui rende commutatif le diagramme

n,n'

fpn+n' 5("1)

X/5.m)  — PXys,m) ®0x Px/s, (m)
2.13.1
@13.1) 1 , 1
n+n’ 5 n'
73XJ/FS — P%/s ®ox Pxs,

ot I’homomorphisme du bas est I’homomorphisme (16.8.9.2) de [EGA, 1V], caractérisé
par la condition §™ (a ®b) = (a ® 1) ® (1 ® b) pour a, b € Ox. Pour m < m/, les
homomorphismes 68;:)’ vérifient la relation de commutation

2132 B R = (Y0 s @ U ) O .

L’assertion (i) est valable quelle que soient les structures de Ox-modules choisies sur
PX/s, (my (1) et P}‘(I/ s, (m) () parmi celles que définissent les d;; on supposera par exemple
qu’on prend celle que définit d, sur Py ., (r) et celle que définit do sur Py /5, (m) (T')-
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On peut supposer S et X affines, et X muni de coordonnées locales tq, ..., t; au-dessus
de S ; soient S = Spec R, X = Spec A. Pour tout r, soit I (1) = Ker (A®"*) — A),
et, pour tout n, soit I(r) le m-PD-idéal canonique de P, (I (r)). D’apreés 1.5.3,
Py (I(r)) est plat sur A quels que soient 7 et 7, donc les idéaux F(, ) (1 (r)) ®a I (r')
etI(r)®a P(’};O (I_(r’)) de Py, (I(r))®a P(’;;) (I (")) sont munis de m-PD-structures
étendant celles de I (r') et I(r). Si 71, ..., Ta, est une suite réguliere de générateurs de
I(r), soit I’ (r) c I(r) I'idéal engendré par les produits Tl{kl} ...T}f‘“}, ol I'un des k;
est au moins égal & p™. D’aprés 1.5.3 et 1.5.1, 'idéal I, (r) = I (r) +p P{,, (I (r)) peut
s’écrire Iy (r) = I' (r) + p P,y (I (r)), et I' (r) est facteur direct de F{;,) (I (r)) comme

A-module. 11 en résulte qu’on peut écrire
(I (r)®a P(T;;) (L (") N (Phay (I(1)) ®a I (')
=I'(r) @a T () + p (P (I (r)) ®4 Py (1 (1))
On en déduit que les PD-structures de P, (I(r))@aI(r)et I(r)®a P(”n;) (I(r")) sont

strictement compatibles, d’ou (i).

Soit 7 I’idéal de la diagonale dans X x g X. Comme on a smn ()=19n+7.®1,
I’homomorphisme composé

?{J/rg — P%/s ®ox Pk/s = Px/s, (m) ®ox PX/s, (m)

envoie T /It +1 ’P;}‘; dans le m-PD-idéal Z® Py /5, (m) +73;‘(, /5, (m) ®Z. La propriété

n+n’

universelle de ’PX/S, (m) fournit alors le m-PD-morphisme 68’73, et les commutations
annoncées.

Remarque. — Lorsque p est localement nilpotent sur S, on montre de méme qu’il existe
une m-PD-structure canonique sur Z (1) ® Px/s, (m) (') + Px/s, (m) (r) ® Z (r'). On en
déduit d’ailleurs, griace a la propriété universelle des enveloppes a puissances divisées,
I’existence d’un m-PD-isomorphisme

Px/s,(m) (1) ®0x Pxys,(m) (') = Px/s,(m) (r +717).

De méme, on voit qu’il existe un m-PD-morphisme ¢ : Px/s, (m) — Px/s, (m) ® Px/s, (m)
qui rend commutatif le diagramme analogue a (2.1.3.1).

2.1.4. Supposons qu’on ait un diagramme commutatif

X' —_ X
(2.1.4.1) ! !
(8, d,0,a) — (S a,b,0),

ou la ligne du bas est un m-PD-morphisme. La propriété universelle énoncée en 2.1.1
entraine que 1’homomorphisme composé

A}’/S’ (m), o’ (7') e X;";;l — X;;l
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se factorise de maniere unique par un m-PD-morphisme

(2142) A}//Sl7 (m), a’ (7') — A&/s’ (m), o (T)
Les diagrammes

X' o Asme (M B X

s i Y
X = Axsma = X

induits par les immersions diagonales et les projections sont alors commutatifs. On en tire
en particulier des homomorphismes canoniques Ox-linéaires

(2.14.3) " Pxys, (m), « (r) — PXr /st (m), o/ (r),

les structures de O x-module (resp. Ox/-module) étant définies a partir d’'une quelconque
des projections p; (resp. pi).

Supposons que le carré (2.1.4.1) soit cartésien, et que de plus X soit lisse sur S.
L’énoncé de commutation au changement de base donné en 1.5.3 pour les enveloppes a
puissances divisées entraine alors que (2.1.4.3) est un isomorphisme.

2.1.5. Soit encore m € N entier fixé, et soit }V un anneau de valuation discréte complet,
d’idéal maximal m; si m > 1, on suppose que la caractéristique résiduelle de V est p.
Lorsque nous parlerons, dans la suite de cet article, d’'un V-schéma formel X, il sera
toujours sous-entendu que m Oy en est un idéal de définition, et que X est localement
ncethérien.

Les définitions précédentes peuvent s’étendre aux V-schémas formels. Soit X — S un
morphisme lisse de V-schémas formels (i.e. dont la réduction modulo m® est lisse pour
tout ¢). Si X et S sont affines, I' (X, Oy) est plat sur I (S, Og). De plus, I'idéal de
I’immersion diagonale de X dans X/T;' ! est régulier. On peut donc encore appliquer ici
les résultats de 1.5.3. On dispose ainsi de faisceaux de parties principales P} /s (,,) (1),
qui sont des Oy-modules localement libres pour chacune des structures définies par les
projections p; : X/’; b, X;sity, ..., ty sont des coordonnées locales de X sur S, et

7 = p} (i) — p§ (i), les produits —rl{k‘} . .‘T;kd}, avec Zki < n, forment encore une

base de P% /S, (m) SUT Oy pour chacune des deux structures naturelles. De méme, les
résultats de 2.1.3 et 2.1.4 se généralisent dans ce contexte.

2.2. Faisceaux d’opérateurs différentiels

Soient m € N, et S un schéma (resp. un schéma formel au sens de 2.1.5) ; lorsque
m > 1, on suppose que S est un Z,)-schéma. Dans le reste du chapitre 2, on désignera
par X un S-schéma lisse (resp. un S-schéma formel lisse).

Pour m, n € N, nous considérerons sauf mention expresse du contraire le faisceau des
parties principales PY /g (,,,) comme muni de sa structure gauche de Ox-algebre (cf. 2.1.2).
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2.2.1. Soient m, n € N, On définit le faisceau des opérateurs différentiels de niveau
m et d’ordre < n sur X relativement 2 S comme étant le dual Ox-linéaire du faisceau
des parties principales P% /8, (m)

(22.1.1) D%, . = Homoy (P/s, (my» Ox)-

Pour n variable, les surjections P}}'/ s, (m) — PXs, (m) fournissent des injections

(m) (m)
Dxn/ls, n DX/S, n'

Le faisceau des opérateurs différentiels de niveau m est alors défini par

(m) _ (m)
DX/S - U DX/S, n'
neN

On munit Dg("})s d’une structure de faisceau d’anneaux grice aux accouplements

(m) (m) (m)
22.12) Dx/s,n X Dx/s, v = Px/s, nin:
définis comme suit : si P € Homoy (P%/s, (m), Ox), P’ € Homo, (P}‘(I/S’ my» Ox);
alors PP’ est ’'homomorphisme composé

/ Z;TI ) 1d®P’ P
(22.1.3) PXis ) — Pxss, m) ®0x Pxss,m) — Pkss, m) — Ox-

Les Dg("/‘)s ,, Mmunissent ainsi le faisceau D;"/’)S d’une filtration naturelle de faisceau
d’anneaux, appelée comme d’habitude filtration par l’ordre. Si P est une section de
DE?/’)S au voisinage d’un point z € X, nous noterons ord,, (P) le plus petit entier n tel que
P, e D&."}?g n. o5 DoUr tout ouvert U C X, et tout P € T'(U, Dgf"/l)s), nous poserons
ord (P) = sup ord, (P).
zelU

Comme les faisceaux P/ g (,,), les faisceaux 'Dg{"})s ,, sont munis de deux structures
de Ox-module, correspondant a la multiplication a gauche ou a droite par une section de
Ox. Nous les appellerons encore structure gauche et structure droite. Par construction,
la structure gauche est duale de la structure gauche de P /g (., et la structure droite
provient par fonctorialité de I'action de Ox sur P%/g (,,) définie par sa structure droite.

Les faisceaux D&"})S operent sur Ox, 'action de P € Homo, (Px/s, (m), Ox) étant
donnée par le composé

2.2.1.4) Ox BPL/s (my = Ox.

Le faisceau Ox est muni d’une structure naturelle de Dg{";)s-module a gauche. Pour
feOx, Pe Dgc"/’zg, nous noterons souvent P (f) pour P - f := P od; (f). On prendra
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(m)

garde que, contrairement au cas des opérateurs différentiels usuels, 1’opération de D, /5

sur Ox n’est pas fidele en général (voir 2.2.7).
Pour m' > m, les homomorphismes ¢y, ... : P%/s (m1) — PX/s (m) fournissent
par dualité des homomorphismes Ox-linéaires P ’DX"/’S) n» compatibles aux

X/S, n
accouplements (2.2.1.2) d’apres (2.1.3.2). Par passage a la limite inductive, on en tire donc

des homomorphismes canoniques de faisceaux d’anneaux filtrés
2215 : D — D)
(2.2.1.5) Pm',m * Pxrs 7 Px/ss

non injectifs en général d’aprés les formules qui suivent. De méme, en dualisant les
homomorphismes P% /s — P%/s, (m) €t en passant a la limite, on obtient encore des

homomorphismes de faisceaux d’anneaux filtrés p,, : Dg(";)s — Dx/s. 1l résulte alors de
1.5.4 que les homomorphismes

(2.2.1.6) DY . — D2, = Dx/sin

sont des isomorphismes pour n < p™*!. C’est en particulier le cas quel que soit m si
n < 1, de sorte que DE("/’)S , est le faisceau habituel des opérateurs différentiels d’ordre
< 1. En outre, I’homomorphisme

(22.1.7) lim,, D)% — Dx/s
est un isomorphisme.
2.2.2. Considérons un carré commutatif de la forme (2.1.4.1), dans lequel on suppose X

lisse sur S et X' lisse sur S’. En dualisant les homomorphismes (2.1.4.3) et en passant a
la limite, on obtient des homomorphismes canoniques

(m) * y(m)
(2.2.2.1) Dxiis,n = " Dxys, >
(2.2.2.2) D{s — f* DY)

Lorsque le carré (2.1.4.1) est cartésien, de sorte que (2.1.4.3) est un isomorphisme, il en
est de méme de (2.2.2.1) et (2.2.2.2).

2.2.3. Notations. — Dans la suite, nous omettrons en général I’indice S, le schéma (ou
schéma formel) de base étant supposé fixé.

Supposons données des coordonnées locales %1, . .., 4 sur X relativement a .S, et notons
comme précédemment 7; = pi(t;) — p§ (¢;). Les dérivations de Ox correspondant a la
base duale de la base dt; de Q% seront notées ;. A la base de Py (m) formée des ik}

pour | k| < n, correspond la base duale de Df,{"f)n, dont les éléments seront notés 0,
pour £ = 1,, on a donc QQf) = 0;. Pour n variable, les Q@ forment une base de DEXm). Si
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nécessaire, nous préciserons le niveau m par la notation Q(@ (m) . De méme, nous noterons
Qm la base de Dx, , duale de la base 7% de P%; pour n variable, les Q[M forment une
base de Dx (notée Q& dans [EGA, IV, 16.11.2]).

Soient m’ > m, et posons k; = p™ q;+1; = p™ gi+ri,avec0 <r; <p™, 0<7] < .
11 résulte de (1.4.7.2) et (1.3.5.2) que l’on a pour tout k

(2.2.3.1) Pt m (Q(Ehm)) - (gg/g/g)g@)(mq,

(22.32) pom (B m) = g1 9,
En particulier, si 'on a k; < p™ pour tout i, on obtient p,, (9) = 8% dans ce cas,
nous utiliserons indifféremment les notations Qm ou Q@ dans D&m).

PRrROPOSITION 2.2.4. — Soient U C X un ouvert, t1, ..., tq des coordonnées locales sur U
relativement a S, 7, = 1Qt;—t; 1. Avec les notations de 2.2.3, on a les relations suivantes :

@) VfeOx, VneN, di(f)=> a%® (™ ePy

|k|<n

(formule de Taylor).

(ii) Vi, ieN!, oW (zi>=q!(i)zi‘keox.
N oawn K FEN Sk
(iid) VE, K €N, Q<“Q<“:< K >Q<M>6D&’-

) VkeN!, VieOox, a¥f= 3 {,f,}af&” (f)a"" e D",

E/_’_E//:E

La formule de Taylor résulte de (2.2.1.4) et de la définition des Q(@ comme base duale
des 7{&}. La relation (ii) en résulte d’aprés (1.3.5.2), puisqu’on a

dy (1) = dy (£): = (do (¢) + T)*.

D’autre part, les relations 68;:)" (i) = 7 ® 1 + 1 ® 7; entrainent que 1’'on a

D 5tk (rlih = Q(El>o(ld®<_9_@”>)oé?$/ (rlh = ) o(1d@8%") (r@1+1®71)H),

de sorte que (iii) résulte de 1.3.6 (iii). Enfin, pour prouver (iv), on observe que 58;3 =1Id,
de sorte que ’on a grice a (i)

(Q(b ) (T_{i}) =9 (1@ f) 1{i}) _pLy (( Z Q(&') (f) I{E})I{i})7

|E'|<n

et la formule résulte de 1.3.6 (iv).
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Remarque. — Les relations 2.2.4 (iii) entrainent que Q@I) Q@N) = Q@“) Q(E). Lorsque k
est de la forme k = (0, ..., k, ..., 0), ou k est 2 la 4-i®me place, nous noterons Bfk) au
lieu de . Pour tout k € N¢, on peut ainsi écrire sans ambiguité

d
(22.4.1) Q(E) — H at(kz)
1=1

COROLLAIRE 2.2.5. — (i) Sous les hypothéses de 2.2.4, le faisceau d’anneaux Dg{m) est
engendré par Ox et par les opérateurs 3? = 81[1’ J], avec 0 < 5 < m, ces derniers
commutant deux a deux.

(ii) Supposons que S soit un schéma (resp. schéma formel) localement neethérien. Pour
tout ouvert affine U C X (resp. tout x € X), ’anneau Dg") =T (U, ’D&m)) (resp. ’anneau
Dgg’l) est neethérien a gauche et a droite.

m-—1

Pour £ € N, posons k = Z a;jp’ + ap™, avec 0 < a; < p pour tout j. On déduit
7=0
alors de 2.2.4 (ii) et 1.1.3 que

m—1 .
(225.1) oM =u (H (31{:011)%) s

i=0

avec u € Zz‘p) (resp. u =1 si m = 0), d’ou (i). Si U est un ouvert affine de X, il est
séparé et quasi-compact, de sorte que le foncteur I' (U, —) commute aux limites inductives
[SGA 4, VI, 5.2]. L’anneau ngm) est alors muni de la filtration par 1’ordre, et son gradué
associé est commutatif d’apres 2.2.4 (iv). Comme ce dernier est ncethérien, car engendré
par les gr, Dgn) = I'(U, gr; D&m)) pour i < p™ d’aprés 2.2.5, un argument classique
montre que Dém) est neethérien (cf. [11, I, 5.3] ou [34, 1, 2.5.1]), et de m&me pour Dg(ml

Remarques. — (i) Pour m = 0, on voit donc que 1’anneau Dg?) est engendré par Ox et
les dérivations (cet anneau est noté PD -Dif fx/s (Ox, Ox) dans [1] ou [9]).

(ii) Il résulte par contre de 1.1.1 que, si p n’est pas inversib!e sur X, et si j < m,
62[‘” ’] n’appartient pas au sous-anneau engendré par Ox et les Bz[p "] pour j' < j. Le méme
argument montre que I’anneau Dx des opérateurs différentiels usuels ne peut étre engendré
par Ox et une famille finie d’opérateurs 3? J], et également que l’idéal a gauche de Dy
engendré par les 61[‘” J], pour 5 € N, n’est pas un idéal de type fini, de sorte que, méme si
X est localement ncethérien, D n’est pas en général un faisceau d’anneaux ncethériens.

PROPOSITION 2.2.6. — Supposons que S soit un schéma de caractéristique p, et, pour tout
r € N, soit X := § x5 X le schéma déduit de X par changement de base par la
puissance r-iéme du Frobenius absolu de S. Alors le Frobenius relatif
+1 . +1
Fieh: X — XOmt)
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envoie Ox(mt1) dans le centre de ’Dfxm); ce dernier s’identifie localement a ’algeébre des
polyndémes a coefficients dans Ox(m+1) en les opérateurs pr T U (61[? m])1“, avec
Um = pl(p™NP/pm T € L7,

Pour montrer que Ox(»+1) est contenu dans le centre de D&m), il suffit d’apres 2.2.4
(iv) de vérifier que, pour tout k # 0, et tout f € Ox, on a ¥ (fPMH) = 0, et, compte
tenu de 2.2.4 (i), cela résulte de ce que, dans P;}, (m)» ON @

d (Y= (fel+(lef-fol)y
=" el pl (1 f - fo 1)
=" el

m+1
Pour montrer que les opérateurs 8i<p ) appartiennent aussi au centre de Dgz”), on applique
encore 2.2.4 (iv) en observant que, si 'on pose k' = p™ ¢’ + 1/, p" T — k' = p™ ¢’ + 1",
avec 0 < 7/, v < p™, d’une part

m+1
P ) = p!/(q"1 "),
K m)

m+1 m+1
est divisible par p pour k' # 0, p™*!, d’autre part 85” ) = pl 81{” I s annule sur Ox.
Réciproquement, prouvons que le centre de D&m) est engendré par Ox(m+1) et les
m+41
81-(” ). Pour cela, on note d’abord que, localement, tout opérateur P de Dg\’,”) peut

. IS . m+41 N ,
s’écrire de maniére unique sous la forme P = _5_ P, (8% )2 o les opérateurs

n
P, € Dﬁ?‘) sont d’ordre < p™*! par rapport a chacun des 9;. Si P appartient au centre de
Dfxm), il en résulte que, pour tout f € Ox, et tout 1, on a [P,, f] = 0. Fixons n, et posons

P, = Za&Q@, avec a; € Ox, et k; < p™*! pour tout i. Pour montrer que a =0
k
pour k£ # 0, on ordonne I’ensemble des multi-indices k£ selon I’ordre lexicographique, et

on note h le plus grand multi-indice £ tel que ax # 0. Si A # 0, soit 4+ minimum tel
que h; # 0. On forme alors

ki -
[P, ti] = Z { | } ay L),
0<k<pm+l-1
ou 1, désigne le multi-indice dont les composantes sont nulles sauf celle d’indice ¢, qui est
1

ki : k; . . .
si k; > 1, et { 1 } = 0 sinon, de sorte que { 1 } est inversible sauf si k; = 0. Comme

m+l>)n—

. k;
égalea 1. Sik; =p™q+nr, ki—1=p"q + 1" avec 0 < r, r’<pm,ona{ }=q!/q’!

[P., t:] = 0, il s’ensuit que h = 0, donc que P est de la forme P = Z an (@®
n

avec a, € Ox. On peut alors écrire a,, de maniére unique sous la forme a,, = E I
T
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avec b, » € Ox(m+1), et 7; < p™*! pour tout 7. Soit s un multi-indice tel que s; < p™+!

pour tout . Le crochet [Q@, P] est donné par

[Q@, P = Z( Z (Z {§} b&EQ(ﬁ—l) () Q@)) (Q(pm”'l))ﬁ,

n 0<r<pmtli-1 j<s

I~

ce qui s’écrit encore d’apres 2.2.4

89, P =Y {§}<pm“;+l’>g§_j!

- =

i<e

r r—s+j | 9™ n+j)
(2 (5 e e,

s—j<r<pm*i-1 *— =

ol q,_; désigne le quotient de s — j par p™. Pour n, j, et r variables, avec 0 < j < s et

s—j<r< p™+l — 1 les sections =2+ 9P "'n+4) sont linéairement indépendantes sur
Ox(m+1), de sorte que leurs coefficients dans 1’expression précédente sont nuls. Si s # 0,
on peut prendre j = 0, 7 = s, et on en déduit que gs! by, s = 0. Comme q, ! est inversible,
les b, s sont nuls pour s # 0, ce qui montre que les opérateurs appartenant au centre de
D™ ont bien la forme annoncée.

PROPOSITION 2.2.7. — Sous les hypothéses de 2.2.6, I’image de I’homomorphisme canonique
Pm D‘(Xm) — DX — 8’",(105 (Ox)

est I’anneau des endomorphismes O x(m+1)-linéaires de Ox, et son noyau K est I'idéal

m+1
bilatere de ’Dg(m) engendré localement par les opérateurs 8i<p Yom)

. De plus, pour tout
m' > m, le noyau de I’homomorphisme canonique pp m : Dg{m) — D&m,) est aussi égal a
K, et, si DU ~ DY /K est image de D™ dans D™, ce dernier est localement libre
sur ﬁg{m) (a droite et a gauche), de base les opérateurs de la forme Q<p m+lﬂ><m’>, n € N

D’apres la proposition précédente, I’endomorphisme de Ox induit par un opérateur de
Dg{m) est Ox(m+1)-linéaire. Inversement, pour prouver que tout endomorphisme O x(m+1)-
linéaire de Ox appartient a I'image de Dﬁ(m), il suffit d’observer grace a 2.2.4 (ii) que,
pour k = p™q+ 71 < p™t! et tout 4, les opérateurs Blm vérifient 8§k> (th)y =q' € Lty
tandis que 8i<k> (t") = 0 pour h < k ; on en déduit aisément que, si k est tel que k; < p™+1
pour tout 4, il existe un opérateur P, € DY tel que Py (t%) = 1, et Py (t%) = 0 pour
h # k, h; < p™*!, d’ol Dassertion.

Soit maintenant P = Zaﬁ Q@) € Dg(m) un opérateur annulant Ox. La relation

k

O™ (k) = q!, avec g! € Zf,, lorsque k; < p™*! pour tout i, entraine alors que aj = 0
lorsque k; < p™*! pour tout ¢. La description du noyau en résulte grice a (2.2.5.1).
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Soit k£ un multi-indice, et posons k; = p™q; +r; = p™ gl + 7/, avec 0 < r; < p™

0 <7 < pm*tl D’apres (2.2.3.1), lhomomorphisme Prmt1,m : Dg{m) — D(m'H) envoie
8( () sur g!/q'! O™+ Comme on a g =7pq +s, avec 0 < s5; < p, on voit que

I/q’l

M&

i=1

g — o (a:) — ¢i + 0 (¢)))/(p —1)=Z g,
=1

de sorte que ’image de O™ dans D&mﬂ) est nulle si et seulement s’il existe ¢ tel que
k; > p™*1. Utilisant encore (2.2.5.1), on voit donc que le noyau de Pm+1,m €st égal a KC.
Il en est alors de méme pour celui de pn, m, car on a

Ker (pm+1,m) C Ker (pmr,m) C Ker (pm)-

m—+1

Par contre, si k; < p pour tout 7, ¢! est inversible dans Z;), et on a pm m (8(k>(”))

q 1% | Le fait que D‘(Ym' soit libre sur D( ™) avec pour base les 8(” W) résulte
alors de (2.2.5.1).

Remarque. — Dans [35], une confusion malheureuse entre Dg") et son image dans
Endog (Ox) (p. 279, 1. 9-111) invalide les résultats des sections (1.2.5)-(1.2.8). En
particulier, nous montrerons dans un article ultérieur que, lorsque X est affine, la dimension
cohomologique de T' (X, Dg(m)) est égale a 2 dim (X). De méme, si X' est un schéma
(ou un schéma formel) affine et lisse sur un anneau de valuation discréte d’inégales
caractéristiques, la dimension cohomologique de T' (X, DY) est égale a 2dim (X) + 1,
ainsi que celle de son complété p-adique.

2.3. PD-stratifications de niveau m

Nous allons expliciter ici ’interprétation d’une structure de Dg(m)-module a gauche sur
un Ox-module £ en termes de stratifications, au sens de [1, IT 1.3.1]. Cette interprétation
sera particulierement utile dans ce contexte parce que, pour m > 1, il ne suffit plus de
spécifier ’action des dérivations pour définir une structure de Dg}")—modulc a gauche sur
£, contrairement au cas des Dg?)-modules, ou des Dx-modules en caractéristique 0.

Le schéma (resp. schéma formel) de base S étant fixé, nous omettrons de préciser

I’indice S dans ce qui suit. Si m = 0, les résultats qui suivent sont valables sans supposer
que S soit un Z,-schéma.

DerFINITION 2.3.1. — Soient X — S un morphisme lisse de Z,)-schémas (resp. schémas
formels), £ un Ox-module. Une m-PD-stratification (ou PD-stratification de niveau
m) € sur £ relativement a S est la donnée d’une famille compatible d’isomorphismes
P%  (m)-linéaires

En ¢ ,P;L(,(m) ®0X & :> & ®Ox ,P?(’ (m)»

ou les produits tensoriels sont respectivement pris pour les structures droite et gauche de
P% (m)» Ces isomorphismes étant astreints aux conditions suivantes :

(@) €0 = Ide ;
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(ii) Pour tous n, n', le diagramme

nyn'x

(m) (Crgnr)

Prm) @ PR my ®E — EQPY (m)® P (m)

(2.3.1.1)

n,n’* n,n'x

4 ) N\ ~ 4" )
PR m) @ E®PY (1)

dont les fleches sont obtenues par extension des scalaires grace a I’homomorphisme 63;1')’1
défini en 2.1.3 et aux homomorphismes naturels

’
n,n n-}—n/

%" PY (m) = PX,(m) = PX,(m) @ PX, (m);

@™ PY oy = PR om) = PR, m) ® P, ()

est commutatif.

Si gt PY (m) = PX, (m) (2) est 'homomorphisme correspondant & la projection de
X3 sur X2 définie par les facteurs d’indices i, j, il est facile de voir que cette derniére
condition (condition de cocycle) équivaut a

(2.3.1.2) Vn, g5 (€n) =401 (en) 0 qls (€n)-

Un homomorphisme Ox-linéaire ¢ : £ — F entre modules munis de m-PD-stratifications

est dit horizontal s’il commute aux isomorphismes &,, pour £ et F en un sens évident.
PrOPOSITION 2.3.2. — Soit £ un O x-module. 1l y a équivalence entre les données suivantes :
a) Une structure de D&m)—module a gauche sur & prolongeant sa structure de O x -module ;
b) Une famille compatible d’homomorphismes Ox -linéaires

0n€—>€®7);l(’(m)

(ce dernier étant considéré comme O x-module par I’intermédiaire de la structure droite de
Py (m)), telle que 0y = 1dg, et que pour tous n, n', le diagramme

) sy, "
n+n n 4
EQPYE — EQPE () ®PY (m)
23.2.1) o I T 6. @1d
0, )
£ — E®PY (my

soit commutatif;
¢) Une m-PD-stratification € = (e,,) sur £.
De plus, un homomorphisme Ox-linéaire ¢ : € — F entre deux Dg(m)-modules a

gauche est Dg(m)-linéaire si et seulement s’il commute aux homomorphismes 0,, (resp. aux
isomorphismes €,), i.e. s’il est horizontal.
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La méthode est standard [1, II 4.1-4.2], et due a Grothendieck dans le cas des opérateurs
différentiels usuels. Rappelons bri¢vement comment on passe d’une structure & 1’autre.

Une structure de D&m)-module a gauche sur un Ox-module £ fournit une famille
compatible d’homomorphismes (i, : D&mzl ®o, € — &, ou le produit tensoriel est
pris pour la structure droite de Ox-module de Dg("f)n, Ln étant lui-méme O x-linéaire
pour la structure gauche. Cette donnée équivaut par adjonction a celle d’une famille
d’homomorphismes O x-linéaires

b : € — Homoy (DF”, £) 5 € P (),

ou le faisceau Homo, est pris pour la structure gauche de Dg(m), et est considéré comme

Ox-module par la structure droite de Dg(m); la commutativité des diagrammes (2.3.2.1)
traduit alors I’associativité de I’action de Dg}”) sur £. Les isomorphismes ¢,, sont les
factorisations P}}i (m)-linéaires des 6, et la commutativité de (2.3.2.1) correspond a la
condition de cocycle (2.3.1.1).

En coordonnées locales, et avec les notations de 2.2.3, ’application 6,, est celle qui
associe a une section z € £ son « développement de Taylor » :

(23.2.2) bo(z)= Y a® o),

|k|<n

L’expression de €,, s’en déduit aussitdt par linéarité, et on vérifie que c’est un isomorphisme
en observant que son inverse est donné par

(2323) el = 3 (-)EBga®y,
lk|<n

On déduit de ces formules le corollaire suivant :

COROLLAIRE 2.3.3. — Soient £, F deux D -modules a gauche.

(1) 1l existe sur le produit tensoriel € @p, F une unique structure de Dg(m)—module a
gauche telle que, pour tout k, et toutes sections x de €, y de F, on ait

i<k

(ii) 1l existe sur le faisceau Homo, (€, F) une unique structure de Dg?m) -module a
gauche telle que, pour tout k, tout morphisme ¢ : £ — F | et toute section x de £, on ait

(233.2) @® ) (z) =D (-1H {f} %9 () 0¥ x)).
i<k -

DeriNITION 2.3.4. — Soit B une Ox-algebre commutative. On dira qu’une structure de
Dg(-m)—module a gauche sur B est compatible a sa structure d’algebre, si la structure de
Ox-module sous-jacente a la structure de Dgzn)-module est celle qu’induit la structure
de Ox-algebre, et si les isomorphismes e, : P% m) ® B 5 B P% (m) de la
m-PD-stratification correspondante sont des isomorphismes de Py, -algebres.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



224 P. BERTHELOT

Il résulte de (2.3.2.2) que cette condition s’exprime en coordonnées locales par la
formule de Leibnitz

@341 Vi geB, VEeN', 3% (fg)=3" {f} 9? (2% ().

i<k
_Exemples. — (i) Soient Y C X un sous-schéma fermé défini par un idéal J C Oy, et
Ox;y = lim; Ox /J* le complété formel de X le long de Y. D’aprés (2.0.2), I’action
de Dx suTOX vérifie la formule de Leibnitz. Par récurrence sur n, puis sur k, il en
résulte qu’elle définit des accouplements Dg(mzl x JF — J*¥", d’ou une structure de
Dx-module a gauche sur @X/y qui est compatible a sa structure de Ox-algébre. Par
composition avec p,;, : Dg{m) — Dx, on obtient donc sur 10) x/y une structure compatible
de D{V-module a gauche.

(ii) Sous les hypotheses précédentes, soit P, (J) la m-PD-enveloppe de J. On

munit P(y) (J) d’une m-PD-stratification de la maniere suivante. Soient Z C PY
le m-PD-idéal canonique, et & sa m-PD-structure. Posons

T =T P% (m+J =Ker (P},(m) - Ox/T)=Px (my- T +1.

On dispose alors d’un homomorphisme canonique

(2.34.2) Pim) (T)®02P%. (m) = Pim), o (T),

qui est un isomorphisme. Pour le voir, il suffit de montrer qu’il existe sur 1’idéal
T®0xP¥ (m) + Pim) (J) ®0x T une m-PD-structure prolongeant celles de J et I,
car elle fournit alors un m-PD-morphisme inverse de (2.3.4.2). Or P}"(Y (m) €St localement
isomorphe au quotient d’une algebre de polyndmes a puissances divisées de niveau m, a
coefficients dans Ox, par le n-i¢me cran de sa filtration m-PD-adique, et, par extension des
scalaires, P(m) (J) ®o P¥, (m) garde la méme structure. De plus, d’apres 1.5.1 (iii), la m-
PD-structure canonique de P,,) (J) ®o, I est compatible a toute m-PD-structure sur un
idéal de I’anneau de coefficients P,y (J), ce qui entraine I’existence de la m-PD-structure
cherchée. Comme le méme argument fournit un isomorphisme canonique

P%, (m) ®0x Piam) (T) = Plmy, o (I,
on en déduit la m-PD-stratification (e,) cherchée.
Soient t1, ..., ty des coordonnées locales sur X. Par construction, on a

en(l@ti) = 01+ 1)1,

d’ou I'on déduit la relation

(2.3.4.3) Vk i N4, g®4li} = < lf: >£{z—&}‘

(iii) Soit Z C X un diviseur. Nous construisons en 4.2.3 des Ox -algebres commutatives
Bx (Z, r), munies d’une action compatible de D&m). Lorsque X est un schéma formel,

4° SERIE — TOME 29 — 1996 — N° 2



D-MODULES ARITHMETIQUES 1 225

leurs complétées p-adiques fourniront des modeles entiers pour les algébres de fonctions
analytiques sur certains voisinages stricts du tube du complémentaire de Z. Les anneaux
d’opérateurs différentiels qu’on en déduit grice a la proposition suivante jouent un role
fondamental dans la théorie des coefficients pour les variétés non propres.

La condition de compatibilité introduite plus haut permet en effet de munir le produit
tensoriel B ®o, Dg}") d’une structure canonique de faisceau d’anneaux, auquel s’étend
naturellement la filtration par I’ordre de Dg(m) :

ProposITION 2.3.5. — Soit B une Ox-algébre commutative, munie d’une structure de
’Dgfm)-module a gauche compatible avec sa structure de O x-algeébre. Il existe alors sur le
produit tensoriel B Qo D™ une unique structure de faisceau d’anneaux telle que les
morphismes B — B Qo ’Dz;m), b—b®1, et Dﬁ}") — B®o, Dg{m), P— 1® P, soient
des homomorphismes d’anneaux, que (b® 1) (1Q P) =b® P pourtous b € B, P € D™,
et que, pour tout systéme de coordonnées locales sur X, tout k, et tout b € B, on ait

(2.3.5.1) (1 ®Q(&>).(b® 1) =Z{%}Q(E_i>b®§_(i>.

i<k

Si B’ est une B-algébre commutative munie d’une structure compatible de Dg(m)—module,
telle que B — B’ soit D&m)-linéaire, le morphisme B Qo Dg(m) — B Qoy Dg{m) est un
homomorphisme d’anneaux.

L’unicité est claire. Pour définir la multiplication sur B ®¢ D&m), on écrit

B®oyx DYV 5 Homoy (P (my: B).

On définit alors le produit PP’ de P : P% () — Betde P’ : P;‘{: (my — B comme
le composé

, 61’1";:1 , ,
PRt @ PE i @ PE ) L PRy © B SBOPY ) S BRBL B,

ol €, est la m-PD-stratification définie par la structure de Dgcm)-module de B, et u
la multiplication de B. La seule vérification nécessaire est celle de 1’associativité de
I’opération ainsi définie : elle résulte d’un diagramme commutatif qu’on laisse au lecteur
le soin d’expliciter, et ol interviennent le triangle (2.3.1.1) exprimant la condition de cocycle
pour les ¢, et la compatibilité des ¢,, avec p. La formule (2.3.5.1) résulte immédiatement
de cette définition, et des formules précédentes. La derniere assertion résulte de ce qu’un
homomorphisme D'{-linaire est horizontal.

Remarques. — (i) L’homomorphisme D" — B ®0, DY munit B ®0, DI de
deux structures de Dg{m)-module. La structure de Dgfm)-module a droite est définie par la
multiplication & droite par les opérateurs de D™, et la structure de Dg}n)—module a gauche
coincide avec la structure produit tensoriel définie en 2.3.3.

(ii) On voit comme en 2.3.2 que la donnée d’une structure de (B Qo Dg}"))-module a
gauche sur un B-module £ est équivalente & la donnée d’une m-PD-stratification dont les
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isomorphismes e, : Py () ®ox € 5 E®oy P, (m) sont semi-linéaires par rapport aux
isomorphismes P ) ®ox B = B®oy P}, (m) de la m-PD-stratification de B.

(iii) Soient B — B’ un homomorphisme d’alggbres vérifiant les propriétés de 1’énoncé,
et £ un (B Qo Dg;"))-module a gauche. Grice a la remarque précédente, B’ ®5 & est
muni d’une structure naturelle de (B’ Qo Dg(m))-module. On vérifie alors aisément que
I’homomorphisme canonique

(2352) B @5 & — (B ®o, DY) Bpepym €

est un isomorphisme de (B’ ®o, Dg{m))-modules.

ProPOSITION 2.3.6.— Soient X — S un morphisme lisse de schémas (resp. schémas
Sformels), B une O x-algébre commutative munie d’une structure compatible de Dg(m)—module
a gauche. Pour tout ouvert affine U C X, I’homomorphisme canonique

(2.3.6.1) T (U, B) ®r w00 T (U, DY) = T (U, B®o, DY)

est un isomorphisme. Si I' (U, B) (resp. si la fibre B, en un point © € X) est un anneau
neethérien, T (U, B®o, D) (resp. (B®o, DYM).) est naethérien a gauche et a droite.

Pour tout n, le faisceau D,(]m,z est un Or-module localement libre, donc facteur direct d’un
Op-module libre de type fini. Comme ’homomorphisme (2.3.6.1) est un isomorphisme
lorsque Dg{m) est remplacé par un tel module, il I’est encore pour Dg"z Comme U est
quasi-compact et séparé, le foncteur I' (U, —) commute aux limites inductives, et I’assertion
pour Dg(m) en résulte. La derniére assertion se démontre alors comme 2.2.5 (ii).

(m)
X

Nous terminerons cette section en introduisant pour les DY ’-modules une notion de

nilpotence analogue a celle de connexion nilpotente [29].

PrOPOSITION 2.3.7. — Soient X — S un morphisme lisse de schémas, € un 'Dg}")—module
a gauche. On suppose que p est localement nilpotent sur S, et qu’il existe sur X un systéme
de coordonnées locales t1, ..., tq. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Pour toute section e de £ , il existe localement un entier N tel que Q@) e=20
pour k| > N.

(ii) La condition (i) est satisfaite pour tout systéme de coordonnées locales sur un ouvert
de X.

(iii) 11 existe un isomorphisme

e+ Px,(m) ®0x € = E@0, Px, (m)
vérifiant la condition de cocycle, et induisant par réduction sur les Py (m) la
m-P D-stratification de €. De plus, cet isomorphisme est alors unique.

Gardons les notations de 2.2.3. Comme p est localement nilpotent sur S, il résulte de
1.5.3 que Px, (m) est libre sur Ox de base les 7{£}, avec k € N?. Si la condition (i)
est satisfaite, on peut encore définir une application 6 : & — € ®o, Px, (m) €n posant
6(e) = Z Q@) erlk} pour toute section e de £ ; on vérifie qu’elle est Ox-linéaire pour

k
la structure droite de Py, (), de sorte qu’on obtient par factorisation I’homomorphisme &.
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Il est clair qu’il induit les isomorphismes ¢, donnant la m-PD-stratification de &, et
la condition de cocycle en découle. Pour voir que € est un isomorphisme, on construit
I'isomorphisme inverse par factorisation de I’application 6" : £ — Px (m) ®o, € définie
par 8’ (e) = Z (—1) & 7 (£} @ (&) ¢ Inversement, si la condition (iii) est satisfaite,
k

on déduit de (2.3.2.2). que les composantes de € (1 ® e) dans la base formée des ik}
sont les Q@) e (ce qui montre I'unicité de & lorsque la m-PD-stratification est donnée).
Comme les sections sur les ouverts affines commutent aux sommes directes, il existe donc
pour chaque point de X un voisinage sur lequel les Q<E) e sont nuls sauf un nombre fini.
La condition (iii) étant indépendante du choix d’un systéme de coordonnées locales, la
condition (ii) en résulte.

DEFINITIONS. — Soit X un S-schéma lisse, sur lequel p est localement nilpotent. Nous
dirons que £ est un D&m)-module quasi-nilpotent s’il vérifie les conditions de la proposition
au voisinage de tout point de X ; nous dirons qu’il est nilpotent si I’entier N peut étre pris
indépendamment de la section e. De méme, nous dirons qu’une m-PD-stratification sur un
Ox-module £ est quasi-nilpotente si elle vérifie la condition (iii) de la proposition. Si X
est un schéma formel, de réduction X; modulo p*, nous dirons qu’un Dg(m)-module £ est
topologiquement quasi-nilpotent (resp. topologiquement nilpotent) si sa réduction mod p’
est un Dggj)—module quasi-nilpotent (resp. nilpotent).

C’est le cas par exemple si la structure de Dg(m)—module de & est induite par une
structure de D" -module, car, pour tout %, on a alors a,.(’”("” e=(q!/q") 85“"“*" e,
avec k = pmg4+r =p"tlgd +7,0<r <p™, 0< 7 < pmtl et q!/¢! — 0 pour
la topologie p-adique. Cette condition est vérifiée par Ox, qui est donc un Df{-n)-module

nilpotent lorsque p est nilpotent sur X, et il en résulte alors que tout D&m)—module de
type fini quasi-nilpotent est nilpotent.

2.4. Passages a la limite

Comme en 2.1.5, on désigne par V un anneau de valuation discréte complet, d’inégales
caractéristiques (0, p), d’idéal maximal m, de corps résiduel k, de corps des fractions K,
d’indice de ramification absolue e. On fixe un V-schéma formel S (dont m Oy est par
hypothése un idéal de définition), et, pour tout ¢ > 0, on note .S; la réduction de S modulo
mitl Si X est un S-schéma formel, on pose de méme X; = X X S;; pour i = 0, on
note simplement X la réduction de X" sur k. Les opérateurs différentiels considérés sur
X (resp. X;) sont relatifs a S (resp. S;). On rappelle que les schémas formels considérés
sont toujours supposés localement ncethériens.

2.4.1. Soit X un S-schéma formel lisse. On notera ﬁx le faisceau d’anneaux obtenu
par complétion p-adique du faisceau des opérateurs différentiels usuels (relativement a S),
. > A A(m) A44 o . .
et, pour tout entier m > 0, on notera de méme D)’ le complété p-adique du faisceau
DE\,’"). Compte tenu de 2.2.2, on a donc

2.4.1.1) D =lim; DYV /m DY S lim; DY,

On ne dispose plus sur les faisceaux ﬁg{m) et Dy de la filtration par I’ordre. Localement,
leurs sections peuvent étre décrites comme des opérateurs différentiels d’ordre infini : si
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U C X est un ouvert affine sur lequel il existe des coordonnées locales i1, ..., tq4, toute
section P € I" (U, Df\,m)) (resp. P € T' (U, Dy)) peut s’écrire de maniére unique
(2.4.12) P = Z aEQ(&> (resp. P = z a&Q[M)

k

o les a € I' (U, Ox) tendent vers O pour la topologie p-adique.
Pour m variable, les faisceaux 5%”) forment un syst¢me inductif de faisceaux d’anneaux,
et on pose

(24.1.3) DY, =lim,, D{.

Par passage a la limite, on dispose donc d’un homomorphisme canonique de faisceaux
d’anneaux D — Dy. Enfin, pour tout faisceau abélien F, nous noterons Eg le faisceau
EF®Q. On 1ntrodu1t ainsi les faisceaux

24.1.4) Dy =D{" @@  Dio=Di2q

Comme X est localement ncethérien, son idéal de p-torsion est localement annulé par
une puissance fixe de p. Il résulte donc de 2.2.3 et (2.4.1.2) que, pour tous m < m/,
I’homomorphisme canonique D( ) — D(m ) (resp. ﬁf\{mg — ﬁx,q) est injectif, de sorte
que 'on obtient les injections

(2.4.1.5) ﬁf‘??q fﬁﬁﬁ?q oo ﬁfym,)q o ..o Dhg o Dx.q.

Lorsque Oy est sans p-torsion (ce qui est le cas par exemple si S = SpfV), on a de
plus les inclusions

D) = D% Db Dha  Dr = Dre
ainsi que
(2.4.1.6) D= |J DY — Da.
m>0

Par passage a la limite, le faisceau ﬁX opere sur OX, de sorte qu’il en est de méme
des faisceaux ngm) et DT De méme, les faisceaux D Q et D x, g operent sur le faisceau
OX7Q = OX ® Q

Nous dirons que 2/5(;") (resp.DL, 13;() est le faisceau des opérateurs différentiels d’ordre
infini et de niveau m (resp. de niveau fini, de niveau infini) sur X.

2.4.2. Pour donner une description analogue & (2.4.1.2) pour les sections de D:‘Y sur
un ouvert affine U, il peut étre commode d’utiliser une norme sur A = I' (U, Oy). Pour
simplifier, on supposera ici que S = Spf V. Comme Oy est alors sans p-torsion, A s’injecte
dans Ax = A®y K, qui est une K-algébre de Tate. On dispose donc sur celle-ci des
normes quotients associées aux présentations Ax — K {Ti, ..., T, }/I de Ax comme
quotient d’une algebre de séries formelles restreintes sur K, et a la norme standard de
K{T, ..., T, }. Ces normes, qui font de Ay une K-algebre de Banach, sont toutes
équivalentes et sont appelées normes de Banach sur Ay ; comme A est réduit, elles sont
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aussi équivalentes a la norme spectrale sur le spectre maximal Spm Ag (c¢f. [12, 6.2.4,
th. 1]). On observera d’autre part que, pour la norme spectrale sur Ak, la condition b, € A
équivaut a ||bk|| < 1 : en effet, si b € Ag vérifie ||b]| < 1, b est entier sur 4 [12, 6.3.5,
th. 1 et 5.1.4, cor. 6] ; écrivant b = b’ /7", ol w est une uniformisante de Aetd’ € A—7 A,
le fait que A/m A soit lisse sur k, donc réduit, entraine que r < 0.

Nous noterons par | — || I'une quelconque des normes considérées ici, les conditions
de décroissance qui suivent étant indépendantes de la norme choisie.

LemME 2.4.3. — Pour m, k € N, posons k = p™ ¢\™ +r™, avec 0 < r{™ < p™.
(1) Pour tout m € N, il existe ' < 1, ¢’ € R tels que |q,(cm) I| < ¢ n'* pour tout k.
(ii) Pour tout n < 1, il existe m € N, ¢ € R tels que n* < c|q,(cm) || pour tout k.
Pour m fixé, et k € N, posons q¢ = q,(cm), d’ou (kK —p™)/p™ < q < k/p™. Rappelons
que v, (¢!) = (¢ — o (q))/(p — 1) ; compte tenu de la majoration
Vqg20, o(q) <(p—1)(log,(¢g+1)+1),

on en tire I’estimation
(2.43.1) k/p™ (p—1) —log, (k+1) —p/(p—1) <wvy(q!) < k/p™ (p-1).
Le lemme en résulte.

PrOPOSITION 2.4.4. — Soient X un V-schéma formel lisse, U un ouvert affine de X, muni

de coordonnées locales ty, ..., tq, A = T'(U, Ox), | — || une norme de Banach sur
Ag. Pour tout opérateur
(2.4.4.1) P=> 0% =Y"0a,0%k! €T (U, Dx),

k k

soit P; € T(U;, Dx,) la réduction de P modulo m'*. Les conditions suivantes sont alors
équivalentes :

(i) L’opérateur P appartient a T (U, DY) ;
(ii) Il existe des constantes o, § € R, a > 0, telles que

(2.4.4.2) ord (P;) < ai + B.
(iii) 11 existe des constantes ¢, n € R, avec 1) < 1, telles que, quel que soit k,
(24.4.3) llagll < cn'®.

Comme U est quasi-compact et séparé, le foncteur I' (i, —) commute aux limites
inductives, de sorte que I'(U, DY) = UF(U, Dg")). Soient A = I'(U, Ox),

Pel WU, 135{")). On peut écrire P sous la forme

P= Zk: by 3'E) = ; q'b, 0%,

ol les coefficients b, € A tendent vers 0 pour |k| — oo, et ou, pour tout k& € N, on
pose k =pmqg+7, 0 <r < p™. Si vy désigne la valuation de V, le lemme précédent
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entraine qu’il existe des constantes a > 0, b € R, telles que, pour tout k¥ € N, on ait
vm (q!) = evp(q!) > ak + b. Par suite, g!by € m**1 A des que |k| > (i — b+ 1)/a,
d’ob (2.4.4.2). -

Pour montrer que (ii) = (iii), on peut prendre pour || — || la norme spectrale de
Ak, de sorte que ||b|] < 1 pour tout b € A. La condition (2.4.4.2) entraine alors que
lla]l < p~G@+1/¢ pour tout i tel que i < (|k| — B)/c. On obtient donc ||by|| < p~(kl=A)/ea
d’ou la condition (2.4.4.3).

Soit enfin P = Z ag M er Uu, 15/1») un opérateur dont les coefficients a; vérifient

k
une condition de la forme (2.4.4.3), et prenons encore pour norme la norme spectrale. II faut

alors montrer que, pour m assez grand, les coefficients by € A définis par by = ax/q!
(ot on a posé kK = p™q+r avec 0 < r; < p™ pour tout %), sont dans A pour tout
k, et tendent vers O pour la topologie m-adique. Si I'on pose v, (ax) = —log, [lax, la
relation |lag|| < enl®l peut étre écrite sous la forme v, (ax) > Alk| + p, avec A > 0. On
obtient alors d’apres le lemme

vp (be) = vp (ar) —vp (¢!) 2 (A= 1/p™ (p — 1)) |kl + 1,
ce qui montre qu’en choisissant m assez grand, on assure que b, — 0 pour |k| — oo.
D’aprés 2.4.2, la condition by € A équivaut a ||bg|| < 1. Or on voit que v, (bx) > 0
deés que |k] > —pu (A —1/p™ (p — 1))~L. 1l reste donc a observer que, lorsque p < 0, on
peut prendre m assez grand pour avoir ¢ = 0 tant que |k| < —p (A —1/p™(p—1))71:
en effet, il suffit de choisir m tel que I'on ait p™ > —u (A — 1/p™(p — 1))7), ie.
P> AT (=p+ 1/ (p - 1))

Remarque. — On voit donc apparaitre de la sorte, pour caractériser les opérateurs
PeTl(U, DL) des conditions de décroissance sur les coefficients analogues a celles de
Monsky-Washnitzer (cf. [37] ou [41]). Si f € A est tel que V (f) soit une hypersurface
lisse, ou une intersection d’hypersurfaces lisses se coupant transversalement, la Aq-algébre
A},Q, ol A} est la complétée faible de I’anneau de fractions Ay, est engendrée sous
I’action de T (U, D}’Q) par 1/f [4, 42.2 et 4.3.2]. On conjecture que, sans hypothese
sur f, il existe encore un nombre fini d’éléments de A‘} engendrant A’},Q en tant que
r, DLYQ)—module.

3. Théoremes de cohérence

Nous allons examiner maintenant les propriétés de finitude des complétés d’anneaux
d’opérateurs différentiels construits précédemment, et prouver pour les modules cohérents
sur ceux-ci les analogues des théorémes A et B pour les modules Ox-cohérents. Pour la
commodité des références, nous regrouperons dans les premiéres sections divers rappels et
généralisations simples de résultats classiques.

Rappelons tout d’abord (cf. [40] ou 23, (0;, 5.3)]) que, si D est un faisceau d’anneaux
sur un espace topologique X quelconque, et M un D-module a gauche, on dit que M
est cohérent s’il est de type fini sur D, et si, pour tout ouvert U C X et tout morphisme
¢ : (Dy)" — My, le noyau de ¢ est de type fini sur D. On dit que D est un
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faisceau d’anneaux cohérent s’il est cohérent en tant que D-module a gauche. Lorsque D
est cohérent, un D-module a gauche est cohérent si et seulement s’il est localement de
présentation finie. Quel que soit D, la catégorie des D-modules cohérents est abélienne.

Dans la section 3.1, nous traitons d’abord le cas des faisceaux d’opérateurs d’ordre
fini, pour lesquels la cohérence résulte simplement de la quasi-cohérence sur Ox et de
la ncethérianité. Apreés avoir fait en 3.2 quelques rappels sur les complétions dans le
cas des anneaux ncethériens non nécessairemgnt commutatifs, nous étudions en 3.3 les
modules cohérents sur des anneaux tels que D;’”), lorsque &' est un V-schéma formel ;
les techniques de limites projectives mises en ceuvre reprennent celles qui sont utilisées
dans [EGA] pour I’étude des Oxy-modules cohérents. La section 3.4 permet de passer au
cas des modules cohérents sur les anneaux ﬁfymé, grice a la proposition 3.4.5 qui fournit
des modeles entiers pour ceux-ci. Dans la section 3.5, nous établissons la platitude des
homomorphismes canoniques ﬁg;"g — ﬁ&,mal) C’est le résultat-clé dont nous déduisons
en 3.6 la cohérence du faisceau D}’Q, et, par passage a la limite inductive, les théorémes
A et B pour les DL,Q—modules cohérents. Pour finir, mentionnons que ces résultats seront
établis dans un cadre suffisamment général pour couvrir le cas des faisceaux d’opérateurs
différentiels a coefficients dans une O y-algebre sur laquelle ils opérent, afin notamment
de pouvoir les appliquer aux opérateurs a singularités surconvergentes construits dans le
chapitre suivant.

3.1. Cas des opérateurs d’ordre fini

ous considérons d’abord le i stés D™ . Rappelons 1’énoncé
N dérons d’abord le cas des faisceaux non complétés Dg(
général suivant :

ProposITION 3.1.1. — Soient X un espace topologique, D un faisceau d’anneaux sur X,
B une base d’ouverts de X. On suppose vérifiées les conditions suivantes

a) Pour tout U € B, I’anneau T (U, D) est neethérien a gauche (resp. a droite) ;

b) Pour tous U, V € B, avec V. C U, I’homomorphisme T (U, D) — T (U, D) est
plat a droite (resp. a gauche).

Alors D est un faisceau d’anneaux cohérent a gauche (resp. a droite).

11 suffit de montrer que, pour tout U € B, et tout v : (Dyy)” — Djy, N = Ker (u) est
un D-module a gauche de type fini. Si D =T (U, D) le D-module N =T (U, N) est de
type fini, de sorte qu’on achéve en observant que le foncteur qui associe a un D-module a
gauche M le Djy-module a gauche Djy ®p M est exact grice a b).

CoROLLAIRE 3.1.2. — Soient X — S un morphisme lisse de schémas (resp. schémas
formels), m € N, et B une Ox-algébre commutative munie d’une structure compatible de
Dgz—n)-module a gauche, vérifiant les conditions a) et b) de 3.1.1 pour la famille des ouverts
affines de X. Alors le faisceau B ®p, Dg(m) défini en 2.3.5 est un faisceau d’anneaux
cohérent a gauche.

Compte tenu de 2.3.6, il suffit de prouver que pour V C U affines, I’homomorphisme
canonique T' (U, B®o, DFV) — I'(V, B®o, D) est plat a droite. Observons d’abord
que I’homomorphisme

(3.12.1) I (V, Ox) ®rv,0, I (U, DFY) —= T(V, DY)

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



232 P. BERTHELOT

est un isomorphisme, car Dgcm) est limite inductive des Ox-modules cohérents Dgcmzl En
appliquant I’isomorphisme (2.3.6.1), on en déduit que 1’homomorphisme

(3.12.2) T'(V, B) ®r .5 T (U, B®oy DY) = T(V, Boo, DY)

est un isomorphisme I' (U, B Qo Dg}"))-linéaire a droite, et 1’assertion résulte de la
platitude de I' (V, B) sur I' (U, B).

Remarque. — On peut également montrer que B Qo D&"‘) est cohérent a droite.

Supposons maintenant que X soit un schéma, et B une Ox-algébre commutative quasi-
cohérente, a sections ncethériennes sur les ouverts affines. Compte tenu de ce qui précede

et de 2.3.6, on peut appliquer a8 D = B Qo D&m) I’énoncé général suivant, dont la
démonstration est standard (et dans lequel on peut remplacer gauche par droite) :

ProrposiTioN 3.1.3. — Soient Xun schéma, D un faisceau d’anneaux sur X tel que, pour
tout ouvert affine U C X, I' (U, D) soit un anneau ncethérien. On suppose donné un
homomorphisme Ox — D tel que la multiplication a gauche par les sections de Ox fasse
de D un Ox-module quasi-cohérent.

(i) Le faisceau D est un faisceau d’anneaux cohérent a gauche.

(ii) Pour qu’un D-module a gauche M soit cohérent, il faut et il suffit qu’il soit quasi-
cohérent en tant que Ox-module, et que, pour tout ouvert U d’un recouvrement affine de
X, T'(U, M) soit un T' (U, D)-module & gauche de type fini.

(iii) Supposons X affine, et soit D =T' (X, D). Alors les foncteurs M — T' (X, M) et
M — D ®p M sont des équivalences de catégories quasi-inverses entre la catégorie des
D-modules a gauche cohérents et la catégorie des D-modules a gauche de type fini.

3.2. Rappels sur le complété /-adique d’un anneau non commutatif

Pour la commodité des références, nous rappelons ici comment les résultats classiques
sur la complétion des modules de type fini sur un anneau commutatif s’énoncent dans
le cas non commutatif (voir aussi par exemple [38, Ch. D]). Sauf mention explicite du
contraire, les modules considérés sont des modules a gauche, les résultats restant valables
lorsqu’on échange gauche et droite. Nous emploierons le terme « complété » dans le sens
de « séparé complété ».

3.2.1. Soient D un anneau non nécessairement commutatif, / C D un idéal bilatere,
et M un D-module a gauche. La topologie I-adique sur D (resp. M) est définie par la
famille d’idéaux bilateres I™ (resp. de sous-modules I™ M). Le complété D = lim,, D/I"

de D est muni d’une structure d’anneau, et le complété M = lim, M /I" M de M d’une

structure de D-module 2 gauche.

Nous dirons que I est un idéal central de D s’il est engendré par une famille d’éléments
appartenant au centre de D. Lorsque I est de type fini comme idéal a gauche (ou a droite),
il est engendré par une famille finie d’éléments du centre, & la fois comme idéal a gauche
et comme idéal a droite.

Nous aurons a utiliser le lemme élémentaire suivant (cf. [8, 1.2.6]) :
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LemMmE 3.2.2. — Soient D un anneau non nécessairement commutatif, I C D un idéal
central de type fini, D; = D/I'TY, (M;);en un systéme projectif de D;-modules a gauche,
tel que, pour tout i > 1, les homomorphismes canoniques M; /I ‘M, — M,;_ soient des
isomorphismes. On pose M = liini M;.

(i) Pour tout n > 0, les homomorphismes canoniques
3.22.1) I"M — lim; I™ M;,

(3.22.2) M/ M — M,

sont des isomorphismes.

(ii) Si My est de type fini sur Dy, alors M est de type fini sur D =lim; D;, toute Sfamille
relevant une famille finie de générateurs de My engendrant M. -

(iii) Si Dq est naethérien a gauche (resp. a droite), D est nathérien a gauche (resp. a
droite).

Comme les topologies I-adique et I™-adique coincident, il suffit de prouver 1’assertion
(i) pour n = 1. Soient ¢, ..., t, une famille de générateurs de I appartenant au centre
de D, et x = (x;)ien un élément de liini IM;. Chaque x; peut s’écrire sous la forme

T
T; = Ztk Yk,: avec Yi,; € M;, et on va montrer qu’il existe des suites d’éléments
k=1

Yr: € M; telles que, pour tous k, i, yj ; ait y ;,_, pour image dans M;_;, et que
T

T; = Ztk Y ; pour tout 3. Pour cela, on construit par récurrence sur ¢ les éléments
k=1

Y, ; cherchés, pour 0 < j < i, et des €léments y; ; d’image y; ,_; dans M;_1, tels que
T

T; = Ztk yfc’l Si 2 = 0, on pose yié,o = Yk, 0. Supposant la construction faite pour
k=1

Iindice ¢, posons 2k ; = ¥k, it1 — Z/Z,i» oll ¥k, i+1 est 'image de yi ;41 dans M;. On a
kA

T
donc E tkzk,i = 0, et, si 2zx,i+1 € M;y1 releve 2z, on a E tk 2k, i1 € TP M.

k=1 k=1
T T

On peut donc écrire E th 2k, it1 = E Tk Uk, i+1 OU U, i41 € I M; ;. On achéve alors

k=1 k=1
la récurrence en posant yj ; = Yy ; + Uk, OU uy ; est 'image de ug ;41 dans M,

et y}c’ i41 = Yk,i+1 — Zk,i+1 T Uk i+1, C€ qui prouve I'isomorphisme (3.2.2.1). Comme
I’homomorphisme canonique M = lim; M; — M, est surjectif, la suite

0— lim; I""'M;, - M - M, —0

est exacte, d’ou I'isomorphisme (3.2.2.2). L’assertion (ii) est alors standard.

D’apres (i), D est séparé et complet pour la topologie I-adique. Le gradué associé est
quotient de I’anneau de polyndmes Dy [T4, ..., T,], ot les T; commutent aux éléments de
Dy. Si Dy est ncethérien, il en est de méme de Dy [Ty, ...,T,], donc de gr D, et D est
alors ncethérien d’apres [13, IIL, § 2, n° 9, cor. 2 a la prop. 12].
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3.2.3. Supposons que D soit un anneau ncethérien a gauche, et I C D un idéal central.
On montre essentiellement comme dans le cas commutatif les propriétés suivantes, ol I’on
peut échanger gauche et droite :

(1) Si M est un D-module a gauche de type fini, et N C M un sous D-module, il existe
un entier ng tel que, pour tout n > ng, on ait

I"NcI"MnNnNcCI"™N.

L’hypothése que I est central permet d’employer la méme démonstration que dans le

cas commutatif : ’anneau D* = @I ™ est alors ncethérien car quotient d’un anneau de
n>0
polynémes D [T3, ..., T,] (ou les T; commutent aux éléments de D).

(i) Le foncteur M — M est exact sur la sous-catégorie des D-modules a gauche de
type fini.

(iii) Pour tout D-module a gauche de type fini M, ’homomorphisme canonique
ﬁ p M — M\

est un isomorphisme.
(iv) L’homomorphisme canonique D — D fait de D un D-module 2 droite plat.

(v) Tout D-module a gauche de type fini est séparé et complet.

N

(vi) L’anneau D est ncethérien a gauche.

(vii) Soit D — E un homomorphisme d’anneaux tel que E soit neethérien a gauche, et
que IE soit un idéal central de E. Pour que E soit plat a droite sur D, il faut et suffit
que, pour tout n, 'anneau E/I™ E soit plat a droite sur D/I™ D

Remarque. — L’hypothése que I est central, qui suffira ici, peut en fait étre remplacée
par I’hypothese plus faible que I est engendré par une suite centralisante d’éléments de
D, i.e. une suite (t1, ..., tq) telle que, pour tout 7, I'image de ¢; appartienne au centre
de D /(t1, ..., t;i—1) [38, D, ch. V]. Par exemple, sous les hypotheses de 2.2.1, soit
(ta, ..., tq) une suite quelconque de sections de Ox ; alors la suite (p, t’z’mq7 A
est une suite centralisante dans Dg(m) , d’apres 2.2.4 (ii).

Nous utiliserons également le résultat suivant (cf. [9, p. BSD) :

PROPOSITION 3.2.4. — Soient D un anneau ncethérien a gauche, I un idéal central, E un
D-module a droite tel que, pour tout n, E /E I"™ soit un D /I™ D-module plat. Alors E estun
D module a droite plat, et, pour tout D-module & gauche de type fini M, le groupe abélien
E®; p M est séparé et complet pour la topologie définie par les sous-groupes E®; pI" M.

Soit 0 — M’ — M — M” — 0 une suite exacte de D-modules a gauche de type fini.
La platitude de E/E I"™ sur D/I™ D entraine que, pour tout n, on a la suite exacte

0—Eo,M/I"MNM)— E®yM/I"M — Egy M'/I" M" - 0.
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Par Mittag-Leffler, la suite obtenue par passage 2 la limite projective reste exacte. Comme,
d’apres 3.2.3 (i), il existe ng tel que I" M' c I"M NM' C I"~™ M’ pour tout n > ny,
on obtient ainsi la suite exacte

0= By MY — (E@p MY — (E@y M) =0,
ce qui montre I’exactitude du foncteur M — (E’ ®p M)~ sur la catégorie des D-modules
a gauche de type fini. En prenant une présentation finie de M sur D, et en remarquant

que la deuxiéme assertion est vraie lorsque M est libre de type fini, on en déduit que
I’homomorphisme £ ® 5 M — (E ®p M)™ est un isomorphisme, d’oui 1’énoncé.

3.3. Modules cohérents sur D"

Comme pour les Oy-modules cohérents, les propriétés de cohérence sur ﬁ&m) résultent
des propriétés des complétés d’anneaux ncethériens, étendues ici au cas non commutatif.
Elles sont valables sous des hypothéses plus générales, sur un schéma formel localement
neethérien, et c’est le cadre que nous adopterons dans cette section pour les énoncer.

Dans cette section, nous désignerons donc par X un schéma formel localement ncethérien,
et par Z C Ox un idéal de définition. Nous noterons X; le schéma usuel (|X|, Ox/Z'T1).

LEMME 3.3.1. — Soient (M);en un systeme projectif de Ox,-modules quasi-cohérents, et
M = lim; M;. On suppose que les homomorphismes M;y1/T7 M1 — M, sont des
isomorphismes. Alors, pour tout n > 0, les homomorphismes canoniques

(3.3.1.1) I"M — lim; I™ M;,

(3.3.1.2) M/IT"TE M — M,

sont des isomorphismes.

Soit U C X un ouvert affine. Posons [ = I'(U, I), M; =T (U, M;), M =T (U, M).
Comme les M, sont quasi-cohérents, on a M;/I' M; 5 M;_y, et M = lim; M; par
définition. Le lemme résulte donc de 3.2.2. -

LemME 3.3.2. — Supposons X dffine, et soit I = T'(X, I).
() Soit M un Ox-module tel que M = lim; M/I' M, et que les M|I' M soient
Ox,-quasi-cohérents. Alors :

(3.32.1) VneN, Vg>1, HI(X,I"M)=0,

(3.3.2.2) VneN, T'(X,I"M)=I"T(X, M).
(ii) Soit M un Ox-module limite inductive filtrante d’une famille (My))xer de Ox-

modules vérifiant les conditions de (i). Alors M vérifie encore les propriétés précédentes.
De plus, si M = lim; M /I* M, et si I’on munit T' (X, M) de la topologie I-adique, on a

(3.3.2.3) T (X, M) ST (X, M).
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Pour tout n, on a encore Z" M > lim;>,Z" M /T M. Comme les Z" M /I* M sont
Ox,-quasi cohérents, la nullité des H? (X, 2" M) pour g > 1 résulte de [EGA, Oy 13.3.1].
Pour ¢ = 0, on en déduit également, compte tenu de 3.2.2 :

(&, I" M) ~1lim; T (X, I" M/T* M) ~ lim; I"T (X, M/I* M)
~ " lim; T (X, M/T* M),

d’ou (i). Comme les foncteurs M +— H? (X, I™ M) commutent aux limites inductives,
les relations (3.3.2.1) et (3.3.2.2) restent valables sous les hypothéses de (ii). Comme elles
entralnent les isomorphismes

(3.3.2.4) L(x, M)/I'T (X, M) ST (X, M/T' M),
la relation (3.3.2.3) en découle.

3.3.3. Dans la suite de la section 3.3, on désigne par D un faisceau d’anneaux (non
nécessairement commutatifs) sur X', muni d’'un homomorphisme Oy — D. On suppose
que, sur tout ouvert affine de &X', 7 est engendré par une famille de sections dont 1’image
est dans le centre de D ; on pose D; = D/IH’1 D, et on note D= I’Eni D, le complété

Z-adique de D. On suppoose de plus que D vérifie les conditions suivantes :

a) En tant que O y-module par la multiplication a gauche, D est limite inductive filtrante
d’une famille de Oxy-modules D, tels que les D)/ZI™ Dy soient Oyx,-quasi-cohérents, et
que D)\ 5 IEH, 1))\/1'z D)\;

b) Pour tout ouvert affine /{ C X, ’anneau I' ({, D) est ncethérien a gauche.

On observera que la condition @) entraine que, pour tout 7, D; est quasi-cohérent sur
Ox,, de sorte que D; est un faisceau d’anneaux cohérent a gauche d’apres 3.1.3.

Soit B une O y-algébre commutative, a sections ncethériennes sur les ouverts affines de
X, telle que les B/Z' B soient Ox-quasi-cohérentes, et que B ~ lim; B/Z° B. Supposons
que X soit un V-schéma formel lisse, et que B soit munie d'une structure compatible
de ’Dg")-module a gauche. Grice a I’existence de la filtration par 1’ordre, et & 2.3.6, les
hypotheses a) et b) sont alors vérifiées par les faisceaux B ®o, nym). Dans ce cas, nous
noterons le complété D par

(3.33.1) B0, DY = lim; B/ B®o, DY

Sauf mention explicite du contraire, les modules considérés par la suite sont des modules
a gauche. Une variante consiste a remplacer gauche par droite dans 1’énoncé des conditions
a) et b). Les énoncés qui suivent restent alors valables en échangeant gauche et droite.

ProPOSITION 3.3.4. — Soit D un faisceau d’anneaux sur X, muni d’un homomorphisme
Ox — D, et vérifiant les hypothéses de 3.3.3.

(1) Pour tout ouvert affine U C X, I'anneau T (U, ﬁ) est neethérien a gauche.
(ii) Pour tout couple d’ouverts affines U' C U, I’homomorphisme

LU, D) - T U, D)

est plat a droite.
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(iii) Le faisceau D est cohérent & gauche.

@iv) Si D est plat a droite sur Oy, il en est de méme de D.

Soient I =T' (U, I), D =T (U, D), et munissons D de la topologie I-adique. Grace 2
(3.3.2.3), on a D ~ I' (U, D), si bien que la premilre assertion résulte de 3.2.3 (vi). La

seconde résulte de méme de 3.2.3 (vii), grice a la quasi-cohérence des D;. La troisieme
est alors conséquence de 3.1.1. Enfin, I’assertion (iv) résulte aussi de 3.2.3 (vii).

LemME 3.3.5. — Soient A — B un homomorphisme d’anneaux tel que B soit plat a droite
sur A. Pour que B soit fidélement plat sur A, il faut et suffit que, pour tout A-module a
gauche M monogéne de présentation finie, la relation B ® 4 M = 0 entraine M = 0.

Soit M un A-module 2 gauche tel que B®4 M = 0. Si # € M, et si 'on pose
M' =A-xC M, alors B4 M' =0 par platitude. Pour prouver que M = 0, il suffit de
prouver que M’ = 0 pour tout z. On peut donc supposer M de la forme A/J, ot J est
un idéal a gauche. En écrivant J = U J, ol les J, sont les sous-idéaux a gauche de type

[e%
fini de J, et en posant M, = A/J,, on obtient I'isomorphisme lim, M, = M, ou les
M., sont monogenes de présentation finie, et ou, pour § > «, les morphismes M, — Mg
sont surjectifs. On a alors lim, B ® 4 M, = 0. Comme M, est monogene, il existe § > «

tel que I’homomorphisme B ® 4 M, — B ®4 Mp soit nul. Cet homomorphisme étant
surjectif, B ® 4 Mg est nul, donc Mg = M = 0.

ProPOSITION 3.3.6. — Sous les hypotheses de 3.3.3, supposons de plus que la fibre D, en
un point de X soit un anneau neethérien a gauche. Alors :

(i) Soit (D, )" le complété T,-adique de la fibre D,. Alors (D, )~ est un D,-module a
droite fidélement plat.

(i1) L’anneau ﬁw est naethérien a gauche.

Comme 1’homomorphisme (D, )~ — (D, )" est un isomorphisme, (D, )" est un anneau
neethérien d’apres 3.2.3 (vi). L’assertion (ii) résulte alors de (i).

Pour tout ouvert affine & > z, et tout 4, ’homomorphisme I' (U, D;) — D; , est plat
a droite, puisque D; est Ox,-quasi-cohérent pour la multiplication & gauche. Les anneaux
I'(U, D) et D, étant ncethériens par hypothese, (D, )" est plat a droite sur I' (U, D)
d’aprés 3.2.3 (vii). Par passage a la limite inductive, il est donc plat sur D,.

Pour prouver la fidele platitude de (ﬁz)’\ sur D,, il suffit d’aprés le lemme de
montrer que si M est un D,-module a gauche monogeéne de présentation finie tel que
(D) ®5 M =0, alors M = 0. Il existe dans ce cas un ouvert affine ¢, et un I' (U, D)-

modulc\e mon(lgéne df présenta/licion finie My, tel que D, ®r . ) My, ~ M. Modulo Z,,
onaD,/I,D, ~ (D) /I, (D,)" . Par suite, M/Z, M =0, d’od Dy , ®r(u,§) My = 0.
11 existe donc un ouvert affine U’ C U, avef xz €U, tel que I' (U, Do) ®r(u,ﬁ) My = 0.
Soient I = "' (U’ I)/,\ et My :AI‘ U, D)®, D) M. Comme, d’aprés 3.3.2, on a
I'(U', Do) ~T (U, D)/IT (U, D), on en déduit que My /I Myy = 0. Or My est de
type fini sur I (U’, D), donc séparé et complet pour la topologie I-adique. Il en résulte
que My = 0, d’ou la nullité de M.
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Remarque. — D’apres 2.3.6, les faisceaux de la forme B Qo Df\,m) vérifient I’hypothése
de I’énoncé lorsque les fibres B, sont ncethériennes.

3.3.7. Supposons maintenant que X soit affine, et notonﬁi (X,D),I=T(X, I),
D; =T (X, D;) ~ D/T'*1 D (dapres (3.3.2.4)), D = T(X, D) ~ INE D) (d’apres
(3.3.2.3)). On peut alors étendre la construction de [23, T 10.10.1] aux D-modules en
associant a un tel module M le D-module

(3.3.7.1) M? =lim; M/T™ M,

od M/I'™' M désigne le Ox,-module quasi-cohérent défini par M /I M, muni de sa
structure canonique de D;-module définie grace a 3.1.3.

On dispose alors d’un homomorphisme naturel My — M?, ol My est le préfaisceau
constant de valeur M, d’ot un homomorphisme canonique

(3.3.7.2) D ®5 M — M-

PrOPOSITION 3.3.8. — Avec les notations de 3.3.7, le foncteur M — M? posséde les
propriétés suivantes :
(i) L’homomorphisme canonique D — DA est un isomorphisme.
(ii) Le foncteur M — M? est exact sur la catégorie des D-modules de type fini.
(iii) Quel que soit le D-module de type fini M, I’homomorphisme M — T (X, M*?)
est un isomorphisme.
(iv) Quels que soient les D-modules de type fini M, N, I’homomorphisme

A A
Homz (M, N) — Homg (M=, N7)
est un isomorphisme.
Par construction, on a D2 = lim; (D/I**! D)”. Comme D; est Oy, -quasi-cohérent, et
D = lim; D;, il suffit pour prouver (i) de prouver que 1’homomorphisme canonique
I'(X,D;)— D/I'"' D

est un isomorphisme, ce qui résulte de (3.3.2.4). Grace a 3.2.3 (i), les autres assertions
se montrent comme dans [23, I 10.10.2].

L’énoncé suivant n’est qu’une variante de [23, I 10.10.2.9].

ProposiTioN 3.3.9 (“Théoréme A”). — Sous les hypothéses de 3.3.3, supposons X affine,
et soit D =T (X, D). Si M est un D-module, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout 1, le D;-module M /I“'l M est cohérent, et I’homomorphisme canonique
M — lim; M/T** M est un isomorphisme.

(i) Il existe un isomorphisme M = lim; M;, oit (M) est un systéme projectif de D;-
modules cohérents dont les morphismes c;e transition se factorisent par des isomorphismes
M T M; = M, ;.

(iii) 11 existe un D-module de type fini M, et un isomorphisme M = M?2.
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@iv) Le D-module T (X, M) est de type fini, et I’homomorphisme canonique
(3.3.9.1) Doyl (X, M) — M

est un isomorphisme.

(v) M est un D-module cohérent.

L’implication (i) = (ii) est claire ; Posons D; = I' (X;, D;). Pour vérifier I'implication
(i1) = (iii), on observe que, M; étant cohérent sur D; et ce dernier quasi-cohérent sur Ox,,
le D;-module M; = T" (X, M,) est de type fini d’aprés 3.1.3. De plus, les homomorphismes
canoniques D;_1 ® p, M; — M;_; sont des isomorphismes. Comme [ D est un idéal central
de type fini, il résulte de 3.2.2 que le D-module M = lgni M; est de type fini, et que

M/TI**' M = M;. On obtient alors
M 5 limg M; S limg M; 5 limg M/ M = M2,

Pour prouver que (iii) = (iv), on peut remplacer M par M* dans (3.3.9.1). Une

présentation de M sur D fournit alors un diagramme commutatif

ﬁ@ﬁf)’" — ﬁ@Bﬁs — ﬁ@ﬁM — 0

R 1 |
( DT )A N ( Ds)A N MA — 0

dans lequel les deux premieres fleches verticales sont des isomorphismes d’apres 3.3.8 (i),
d’ou I’assertion, compte tenu de 3.3.8 (iii).
__Si (iv) est vérifiée, une présentation de (X, M) sur D fournit une présentation de
D®4sT (X, M)~ M sur D, d’ou (v) grace a 3.3.4 (iii).

Montrons enfin que (v) = (i). D’aprés (3.3.1.2), une présentation locale de M sur D
fournit une présentation sur D; de M/Z‘*! M, qui est donc D;-cohérent grace a 3.3.3.
Prouver que M — lim; M /Z**! M est un isomorphisme est une question locale sur X,
de sorte qu’on peut ;upposer que M est le conoyau d’un homomorphisme de la forme
u : DT — D?*. Mais u est alors de la forme v, avec v : D™ — D?, d’oti un isomorphisme
M ~ (Coker (v))?, d’apres 3.3.8 (ii). On est ainsi ramené au cas ot M = M*?, avec M

A

de type fini sur D. Il suffit alors de vérifier que, pour tout ¢, I’lhomomorphisme canonique
——— )
M/I*Y M — M*/T*t1 M2 est un isomorphisme, et il suffit encore de vérifier que, pour
tout f € I' (X, Ox), I'application

(M/I M); — (lim,, (M/I" M))/I; (lim, (M/I" M);)

est un isomorphisme, ce qui résulte de (3.2.2.2) appliqué au systeme projectif de
D-modules formés des (M/I™ M);.

COROLLAIRE 3.3.10. — Supposons X affine. Les foncteurs T (X, —) et M — M* sont
des équivalences quasi-inverses entre la catégorie des D-modules cohérents et celle des
D-modules de type fini.

On déduit aussi de 3.3.9 (i) et (3.3.2.1) le corollaire :

CorOLLAIRE 3.3.11 (« Théoreme B »). — Supposons X affine, et soit M un D-module
cohérent. Alors, pour tout ¢ > 1, on a H1 (X, M) = 0.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



240 P. BERTHELOT

COROLLAIRE 3.3.12. — Sous les hypotheses de 3.3.3, soit M un D-module. Pour que M
soit cohérent, il faut et suffit que, pour tout couple d’ouverts affines U’ C U, I' (U, M) soit
un T'(U, D)-module de type fini, et I’homomorphisme

T U, D) ®p g DU M) =T U, M)

un isomorphisme.

3.4. Modules cohérents sur 13}",‘,)3

Pour tout faisceau abélien £, nous noterons Eg le faisceau £ ® Q. Rappelons que, si
X est un espace topologique ncethérien, et E un faisceau abélien sur X, le préfaisceau
qui associe a un ouvert U le produit tensoriel I' (U, E) ® Q est un faisceau. Il en résulte
que, pour tout ¢ > 0, on a alors

(3.4.0.1) HY(X, E)®Q = H (X, Eq).

Nous garderons dans cette section les hypothe¢ses et les notations de 3.3, et nous
supposerons de plus que I’idéal de définition Z de X est tel que pOyr C 7.

3.4.1. Comme en 3.3.3, on se donne un faisceau d’anneaux non nécessairement
commutatifs D sur X, muni d’'un homomorphisme Oy — D, tel que, sur tout ouvert
affine de X', 7 soit engendré par une famille de sections dont ’image est dans le centre de
D. On suppose maintenant que D vérifie les hypothéses suivantes :

a) Pour tout i, D; = D/I"*1 D est un Ox,-module quasi-cohérent pour la structure

définie par la multiplication a gauche, et I’homomorphisme D — lim;D; est un
isomorphisme. -

b) Pour tout ouvert affine Y C X, 'anneau I' (I, D) est ncethérien a gauche.

Lorsque X est lisse sur V, et que B est un Oy-algébre commutative vérifiant les
conditions a) et b), munie d’une action compatible de D;"”, le faisceau B@o x ﬁfym) vérifie
encore ces conditions.

On suppose dans la suite que les modules considérés sont des modules a gauche. En
remplacant gauche par droite dans les conditions a) et b), on pourra encore échanger droite
et gauche dans les résultats de cette section.

D’apres 3.3.4, les conditions a) et b) entrainent que D est un faisceau d’anneaux cohérent
a gauche. Puisque, pour tout ouvert affine Y C X, on a I' (U, Dg) = I' (U, D)g, on en
déduit aussitdt le lemme suivant :

LEMME 3.4.2. — Sous les hypothéses précédentes, le faisceau Dq est un faisceau d’anneaux
cohérent a gauche.

LemMmE 3.4.3 (¢f. [39, 7.4]). — Supposons X neethérien, et soient X = X' U X" un
recouvrement ouvert de X, M’ (resp. M" ) un D|x:-module (resp. D|x-module) cohérent
sans p-torsion, € : Mg = g un isomorphisme défini sur X' N X". Il existe alors
un D-module cohérent sans p-torsion M sur X prolongeant X', et un isomorphisme
Maoarn = Mg prolongeant e.

Comme X’ N X" est quasi-compact, on peut, en multipliant ¢ par une puissance
convenable de p, supposer que & (M’ |yiqxr) C M” |xiqxn. Il existe alors un entier ¢
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tel que p*! (M” | xinxr /e (M |xinxn)) = 0. Soient alors MY = M" /TH1 M", et M/,
I'image de M’ |yinx» dans M7 |x:qxn. Comme D; est Ox,-quasi-cohérent, il en est de
méme de M/ et H;, et ce dernier est réunion de ses sous O X/ Xlu—modules cohérents.
Puisque ./_\/l—; est D;-cohérent, il existe alors un sous O x!nxy-module cohérent £ de ﬂ;
qui engendre M} en tant que D;-module. Soient F un sous O x-module cohérent de M/
prolongeant £ et N; = D; - F le sous-D;-module (cohérent) de M/ engendré par F. Si
N C M est I'image réciproque de N;, N est un sous-D-module cohérent de M” tel
que pttt M C N, et coincidant avec M’ sur X' N X”. Le D-module M sur X obtenu
par recollement de M’ et A/ a donc les propriétés voulues.

LeEMME 3.4.4. — Sous les hypothéses de 3.4.1, soient M un D-module cohérent, et M, le
sous-faisceau des sections de p-torsion de M. Alors M, et M | M, sont D-cohérents.

Pour tout n, le noyau M (n) de la multiplication par p™ sur M est D-cohérent. 11 suffit
donc de montrer que sur tout ouvert affine 2/ de X, on a M; = M (n) pour n assez grand,
ce qui résulte de 3.3.10 et de ce que I' (U, D) est ncethérien.

ProPOSITION 3.4.5. — Sous les hypothéses de 3.4.1, supposons X ncaethérien, et soient
Coh (D) (resp. Coh(Dq)) la catégorie des D-modules (resp. Dg-modules) cohérents,
Coh (D)q la catégorie des D-modules cohérents a isogénie prés. Alors le foncteur
M — Mg induit une équivalence de catégories entre Coh (D)q et Coh (Dg).

Rappelons que Coh (D)gq pour objets ceux de Coh (D), I’ensemble des morphismes
dans Coh (D)q entre deux D-modules cohérents M, A étant Homp (M, N) @ Q.

Lorsque M est cohérent, ’homomorphisme canonique

Homp (M, N)® @ — Homp, (Mg, Na)

est un isomorphisme pour tout A/, car I’existence locale de présentations de M sur D
permet de se ramener au cas ou M = D. Grice a (3.4.0.1), la pleine fidélité en résulte en
prenant les sections sur X'. D’autre part, si M’ est un Dg-module cohérent, il existe un
D-module cohérent sans torsion M, et un isomorphisme Mg = M’. En effet, s’il existe

sur X une présentation Dg 5 Dg — M’ — 0, on peut, grice a (3.4.0. 1) multiplier o’
par une puissance de p, et supposer qu’il existe v : D" — D° tel que v’ = u ® Idg; si
M = Coker (u)/Coker (u);, M est cohérent d’apres 3.4.4, et on a M’ =~ Mg. Dans le
cas général, il existe un recouvrement fini de X’ par des ouverts sur lesquels M’ posséde
une telle présentation, et le lemme 3.4.3 permet d’achever la démonstration par récurrence
sur le nombre d’ouverts du recouvrement.

DEFNITION. — Soit M un Dg-module cohérent. Nous appelerons modeéle entier de M

tout D-module cohérent M pour lequel il existe un isomorphisme MQ = M. On dira que

M est un réseau dans M si .M est un sous-D-module cohérent de M tel que I’inclusion
induise un tel isomorphisme.

Les théorémes A et B pour les D-modules cohérents entrainent alors immédiatement les
théorémes analogues pour les Dg-modules cohérents :

COROLLAIRE 3.4.6. — Supposons X affine, et soient D = T'(X, D), Dg = D ® Q ~
(X, Dy).
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(i) Pour qu’'un Dg-module M soit cohérent, il faut et suffit que T' (X, M) soit un
Dg-module de type fini, et I’homomorphisme canonique

(34.6.1) Dqg ®Dq F(X, M) =M

un isomorphisme.
(ii) Soit M un Dg-module cohérent. Pour tout ¢ > 1, on a H* (X, M) = 0.

Comme Dg est ncethérien, et Dg cohérent, les conditions de (i) entrainent que M est
cohérent. Inversement, si M est cohérent, il existe d’aprés 3.4.5 un D-module cohérent

/\(jt et un isomorphisme /\ZQ 5 M. Compte tenu de (3.4.0.1), les assertions (i) et (ii)
résultent alors de 3.3.9 et 3.3.11.

On notera qu’il en résulte encore qu’un Dg-module M sur un schéma formel X' (non
nécessairement affine) est cohérent si et seulement s’il satisfait les conditions de 3.3.12
(en remplacant D par Dg).

3.4.7. Sous les hypothéses du corollaire précédent, on peut étendre la définition du
foncteur M4 aux Dg-modules de type fini en posant

(3.4.7.1) M* =Dg ®p, M.

Le foncteur ainsi défini est encore exact car Dg est plat sur Dg grace a 3.3.4 (ii). Comme

il existe un D-module de type fini M et un isomorphisme M = MQ, et que

(3.4.7.2) (M )g = M~

d’apres 3.3.9, il résulte de 3.3.8 et 3.4.5 que les homomorphismes
(3.4.7.3) M T (X, M*),

(3.4.7.4) Homp, (M, N) — Homp, (M*, N?)

sont des isomorphismes. Les foncteurs I' (X, —) et M — M4 sont donc des équivalences
quasi-inverses entre la catégorie des Dg-modules cohérents et celle des Dg-modules de
type fini.

3.5. Théorémes de platitude I

Le résultat le plus important de cette section est le théoréme de platitude de ﬁfymg Y sur
nymg Il joue en effet un role essentiel non seulement pour prouver la cohérence de DL’ @

mais aussi dans beaucoup de problemes de passage de 735;"322 a DTX,Q

3.5.1. Soient m € N, & un V-schéma formel lisse, et B une Oy -algébre commutative
munie d’une structure compatible de D(Xm)-module a gauche, a sections ncethériennes
sur les ouverts affines de X, telle que les B/m‘*! B soient Ox,-quasi-cohérentes, et que

B S lim,; B/mi*+! B. On définit comme en 3.3.3 les faisceaux d’anneaux B®q, D¢, Si B
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est munie d’une telle structure pour tout m € N, ces structures étant compatibles entre
elles (ce qui équivaut a dire que B est muni d’une structure de Dxy-module compatible
a sa structure de O y-algebre), on obtient par passage a la limite inductive un faisceau
d’anneaux noté B ®I9x Dl,.

On observera que, sous ces hypotheses, B ®o, D;’") est un faisceau d’anneaux cohérent
(2 gauche et a droite). En effet, quels que soient les ouverts affines U’ C U, T (U, B) est
plat sur I' (U, B) d’apres 3.3.4, et il suffit d’appliquer 3.1.2.

PropPoOSITION 3.5.2. — Soit B un faisceau de O x-algeébres vérifiant les hypothéses de 3.5.1
pour un entier m € N (resp. tout m € N). Alors le faisceau B®o, ﬁg,m) est plat a droite
et a gauche sur B et sur B Qo,, Df\,m) (resp. B ®LX DL est plat a droite et a gauche sur
B et sur B @0, Dx).

D’apres 2.3.6, I'(U,B ®o, Dg,m)) est un anneau ncethérien a gauche et a droite
pour tout ouvert affine 4 C X. L’anneau I' (U ,B@oxﬁf\,m)) s’identifie au complété
I'(U, B®o, Dg,m))/\ d’apres 3.3.2, de sorte qu'il est plat sur ' (U, B ®0, DYV). La
proposition en résulte.

THEOREME 3.5.3. — Soient m € N, et B un faisceau de O x-algebres vérifiant les hypotheses
de 3.5.1 pour U'entier m + 1. Alors I’homomorphisme canonique

(3.5.3.1) (B®0,Di)q — (BRo, DY ™)q

est plat a droite et a gauche.

Nous montrerons que (3.5.3.1) est plat a droite, I’argument étant identique pour la
platitude a gauche. Il suffit de prouver que, pour tout ouvert affine &/ C X sur lequel X
posséde un systéme de coordonnées locales tq, ..., t;, ’homomorphisme

T (U, (B&0,D{")o) = T U, (B&0, DT )q)
est plat. Nous poserons A = I' (U, Ox), B =T (U, B), et, pour i = m, m + 1,

DY =T U, B®o, DY), DD =T U, B&0,DY), D =T U, (B&0,DY)q).

Rappelons que B ©4 I' (U, DY) = D® d’apres (2.3.6.1), que D est le complété
p-adique de D@ d’apres (3.3.2.3), et que D® ® @ = D d’apres (3.4.0.1).

Les hypotheses faites sur B entrainent que B est un faisceau d’anneaux cohérent. Soit
B, I’idéal de B formé des sections de p-torsion. D’aprés 3.4.4, B’ = B/B; est un B-

module cohérent, ce qui entraine par 3.3.9 qu’il vérifie les mémes hypotheses que B.
(m+1)

De plus, I'action de D} passe au quotient et munit 3’ d’une structure compatible de
DS(’"H)-module. Pour tout ¢+ < m + 1, I’homomorphisme canonique

(BB0,DY)o — (B&0,DY)e
est alors un isomorphisme. D’apres 3.4.4, il existe en effet sur tout ouvert affine I/ un entier
N tel que pV B; = 0. Par suite, B; ® DE\f) est quasi-cohérent sur Oy, , d’ou la suite exacte
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0-TU,B,&DY) =T U, BeDY)—T U, B &DY) - o0.

Comme B ® Dfé) est a sections ncethériennes sur les ouverts affines, on obtient encore une
suite exacte apres complétion, ce qui entraine 1’assertion. On peut donc supposer que
est sans p-torsion.

Tout élément P € D™ (resp. D(m)) s’écrit de maniere unique comme une somme finie
(resp. la somme d’une série convergente)

P= Z by ® Q™ (resp. P = Z by ® OB,

|k|<d

ol les b sont dans B (resp. et tendent vers 0). Par conséquent, les homomorphismes
D — Dm) , D™ Pm) _, Hm+1) sont injectifs. Soit D’ le sous-anneau de D( ™)
engendré par D™ et D(m+1)
(m)
D Q
. T
D™ D'« DimtD),

On peut décrire D’ comme I’ensemble des sommes de la forme P + Q, avec P € D™,
et Q € D™D, En effet, il suffit de vérifier que I’ensemble de ces sommes est stable par
multiplication. et il suffit pour cela que, pour P € D™), Q € D™+D_ on ait PQ € D’
(resp. QP € D’). Comme Q@ est d’ordre fini, il existe un entier r > 0 tel que p:Q € D™,
On peut alors écrire P = P, +p" P, o0 P, € D(™) est d’ordre fini, et P, EAD("‘). On en
déduit que PQ = P, Q + P, (p" Q), avec P, Q € D™+, et P, (p" Q) € D™,

Pour tout i, ’homomorphisme D(™+1) /pi D(m+1) — D' /pi D' est un isomorphisme.
En effet, sa surjectivité résulte de ce qu’on peut écrire comme précédemment un opérateur
P+ Q € D' sous la forme P, + p' P, + @, avec P, + Q € D™*D. Pour prouver qu’il
est injectif, considérons un opérateur P € D™+ N p* D’. On peut donc écrire P sous la
forme P = p'(R+ S), avec R € ﬁ(m), S € D™+ Comme P et S sont d’ordre fini,
il existe un entier d tel qu’on puisse écrire dans Dm+1)

P = Z ax ® Q(E)(m+l), S = Z CE@Q(E)(mH),

|k|<d |k|<d

R= Z b ® Q(E)(m) z (q(m)l/qimﬂ)!) by ® Q(E)(mﬂm.
|kl L -

Comme B est sans p-torsion, on voit que by = 0 pour |k| > d, de sorte que R € D™,
et P € p' D(m+D),

11 en résulte que 1’homomorphisme D™+ — D’ est un isomorphisme, de sorte que
DimH 13 D’autre part, on a D(m+1) D(m) C D( ), si bien que I'inclusion
D ™, Dg est une égalité. Pour achever la demonstratlon 11 suffit donc de prouver que
D’ est noetherlen a gauche, puisqu’alors D’ sera plat a droite sur D'.
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D’apres 2.2.5, D’ est engendré en tant que D(™-module a ga}rlfhe par les éléments de
la forme (3%""")¢, pour g € N?. Les éléments 8" | = 9" Jmd

les éléments Q(E)""), tandis que, pour tout b € B, on a dans D(m+1) .

P i W N
RN ( . )aj b oll.

i<p7n+1 ?

commutent avec

Si ’on pose @ = p™q + 7, avec 7 < p™, on a ¢ < p pour tout ; < p™*!. On peut alors
écrire 6?1 = (g")7! afi)""), d’ou [BJ[Pmﬂ], b] € D™, En passant 2 la limite, on voit donc
que, pour tout P € ﬁ(m), on a [a}” m+1], Pl e D(™)_ Par itération, on en déduit alors que,
pour tout k € N et tout P € D™ on a

(3.53.2) [(8F" Nk, Pl e 3 D (" Y
i<k
Pour j = 0,..., d, soit D} le sous-anneau de D’ engendré par D™ et par les 8,[5’ "

. mt1
pour k < j. Montrons par récurrence sur j que D’ est ncethérien. Posons 9" = 8][-” I et
soit I C D’ un idéal a gauche. Tout €lément P € I peut s’écrire (de maniere non unique)

P=Y" A;0",
i<r

avec A; € Dj_;. Soit J C D’;_; '’ensemble des éléments A tels qu’il existe P € I qui
puisse s’écrire sous la forme

P=A0" —I—z Aiali,
i<r
avec A; € D;_;. Alors J est stable par somme : si P’ € I s’écrit P’ = A’ ' + Z AL 9",
<r!
avec 7 < r/, 'élément 8" ~" P + P’ appartient a I, et on peut écrire grice a (3.5.3.2)
8r’—rP+ P = (A + A/) a/r’ + Z A;/ ali'
i<r!
Par suite, J est un idéal a gauche de D;_l, et posséde une famille finie de générateurs Ay,
1<k<s.Soient P,,..., P, € I'telsque P, = A, 0"+ Z Ay ; 0", avec Ay ; € D;_l,
1<rk
et 7 = supy, 7. Si M C DJ; est le sous-D;_;-module a gauche engendré par 1, &', ..., 0",
M est ncethérien a gauche, et I N M en est un sous-module de type fini. Si Q,..., Q; est

une famille de générateurs de I N M comme Dj_,-module a gauche, on vérifie aisément
a l'aide de (3.5.3.2) que la famille (Py,..., P, Q1,..., Q) engendre I.

Par passage a la limite inductive, on en déduit le corollaire :

CoROLLAIRE 3.5.4. — Pour tout m € N, I’homomorphisme canonique Zsfyma — Df‘g?Q est
plat a droite et a gauche.
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3.6. Modules cohérents sur DL,Q

Grice au théoréme de platitude prouvé dans la section précédente, nous allons maintenant
étendre par passage a la limite inductive les résultats prouvés pour les ﬁf\,"fa-modules
cohérents aux D:’Y’Q-modules cohérents.

Nous énoncerons ici aussi les résultats sous des hypothéses plus générales. Nous
désignerons par X un schéma formel localement ncethérien (ou un schéma usuel),
et nous supposerons donné sur X un systtme inductif (D)) de faisceaux d’anneaux
cohérents a gauche (resp. & droite), indexé par un esemble ordonné filtrant. Nous noterons
Dt = h_n} 2 Djy. Si M), est un Dy-module a gauche (resp. a droite), et si 4 > A, nous
poserons M, = D, ®p, M,, et Mt = lim ;>3 M, = D' ®p, M.

On dispose d’abord du résultat général suivant, dont la démonstration est immédiate :

ProPOSITION 3.6.1. — Soient X un espace topologique, et (Dy) un systéeme inductif filtrant
de faisceaux d’anneaux cohérents a gauche (resp. a droite) sur X, tel que, quels que soient
A < u, les homomorphismes Dy — D,, soient plats a droite (resp. a gauche). Alors le
faisceau Dt = h_n} A Dy est un faisceau d’anneaux cohérent a gauche (resp. a droite).

Remarques. — (i) Le théoreme de platitude 3.5.3 entraine donc que, lorsque X est un
V-schéma formel lisse, et DY, le faisceau défini en (2.4.1.6), le faisceau DLYQ =U DS(",%

m

est cohérent a gauche et a droite. J’ignore par contre si D:‘Y lui-méme est cohérent.

(ii) Lorsque les morphismes D) — D, sont plats, la proposition précédente permet
de remplacer dans les énoncés de cette section « Df-module localement de présentation
finie » par « Df-module cohérent ».

La démonstration de 1’énoncé suivant est classique.

PROPOSITION 3.6.2. — Supposons X quasi-compact et quasi-séparé.

(i) Soient My, N deux Dy-modules localement de présentation finie. L’homomorphisme
canonique

(3.6.2.1) lim ;> Homp, (M,,, N,,) = Homp: (M, N'T)

est un isomorphisme.

(ii) Si M est un Df-module localement de présentation finie, il existe un indice A, un
Dy-module cohérent M, et un isomorphisme € : Mt = M. Si (X, M, &') vérifient la
méme propriété, il existe p > X\, X et e, : M, S M, tel queeoet =¢.

3.6.3. Supposons maintenant X affine. Comme précédemment, nous considérons dans
ce qui suit les Dy-modules a gauche, les résultats s’étendant aux modules a droite en
échangeant droite et gauche. Nous supposerons que les Dy-modules cohérents vérifient
les théorémes A et B, ie. :

A) Pour qu'un Dy-module M soit cohérent, il faut et suffit que I" (X', M) soit un
I' (X, Dy)-module de présentation finie, et que I’homomorphisme

Dy ®r(x,py) ['(X, My) — M,
soit un isomorphisme ;
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B) Pour tout Dy-module cohérent M, et tout ¢ > 1, on a H4 (X, M,) = 0.
Ces hypotheses sont donc satlsfaltes lorsque les D, vérifient les hypotheses de 3.4.1, ou

bien sont de la forme D 2@ Ou les D » Vérifient les hypothéses de 3.4.1. Elles permettent
d’assurer que les théorémes A et B sont encore valables sur Dt = lim z Dy :

PROPOSITION 3.6.4. — Sous les hypothéses de 3.6.3, soient Dy = I'(X,D,), Dt =
(X, D). En remplacant Dy et Dy par D et D%, et « cohérent » par « localement
de présentation finie », les propriétés A) et B) de 3.6.3 sont encore valables pour les
D'-modules.

Il est clair que si M vérifie les conditions de 3.6.3 A), M est un Df-module
de présentation finie sur X. Pour prouver la réciproque, notons d’abord que, X étant
quasi-compact et quasi-séparé, les foncteurs H? (X', —) commutent aux limites inductives
filtrantes pour tout g > 0, de sorte que h_rr}l 2Dy = D', Si M est localement de présentation

finie, il existe d’aprés 3.6.2 un indice A, un Dy-module cohérent M, et un isomorphisme
D' ®p, My = M. La condition A) de 3.6.3 entraine que M, posséde globalement sur
X une présentation D — D} — My — 0. Comme le foncteur I' (X', —) est exact pour
les Dy-modules cohérents, on en déduit une présentation finie du Dy-module I'(X, M,).
De plus, ’homomorphisme

(3.6.4.1) D, ®p, T'(X, My) = T (X, M,),

est un isomorphisme pour tout p > A, car I'exactitude de I' (X, —) pour les D,-modules
(resp. D,-modules) cohérents, appliquée a la présentation précédente, rameéne au cas ol
M = D,. Par passage a la limite inductive, on en déduit que I’homomorphisme

(3.6.4.2) D' ®p, I'(X, My) — T(X, M),

est un isomorphisme, de sorte que M vérifie bien les conditions de A). Enfin, grice a la
commutation de la cohomologie aux limites inductives filtrantes, la propriété B) pour M
résulte de la propriété B) pour les M,,.

On vérifie de méme par passage a la limite inductive qu'un Df-module M sur un
schéma formel X’ (non nécessairementAafﬁne) est cohérent si et seulement s’il satisfait les
conditions de 3.3.12 (en remplagant D par DY).

COROLLAIRE 3.6.5. — Sous les hypothéses précédentes, les foncteurs T (X, —) et D'@pt —
sont des équivalences quasi-inverses entre la catégorie des D'-modules localement de
présentation finie, et la catégorie des DY-modules de présentation finie.

11 suffit de montrer que, pour tout Df-module de présentation finie M, I’homomorphisme
M — T'(X, D' @p+ M) est un isomorphisme. Il existe un indice A, un Dy-module de
présentation finie M), et un isomorphisme D' ®p, My = M. Si M, = D, ®p, M), on
a donc lim , M, = M, et lim, D, ®p, M, = DT @pt M. On est ainsi ramené 2 vérifier
que les homomorphismes M, — I'(X, D, ®p, M,,) sont des isomorphismes. Utilisant une
présentation de M, sur D, et I'exactitude de I' (X, —) pour les D,-modules cohérents,
on déduit alors I’assertion du cas ot M, = D,,.
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Remarque. — Supposons que les D, vérifient les hypotheéses de 3.4.1. Alors, d’apres
3.3.4, D, est plat sur D). Par suite, DT est plat sur D7, et le foncteur qui associe a un
Dt-module (resp. D} q-module) M de présentation finie le Dt-module (resp. D} q-module)
de présentation finie M A := D' ®p1 M est un foncteur exact. C’est donc le cas, si X
est lisse sur V, pour DY, = UDEYm) (resp. DX,Q).

4. Relations avec les isocristaux surconvergents

On désigne toujours par X un V-schéma formel lisse, de réduction X sur k, et on
suppose donné un diviseur Z C X, de complémentaire Y. On note ) le V-schéma formel
d’espace sous-jacent Y, j : J — X I’immersion ouverte correspondante, Xx la fibre
générique de X, qui est un K-espace analytique rigide, et sp : Xx — &’ le morphisme de
spécialisation. Par des constructions de géométrie analytique rigide sur Xx, on peut définir
la catégorie des isocristaux sur Y, surconvergents le long de Z, qui constitue une catégorie
de coefficients pour la cohomologie rigide de Y (cf. [2], [5]). On se propose ici de donner
une interprétation de cette catégorie du point de vue de la théorie des D}YQ—modules qui
compléte les résultats de [4].

Dans la section 4.1, nous precisons d’abord les résultats de [4] sur I’interprétation des
isocristaux convergents comme D _q-modules cohérents. Pour les étendre aux isocristaux
surconvergents le long d’un d1v1seur I’étape essentielle est la construction en 4.2 d’un
sous-faisceau noté Df\, (TZ )o du faisceau image directe j, Dyy g le faisceau des opérateurs
différentiels « a singularités surconvergentes le long de Z » ; cette construction, essentielle
pour I’étude de la cohomologie des variétés non propres, sera résumée dans 1’introduction
de 4.2. La section 4.3 est alors consacrée a étendre aux faisceaux a partir desquels
on contrsuit D; (tz )q les théorémes de platitude de 3.5. Les propriétés de cohérence
qui en résultent permettent enfin de donner dans 4.4 une interprétation des isocristaux
surconvergents analogue a 4.1.

4.1. Cas des isocristaux convergents

Nous complétons ici les résultats de [4, 3.1] sur Dinterprétation des isocristaux
convergents sur X comme Df\, g-modules cohérents.

4.1.1 Soit U = Spf A C X un ouvert affine. Pour tout m, I’ anneau bl r'u, ﬁ(m )
est muni de la topologie p-adique, qui s’étend naturellement a %{ ~ F U, D(m))
Supposons que U soit muni de coordonnées locales ¢i, ..., t4. Tout operateur Pe D(m)
s’écrit alors de maniere unique P = ) a&Q@, avec ar — 0 pour |k| — oo. Si || - ”

désigne une norme de Banach sur Aq = I' (U, Ox, q), on étend cette norme a f?b(,mc)e en

posant || P|| = supy, ||ax||. Puisque toutes les normes de Banach sur Ak sont équivalentes,

il en est de méme pour celles qu’on obtient ainsi sur ﬁb({m,% La topologie définie par une
telle norme sur DL(,"% est la topologie p-adique, car il en est ainsi sur Ag. Notons aussi
que si I'on change de coordonnées locales, 1’extension de la norme de Ag 2 ﬁé"% est
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remplacée par une norme équivalente, car, si _8_'@ est la base de Dé,m) correspondant aux
nouvelles coordonnées, le changement de base dans Dé,m) s’effectue par une matrice a
coefficients dans A, donc de norme bornée. Si la norme de Ag est la norme spectrale, de
sorte que d’apres 2.4.2 A est I’ensemble des éléments de norme < 1, I’extension de cette
norme a 131(4"% est alors indépendante du choix des coordonnées locales, I’ensemble des

éléments de norme < 1 n’étant autre que AL(,'").

La K-algebre AL(,’,"C)E étant munie ainsi d’une structure d’algebre de Banach ncethérienne,
on peut également munir le module I" (U, £) des sections d’un ﬁf\,"fg-module cohérent &£
d’une structure de f)b(fg-module de Banach. En effet, I' (U4, £) est un ﬁé,’f%-module de

Am)r

type fini d’aprés 3.4.6. Si Dy,"o" - I' (U, £) est un homomorphisme surjectif, son noyau
est un sous-ﬁb(,%-module de type fini de ﬁb((’f)r, donc fermé, et la semi-norme quotient

sur I' (U, €) est une norme qui en fait un ﬁb({’nq—module de Banach. Les normes obtenus
pour deux présentations différentes sont alors équivalentes [12, 3.7.3, prop. 3].

Le lemme suivant montre que 1’on peut parfois changer I’algebre de Banach utilisée
pour munir un module d’une norme sans changer sa topologie :

LeMME 4.1.2. — Soient p : A — B un homomorphisme continu entre K-algébres de
Banach neethériennes, et E un B-module a gauche qui est de type fini sur A. Alors les
normes de Banach définies sur E par sa structure de A-module et par sa structure de B-
module sont équivalentes. En particulier, I’action de B sur E est continue pour la topologie
de B et la topologie de A-module de E.

Soient || — ||4 et || — ||z les normes de A et B. Comme p est continue, il existe ¢ € R
tel que, pour tout a € A, on ait ||p(a)||p < c||a]la. Fixons une application surjective
u: A" — E; on en déduit une norme quotient || — ||; sur E. Soit v’ : B" — E la
factorisation B-linéaire de u ; comme u’ est surjective, on obtient une autre norme quotient
|| = |l2 sur E. Gréce a la relation précédente, on voit que ||z||2 < c||z||; pour tout z € E,
de sorte que I'application Idg : (E, || —||l1) — (E, || — ||2) est continue. Ces deux normes
faisant de F un espace de Banach sur K, le théor¢me de Banach [14, ch. I, § 3, th. 1]
entraine qu’elles définissent la méme topologie sur E. La derniere assertion en découle.

4.1.3. Nous renvoyons a [5,2.3.2] pour la définition générale de la catégorie des
isocristaux convergents sur X, et nous rappelerons simplement ici qu’elle peut s’interpréter
comme la catégorie des Oy, -modules E localement libres de type fini sur I’espace
analytique rigide Xk, munis d’une connexion V : E — E ® Q% qui vérifie la condition
de convergence suivante [5, 2.2.14] : pour tout ouvert affine & C &, de fibre générique
Ug, muni de coordonnées locales ¢y, ..., tq, définissant des dérivations J;, toute section
e € I'(Uk, E) et tout n < 1, on a

(4.13.1) 6% ¢||n'® — 0 pour |k] — oo,

ot 9™ e est défini par I'action des dérivations &; fournie par la connexion V, et || — || est
une norme de Banach quelconque sur I' (U, E).

Pour tout Oy, -module cohérent (resp. localement libre de type fini) E, le Oy, g-module
sp« E est cohérent (resp. localement projectif de type fini), et il résulte des théorémes de
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Kiehl [30] et de 3.4.6 que les foncteurs sp, et sp* induisent des équivalences de catégories
quasi-inverses entre la catégorie des Oy, -modules cohérents et celle des Oy, g-modules
cohérents. Cette équivalence s’étend aux modules cohérents munis d’une connexion
intégrable, et si (E, V) correspond a un isocristal convergent sur X, la condition (4.1.3.1)
entraine que la structure de Dy g-module définie par la connexion sp, V sur sp, F s’étend
par continuité en une structure de DL,Q-module [4, 3.1.1]. De méme, tout morphisme
horizontal (E, V) — (E’, V') définit un morphisme DL’Q—linéaire sp« B — sp. E’, car,
pour tout ouvert affine &/ C X, le morphisme I' (Ug, E) — I' (Uk, E’) est continu pour
les topologies d’espaces de Banach de I' (Ug, E) et I' (Uk, E’). On obtient alors :

PROPOSITION 4.1.4. — Le foncteur sp.. induit un foncteur pleinement fidéle de la catégorie
des isocristaux convergents sur X dans la catégorie des D}L\, q-modules, dont I'image
essentielle est la sous-catégorie des D} g-modules Ox q-cohérents. De plus, ceux-ci sont
DL‘ o COhérents.

Comme les morphismes entre isocristaux sont les morphismes O y, -linéaires commutant
aux connexions, donc, en coordonnées locales, a 1’action des dérivations J;, la pleine
fidélité est claire. Soit £ un D:‘\,, g-module Oy q-cohérent. D’apres ce qui précede, il existe
un Oy, -module cohérent E, muni d’une connexion intégrable V, et un isomorphisme
€ ~ sp. (E, V). 11 suffit donc de vérifier que V vérifie la condition (4.1.3.1). Soient
n < 1, et U = Spf A un ouvert affine de X, possédant des coordonnées locales donnant
une base de dérivations 01, . .., 8;. D’aprés 2.4.3, il existe m € N tel que 7% < ¢, |g_§cm)!|,
avec ¢, — 0, et k = p™ q,(cm) + r,(cm), 0< r,(cm) < p™. Comme ggcm)!_@w = 9B
suffit de montrer que, pour tout m, et tout e € I' (U, &), les éléments Q@‘m) e, k € N9,
forment une famille bornée dans M = I' (U4, &) pour sa topologie naturelle de Ag-module
de type fini.

Soit Dl(jné =T U, D(m) g)- Comme on I’a vu en 4.1.1, on peut munir ﬁg’% d’une norme
prolongeant celle de AQ Le lemme 4.1.2 entrame que la topologie de Ag-module de type
fini de M coincide avec sa topologie de Du Q—module de type fini. Les éléments B

k € N? formant une famille bornée dans Dg'% il en est de méme de leurs images par

I’application ﬁg’% — M qui envoie un opérateur P sur Pe.

La cohérence sur Df\, g des isocristaux convergents a ét€ prouvée en [4, 3.1.4].

4.2. Opérateurs différentiels a singularités surconvergentes

Reprenant les notations introduites au début de ce chapitre, nous allons construire ici
un sous-faisceau DJr (TZ )g du faisceau image directe j*D;)Q, dont les sections peuvent

s’interpréter comme des opérateurs différentiels de Dy g dont les coefficients ont des
singularités satisfaisant des conditions de surconvergence le long de Z. Son intérét vient
de ce qu’il permet de décrire, parmi les DT _g-modules cohérents, ceux qui vérifient les
conditions de surconvergence qui en font des coefficients pour la cohomologie rigide de Y
(lorsque X est propre sur V). Il jouera ainsi dans la présente théorie le méme rdle que le
faisceau « image directe a singularités méromorphes de Dy » dans la théorie analytique
complexe.
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La méthode de construction de Df\, (TZ )g utilisée ici est parallele a celle que nous avons
employée en 2.4.1 pour construire Df\,’ g : pour un entier m fixé, nous construirons d’abord
une famille de faisceaux d’opérateurs modulo p* pour tout ¢, puis nous passerons a la
limite projective pour ¢ variable, d’oti une famille de faisceaux d’opérateurs sur X', dont
nous prendrons la limite inductive pour m variable. Quant aux faisceaux modulo p¢, nous
les construirons en montrant que, pour A convenablement choisi, 1’algébre des fonctions
analytiques sur le voisinage strict V) = Xx—]Z[x r= {z € Xk||f ()] > A} de [Y[x
(cf- [2,2.5] ou [5, 1.2]) possede un modele entier canonique muni d’une opération de
DEYm), et en appliquant 2.3.5 a sa réduction modulo p’ : le point clé est que, si A = |p| ",
ot 7 est multiple de p™*!, un tel modele est fourni par la complétée By (f, r) de
Palgebre O [p/f7], et que celle-ci est stable par I'action de D). Par construction,
les coefficients de D, ('Z) sont dans I'algébre B, (f) = im ,, By (f, p™*1); comme
B (f)g ~ (Ox[1/f]")g, ob Ox [1/£]! est la complétion faible de Ialgébre de fractions

Ox [1/f], les constructions qui suivent fournissent une méthode pour étudier par réduction
modulo p* les propriétés liées a la surconvergence.

ProposITION 4.2.1. — Soient m, 1 € N deux entiers tels que 1 soit multiple de
p™t, et X — S un morphisme lisse de 7 ,)-schémas (resp. schémas formels). On fixe
f e T'(X, Ox), et on pose B(f,r) = Ox [T]/(f"T — p).

(1) Il existe sur B(f, r) une structure canonique de D&m)-module compatible avec sa
sructure de Ox-algébre.

(i) Si g € T'(X, Ox), et f' = gf, ’homomorphisme

pg: B(f,r)=Ox[T]/(f"T —p) = B(f',r)=Ox [T']/(f" T - p)
tel que py (T) = g"T' est Dfxfn)-linéaire.
(iii) Si r est multiple de p™ t1, avec m’' > m, la structure de D&m)—module de B(f, r)
est induite par sa structure de Dg}”()-module.

Pour munir B (f, r) d’une structure de Dg(m)-module compatible avec sa structure de
Ox-algebre, il suffit d’apres 2.3.4 de définir une m-PD-stratification
ent PX,(m) ®ox B(f, 1) = B(f, 1) ®0x PX, (m)
telle que les €, soient des isomorphismes d’algebres. Par fonctorialité, il suffit de le faire
lorsque S = SpecZ,), X = SpecZ,) [t], f = t. Posons alors t; = t® 1, t = 1®t,
de sorte que, d’aprés 1.5.1, on a (|X|, P% (,,y) = Spec (L) [t1] (t2 — t1) (my /1111, ot
I = (ty — t1) est le m-PD-idéal engendré par t — ;. Soit 7 = p™*! g. Comme 1’anneau
Z ) [t1] (t2 — t1)(m) est sans torsion, on peut définir un polyndme a puissances divisées
O™ (ty, t) el C Z ) [t1] (t2 — t1)(m), homogene de degré r, par la relation

(4.2.1.1) th—t7 = ((t1 + (ta — tl))P”‘“)q —t
m+1 m+1
= (" +po by, to) +p! (82 — t) P 1 -t
=pol™ (t1, t2).
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Posons alors

T'=T®1leOx [T] Rox P;L(’(m), T,=1T¢€ P;L(,(m) Rox Ox [T]

On définit un homomorphisme de Py, -algebres

€n 't PX (m) ®ox (Ox [T]/(t"T - p)) = (Ox [T]/(t" T - p)) ®0x PX, (m)

en posant

(4.2.1.2) en (T2) =T (14 Ty 8™ (t1, t2)) 72,

ce qui a un sens car <p$m) (t1, t2) est nilpotent dans P% (m)- Cest un isomorphisme, dont

P'inverse envoie T; sur T (1 — Ty ot™ (t1, t2))~. Comme ©{™ (t1, t5) € I, ¢, induit
I’identité par réduction modulo I, et la condition de cocycle résulte de ce que, d’apres
(42.1.1), on a

(4.2.1.3) @™ (t1, ta) + @™ (ta, t3) = @{™ (1, ts)

dans Z(p) [tl] <t2 - tl, t3 - t2>(m).

Si f/ =gf7 soient fl :f®1’ f{ = f,®1’ g1 :g®1’ f2 = 1®f’ fé = 1®f,’
g2 = 1 ® g. Prouver que p, est Dme -linéaire revient a prouver qu’il est horizontal. Si
T{ = T' ® 1, il faut montrer que

ST A+T{ o™ (f1, fs) = gTT{ (L + gT T{ 0™ (f1, f2)) 7"

dans (Ox [T"]/(f"T" — p)) ® P%, (m)- Compte tenu de I’homogénéité de <p$m) (t1, t2),
il suffit de vérifier que

g5 L+ T{ o™ (1, 91 f2)) = g5 (1 + T{ o™ (f1, £3)),
soit encore, grace a (4.2.1.3),

95— 97 =T, (0™ (91 f1, 91 f3) — ©8™ (92 f1, 91 f2))

=T{ o™ (91 f1, 92 f1)
=T fI" o{™ (91, 92),
ce qui est clair.

Enfin, si r est multiple de pm'“, avec m’ > m, il suffit pour prouver I’assertion (iii)

de montrer que la m-PD-stratification (¢,) se déduit de la m/-PD-stratification (e},) par
extension des scalaires de Py (. @ Py, (m)» ©t cela résulte de ce que, d'apres (4.2.1.1),
(m) s (m+1) > ; :
@r ~ est I'image de ¢, par ’homomorphisme canonique
L) [ta] (t2 = t1) (mr) = L) [ta] (B2 = t1) (m)-
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Remarque. — Lorsque X est la droite affine AL, on peut expliciter I’action des opérateurs
0%} sur une section de la forme T™ € B(t, r). Soient en effet k, n € N deux entiers
fixés, (h, a) I'unique couple d’entiers tel que k + h = ar, avec 0 < h < r, et posons
k=pm q,(cm) + r,(cm), avec 0 < r™ < p™. On se ramene d’abord par changement de
base au cas ol S = SpecZ(,). On observe alors que B (t, ) est sans p-torsion, de sorte
que I'on peut faire le calcul apres tensorisation par Q. Cela permet d’écrire T = p/t",
gogm) (t1, t2) = (t5 — t7)/p, et on est simplement ramené au calcul en caractéristique 0 de
A%k (p™ /™). On obtient ainsi la relation

L @ (e + k- 1)!

(42.14) R T = (-1) o 1)1

th Tn+a,

dans laquelle le coefficient numérique est en fait entier d’apres ce qui précede.

PROPOSITION 4.2.2. — Sous les hypothéses de 4.2.1, soient T C Og un m-PD-idéal
quasi-cohérent, g € I' (X, Ox), h € T'(X,IO0x), et f' = gf + h. Supposons que T
soit m-P D-nilpotent sur S. Il existe alors un homomorphisme canonique de O x-algeébres,
D&m) -linéaires

Mg, h * B(f’ T) - B(f,a T)a
vérifiant les propriétés suivantes :

() Sig eT(X,Ox), i €T(X,IOx), et f" =g f' +h, g" =g'g h" =g h+ 1,

alors
“4.22.1) Mg, h'" = Tlg' k' O Mg, h : B (f, 7‘) - B(f”, T).

(i) mg,0 = pg, Mm,0 = Id.
(iil) Si f est non diviseur de 0 dans Ox [IOx, g 1 ne dépend que de f et f'.

(iv) Si v est multiple de p™ !

Posons B (f', r) = Ox [T"]/(f'"T" — p), et supposons d’abord que g = 1. On considere
les deux morphismes X — SpecZ;) [t] envoyant respectivement ¢ sur f et sur f’;
comme h = f' — f appartient au m-PD-idéal ZOx, m-PD-nilpotent d’apres 3.1.8 (iv),
le morphisme produit se factorise par Spec Z(,) [t1] (t2 — t1)/I{"*1} pour n assez grand.
On en déduit un isomorphisme d’algebres €5 : B(f, r) = B(f’, r) en prenant I'image
inverse de la m-PD-stratification ¢, ; on a donc

, avec m' > m, 14, 1, est indépendant de m < m/’.

4.222) en(T)=T 1 +T o™ (f+h, f))~"

Le fait que ¢j soit horizontal, donc ’Dg{m)-linéajre, résulte de la condition de cocycle ; si
K € T'(X, ZOx), on déduit aussi de celle-ci la relation €5/ 0 €, = €p/yp.

Dans le cas général, ou f' = gf + h, on pose

(4.2.2.3) Ng,n =€n0pg: B(f, ) — B(gf, ) — B(f, ).
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P

L’assertion (ii) est claire. Pour prouver (i), ce qui précéde rameéne a vérifier que, si
g € I'(X, Ox), h € I'(X, ZTOx), le diagramme

B(f,r) —— B(f+h,1)
(42.2.4) ’s l lpg
B(gf,r) —— B(gf+gh, )

est commutatif, et cela résulte de I’homogénéité de cpﬁm) (t1, to2).

Supposons que f' = gf+h =g f+h',avec h, i’ € I'(X, ZOx). Si f est non diviseur
de 0 modulo Z, on en déduit que ¢’ = g+ u, avec u € I'(X, ZOx), et h = uf + h'.
Pour prouver que 7, » = 714, n, il faut alors montrer que

pg = eus0pg: B(f,r) = Blgf,m) = B(d f,r)
Si B(g' f, r) = Ox [T1]/(¢'" f~ T} — p), il suffit de vérifier que

9"+ TIe™ (g f, 9) =g
Comme ¢’ — g = u € I'(X, ZOx), o™ (¢’, g) est défini, et I’assertion résulte de ce
qu'on a

g T o™ (g, g) = ppl™

Si on suppose enfin que r est multiple de p , avec m’ > m, il est clair que p,
de dépend pas de m < m/, et il en est de méme de ¢, d’apres 4.2.1 (iii), si bien que
7g,n €st indépendant de m.

¢,9)=9"—-4g".
m' +1

Lorsque f est non diviseur de 0 modulo Z, et f' = gf + h, on notera i (f’, f, r) au
lieu de 7ng, 5. La relation (4.2.2.1) s’écrit alors

(4.2.2.5) n(f’, for)y=n(f", f,r)on(f, f, r).

Si g est inversible, i.e. si f et f’ engendrent le méme idéal modulo Z, on obtient ainsi un
isomorphisme canonique de Dg(m)-modules n(f, f,r): B(f,r) = B(f',r).

4.2.3. Soient m, 7 € N deux entiers tels que 7 soit multiple de p™*!, X — S un
morphisme lisse de Z,)-schémas (resp. schéma formels), Z C Og un m-PD-idéal quasi-
cohérent (resp. cohérent), m-PD-nilpotent, Xo =V (ZOx) C X, et Z C X, un diviseur
de Xo. Si U est un ouvert de X, et f € I' (U, Ox) une section relevant une équation
locale de Z dans X, il résulte de la section précédente que, en tant que Oy -algébre munie
d’une action compatible de D§,"‘>, B(f, r) est indépendante 2 isomorphisme canonique
prés du choix de la section f. En recollant les algebres ainsi définies sur un recouvrement
affine de X sur lequel Z posséde une équation locale, on associe donc canoniquement 3 Z
un faisceau de Ox-algebres Bx (Z, r), muni d’une structure compatible de Dg(m)—module.
De plus, si Z' O Z est un second diviseur, et si f, f’ relevent des équations locales de Z,
7', les homomorphismes 7 (f’, f, r) sont compatibles aux isomorphismes de recollement
d’apres (4.2.2.5), de sorte qu’on dispose d’un homomorphisme canonique D&m)-linéaire

n(Z', Z,r): Bx(Z,r) — Bx (Z', r),
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tel que, lorsque Z” D Z’ est un troisiéme diviseur, on ait

(4.2.3.1) n(Z", Z,r)y=n(Z2",Z',r)on(Z', Z, r).

Soit maintenant 7’ = ar un multiple de r. D’aprés ce qui précéde il existe un
homomorphisme canonique de Dg(m)-modules n(aZ, Z, r): Bx(Z, r) - Bx(aZ, r).
Si f releve une équation locale de Z dans Xg, f¢ reléve une équation locale de a Z, et
on a par définition B(f%, r) = B(f, ar). Cette égalité s’étend aux structures de D&m)-
modules, car il résulte de (4.2.1.1) que Pon a '™ (£2, 12) = o™ (t1, t,), si bien que les
m-PD-stratifications de B (f*, r) et B(f, ar) coincident. Si f' = gf + h, on a également
n(f'* f* r)=n(f, f, ar), car il suffit de le vérifier pour p,, ce qui est clair, et pour
€n, ce qui résulte de la relation précédente. On a donc une égalité de Dgfm)—modules

Bx (a Z, ’I‘) = Bx (Z, ar),
ce qui permet d’écrire ’homomorphisme 7 (a Z, Z, r) sous la forme
n(Z, v, r): Bx(Z,r)— Bx(Z, 1),

avec la relation
4.232) n(Z, v, ry=n(Z, ", Yon(Z, 1" r)

pour 7’ = a'7’.

Lorsque 7 (resp. r’) est multiple de pm"“, avec m' > m, la structure de D&m)-module
de Bx (Z, r) est induite par sa structure de Dﬁ}” )-module, et les homomorphismes

n(Z', Z, r) (resp. n(Z, v, r)) sont indépendants de m < m/’.

Remarque. — Plus généralement, on peut définir pour tout r' > r, avec p™*!|r’, un
homomorphisme Dg}n)-linéaire n(Z, ', r): Bx(Z, r) — Bx (Z, '), en recollant les
homomorphismes définis localement par

TI(Z» 'r/v T) (T) = frl—r T’»

la DM -linéarité résultant de la relation
4.23.3) U™ (b1, ) = £5 7" o™ (b1, to) + £ o) (t1, t2)

qu’on déduit de (4.2.1.1). La relation (4.2.3.2) reste encore valable, de sorte que les
faisceaux By (Z, p™*!) forment une famille cofinale dans la famille des Bx (Z, 7)
pour r variant dans I’ensemble des multiples de p™*!.

4.2.4. Soient maintenant X un V-schéma formel lisse, de réduction X; sur V/ mitl
(resp. X sur k), Z C X un diviseur, m un entier tel que m soit muni d’une m-PD-structure
topologiquement m-PD-nilpotente, et 7 un multiple de p™*!. En appliquant ce qui précéde
aux faisceaux By, (Z, r), et en observant que By, (Z, r) ® V/m' ~ Bx, , (Z, r), on
voit que le faisceau By (Z, r) = lim; Bx, (Z, r) est muni d’une structure canonique de
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ﬁfx,m)—module. On observera que, si i{ C X est un ouvert tel qu’il existe f € T' (X, Oy)
relevant une équation locale de Z dans X, on a sur ¥

(4.2.4.1) By (Z, 1)~ Ox {T}/(f"T - p),

grice au théoréme A appliquée a Oy {T'} = O;TT].
Dans le cas ou r = pm+1, nous poserons
By (2)=Bx (Z,p™"), By (2)=Bx (Z,p™).
Pour m’ > m, I’homomorphisme canonique
" (2) = 0(2, pm P BYY (2) - B (2)

est semi-linéaire par rapport a ﬁﬁvm) — 133, ). Par passage a la limite inductive, on obtient
donc un faisceau de Oy -algebres

(4.2.4.2) Ox (1Z) = lim , BYY (2),

muni d’une structure de D% -module compatible 2 sa structure de O y-module.

Nous dirons que Oy (TX) est le faisceau des fonctions sur X a singularités sur-
convergentes le long de Z.

4.2.5. Soit r un multiple de p™**. Sous les hypothéses de 4.2.3, on peut grace a 2.3.5
utiliser I’action de Dg}n) sur By (Z, r) pour munir Bx (Z, 7)®o, Dg}") d’une structure de
faisceau d’anneaux. Sous les hypothéses de 4.2.4, on peut ainsi définir, pour tout V-schéma
formel lisse X, et tout diviseur Z C X, le faisceau d’anneaux B\X (Z, ) ®o, DE\,'"), et
son complété p-adique

4.25.1) Bx (2, 1) 80, DYV = lim; Bx, (2, 1) ®0x, DY

Le faisceau By (Z, r) Q0. DE\T) vérifie les hypotheses de 3.3.3. Par suite, les faisceaux
By (Z, 1)®0. vam) et By (Z, 1)®o0x D g sont cohérents, et les modules cohérents sur
ces faisceaux vérifient les théorémes A et B

Si m’ > m, et si v’ est multiple de et de p™ *, on dispose par passage 2 la limite
d’un homomorphisme canonique de faisceaux d’anneaux

(4252) By (Z, 1) 80, DY — By (Z, ') 80, DY
Par passage a la limite inductive, on définit alors le faisceau d’anneaux
4.2.5.3) DY (1Z) =lim,, BYY (2) R0, D.

Il est muni d’un homomorphisme canonique DL — D} (*2).
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Nous dirons que DL (TZ) est le faisceau des opérateurs différentiels de niveau fini, a
singularités surconvergentes le long de Z. Ses sections sur les ouverts affines possédent
une description analogue a celle de 2.4.4 pour Df\, (voir par exemple dans I’introduction
le cas ol Z est I’origine dans la droite affine). Lorsque Z est un diviseur ample dans une
variété projective, ses sections globales fournissent également des anneaux d’opérateurs
différentiels importants, dont les coefficients sont dans une algebre faiblement compleéte
relevant 1’anneau de coordonnées de X\Z : ainsi, I’exemple suivant, di a2 C. Huyghe,
fournit une interprétation de la « complétion faible » de I’algebre de Weyl sur K = Frac (V)
en termes des faisceaux D, (12)q :

Exemple [24]. — Supposons que X soit la droite projective formelle sur SpfV, et Z le
point a 'infini de X. On a alors

(X, DL (T2)q) ~ {Z aj kt? 8% [k x € K, et Ic, n < 1tels que |aj x| < et}

4.3. Théorémes de platitude II

Les principaux résultats de cette section sont d’une part la cohérence du faisceau
Df\, (tZ)q construit dans la section précédente, grace au théoréme de platitude 4.3.5
généralisant 3.5.3, d’autre part la fidele platitude sur D:’Y (tZ)q du faisceau j*Dgiq.

Nous commencerons par I’étude du faisceau des fonctions a singularités surconvergentes.

4.3.1. Restant sous les hypotheéses de 4.2.4, nous noterons j : Y — X I’inclusion
du complémentaire de Z dans X, X l'espace analytique rigide fibre générique de X,
sp : Xx — X le morphisme de spécialisation. Rappelons que sur X’x, on définit le faisceau
§t Ox, des germes de fonctions surconvergentes le long de Z de la maniére suivante. Si
f e T (U, Oy) est une section de Oy relevant une équation locale de Z dans X, et si,
pour A < 1, on note Uy I'ensemble des points de Uy = sp~! (U) tels que |f (z)| > A,
I'ouvert U, ne dépend pas du choix de f dés que A > |r| (ob 7 est une uniformisante
de V), ce qui permet de recoller les Uy, pour U variable en un ouvert de Xx encore noté
Uy; si g : Uy — Xk est Pimmersion canonique, et E un faisceau sur Xx, on définit
JVE par j'E = lims_1 jau g} E.

ProprosITION 4.3.2. — Pour tout v > 0, posons A\, = p‘l/ .
(i) Avec les notations de 4.2.4, il existe des isomorphismes canoniques de O y-algébres

43.2.1) Bx (2, 1)g = 5P, jas 43, Oy

(4.322) Ox ("Z)q = sp, §T Oxy,

ce dernier étant Df\,’ q-linéaire pour la structure de DL’ g module définie en [4, 4.1.4].

(ii) Pour tout ouvert affine U C X, T'(U, By (Z, 1)) et T (U, By (Z, T)q) sont des
anneaux nethériens. Les faisceaux By (Z,7)g et Oy (TZ )q sont plats sur Ox q et sur les
faisceaux By (Z, 7 "\q pour p™t1 | ' | . Les faisceaux By (Z, ), By (Z, r)g et Ox (1Z)q
sont cohérents, et les modules cohérents sur ces faisceaux vérifient les théorémes A et B.
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Soient i/ = Spf A C X un ouvert affine sur lequel il existe f € ' (U, Ox) relevant
une équation locale de Z, et Ux = sp™! () = Spm (A ® K) sa fibre générique. D’apres
(3.4.0.1) et (424.2), on a

T'U, By (2, 1)q) ~ (A{T}/(f"T-p)) ® K
~ F(HK n U)\r, OXK)
~T (uv SPy J A ]j(\,. OXK)’

L’identification ainsi obtenue est indépendante du choix de f, car I’homomorphisme
canonique A® K — (A{T}/(f"T —p)) ® K est un épimorphisme dans la catégorie des
K-algebres de Tate. Par recollement, on obtient donc un isomorphisme de faisceaux de
O y-algebres B (Z, T)g = SDPy Jax Jx, Oxy, nécessairement continu. Par passage a la
limite, on en déduit I’isomorphisme (4.3.2.2), car I’image inverse par sp d’un ouvert affine
de X est un ouvert affinoide de Xk, ce qui entraine que sp, commute aux limites inductives
filtrantes. Comme l’opération de 13;’") sur B\(Xm) (Z) est continue par construction, et que
celle de D} X, q Sursp,J T O, est aussi pour la topologie limite inductive des topologies
des sp, Ja,. Jx, Oxx (cf [4, 4.1.4]), il suffit pour prouver la linéarité sur D;’Q de cet
isomorphisme de vérifier sa compatibilité a 1’action des dérivations J; associées a un
systtme de coordonnées locales. Or on a T = p/f" dans (A{T}/(f"T — p)) ® K, et
I’action de 0; sur T est ainsi déterminée de maniére unique.

Comme Oy [T]/(f"T — p) vérifie les hypothéses de 3.3.3, il résulte de 3.3.4 et 3.4.2
que By (Z, r) et Bx(Z, r)q sont cohérents. Si U est un ouvert affine de X, on a
LU, Bx(Z, r)) = lim; I'(U, Bx, (Z, r)), avec

LU, Bx, (Z,))/m' T U, Bx, (Z, 1)) 5T U, Bx,_, (Z,1)).

Or les anneaux I' (U, Bx, (Z, r)) sont neethériens : c’est clair si Z posséde une équation
globale sur U, et le cas général en résulte car les By, (Z, r) sont Ox,-quasi-cohérents.
D’aprés 3.2.2 (iii), I (U, B (Z, 7)) est donc neethérien. Les faisceaux By (Z, r) satisfont
ainsi les hypothéses de 3.3.3 et 3.4.1, de sorte que les By (Z, r)-modules cohérents
vérifient les théorémes A et B. .

Par ailleurs, la démonstration de (i) montre que, pour tout ouvert affine U/ assez petit,
et tout r’|r, les homomorphismes

TU, Ox,q) =T (U, Bx(Z,1")q) = T U, Bx(Z, 1)q)

s’identifient a des homomorphismes d’algebres de Tate induits par I’inclusion d’un ouvert
affinoide. COI}\lmC de tels homomorphisql\es sont plats [12, 7.3.2, cor. 6], la platitude sur
Ox g et sur By (Z, m')q des faisceaux By (Z, 7)g et Ox (TZ)q en résulte. On en déduit
également, grice a 3.6.1, que Oy (TZ)qg est un faisceau d’anneaux cohérent. De plus, les
Ox (Z)g-modules cohérents vérifient les théoremes A et B d’apres 3.6.4. Si i = Spf A
est un ouvert affine ol f € A reléve une équation locale de Z, il est facile de vérifier
que Panneau T' (U, Oy (1Z)q) s’identifie & (Ay)f, ot (Af)T est le complété faible de
Ay. Comme le complété faible d’une algebre de type fini sur un anneau ncethérien est
neethérien [19], anneau I' (U, Ox (TZ)q) est ncethérien sous cette hypothese, et le cas
général en résulte grice au théoreme A.
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Remarque. — 11 n’est pas vrai par contre en général que Oy (TZ) soit plat sur Oy, ni que
' (U, Oy (1Z)) soit ncethérien lorsque U est un ouvert affine de X. En effet, s’il en était
ainsi, ’algebre lim ,, Bg(m) (Z) serait plate sur Oy et a sections neethériennes sur les ouverts

affines. Or on a localement ng") (Z) ~ Ox [T)/(fF" " T) =~ S(Ox/(f*"")), d’ont

lim B (2) 2 lim i S (Ox/(£7777)) = § (lim . Ox /(7)) = $ (M (Ox)),

algébre qui n’est ni ncethérienne, ni plate sur Ox, puisque H} (Ox) est un module de
f-torsion qui n’est pas de type fini.

Pour étudier la platitude des faisceaux By (Z, 7) @0, Dg%, nous aurons besoin des
lemmes suivants.

LEMME 4.3.3. — Soient 7 € N, A une V-algébre séparée et compleéte, topologiquement
de type fini, sans p-torsion, f € A, A(s) le complété de I'anneau de fractions Ay,
B = A[T)/(f"T — p). On suppose que f n’est pas diviseur de 0 modulo m.

(1) L’anneau B est sans p-torsion et p-adiquement séparé.

(i) L’homomorphisme B — Ayyy envoyant T sur p/f" est injectif.

(iii) Si de plus A @y k est integre, B Pest aussi.

Les hypothéses entrainent que les suites (f) et (p, f) sont régulieres dans A. Il en est
alors de méme pour les suites (f"7T — p) et (p, f*T — p) dans A[T]. Il en résulte que
la suite (f"T — p, p) est réguliere dans A [T'], donc B sans p-torsion. Pour montrer que
B est p-adiquement séparé, il suffit de montrer que si z € B est tel qu’il existe b € B
tel que (1 — pb)x = 0, alors z = 0. Or A s’envoie injectivement dans B, car f est non
diviseur de 0 dans A. De plus, B/A est de f-torsion, et f est non diviseur de 0 dans B,
puisque B est sans p-torsion. Il suffit donc de montrer que si € A est tel qu’il existe
a € A, s € Ntels que (f*—pa)z =0, alors z = 0. Cela résulte de ce que la suite (p, f*)
est réguliere dans A, et A p-adiquement séparé.

Comme B est un anneau ncethérien, on en déduit par platitude que B est aussi sans
p-torsion, et par conséquent sans f-torsion ni T'-torsion. Par suite, Bs "injecte dans I’anneau
de fractions B ¢, et, puisque (B §)" = Agyy, il suffit pour prouver (ii) de montrer que B I
est p-adiquement — ou T-adiquement — séparé.

N

On est ainsi ramené a montrer que si x eﬁf est tel qu’il existe b Eﬁf tel que
(1-bT)x = 0, alors z = 0. Il revient au méme de montrer que si z €B est tel
qu’il existe b €B et s e N tels que (f* —bT)z = 0, alors z = 0. Observons que
B/(T) ~ A{T}/(T, T —p) ~ A/p A. Puisque f est non diviseur de 0 modulo p, il
en résulte que z € (T). Comme B est sans T-torsion, on en déduit que z € ﬂ T' B, donc

quil existe ¢ € B tel que (1 — cT)z = 0.

Soient 7, ¢ les images de z, ¢ dans B/p B, et P, C € ( A/p A) [T] des éléments d’images
Z, ¢ On adonc (1-CT)P € (f*T), dou P € (T). Si P = TP’, on obtient donc
que (1 —cT) P € (f"), d’od I'on déduit que P’ € (f"), et P € (f"T)). Par conséquent,
T=0,etz € pB Comme B est sans p-torsion, on voit que x € ﬂ P B ce qui entraine

7

que z = 0 puisque B est séparé.
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Si A est sans p-torsion et A/m A intégre, A est intégre, et il en est de méme de Ay},
qui vérifie les mémes hypotheéses que A. Par suite, (ii) entraine (iii).

LEMME 4.3.4. — Soient m € N, r un multiple de p™*', v un multiple de r,
X — S un morphisme lisse de 1 ,)-schémas (ou schéma formels), f € T' (X, Ox), et
n:B(f, r)=Ox [T)/(f T —p) — B(f, ') = Ox [T")/(f" T’ — p) '’homomorphisme
défini en 4.2.3. Pour tout entier k, le sous-B (f, r)-module de B (f, r') engendré par les
T" pour i < k est un sous—Dgfm)-module a gauche.

Compte tenu de la construction de la structure de Dg}") -module en termes de m-PD-
stratifications donnée en 4.2.1, il suffit de le prouver dans la situation universelle oul
X = SpecZy,) [t], f =t

Soit ' = ar. On observe d’abord que les polyndmes a puissances divisées go,ﬁm) définis
en (4.2.1.1) vérifient la relation

1 (a i ,
4.3.4.1) P (ty, ta) = Y p? (j)ti" DT pm) () ).
1<5<a

En effet, comme Z,) [t1](t2 — t1)(m) est sans torsion, il suffit de le prouver apres
multiplication par p. On a alors

Pl (tr, ta) =15 —#] = (] + (85 — )" = #] = (5] +pe!™ (t1, £2))* — ¢ ,
d’ou I’assertion.
Fixons n € N. Comme I'isomorphisme &, : P% () ® B(t, r) = B(t, r)® Py (m)
est un isomorphisme d’algebres, il suffit de prouver 1’énoncé pour £ = 1. Reprenons les

notations de 4.2.1. Compte tenu de ce que p = £ T, et {* V" T/ = T, la relation
précédente permet d’écrire

W) =T0+T Y P (5) A e b )

1<j5<a

a\ i i\

=Ti(1+ Z < ) T! o™ (1, t2)7) ™"
1<55<a N

=T{ (L + Ty o™ (1, t2)) 7%,
d’ou le lemme.

THEOREME 4.3.5. — Soient m' > m, T un multiple de p™**, v un multiple commun de

! o . . .
p™*Y et de v, Z C X un diviseur. Les homomorphismes canoniques

435.1) By (2, 1) 8o, DYy — By (Z, ') B0, DY)

sont plats a droite et a gauche.

Comme les algebres By (Z, r) vérifient les hypotheses de 3.5.1, le théoréme de platitude
3.5.3 entraine que I’homomorphisme

EX (Z, 'r') @ox ﬁfgf‘g — B\X (Z, T',) @)@X ﬁ‘(;jq%

est plat a droite et a gauche. 11 suffit donc de prouver 1’énoncé lorsque m = m/.
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L’argument est analogue a celui de 3.5.3. Soit 4 = Spf A C X un ouvert affine
connexe tel qu’il existe f € ['(U, Ox) relevant une équation de Z, et un systtme de
coordonnées relatives pour U. Soient B = A[T]/(f"T —p), B' = A[T"]/(f" T" - p),
D =T(U, D(m)) § E’ D les completes padiques de B, B, D,n: B —- B
I’homomorphisme tel que 7 (T) = f” T, n': B®D — B'® D I’homomorphisme
induit par 7. Il suffit de prouver que B ®DQ est plat sur B® ﬁQ Observons d’abord que,
f étant non diviseur de 0 modulo p, les anneaux B et B’ sont sans p-torsion d’apres 433,
et il en est de méme de Bet B par platitude ; de méme, B® D, B’ ® D, B&D et
B'® D sont sans p-torsion. De plus, I'existence de coordonnées locales sur U permet de
déduire de 4.3.3 que les homomorphismes B®D - B'®D et B®D — B'®D sont
injectifs. Considérons le sous-anneau

(4.3.5.1) D =B®&D+B o®DcB&D.

C’est bien un sous-anneau de B'®D, car il suffit de vérifier quesi Pe B®D, Qe B ®D,
alors PQ et QP sont dans D'. Or il existe a € N tel que f*Q € B® D, donc b € N
tel que P Q € B® D. Ecrivant P sous la forme P = P, + p® P,, avec P, € B® D,
P e B®D, on en tire Iassertion.

L homomorphlsme D - B ®D est alors un isomorphisme. En effet, I"’homomorphisme
D'/p' D' — (B'®D)/p* (B' ®D) est surjectif puisque B’ ® D C D'. Il est injectif, car si
un operateur appartient a D’ N p* (B’ ®D) il s’écrit sous la forme P + Q = p* P’, avec
PeB®D,Qe B ®D, P € B'®D, et P s’écrit P = P + p' P», avec P, € B® D,
P, eﬁ@ﬁ. On a alors

PL+QeB ®Dnp (B®D)=p'B' ®D,
don P+ Q € p'D'.
Comme Bgq ~ Bg, on a (B®D)g = D’Q. Pour achever la démonstration, il suffit donc

de montrer que ’homomorphisme D’ — D’ est plat, et pour cela que D’ est ncethérien.
Pour tout k, soit

= {Z T"Q;|Qie B&D} c D'
i<k

Par passage aux complétés, il résulte de 4.3.4 que Dj est un sous-(B ® D)-module a
gauche de D', de sorte que Dj, - D; C Dj;_,. On obtient ainsi une filtration d’anneau
croissante sur D', discréte et exhaustlve Pour prouver que D’ est neethérien, il suffit alors
de prouver que gr D’ est neethérien. Orona f~ T' =p € B® D, de sorte que, pour tout
k>1,ona f" gr, D' = 0. Comme p = f" T, il en résulte que p* gr, D’ = 0 pour k > 1.
Considérons alors la suite exacte

0—p*grD' —grD —grD'/p®gr D' — 0.

Comme p*gr D’ = p*gr, D’ = p° B®D, et que sa structure de gr D’-module provient
via ’homomorphisme d’augmentation de sa structure de ﬁ@ﬁ-module, p*grD’ est un
gr D’-module ncethérien. Il suffit alors de montrer que grD’/p®gr D’ est ncethérien.
Mais, sur gr D'/p® gr D’, la filtration par 1’ordre par rapport aux opérateurs Q@ est une
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filtration d’anneau exhaustive, dont le gradué associé est commutatif et ncethérien, car
engendré comme B-algebre par les classes des 8,-<k>, k < p™, et par celle de T". Par suite,
grD'/p*gr D' est lui-méme ncethérien, ainsi donc que gr D'.

On déduit alors de 3.6.1 et 3.6.4 :

COROLLAIRE 4.3.6. — Sous les hypothéses de 4.2.5, le faisceau D:’Y (tZ)q est un faisceau
d’anneaux cohérent & gauche et a droite. Les D, (1Z)q-modules cohérents vérifient les
thorémes A et B.

4.3.7. Sous les hypothéses de 4.2.3, les homomorphismes Ox — Bx (Z, r) sont
des isomorphismes en dehors de Z. Il en est donc de méme des homomorphismes
D — Bx(Z, r) ® DY) pour p™+l|r, et, sous les hypotheses de 4.2.4, des
homomorphismes Oy — By (Z, r), Ox — Ox(12), ﬁfvm) — By (Z, T)@’Z/jg(m),
Df\_, — DL (TZ). Par adjonction, on en déduit notamment des homomorphismes canoniques

(437.1) Ox (TZ) — 7. Oy,

(4.3.7.2) DL (2) — 4. Di.
Nous allons montrer que, apres tensorisation par Q, ils sont fidelement plats.

LEMME 4.3.8. — Soient X un espace topologique, A — B un homomorphisme de faisceaux
d’anneaux sur X. On suppose qu’il existe une base B d’ouverts de X telle que, pour tout
UeB,T'(U, B)soitunT (U, A)-module a droite fidélement plat. Alors, pour tout z € X,
B, est un A,-module a droite fidélement plat.

N

D’aprés le lemme 3.3.5, il suffit de montrer que, si M est un A,-module a gauche
monogene de présentation finie tel que B, ® 4, M = 0, alors M = 0. Il existe un
ouvert U € B, et un ['(U, A)-module monogeéne de présentation finie My tels que
M ~ A, ®r@w, 4y My. Comme lim /5, I'(U’, B) ®r @, 4) My = 0, et que My est
monogene, il existe U’ € B, avec z € U', tel que I' (U’, B)®r (v, 4) My = 0. L’hypothese
entraine alors que I' (U’, A) ®pw,4) My =0, d’ou M = 0.

Nous dirons que A — B est fidélement plat a droite si, pour tout x € X, B, est
fidelement plat a droite sur A,. Il est équivalent de demander que B soit plat & droite sur
A, et que pour tout .A-module a gauche M, la relation B® 4 M = 0 entraine que M = 0.

LeEMME 4.3.9. — Soient X — S un morphisme lisse entre schémas de caractéristique p,
et f € T (X, Ox). Si v est multiple de p™*2, et si B(f, r) = Ox [T]/(f"T) est muni
de la structure de Df,(m)-module définie en 4.2.1, la section T' ® 1 appartient au centre du
faisceau d’anneaux B(f, r) ® D).

D’apres (2.3.5.1), il suffit de montrer que, pour tout k, on a Q@ T = 0. Grace a la
définition de la structure de Dg(m)-module de B(f, r) en termes de m-PD-stratification,
il est équivalent de montrer (avec les notations de 4.2.1) que ¢, (T3) = T, soit encore
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que o™ (t;, ts) est divisible par p lorsque r = ap™+2. Dans ce cas, on peut écrire
dans Z(p) [tl] (tg - t1>(m) :

m+41
pel™ (i, 1) =t5 =t = (B )" =t = (B +peii (t, )P =1
m+2
= (t117 +p2¢(t1’ t2))a~t; =p2X(t17 tZ)v
d’ou le résultat puisque Z(y) [t1] (t2 — t1)(m) est sans p-torsion.

THEOREME 4.3.10. — Avec les notations de 4.3.7, on a :
(1) Les homomorphismes (4.3.7.1) et (4.3.7.2) sont injectifs et plats a droite et a gauche.
(i1) Les homomorphismes

(4.3.10.1) Ox (1Z)q — j« Oy,q,
(4.3.10.2) DY (1Z)q — . D}, o,

sont fidelement plats a droite et a gauche.

L’injectivité de (4.3.7.1) résulte de 4.3.3 (ii), et celle de (4.3.7.2) s’en déduit en
utilisant des coordonnées locales. Si U/ = Spf A est un ouvert affine, I’homomorphisme
U, Bﬁvm) (Z))f — Ay est un isomorphisme, de sorte que Ay est plat sur
ru, BE\_,m) (Z)). Ces anneaux étant ncethériens, il en résulte en passant aux complémentés
que Agyy est plat sur I' (U, Z/S\E;n) (Z)). On en déduit la platitude de (4.3.7.1) par passage
a la limite inductive pour m variable. Celle de (4.3.7.2) se voit par le méme argument.

Montrons la fidéle platitude de (4.3.10.2), celle de (4.3.10.1) pouvant se prouver
par le méme argument, ou en invoquant les résultats sur les complétions faibles. Par
3.3.5 et 4.3.8, il suffit de montrer que si ¢/ est un ouvert affine sur lequel il existe
f € T'(U, Ox) relevant une équation locale de Z, et M un T' (U, DY, (TZ)q)-module
monogene de présentation finie tel que I' (LY N Y, DL’ o) ® M =0, alors M = 0. Comme

LU, DY (T2)q) = lim o T (U, By (Z)@ﬁgfm,g), on peut trouver m’ > m, et un

ru, B\f\_,m’) (2)® ﬁgv"f}:e)—module monogene de présentation finie M’ tel que M provienne
de M' par extension des scalaires. De méme, quitte & augmenter m et m/, on peut
supposer que I' (U N Y, D;’"g) ®M' = 0.

Posons D, = I'(U, B\(ml) (Z)@D{™), D' = T(UNY, DY), et choisissons un
D,,--module monogene sans torsion E tel que M’ ~ Eq. Par le méme argument que
précédemment, D’ est plat sur D, de sorte que D' ® E est également sans torsion, et
par conséquent est nul. Si Fg = F /pE on voit ainsi que (Ep)s = 0. Soit e un générateur
de E. 1l existe alors s € N et R €D,y tels que (f* —p R) e = 0. Quitte & augmenter m/,
on peut supposer s < p™ t1, de sorte que, en notant B A(m ) (Z2) = Oy {T}/(f”m/+1 T —-p),
cette relation peut se mettre sous la forme f° (1— TR’) e = 0. Puisque E est sans p-torsion,
il est a fortiori sans f-torsion, si bien que I’on a en fait (1 — TR’)e = 0. On en déduit
que (1 —TR')?e = 0. L’opérateur (1 — TR')? est de la forme 1+ pS + (=TR')*.
On peut supposer que m’ > m + 1, ce qui d’aprés 4.3.9 assure que, modulo p,
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T appartient au centre de D, /p D, et permet d’écrire (1 — TR')? sous la forme
14+ pS" 4+ TP R”. L’homomorphisme IA)m/ —>ﬁm,+1 envoie T sur f(”‘l)?m“ T', donc
TP sur fe-Dr" e = =" -1 par conséquent, 'opérateur (1 — TR')?
s’écrit sous la forme 1 + p @) dans ﬁmq_l. Comme cet anneau est p-adiquement complet,
(1 —TR')? y est inversible, ce qui entraine que ﬁm/+1 ® E =0, donc que M = 0.

COROLLAIRE 4.3.11. — L’homomorphisme Df\, Q= D', (1Z)q est plat a droite et & gauche.

N

Il résulte de 3.3.4 (ii) par passage a la limite sur m que 1’homomorphisme
DR’,Q — Jx D;,‘Q est plat a droite et a gauche. La fidélité platitude de j. D;,Q sur
D, (1Z)q entraine alors I’énoncé.

PROPOSITION 4.3.12. — (i) Pour tout DY, (T Z)g-module cohérent M, I'homomorphisme
canonique

(4.3.12.1) 7. D g Opt (127 M = Jui* M

est un isomorphisme.

(i1) Pour qu’un DL (tz )o-module cohérent soit nul, il faut et suffit que sa restriction
a Y soit nulle.

La premiére assertion est locale, et claire si M est un D} (TZ)q-module libre de type
fini. Si M est un Df\, (tZ)g-module cohérent, il posséde sur tout ouvert affine ¢/ une
présentation de la forme

(D}, (12)9)" = (D}, (12)a)* = My — 0.

Comme U N Y est affine, et que les Df\, (TZ )g-modules cohérents vérifient le théoréme B,
le foncteur j, 7* préserve I’exactitude de cette suite, d’ou 1’assertion dans le cas général.
La deuxieme assertion en résulte grace a la pleine fidélité de j. D;,,Q sur DL (T2)q.

4.4. Cas des isocristaux surconvergents

Nous allons maintenant utiliser les résultats des sections précédentes pour donner
une description de la catégorie des isocristaux surconvergents sur Y en termes de
DY, (1Z)g-modules analogue a 4.1.4.

4.4.1. Nous gardons les hypotheses et les notations de 4.2.4 et 4.3.1. Rappelons que, si
E est un j' O x, -module cohérent (resp. localement libre de rang fini), il existe Ag < 1,
et un Oy, -module cohérent (resp. localement libre de rang fini) Ey sur Uy, tel que
E ~ j' Ey. De méme, si E est muni d’une connexion intégrable V, il existe (en augmentant
éventuellement )\y) une connexion intégrable V, sur Ej telle que V = 5T (Vo). On dit que
(E, V) est surconvergente le long de Z si elle vérifie la condition suivante [5, 2.2.13] :
pour tout ouvert affine U C X tel qu’il existe f € ' (U, Ox) relevant une équation de
Z, et muni de coordonnées locales t;, ..., ty définissant une base de dérivations 0;, et
tout n < 1, il existe A, < 1 tel que I'on ait, pour tout A tel que A, < A < 1, et tout
e € F(le N Uy, Eo),

(4.4.1.1) 0% ¢ |jn'k — o pour |k| — oo,
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en désignant par || — || une norme de Banach sur T’ (Ux N Uy, Ep) ; par continuité, il
résulte de la formule de Leibnitz que la propriété (4.4.1.1) est alors satisfaite avec la méme
constante )\, pour toute section e € I' (U}, N Uy, Ep), lorsque U’ est un ouvert affine
contenu dans U. La catégorie des isocristaux sur Y, surconvergents le long de Z, peut
alors étre décrite comme la catégorie des jt Oy, -modules localement libres de rang fini,
munis d’une connexion intégrable, et surconvergente le long de Z.

PROPOSITION 4.4.2. — Pour tout m > 0, soient Ay = p~?""", Uy, = Us., jm
Uinclusion de U, dans Xk . Le foncteur sp, o jms (resp. sp,) induit une équivalence entre
la catégorie des Oy, -modules (resp. j' Oy, -modules) cohérents et celle des B\(Xm) (Z2)q-
modules (resp. Oy (1Z)q-modules) cohérents. Cette équivalence fait correspondre les
modules localement libres de type fini aux modules localement projectifs de type fini, et
s’étend aux modules munis d’une connexion intégrable.

D’apres 4.3.2, on a sp, © jm«Ov,, 23\5;”) (Z)q. Vérifier que, si E est cohérent
sur Oy, , Sp, © Jm« E Dest sur g(Xm) (Z)q, et qu’on obtient ainsi une équivalence de
catéfories, est une question locale sur X, de sorte qu'on peut supposer X affine, et
Z défini par f € I'(X, Ox). Comme, pour tout ouvert affinoide V' de Xk, I’ouvert
VU, ={z € V||f(z)] > A} est affinoide, on déduit des théoremes de Kiehl que
Jmx Ou,,, est un faisceau d’anneaux cohérent, que j,,. établit une équivalence entre la
catégorie des Oy, -modules cohérents et celle des j,,.« Oy, -modules cohérents, et que, sur
tout ouvert affinoide de X'k, les théorémes A et B sont valables pour les j,,,« Oy, -modules
cohérents. Comme, pour tout ouvert affine &« C X, sp~! (U) = Uy est affinoide, on
voit que le foncteur sp, est exact sur la catégorie des j,. Oy, -modules cohérents, et
on déduit alors du théoreme A I’assertion de 1’énoncé pour les modules sans connexion,
ainsi que l’assertion relative aux modules localement libres de rang fini. Pour étendre
cette équivalence aux modules a connexion intégrable, il suffit d’observer qu’elle s’étend
aux jms Oy, -algebres commutatives qui sont cohérentes en tant que j,,» Oy, -modules,
ainsi qu’aux modules cohérents sur celles-ci, et d’utiliser la description des connexions
intégrables en termes de stratifications.

Puisque Xk est quasi-compact et séparé, on peut appliquer les résultats de 3.6 au faisceau
j1 Oxy = lim, jm« Ov,, sur Xg. De plus, le foncteur sp, commute aux limites inductives
filtrantes, cgl’image inverse par sp d’un ouvert affine est un ouvert affinoide. On peut
alors déduire par passage 2 la limite I’énoncé relatif aux Oy (TZ)g-modules cohérents de

I’énoncé relatif aux B (Z)q-modules cohérents.

ProposITION 4.4.3. — Soient E un isocristal sur Y, surconvergent le long de Z, et
& = sp, E. Il existe sur £ une structure canonique de D:rv (1Z)q-module, induisant la
structure de D;Q—module définie en [4, 4.1.5], et fonctorielle en E.

Par recollement, il suffit de considérer les sections sur un ouvert affine &/ C X', muni
d’un systtme de coordonnées locales définissant des dérivations 0y, ..., J4, et tel que
Z NU soit défini par f € I'(U, Ox). Notons V la connexion de E, A\, = p‘l/”mH,
Upn, = Uy,,, et soit my tel qu’il existe un Oy, -module cohérent Ey sur U,,,, muni d’une
connexion intégrable et surconvergente Vo, et un isomorphisme (E, V) ~ j (E,, V).
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Pour tout m, posons

B™ =T (U,, NUg, Ox,) ~T (U, BY) (Z)q),
M™ =T (U,, NUg, Ey) =~ B™ ®pme) MM,

de sorte que I' (U, sp, E) ~ lim,,, M(™. Soit P € T (U, D}, (1Z)q) ; il existe m > mq

tel que P s’écrive P = Z%Q@W’, oll ay € B(™), et ay — 0 pour |k| — oco. Avec les
k

notations de 2.4.3, choisissons 1 < 1 tel qu’il existe ¢ € R pour lequel |q,(cm)!| < cnlE pour
tout k. La condition de surconvergence de V entraine qu’il existe ng > m tel que ’on
ait ||0% e||n% — 0 pour tout 7 > ng et tout e € M, la norme étant prise dans M (™,
On obtient alors

llax 8 e]| = llag ™1 0% ¢]| < cf|ag | [0 e]| nE — o,

et on peut définir P-e comme 1’image dans I' (U, sp, E) de la somme de la série de terme
général ay oW e, qui converge dans M (. 11 est clair que cela ne dépend pas des ®hoix
faits, et munit I’(Ll, sp, E) d’une structure de T (U, Df\, (tZ)g)-module qui induit la
structure de I' (U, D} ¥, q)-module de [4, 4.1.5]. Tout morphisme horizontal £ — E’ induit
un morphisme T (U, B\(m) (Z)g)-linéaire T' (U, sp, E) — T' (U, sp, E’) qui commute aux
dérivations 0;, et la construction précédente permet d’en déduire par continuité qu’il est
T (U, DI, (12)g)-linéaire.

4.4.4. Pour caractériser les DL (Z)g-modules qui proviennent d’un isocristal
surconvergent, nous aurons besoin d’étendre les définitions de 4.1.1 sur la topologie
du module des sections d’un ﬁf{"%-module cohérent. Soit I/ un ouvert affine de X.
Pour tout n € N, l'alggbre B = I'(U, 1/33? ) (Z)) est naturellement munie de la
topologie p-adique, qui définit la topologie p-adique de T (U, B\f\?) (Z)g) ~ EQ. La
topologie obtenue sur cette algebre est une topologie de Banach, car B est une algeébre
topologiquement de type fini, et EQ peut donc étre munie d’une norme de Banach qui
définit sa topologie. De méme, s’il existe un systeme de coordonnées locales sur U, tout
opérateur P E I‘(ll By (2) ®D(m) ), avec n > m, peut s’écrire de maniere unique
P = Zbk , ol les by € BQ tendent vers 0 pour |k| — oo, et, une fois choisie une

norme de Banach sur Bg, on munit I'algébre D = T (U, B{” (2)® D(m) ) d’une norme
de Banach définissant sa topologie p-adique en posant ||P|| = sup, ||bk|| Enfin, si € est
un B b (Z )o-module (resp. un Bg;l) (Z2)® Df{i’g-module) cohérent, £ =T (U, £) est un
module de type fini sur EQ (resp. ﬁQ) d’apres le théoreme A, et on munit £ d’'une norme
de Banach en prenant la norme quotient définie par une présentation finie quelconque ;
comme Bg (resp. Dg) est une algebre de Banach ncethérienne, les normes définies par
deux présentations sont équivalentes. On vérifie encore comme en 4.1.1 qu’un changement
de coordonnées locales remplace les normes considérées par des normes équivalentes.

THEOREME 4.4.5. — Le foncteur sp, induit un foncteur pleinement fidele de la catégorie des
isocristaux sur Y, surconvergents le long de Z, dans la catégorie des DL (tZ)g-modules.
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Son image essentielle est formée des D}, (T Z)g-modules & pour lesquels il existe un entier
ng, et un Bf\?o) (Z)q-module cohérent &, muni d’un isomorphisme

(4.4.5.1) Hm p>n, BY (2) @ E9 = €,

et vérifiant la condition suivante :

(4.4.5.2) Pour tout m € N, il existe un entier n,, > max (nm,_i, m), et une structure de
(1/3\(;"‘) (Z) @)Dgfmq) module sur BY™) (Z) © &, telle que les homomorphismes

B (2) @ & — BU™) (2) ® &

soient (éﬁ?m) (2) @ﬁgyg)-lmeazms, et I'isomorphisme (4.4.5.1) DL (1Z2)q-linéaire.

Gardons les notations de 4.4.2 et 4.4.3. Grace a 4.4.2, le foncteur sp, est pleinement fide¢le,
car tout morphisme D:’Y(TZ )g-linéaire est a fortiori horizontal. Si (E, V) est un isocristal
sur Y, surconvergent le long de Z, il existe ng, et un Oy, -module cohérent Ey sur U,,,
muni d’une connexion intégrable et surconvergente Vo, tel que (E, V) ~ jT (Ey, Vp).
Si I’on pose & = sp, © jox Eo, le BXM (Z)g-module &, est cohérent grace a 4.4.2. Soit
U C X un ouvert affine sur lequel il existe des coordonnées locales. La démonstration
de 4.4.3 montre que, pour tout m, il existe n > m tel que I' (U, B&Tf ) (Z) ® &) possede
une structure canonique de T' (U, B (Z) ®D(m3;2)-modu1e. De plus, d’apres 4.4.1, on
peut garder le méme entier n lorsqu on remplace U par un ouvert affine U’ C U. La
condition (4.4.5.2) en résulte.

Réciproquement, si £ vérifie les conditions de I’énoncé, il existe sur U,, un module
a connexion intégrable Fy tel que & ~ sp, Fo. Soit U un ouvert affine de X'. D’apres
4.1.2, I'action de I" (U4, B\f{l’") (Z2)® ﬁfyng) sur M("=) =T (U, B(") (Z)®&p) est continue
pour sa topologie de B(™)-module de type fini. Par suite, pour toute section e € M (™),
I’ensemble des éléments Q(E)“’” ® e est borné dans M) ce qui entraine comme en
4.1.4 la surconvergence de la connexion de Ej.

En général, nous identifierons implicitement la catégorie des isocristaux surconvergents
le long de Z a son image esssentielle dans la catégorie des DL (1Z)g-modules. Nous
terminerons en montrant qu’un isocristal surconvergent le long de Z est cohérent sur
DL (TZ)q. Pour cela, nous aurons besoin de quelques préliminaires.

DEFINITION 4.4.6. — Soient U un ouvert affine de X sur lequel il existe un systeme de
coordonnées locales, n > m deux entiers, Dg”) =T, Bf{f) (2) @)Dg_,m?q) E un Dg")-
module de type fini. On dira que E est topologiquement nilpotent si, pour tout e € E,
e -0 pour la topologie de Banach définie en 4.4.4. Si E est un modele entier de F,
et 51 E est la réduction de E modulo m**!, il revient au méme de dire que, pour tout

1, E est quasi-nilpotent, donc nilpotent d’aprés 2.3.7 ; on voit ainsi que cette condition
ne dépend pas des coordonnées.

Si la structure de f)(m) module de E est induite par une structure de E(mH) module
(avec n > m+1), alors E est topologiquement nilpotent. En effet,  est auss1 de type fini
sur D(m+1 Le lemme 4.1.2 entraine que les topologles définies par ces deux structures
de modules sont les mémes. Or les éléments Q )m+1) forment une famille bornée de
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D(m+1) donc les 8(—)<m+1> e forment une famille bornée de E. L’assertion découle alors
de ce que 8< Yom) (q'/q') 0, Emin ,avec k=pmq+r=pmt g 40, 0< r < p™,
0<7r < pm+1, et ¢!/q"! — 0.

Soit £ un B\(X" )(2) @)ﬁgz’a-module. On dira que & est topologiquement nilpotent s’il
existe une base d’ouverts affines possédant un systtme de coordonnées locales, telle
que pour tout U € B, T'(U, £) soit de type fini sur I (U, BY (Z)®D(m) ), et soit
topologiquement nilpotent.

La condition de nilpotence permet d’améliorer les résultats de [39, 7.3] et [4, 3.1.2]
sur ’existence de modeles entiers O xy-cohérents et stables sous 1’action de DE{)") pour
les isocristaux convergents.

PROPOSITION 4.4.7. — Soient m < n deux entiers, D = B (Z)®DY, et € un
DQ-module cohérent sur BS )(Z)Q, et topologiquement nllpotent Il existe alors un
D module 5 cohérent sur BX (Z) et sans p-torsion, et un isomorphisme D-linéaire
6Q -—> E.

On suppose d’abord que A est un ouvert affine, muni de coordonnées locales,
sur lequel la condition de nilpotence de 4.4.6 est remplie ; soient A = I'(X, Oy),
X; = Spec A/mitL A, P, = T (Xi, Px,.m), B = (X, By (2)), D = T(X, D),
E =T(X, £). On pose

P’:limiB®A Pi.

Comme & est cohérent sur B\(; 'z )q, E est un Bg-module de type fini ; soit E/ C E un
sous-B-module de type fini tel que Ej = E. Par ailleurs, P; est libre sur A/m'*! A, de
base les sections 71&}, 11 résulte alors de 3.2.4 que E' @ P’ est séparé et complet pour
la topologie p-adique. L hypotheése de nilpotence entraine que, pour tout e € E, la famille
(Q@ e)r tend vers O pour la topologie de Dg-module de E, donc pour sa topologie de
Bg-module d’apres 4.1.2. Comme celle-ci n’est autre que celle que définit la topologie
p-adique de E’, la famille (0% e ® 71k}, tend vers 0 dans E®p P’. On peut donc définir
une application § : E — E ®p P’ en posant

=Y oW e,
Grice a la m-PD-stratification des Bg(":) (Z), on a P' ~ lim; P, ®4 B, ce qui donne

une seconde structure de B-module sur P’ par multiplication a droite. On vérifie alors
facilement que 6 est B-linéaire pour cette structure de B-module sur P’

On pose alors E = ¢! (E' ®p P’), et on voit comme en [4, 3.1.2] que E est un
sous -B-module de type ﬁm de F, stable sous l’action de D, et tel que EQ ~ FE. Le
B ( )-module cohérent 5 défini par E possede alors les propriétés requises.

Enfin, on passe du cas affine au cas général en raisonnant comme en 3.4.3.

COROLLAIRE 4.4.8. — Supposons vérifiées les hypothéses de 4.4.7. Alors :
(i) € est cohérent sur B\E\:l) (Z2)® ﬁg("?g ;

4° SERIE — TOME 29 — 1996 — N° 2



D-MODULES ARITHMETIQUES 1 269

(ii) Pour tout n' > n, I’homomorphisme canonique

R(n') 2(n) S B(m)
4.4.8.1) B (Z) ®l/5\(;) ) E— (BX (Z)@DX,Q) ®§(;) (Z)?éﬁf\»"f‘)} &

est un isomorphisme.

L’assertion (ii) entraine donc que z?ﬁ;") (Z2) ®gm ) £ possede une structure canonique

' o~ A~ x ’

de BY (2)® Dg’fé)—module compatible a sa structure de E(; ) (z )g-module, et
prolongeant la structure de (l?ﬁ;L ) (Z) @ﬁg’%)—module de &.

Pour tout ouvert affine 4 C X, posons By, = I'(U, B{” (2)), B, = T (U, @;I) (2)),
Dy =T U, BY (2)@D{M). D, =T (U, BL? (2)RDYY). Comme € est cohérent sur
E(; ) (Z)q, T' (U, &) estde type fini sur By, g donc sur Dy, . Pour montrer (i), il suffit donc

d’apres le théoreme A de montrer que, pour tout ouvert affine 4’ C U, I’homomorphisme
canonique Dy ®p,, I'(U, ) — T'(U’, &) est un isomorphisme. D’apres 4.4.7, il existe

un E(;) (Z)-module cohérent £ muni d’une structure compatible de (B\g?) (2) @ﬁ(;‘))-
[o]
module tel que £ ~ £gq, si bien qu’il suffit de prouver que I’homomorphisme analogue
o
pour £ est un isomorphisme. La source et le but étant de type fini sur Dj,, ils sont

o . o
complets, ce qui raméne 4 montrer la méme assertion pour les £/m‘*1€. 11 résulte alors
de 2.3.6 et de la remarque (iii) de 2.3.5 que les homomorphismes

By ®p,, T (Ui, £/mi*1 ) = Dy @p,, T (U;, £/mi*t1 €),

ol les indices U; et U! désignent les sections des réductions modulo mi*!, sont des
isomorphismes, d’ou ’assertion.
On voit de méme que les homomorphismes

By, @8y, T (Ui, £/mitl €) o Dy, ®p,, T (U, £/mitt £)
sont des isomorphismes, ce qui entraine I’assertion (ii).

PROPOSITION 4.4.9. — Soit € un BYY (2) @DV -module, cohérent sur BSY (Z). Alors
I’homomorphisme canonique

S (BW (72)& D™ 3
(4.49.1) & — (BY (2)®Dy )®g;>(z)®p<xm>5

est un isomorphisme.
11 suffit de reprendre la démonstration de [4, 3.1.3] en remplacant Oy par B\SY") (2).

COROLLAIRE 4.4.10. — Sous les hypothéses de 4.4.7, I’homomorphisme canonique

R(n) S Hm)
(44101) E— (BX (Z) ®D/Y,Q) ®l/3\(;) (Z)®5§(m2 £
est un isomorphisme pour tout m' < m.
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Pour tout m’ < m, posons D'™) =B (2)eDG), D) = B (2)8 DY,

D’apres 4.4.7, £ posséde un modele entier £ qui est un D’(™) -module B{" (Z )-cohérent. En
tensorisant par Q les isomorphismes (4.4.9.1) pour m’ < m, on obtlent les isomorphismes

~

5—>ﬁgm)® ')5;ﬁgm)®p‘gm) 5,

D"
dont le corollaire résulte puisque ng/) = ng) .

COROLLAIRE 4.4.11. — Sous les hypothéses de 4.4.5, soient E un isocristal surY,
surconvergent le long de Z, € = sp, E le Df\, (TZ)Q—module correspondant, &y un

A("") (Z)q-module cohérent vérifiant la condition (4.4.5.2) pour une suite d’entiers (n,,),
(m) ""’) (2) ®m‘0> 2) &o. Pour tout m, I’homomorphisme canonique
(m+1) _, (gmm+r) = A(m) 6]
(4.4.11.1) & — (By (Z)®Dyq )®g;1>(z)@5go) £

est un isomorphisme.

La condition (4.4.5.2) entraine que, pour tout m > 0, le (BY™+" (2) ® D§"))-module
£(m+1) est topologiquement nilpotent. On en déduit successivement grice a 4.4.10 et 4.4.8
que les homomorphismes

D — (BY™(2) DY) @i (55 50 €™

(2)® DY

glm+1) _, (B\(;m+1) (Z) ® D(O)) ®,\(n1) D3 (0> A¢))

sont des isomorphismes, d’ou le corollaire.

THEOREME 4.4.12. — Soient E un isocristal sur Y, surconvergent le long de Z, et
& = sp, E. Alors £ est cohérent sur DL (t2)q.

Soient & un B\(; o) (Z)g-module cohérent vérifiant la condition (4.4.5.2) pour €&,
(nm) une suite d’entiers correspondante, £(™) = IISE?"‘)(Z) B5tn0) (2 &y. Comme
X

ED est un g("‘) A @73(0) -module topologiquement nilpotent, il est cohérent sur
. Px X.Q P q p
BGV (2)8DY), dapres 4.4.8. Si

(BYY (2)8DYg)* — (BYY (2)8DPy) — ¥ — 0

est une présentation locale de £(1), on en déduit grice au corollaire précédent les
présentations

(ﬁ;nxﬂ) (Z) @ ﬁgvn?q)g)s = (B\E:mﬂ) (Z) ®ﬁ£\_’774)23)r — gm+1) 0,

qui fournissent une présentation analogue de £ sur Df\, (tZ)q par passage a la limite
inductive pour m variable.

Remarque. — Sous les hypothéses du théoréme, il n’est par contre pas toujours vrai
que & soit cohérent sur DLyq. En effet, nous montrerons dans [7] que, lorsque X' est
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propre, la cohomologie de de Rham d’un DL’Q-module cohérent est de type fini sur K.
Or, si £ = sp, F, la cohomologie de de Rham de £ s’identifie & la cohomologie rigide
de E, d’apres [4, 3.2.3 et 4.1.7]. Si 'on prend V = Z,), X = ﬁl, Y = G,k et si
E est I'isocristal surconvergent sur Y défini par jT Oy, , muni de la connexion V telle
que V (1) = (a/t) dt, ol @ € Z(p) est un nombre de Liouville, la cohomologie rigide de
E est donnée par ’action de V sur I’espace des fonctions analytiques sur une couronne
de la forme 1 — ¢ < [t| < 1+ ¢, avec € > 0 variable, et il est classique que son H'
est de dimension infinie.

Il y a donc lieu de considérer que la cohérence sur DL’ g est une condition de finitude
supplémentaire a imposer aux isocristaux surconvergents. Par contre, il semble raisonnable
de conjecturer que tout F'-isocristal surconvergent est cohérent sur DL, - I'existence d’une
action de Frobenius éliminant les difficultés liées aux nombres de Liouville.
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