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SUR LES DYNAMIQUES HOLOMORPHES
NON LINÉARISABLES

ET UNE CONJECTURE DE V. I. ARNOLD

PAR RICARDO PÉREZ-MARCO

ABSTRACT. — We solve a conjecture of V. I. Arnold by eonstructing a non linearizable analytic diffeomor-
phism of thé circle for which any analytic extension bas no periodic orbits.

We study thé same problem for holomorphic germs/(z)==Xz+^(z2), À-^2'"01, aeR-Q.ifthe diophantine
condition

£ ^"^ogiog^.^+oo
BS1

hoids, where {pJq^n^Q are tne convergents of a, we construct a non-linearizable holomorphic genn
/(z)==À.z+fi?(z2), À.=^2"ia, with no periodic orbits except 0. This condition is optimal: Ifit is not satisfied and
/is non-linearizable, we prove thé existence of a séquence of periodic orbits of/converging to 0.

We study aiso thé case of polynomial germs/(z)=À-z+(P(z2). In this context we prove, using a resuit of
Yoœoz for thé quadratic polynomial, that when a is not a Brjuno number any polynomial germ
P(z)=^z+a2Z2+ . . . +0^ structurally stable has a séquence of periodic orbits converging to 0 and so, is
non-linearizable.
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Introduction

Considérons un difféomorphisme analytique du cercle /. Poincaré a défini son nombre
de rotation a=p(/), définit module Z, qui est caractérisé par la propriété que l'ordre
des itérés d'un point par/est le même que celui des itérés par la rotation rigide d'angle a.
On s'intéresse à la dynamique locale de / au voisinage du cercle plongé dans le plan
complexe. Cette dynamique est linéarisable si par un difféomorphisme analytique du
cercle (changement de variables) / est conjugué à la rotation d'angle a.

La dynamique de / est mal comprise lorsque / est non linéarisable, et on sait que ceci
ne peut se produire que lorsque a est très bien approché par des nombres rationnels.
D'autre part il est bien connu que a= p(/) est rationnel si et seulement si/a une orbite
périodique sur le cercle. Dans ce cas, il se peut qu'une petite perturbation analytique de
/rende son nombre de rotation irrationnel et fasse bifurquer l'orbite périodique dans un
voisinage complexe du cercle. Or, lorsque a est irrationnel et qu'on a des orbites
périodiques dans tout voisinage du cercle, / est clairement non linéarisable puisque
topologiquement/devrait se comporter comme une rotation irrationnelle.

Ces considérations laissent penser que ceci peut représenter la seule obstruction à
la linéarisabilité analytique lorsque a est irrationnel. D'autant plus que récemment
J.-C. Yoccoz [Y3] a établi la condition arithmétique optimale J^ sur le nombre de
rotation sous laquelle tout difféomorphisme du cercle est linéarisable et il construit,
lorsque cette condition n'est pas satisfaite, des exemples non linéarisables avec des orbites
périodiques dans tout voisinage du cercle. Plus précisément V. I. Arnold a conjecturé
[Ar2] :

...// semble qu'un difféomorphisme analytique du cercle est analytiquement équivalent à
une rotation irrationnelle si et seulement si l'ensemble des points fixes des puissances de ce
difféomorphisme ne possède pas de points limites réels..*

Dans ce travail on établira le théorème suivant qui répond négativement à cette
conjecture.

THÉORÈME \. — II existe un difféomorphisme analytique du cercle f de nombre de rotation
irrationnel défini sur un voisinage V du cercle, tel que toute orbite positive (/"(^))n^o ^i
reste dans V accumule le cercle, et que le domaine d'holomorphie de tout itérée de f est la
composante connexe contenant le cercle des points qui restent dans V pendant l'itération.

En particulier, f est non linéarisable et tout prolongement analytique de f est sans orbite
périodique.

Cependant, bien que le théorème 1 montre que l'existence d'orbites périodiques dans
tout voisinage du cercle n'est pas la seule obstruction à la linéarisabilité, on verra qu'elle
est la plus forte en un certain sens. En effet, on étudiera aussi la dynamique d'une

* La droite réelle est le revêtement universel du cercle et le difféomorphisme se relève en un difféomorphisme
Z périodique de R.
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application holomorphe au voisinage d'un point fixe. Comme il est bien connu, c'est un
problème étroitement lié au précédent (quand on regarde de loin, un cercle invariant
« ressemble » à un point fixe). Dans ce cadre on montrera l'analogue de la conjecture
d'Arnold lorsque le nombre de rotation, qui correspond ici à l'argument du multiplicateur
au point fixe, vérifie une certaine condition diophantienne. Lorsque cette condition est
violée on construira des dynamiques non linéarisables sans orbite périodique comme
celles du théorème 1.

Désormais considérons une application holomorphe / définie au voisinage d'un point
fixe, qu'on placera à l'origine de façon que/(z)=À,z4-^(z2). Comme auparavant, on
dit que la dynamique est linéarisable si ce germe est conjugué par un changement de
variables holomorphe à sa partie linéaire, i. e. s'il existe h (z) = z + (9 (z2) germe holomorphe
tel que

/r^/o/^^z.

Dans un tel cas la dynamique locale est simple, c'est celle de sa partie linéaire. En fait
le seul cas où la dynamique locale n'est pas comprise se présente lorsque À^2"1",
aeR-Q, et/est non linéarisable. Pour le cas aeQ on se reportera aux travaux de
C. Camacho [Ça], de J. Ecalle [E] et de S. M. Voronin [V]. Les premiers travaux sur ce
problème ont porté sur l'étude de la linéarisabilité. Au siècle dernier G. Koenigs [Ko] et
H. Poincaré [Pô] ont découvert que la linéarisabilité avait toujours lieu lorsque À- est
non nul et de module différent de 1. En 1917, G. A. Pfeiffer [Pf] montre l'existence de
germes non linéarisables, et dans les années 20, H. Cremer [Cr] met en évidence l'impor-
tance de l'arithmétique de a. En effet, si (pjq^o désigne la suite des réduites de a, il
montre l'existence de germes non linéarisables sous la condition de Cremer de mesure de
Lebesgue nulle, qui assure que a est très bien approché par les rationnels,

W Sup ̂ ^^oo.
^o qn

II montre aussi, par un argument très simple, que tout germe polynomial de degré d
du type précédent est non linéarisable lorsque

W Sup^^^+oo.
nSO d^

Ce n'est qu'en 1942 que C.-L. Siegel [Si] découvre un ensemble de mesure de Lebesgue
totale de nombres a, à savoir l'ensemble des nombres diophantiens, pour lesquels tout
germe holomorphe est linéarisable. Sa démonstration de la convergence de la série
formelle linéarisante est faite par la méthode des séries majorantes tout en contrôlant les
petits diviseurs qui y apparaissent. Plus tard, dans les années 60, et par les mêmes
méthodes, A. D. Brjuno améliore ce résultat remarquable de Siegel en l'établissant sous
la condition plus large (dite de Brjuno),

+00 -

v- log^,̂
<+00.£

=0 qn
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Simultanément, T. M. Cherry [Ch] de façon indépendante, avait conjecturé ce résultat
et l'optimalité de cette condition.

Le problème de la linéarisabilité a été finalement complètement résolu en 1987 par
J.-C. Yoccoz ([Yl], [Y2]) qui établit l'optimalité de la condition de Brjuno. Yoccoz
aborde le problème par des techniques géométriques qui lui permettent de donner
une nouvelle démonstration du théorème de Siegel-Brjuno et de construire des germes
holomorphes non linéarisables ayant une infinité d'orbites périodiques dans tout voisinage
de 0 lorsque la condition de Brjuno est violée. Encore ici, l'accumulation de 0 par des
orbites périodiques est une obstruction évidente à la linéarisabilité. On peut se demander
comme auparavant si c'est la seule, c'est-à-dire si tout germe non linéarisable a une suite
d'orbites périodiques qui accumule 0, ceci a été conjecturé par P. Sad [Sa]. Comme on
l'a annoncé la réponse est encore négative.

THÉORÈME 2. — Soit a e R — Q satisfaisant la condition diophantienne

^loglog^^^
n=l ^n

alors il existe f (z) = e2^ z + 0 (z2) holomorphe et injectif sur D = { z € C; | z | < 1} et tel que
toute orbite (/"(z))^o contenue dans D accumule 0.

En particulier f est non linéarisable et sans orbite périodique autre que 0 dans D.

Cependant la réponse est positive lorsque la condition diophantienne apparaissant
dans le théorème est en défaut. On montrera l'optimalité de cette condition :

THÉORÈME 3. — 5';
^loglog^^^
n=l ^

alors tout germe holomorphe f (z) = e2^ z + (D (z2) non linéarisable possède une suite (O^^o
d'orbites périodiques tendant vers 0, de périodes q , de nombres de rotation /?„ /. , tels que
les périodes font diverger la série de Brjuno

^ log^.i .
E —————=+oo.

fc=o qnk

Ces résultats et leur démonstration (voir en particulier îïï.l.b) éclaircissent les causes
qui provoquent la destruction de la linéarisabilité (voir à ce sujet les commentaires
dans [Ar2], p. 304). On a un rôle prépondérant de l'arithmétique de a : la non linéarisabi-
lité n'est possible que pour des nombres qui ne sont pas de Brjuno. Ensuite, à nombre
de rotation fixé, le type de non linéarités du germe décide de la linéarisabilité. Les pires
non linéarités, c'est-à-dire celles qui détruisent la linéarisabilité de façon plus efficace,
sont celles provoquées par des orbites périodiques. Ainsi, si a est bien approché par les
rationnels mais pas trop, alors le théorème 3 montre que la seule façon de détruire la
linéarisabilité ne peut se réaliser qu'avec des orbites périodiques. Cependant le théorème 2
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montre que ce type de non linéarités n'est plus nécessaire lorsque a est si bien approché
par les rationnels que la série précédente diverge.

Remarquons que lorsqu'on étudie uniquement des germes holomorphes sans orbites
périodiques dans un voisinage de 0, la nouvelle condition diophantienne remplace celle
de Brjuno, le théorème 3 remplace celui de Siegel-Brjuno et le théorème 2 celui de Yoccoz.
On reviendra en détail sur la description des démonstrations de ces résultats mais
signalons déjà qu'ils résultent du développement des techniques géométriques de Yoccoz.

On étudie aussi dans cet article le cas des germes polynomiaux. Comme on l'a déjà
mentionné les premiers résultats sont dus à Cremer. Plus récemment Yoccoz a montré
[Yl] que lorsque a n'est pas un nombre de Brjuno alors le polynôme quadratique
P^(z)==À-z+z2 est non linéarisable. On se demande plus généralement si tout germe
polynomial est non linéarisable lorsque a n'est pas un nombre de Brjuno. On peut se
demander aussi si tout germe polynomial non linéarisable admet une suite d'orbites
périodiques qui accumulent l'origine.

Yoccoz a montré récemment (1989 non publié) que lorsque a n'est pas un nombre de
Brjuno, le polynôme quadratique P^ a une suite d'orbites périodiques accumulant l'ori-
gine. En utilisant ce résultat (dont on donnera une démonstration en IV. 1) on montrera

THÉORÈME 4. - Si a<^ et P(z)=À,z+â?2Z2+ . . . +û^, À^é?2"1", est structurellement
stable alors P a une suite d'orbites périodiques accumulant l'origine.

On va préciser les termes employés dans le théorème. L'ensemble des germes poly-
nomiaux structurellement stables de degré d est l'ouvert dense de

^,,={P€C[Z]; P(z)=)lz+^z2+ . . . +^zd}%Cd- l

complémentaire de l'adhérence des polynômes ayant des orbites périodiques indifférentes
non persistantes (voir [DH], [MSS] ou [ST]). On dira qu'un germe polynomial de degré
d est structurellement stable s'il est structurellement stable de degré d. En fait, le résultat
démontré est plus précis : On n'a besoin de la stabilité que pour des perturbations du
coefficient de degré 2. Donc on a un ouvert dense de C, dépendant des coefficients de
degré autre que 2 du polynôme en question, de valeurs du coefficient de degré 2 pour
lesquelles on a accumulation de l'origine par des orbites périodiques.

Comme corollaire on obtient :

THÉORÈME 5. - Si a<^ et P(z)='kz-}-a^z2+ . . . +^zd, \=e^, est structurellement
stable, alors P est non linéarisable.

Ce travail n'aurait vu le jour sans l'encadrement et les conseils de J.-C. Yoccoz pendant
la réalisation de ma Thèse de Doctorat, ni sans ses découvertes contenues dans [Yl] qui
sont aux fondements des développements présentés ici. Je veux également remercier
M. Herman et R. Moussu pour leur lecture et conseils quand à la rédaction de ce texte.

Au moment où ce texte a été soumis, l'auteur a trouvé une construction qui permet
d'établir un lien rigoureux entre le problème des germes holomorphes et les difféomor-
phismes analytiques du cercle. Une première conséquence est l'obtention de difféomor-
phismes du cercle analytiques de nombre de rotation irrationnel non linéarisables sans
orbites périodiques à partir des germes holomorphes avec les mêmes propriétés. Il en
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résulte une amélioration du théorème 1 qui est ainsi valable sous la condition arithmétique
+00

sur le nombre de rotation ^ q^ 1 log log ^n +1 == + oo.
n=l

I. Préliminaires

1) Notations

à) NOTATIONS GÉNÉRALES. — On conservera les notations de l'introduction (sauf en ce
qui concerne les réduites pjq^ voir la partie arithmétique ci-dessous) et on notera pour
reR, H,={zeC; Imz>r}, Ho=H, pour r>0, D,={zeC; |z|<r}, D=Di, 1^^=11/7,
U = { z e C ; |z |=l},E(z)=^ 2 T" z ,T(z)==z+l .

Un bon nombre de constantes universelles interviendront dans nos estimations, on
conviendra que C, Cç, Ci, . . . désigneront des constantes universelles positives ne
dépendant d'aucun paramètre. Par commodité le même nom sera donné à des constantes
distinctes (parfois dans une même expression quand il n'y aura pas de confusion possible),
on réservera cependant les noms K, L et L' à des constantes bien spécifiques.

b) NOTATIONS POUR LES GERMES. — Les problèmes envisagés sont invariants par conju-
gaison par homothétie, on supposera/(z)= À, z+^P(z2) défini et univalent sur D. On
travaillera sur le revêtement universel de D*, E : H -̂  D*. Le groupe des automorphismes
de ce revêtement est engendré par T : z i — ^ z + l . Si/ (z) = À- z + ̂  (z2). À- = e2^, est univalent
sur D, il se relève à H en F:H->C univalente telle que/°E=E°F, F°T=T°F (c'est-
à-dire F(z)—z est Z-périodique), et lim (F(z)—z)=a. On note S (a) l'espace des

Im z -» + oo

applications F:H-^C univalentes telles que F°T=T°F et lim (F(z)-z)=a. S (a)
Im z ->• + oo

est un espace compact pour la topologie de la convergence uniforme sur les compacts
[Du].

Si zeH et F4(z)=z+/?, avec p et q entiers, on dira que F a une orbite périodique de
nombre de rotation pjq. On emploiera le même vocabulaire pour une orbite périodique
de/, dans ce cas le nombre de rotation sera défini module 1. On aura toujours p A q= 1,
donc la période de l'orbite sera | q \ et on omettra de la préciser.

Finalement comme on l'a déjà dit, on travaillera sur H et on appelera Imz la hauteur
d'un point z.

c) NOTATIONS POUR LES DIFFÉOMORPHISMES DU CERCLE. — Dans ce cas on travaillera
dans le revêtement universel E : R —> U de U. Pour A > 0 on notera B^ == { z e C; | Im z | < A}
et AA=E(B^). Si/est un difféomorphisme du cercle R-analytique de nombre de rotation
p( / )=aeR—Q, qui possède un prolongement analytique holomorphe et univalent sur
AA, alors on considérera son relèvement F à B^, F:B^-^C, vérifiant F univalente,
/ °E=E°F, F°T=T°F, et F de nombre de rotation a. On notera S (a. A) l'espace des
applications F vérifiant les conditions F : B^ -> C univalente, / ° E = E ° F, et F de nombre
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572 R. PÉREZ-MARCO

de rotation a. S (a. A) est aussi un espace compact pour la topologie de la convergence
uniforme sur les compacts.

De même si zeB^ et F4(z)=z4-/?, avec p et q entiers, on dira que F a une orbite
périodique de nombre de rotation p / q . On emploiera le même vocabulaire, module 1,
pour une orbite périodique de/.

2) Arithmétique

à) VARIANTE DU DÉVELOPPEMENT EN FRACTION CONTINUE. — On rappelle ici une variante
du développement en fraction continue usuel, introduite dans [Yl], qui s'adapte bien à
notre problème. Désormais on surmontera d'un tilda les suites du développement en
fraction continue usuel.

Pour xeR on note [|.x||=â?(x, Z)=Inf |x—/?| . Maintenant pour a e R — Q on définit
p e z

la suite (a^)^o P^
ao-||a||

et pour ̂  1,
a» =11 a»"-1! I I .

Donc on a pour n^O, 0<a^<l/2 et, pour w ^ l ,

a=ao+£oOCo,

^l=^^n^

avec âo^Z, et pour n^\, û^eN, û^2, et e ^ = ± l . Ceci définit les suites (û^^o et
(e^^-i, en posant £ _ i = l . On définit la suite (P^^-2 en posant P_2=a , P - i = = l , et
pour n ̂  0,

np,= n a>-
1=0

Donc pour /î^O on a 0<P„<2'"("+1). On définit les réduites dans cette variante du
développement en fraction continue par

^-2=^-1=L

p.^=q,^^
et pour n ̂  0,

On a en particulier,

^==^^-i+e^i^_2,

^ = ^ ^ _ i + £ » _ i ^ _ 2 -

^0=L

^i=ûi^2.
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DYNAMIQUES HOLOMORPHES NON LINÊARISABLES 573

On vérifie sans peine pour n ̂  ~ 2,

pn-c-irf n ^(^a-^
\J=-1 /

/n+l \
qn^Pn-Pn^qn=^^l( H ^ ,v/^-i /

^+lPn-h6n+l^nPn+l==l•

De la dernière équation on obtient pour n ̂  2,

^i^2p;1.

Puis par récurrence pour ^ ̂  0,

^n-l^-^n-lAn SQ
--ÛO+-

^-l^+Sn-1^-2 Si
^+———————

^2
^+——————

.. +£n^
X

donc
^n So

——==ûo+—————

û,+-
£2

Û2+-

.. +£n^

^ n A ^ ^ l ,

^^1.

On exhibera dans l'annexe 4 le lien avec les suites (^), (^), Q^) et (^), du développe-
ment en fraction continue usuel. Retenons simplement que (?„), (p^) et (^) sont des
sous-suites des suites usuelles, contenant au moins un terme sur deux.

On pourrait montrer aussi que, pour n^l,

^i=Min^^l; | |^a | |<_| |^a | | ^

Ceci montre directement que les (qn)nïo forment une sous-suite de la suite usuelle des
(^n)n^o en se rappelant que

^+i==Min{^ l ; ||^a||<||^a[|}.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE
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b) CONDITIONS DIOPHANTIENNES POUR LES GERMES. — Dans l'annexe 4 on montre les
différentes façons dont on peut exprimer les conditions diophantiennes intervenant
dans les théorèmes. Pour aeR-Q la proposition V.4.2 montre que la condition de
Brjuno, ^,

^log|^^
n=0 (In

s'écrit

^log^+i^^
n=0 qn

ou encore
+00

^(a)—— Z P.-ilogoc/^+o).
2n j=o

La proposition V.4.1 montre que la condition diophantienne intervenant dans notre
problème pour les germes,

^loglog^^
n=l qn

s'écrit
^loglog^^^
n = l ^

ou encore
1 +QO

^(00=.- Z P.-iloglogO-aJ-^+a).
27t j=o

(le facteur ^ ne se trouve ici que pour assurer la positivité du logarithme itéré).
On notera ^' l'ensemble des a e R — Q vérifiant cette condition. On utilisera dans la

démonstration du théorème 3 le lemme suivant démontré dans l'annexe 4,

LEMME 1.2.1. — Si on a
+00

E Pnfe-llogûC^00'
fc=l

alors
+œ log^+l ,
Z ———î—=+oo.

k=i qnk

NOTION DE BONNE RÉDUITE. — Cette partie arithmétique ne sera utilisée que dans la
partie concernant les germes polynomiaux. Pour O^l^n on pose

B„,,=P^- llfZP.-lloga71-187^^P,_J.
U=i j = i J
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D'après [Yl] on dira que n ou pjq^ est une bonne réduite si pour 0^l<n,

B^loga,-1.

On note J l'ensemble des bonnes réduites. On démontrera dans l'annexe 4 les lemmes
suivants,

LEMME 1.2.2. — Si ÇL^^S alors J est infini.

LEMME 1.2.3. - Soit se]0, 1[, Co>0, Ci>0 et C^>Q, des constantes universelles posi-
tives. Si a^^T alors il existe A(a)c=J, A (a) infini, tel que si ^eA(a),

(i) P^loga^Co,

( i i ) ( l -£ ) 1 $: P.^loga/1-^^1 ^ P.^loglog^^-^+C^.
271 ^=o 271 j=o

Ce lemme sera utilisé dans la partie IV des germes polynômiaux : La partie (i)
sera utilisée pour démontrer le théorème IV. 1.1. et la partie (ii) interviendra dans la
démonstration du théorème 4.

b) CONDITIONS DIOPHANTIENNES POUR LES DIFFÉOMORPHISMES DU CERCLE. — On montre

en annexe (proposition V.5.1.) l'existence d'une condition j€' [invariante sous l'action de
PGL (2, Z)] sur le nombre de rotation a qui joue le même rôle pour les difféomorphismes
du cercle que la condition ô^' pour les germes (mais la condition Jf' n'est pas déterminée
explicitement). C'est-à-dire, si aeJ^' tout difféomorphisme du cercle analytique non-
linéarisable de nombre de rotation a a une suite d'orbites périodiques qui accumulent le
cercle, et réciproquement, si a^e^f', a e R — Q , il existe des difféomorphismes analytiques
non-linéarisables de nombre de rotation a sans orbites périodiques.

Ici on exhibe une partie non vide de R — Q qui, comme on verra, n'intersecte pas X"'.
La condition diophantienne engendrée par l'orbite par PGL (2, Z) de cette partie est loin
de recouvrir R—Q—^f' . Mais ceci suffit pour répondre négativement à la question
d'Arnold mentionnée dans l'introduction qui conjecture que ^f'=R—Q. On considère
l'ensemble des a e R — Q , de suite associée (a^)^^o, pour lesquels il existe une suite de
réels strictement positifs (de « largeurs de bande ») (\\^Q tels qu'on ait les conditions
suivantes :

(i) V/^0, C^A^,,

(ii) V/^0, C^A^a,A^+--l-loglogO?a^l)-C,
27t

(iii) V / ^ l , a.A^+C^pa,--1!,

(iv) V/^0, a^L.

Ici 0 < p < 1 est une constante universelle assez petite, C et L sont des constantes
universelles positives assez grandes, et L est grande par rapport à C.
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Remarque. — En vue de la construction réalisée dans la partie II, on pourrait relaxer
la condition (iii) en supposant seulement qu'elle se vérifie pour une infinité de valeurs
de/.

Pour vérifier qu'il existe des a vérifiant ces conditions, considérons la condition (i)
renforcée :

( i ' ) V/^0, C^a^+i^M,

où M est une constante universelle positive grande par rapport à C, les constantes étant
choisies de façon que L^(C+M)/p. Alors les conditions (i') et (iv) impliquent (iii).
Choisissons A^o^A^i+^^T^loglog^a^^—C, de façon que la suite (A^^o soit
déterminée par A() et a. Alors la seconde inégalité de (ii) est trivialement vérifiée, et la
première se déduit de (i) pour /^ 1, donc on supposera Ao^C pour avoir (ii). Maintenant
il ne reste qu'à trouver a vérifiant (i') et (iv). Un petit calcul montre qu'il suffit de
prendre a tel que a^1 ̂ L et pour /^O,

- exp exp [2 n C a^~1] ̂  a^\ ̂  - exp exp [2 n (M a^1 + (M - C))].
e e

En prenant M assez grand au début l'existence de tels nombres est claire puisque la
suite (û^)^o caractérise le nombre a.

Les constantes intervenant dans les différentes conditions ci-dessus interviennent à
différents endroits de la construction. C'est pour cela que, contrairement à notre conven-
tion, on les nommera de façon différente afin de les distinguer. On choisira la suite
(A»)n^o comme ci-dessous :

(i) V/^0, K^A,^,

(ii) V/^0, L^A^a.A^i+^loglog^^-^-C,
2n

(iii) V / ^ l , o^A^+C^par-1!,
(iv) V/^0, af^L.

3) Cadre de travail et réductions

Donnons la définition précise des notions exposées brièvement dans l'introduction.

DÉFINITION DE LINÉARISABILITÉ. — Un germe holomorphef (z) == À- z -h (9 (z2) est linéarisable
s'il existe un changement de variables holomorphe h (z) = z + (9 (z2) qui conjugue f à sa
partie linéaire^ soit

/r10/0/^)^^.

DÉFINITION D'ACCUMULATION. — On dira qu'on a accumulation de l'origine par des orbites
périodiques, ou qu'une suite d'orbites périodiques tend vers l'origine, lorsque dans tout
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voisinage U de 0 on a une (donc une infinité) orbite périodique {zç, . . ., z^-i}, distincte
de 0, telle que pour O^i^q-l, Zf+i=/(Zf)eU avec Zo=Zq.

On dira qu'un germe vérifie ces propriétés lorsque un de ses représentants les vérifie.
Dans ce cas tout autre représentant les vérifiera également. On formule de façon analogue
les mêmes définitions pour les difféomorphismes analytiques du cercle. Remarquons qu'il
se peut qu'il existe des germes holomorphes ayant une suite de points périodiques qui
tendent vers 0 sans que les orbites périodiques associées tendent vers 0 au sens défini ci-
dessus. Cependant ayant un tel germe on déduit par conjugaison, par une application
univalente ayant un domaine d'holomorphie convenable, un germe holomorphe sans
orbite périodique (sauf 0). Les mêmes remarques sont valables pour les difféomorphismes
du cercle. Les propositions 1.3.1 et 1.3.2 ci-dessous montrent ces affirmations. Ainsi, pour
des germes (resp. des difféomorphismes du cercle R-analytiques) le problème de l'existence
de dynamiques sans accumulation de l'origine (resp. du cercle) par des orbites périodiques
ou par des points périodiques ne se distinguent pas. La distinction entre ces deux
situations aura lieu lorsqu'on s'intéressera à des applications définies globalement, comme
dans le cas des polynômes.

Il convient également d'être prudent quand au vocabulaire employé quand aux itérés
d'un représentant / d'un germe. En effet, /" est-il défini uniquement aux points où l'on
peut itérer n fois ou bien sur le domaine d'holomorphie propre au germe itéré? Ces deux
domaines peuvent être complètement différents et n'avoir en commun que d'être des
voisinages de 0. En effet, on peut construire des exemples d'applications avec un domaine
d'holomorphie différent de C et dont un itéré est l'identité. Aussi on peut aussi construire
des exemples d'applications [Yl] dont le domaine d'itérations disconnecte dramatiquement
l'itéré de l'application devenant l'identité dans certaines composantes connexes et une
autre application dans d'autres. Ainsi, que signifie être un point fixe d'un itéré? Est-ce
être un point fixe du prolongement analytique d'un représentant du germe itéré (avec les
problèmes de définition que cela pose lorsque le domaine d'holomorphie est non pla-
naire...) ou bien c'est un point dont les itérés restent dans le domaine de définition de/
et l'orbite est finie ?

Le bon point de vue est obtenu en remarquant qu'on est en train de considérer un
problème de dynamique locale, donc toutes les propriétés doivent être invariantes par
conjugaison par un germe de difféomorphisme holomorphe de (C, 0). Ainsi la propriété
d'accumulation telle qu'elle a été définie est bien en accord avec ceci, tandis que le
problème d'accumulation de 0 par des points fixes des prolongements analytiques des
germes itérés est mal posé puisqu'il n'est pas invariant. De la même façon la notion
naturelle d'itéré d'un représentant / d'un germe est l'application définie aux points qui
restent par ces itérations par / dans le domaine de définition de /. Ainsi la bonne façon
d'interpréter (puisqu'il n'est pas dit dans [Ar2] dans quel sens est utilisé le mot itéré) la
conjecture d'Arnold est que l'accumulation est équivalente à la non linéarisabilité. De
toutes façons, comme le montre les propositions 1.3.1 et 1.3.2, les contre-exemples
construits répondent aussi négativement aux autres interprétations.

PROPOSITION 1.3.1. - Soit f un difféomorphisme analytique du cercle de nombre de
rotation irrationnel qui se prolonge analytiquement sur un voisinage V du cercle où il
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est sans orbites périodiques (c'est-à-dire qu'il n'existe pas ZQG\ tel que pour O^i^q,
^^/C^)^ et Zq==Zo). Il existe un difféomorphisme analytique du cercle h tel que
g=h~1 °f°h et tous ses itérés (g")nçz ont leur domaine d'holomorphie planaire et contenu
dans V (ceci veut dire qu'il n'y a pas de prolongement analytique en dehors de V ni de
prolongement multigaine) et n'ont pas de points fixes dans V.

Pour les germes,

PROPOSITION 1.3.2. - Soitf(z)=fkz+(9(z2\ ^é?27"", oceR-Q, un germe holomorphe
définit sur un voisinage V de 0 et sans orbites périodiques autre que 0 dans V. // existe un
germe de difféomorphisme holomorphe h (z) = z + (9 (z2) tel que g=h~lofoh et tous ses
itérés (^%6z ont ^eur domaine d'holomorphie planaire et contenu dans V et n'ont pas de
points fixes dans V autre que 0.

L'annexe 3 est consacrée à la démonstration de ces deux propositions.
Le point de départ des techniques géométriques est le critère dynamique fondamental

de linéarisabilité : La stabilité.

DÉFINITION DE LA STABILITÉ. - La dynamique d'un germe holomorphe f (resp. un difféo-
morphisme du cercle R-analy tique) est stable s'il existe un voisinage de l'origine (resp. du
cercle) ou toute la famille des itérés (/"^o est définie et normale.

Puis on a,

PROPOSITION 1.3.3. - La stabilité est équivalente à la linéarisabilité.

Démonstration de la proposition 7.3.3. - Un sens est facile et, réciproquement, si la
famille des itérés est normale dans un voisinage U alors la famille des (k^o avec,

1 n-l

^ £^-1/1,

l'est aussi. En extrayant une sous-suite convergente vers h~1 on obtient que h linéarise/
puisque,

^o/^^+^-T'-id).
n

Pour une démonstration plus géométrique on consultera [He]. D
Remarquons que pour avoir stabilité il suffit que tous les itérés de / se prolongent sur

un même voisinage de 0 et que l'image de ce voisinage par les itérés reste dans un
voisinage de 0 dont le complémentaire dans C a au moins deux points. On utilisera ceci
à plusieurs reprises.

4) Description des démonstrations

Cette partie est uniquement destinée à introduire de façon informelle les idées et la
motivation des constructions géométriques qui seront introduites dans la suite. Nous
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espérons qu'elles contribueront à une meilleure compréhension du problème. Nous
conseillons de refaire les constructions géométriques exposées succinctement. Bien sûr le
lecteur Bourbachique peut sauter cette partie sans scrupules.

Chronologiquement c'est le théorème 3 qui a été démontré le premier. La démonstra-
tion utilise les techniques de la démonstration de Yoccoz du théorème de Siegel-Brjuno
qu'on retrouve dans [Yl] et [Y2]. Ces techniques sont rappelées en III. 1 et dans l'annexe 2.
L'idée essentielle est de partir de FeS(oc) et de construire une suite d'applications (F^^o?
avec F^eS(a^). L'application F^+i reflète la dynamique de F^ à une hauteur supérieure
à une hauteur de coupure ^ > 0, plus précisément c'est une application de premier retour
de F^. La hauteur ^ est la hauteur maximale des fortes non linéarités de F^, c'est-à-dire
la hauteur au-dessus de laquelle F^ est proche de la translation de a^. Plus précisément
^ vérifie, pour Im z ̂  ̂ ,

|F,.(z)-z-aJ^/4,
|DF^(z)-l|^l/4.

Le résultat fondamental de cette construction est que si l'on peut choisir la suite (tn)n^o
telle que

+00

S Pn-l^<+^
n=0

alors F est linéarisable.
Ce qui empêche de prendre ^ plus petit sont les fortes non linéarités de F^. Par

exemple, d'après les inégalités ci-dessus, ^ est supérieur à la hauteur des points fixes de
F^. D'ailleurs les non linéarités des applications ayant des points fixes seront les plus
« méchantes », c'est-à-dire les plus hautes. On peut montrer facilement que l'on peut
toujours prendre ^^(l/^^loga^+C. Ceci avec le critère de linéarisabilité de la cons-
truction donne le théorème de Siegel-Bruno immédiatement. Cette quantité est optimale
à une constante universelle additive près, on a des exemples de F e S (a) avec des points
fixes à une hauteur ^^(l/^T^loga^—C (voir un schéma de la dynamique dans la
figure 1.1).

Plus précisément si F e S (a) alors on peut écrire,

F(z)=z+oc+(p(z),

avec (p qui est Z-périodique, tendant vers 0 pour Imz -> + oo, donc admet le développe-
ment en série de Fourier,

(p(z)= ̂  a^\
n^l

En considérant le cas « générique » où on ne garde que le premier terme du développe-
ment en série de Fourier,

F(z)=z+a+û^2îtiz,

on obtient le type de dynamique de la figure 1.1 avec la hauteur du point fixe indiquée.
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^-log(a-i)+C
2K

période 1

Fig. 1.1

Notons que des petits o^ correspondent à des bonnes approximations rationnelles de
a, donc dans le cas ou a est un « bon » nombre (pas trop Liouville) les non linéarités ne
peuvent empêcher la linéarisabilité. Par contre si l'arithmétrique de a est mauvaise ce
sont les linéarités des éléments de la suite des (F^)^o ̂  décident de la linéarisabilité.

Mais, comment sont les non linéarités des applications sans point fixe ? Si F G S (a) est
sans point fixe, on peut écrire

F(z)=z+a^(z),

avec
+00

^(z)= S a^
n=l

A nouveau en ne gardant que le premier terme du développement, la figure 1.2 montre
l'allure de la dynamique obtenue pour,

F(z)==z+a^<?21"z.

Dans cet exemple la hauteur des fortes non linéarités est t=(\|flK)\og\og(e^~l)-^C
(le e n'est placé ici que pour que le logarithme itéré soit positif puisque l'on travaillera
dans ce cadre avec des a compris entre 0 et 1/2). Dans le cas général, lorsque F^ est sans
point fixe on peut montrer que cette borne est la bonne, comme le laisse penser la forme
exponentielle itérée de la non linéarité de F : on peut prendre ^(l^T^loglog^oÇ^+C
(voir proposition III.2.1). Remarquons que, lorsque o^ est petit (cas des bonnes approxi-
mations rationnelles), cette hauteur est plus faible que le ^ obtenu lorsqu'on a des points
fixes. Donc dans le cas où tous les F^ sont sans point fixe, la condition

+00

^ P^iloglog^oÇ^+oo,
n=0

4e SÉRIE - TOME 26 - 1993 - N° 5



DYNAMIQUES HOLOMORPHES NON LINÉARISABLES 581

-^-loglogCea-^+C
271

Fig. 1.2

assure la linéarisabilité. Or l'étude de la construction des F,, montre qu'un point fixe
pour F^ correspond à une orbite périodique pour F, dont on connait la période et le
nombre de rotations et on sait minorer la hauteur (proposition III. 1.2). Ceci établit le
théorème 3 (voir III. 2. b).

On va décrire les idées qui mènent à la construction des germes du théorème 2, de
façon que les constructions géométriques du chapitre II deviennent naturelles et perdent
tout mystère. Dans [Yl] et [Y2], Yoccoz démontre l'optimalité de la condition de Brjuno
en construisant des germes non linéarisables quand cette condition n'est pas vérifiée. Le
principe est de renverser la construction décrite ci-dessus en rajoutant à Pn+i une non

linéarité, qui correspondra à la dynamique de F^ à une hauteur inférieure à ^. Ceci se
fait par récurrence en partant d'une rotation et en « collant » successivement la non
linéarité de la dynamique de la figure 1.1, qui est la plus haute possible. Finalement par
compacité on extrait une sous-suite qui converge vers le contre-exemple. Le fait de coller
des points fixes à chaque étape à une hauteur maximale ^=(l/27i)loga^1 -C et l'hypo-
thèse que a n'est pas un nombre de Brjuno, donne pour le germe construit une suite
d'orbites périodiques accumulant l'origine. C'est ceci que l'on veut éviter, et pour cela
on collera à chaque étape les non linéarités de la dynamique de la figure 1.2 à une
hauteur ^(l/^TQloglog^a^-C, qui est la hauteur maximale à laquelle on peut
avoir une non linéarité sans points fixes. Par le même procédé que précédemment on
obtiendra lorsque

+00

^ P^loglogO^-^+oo,
n=0

des germes non linéarisables sans orbite périodique et ayant les propriétés dynamiques
du théorème 2.

Pour mener à bien ce programme il faut bien comprendre la dynamique de la figure 1.2.
La première remarque à faire est que la dynamique de 1.2 est la dynamique de 1.1 avec
le point fixe « tiré » vers le bas (vers - i oo). Ce que l'on veut dire par là est simplement
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que
/ ri z?2"1^

lim z+a 1+-^——) =z+a^l e 2

n -^+00 \ ^ 7

et les points fixes de z^z+QiÇl+Ça^e^/n)')'1 tendent vers -î'oo. Les deux familles de
« cloches » qui apparaissent dans le cas 1.2 sont des éléments nouveaux de la dynamique.

Décrivons maintenant comment Yoccoz colle à FeS(a) la non linéarité du type 1.1.
On se ramène dans la récurrence à a>2 (en fait ici a est un certain oÇ1). Il est facile de
voir que, quitte à conjuguer F par une translation imaginaire pure (constante universelle),
le demi-axe imaginaire pur et son image forment les bords d'une demi-bande verticale
de largeur approximative a (voir fîg. 1.3). On complète la figure en rajoutant des demi-
droites verticales issues de 0 et de F(0). On obtient ainsi une bande ̂ , voirfîg. 1.4.

On recolle les bords de ^ par F et par la translation zh-^z+F(0) et on obtient ainsi
une surface de Riemann y qui, en rajoutant le point correspondant à 0 est biholomorphe
à un cylindre doublement infini (yoirfîg. 1.5).

Sur une partie de y (on enlève la partie hachurée dans les figures) on peut définir une
dynamique univalente qui correspond à la translation par zi->z- 1 dans la bande initiale
^, avec les conditions de compatibilité dues au collage (l'allure du champ de la dynamique
est esquissé dans les figures). Ensuite on uniformise .9^C* en envoyant le bout corres-
pondant à +îoo dans ̂  en 0 (voirfîg. 1.6).

Puis on conjugue par une homographie qui fixe 0 et qui ramène le point fixe en oo le
plus proche possible de 0 de façon que la zone où la dynamique n'est pas définie reste
en dehors du disque unité (yoirfig. 1.7).

La dynamique obtenue en relevant à H est un élément de S(a~1), elle a une non
linéarité du type de la figure 1.1 (on peut montrer qu'on peut obtenir le point fixe à la
hauteur essentiellement optimale de la figure 1.1). L'information de la dynamique de
l'application initiale F se reflète dans la nouvelle dynamique au voisinage de l'origine.

On veut réaliser cette construction sans introduire de point fixe. Il faut changer
radicalement le noyau géométrique de la construction. On veut éliminer le point fixe A
introduit dans la figure 1.7. Une première approche consiste à faire exploser (en un sens
différent de celui du blow-up) ce point en créant un point de ramification infini : On
relève la dynamique au revêtement universel de C-A (penser à ce revêtement comme
une superposition de plans avec des coupures tels que montre la figure 1.8).

Malheureusement ceci introduit une infinité de points fixes au-dessus de 0. Cependant
quand on uniformise cette surface par le logarithme branché au point de ramification,
en envoyant un des points sur 0 et composant par une homothétie de façon à rapprocher
le plus possible la zone où la dynamique n'est pas définie mais en s'assurant qu'elle reste
en dehors de D (en fait on essaye de rapprocher ainsi les non linéarités), on retrouve en
relevant à H la figure 1.9 (pour faire le dessin il faut bien comprendre géométriquement
l'exponentielle itéré).

La dynamique rappelle fortement celle de la figure 1.2 et la hauteur des non linéarités
est la bonne. En se rappellant des idées commentées au début, on voit rapidement que
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<——<——<——<——<——^-

<——<——<——<——<——<-

<——<——<——<——<-

<——<——<——<——<——<-

<——<——<——<——<—<-

{ F(0)

Fig. 1.3 Fig. 1.4

-^-

Fig. 1.5

la dynamique de 1.2 est obtenue à partir de celle de 1.9 en « tirant » les points fixes non
désirés vers le bas, comme le montre la figure 1.10.

Cette déformation géométrique correspond sur le revêtement universel à faire tendre
les points fixes vers le point de ramification sauf celui qui était envoyé sur l'origine, qui
se trouve à la feuille 0 sur les figures (voirfig. 1.11).

L'allure de la dynamique sur la feuille 0 est alors comme celle de la figure 1.7 et celle
des autres feuilles est celle de la figure 1.12.

Or lorsqu'on relève au revêtement universel l'inverse de l'homographie qui passait de
la figure 1.6 à 1.7 (elle ramenait le point fixe A de l'infini), la dynamique de 1.12 devient
une translation (voir/;g. 1.13).
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Fig. 1.6 Fig. 1.7

0 A

Fig. 1.8

Fig. 1.9
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Fig. 1.10

Fig.Lll

Fig. 1.12
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Fig. 1.13

Comme on conjugue après par le logarithme l'effet de la conjugaison par l'homographie
devient une simple symétrie centrale. Ceci montre qu'il faut modifier le cylindre de 1.5
sur lequel on avait mis la translation en le considérant comme la feuille 0 d'une surface
comme celle dessinée en 1.8 [1.14].

Feuille 1

Feuille 0 c—r~ r ^r—r
Feuille - 1

Fig. 1.14

C'est exactement cette surface que l'on construit au paragraphe II. Sur une partie de
laquelle on met une dynamique qui est une translation dans des coordonnées adéquates
et par uniformisation on obtient qu'on a collé une non-linéarité du type de 1.2. Les
« cloches » qu'on avait remarquées comme étant des éléments nouveaux par rapport à
la dynamique de 1.1 correspondent aux feuilles de la surface 1.14 rajoutés au cylindre,
qui sont elles à leur tour les éléments nouveaux par rapport à la surface 1.5. Une
dernière remarque pour finir : On est obligé de considérer une surface avec un point de
ramification infini si l'on veut coller les non linéarités à la bonne hauteur. En effet on
pourrait imaginer construire une surface comme celle de 1.14 avec un nombre (indépen-
dant de a) fini de feuillets de part et d'autre de la feuille cylindrique et recoller les deux

4e SÉRIE - TOME 26 - 1993 - N° 5



DYNAMIQUES HOLOMORPHES NON LINÉARISABLES 587

feuilles aux bouts. Cependant le module des anneaux considérés en 11.1). d) serait plus
petit et on n'aurait pas les mêmes estimations de hauteurs dans la propriété 11.2.1. Il est
essentiel d'avoir beaucoup de feuillets pour avoir de la « place » pour que les anneaux
considérés aient un grand module.

Pour le cas des difféomorphismes du cercle du théorème 1 l'idée est la même. Dans ce
cas la condition diophantienne est plus compliquée car pour un élément de S (a. A) on a
un nouveau facteur qui pour les germes n'existait pas : On a une échelle donnée par le
nombre de rotation a qui est à comparer avec la période 1 et la largeur de la bande A.
L'idée essentielle à retenir dans ce cas est la remarque suivante faite par Arnold qui se
trouve dans l'introduction de [Arl] :

... Le problème du centre est un cas singulier du problème d'une application du cercle
dont le rayon, dans le cas singulier, est égal à zéro...

(le problème du centre est le problème de la linéarisation des germes holomorphes).
Faire tendre le rayon du cercle vers 0 est la même chose que faire tendre, dans le

revêtement universel, la largeur de bande de définition A vers l'infini. C'est pour cela
que l'on pensera a un tel difféomorphisme comme proche d'un germe et qu'on placera
R « près » de +zoo, et on travaillera dans le demi-plan de partie imaginaire négative.

La condition sur le nombre de rotation sous laquelle on construit des difféomorphismes
analytiques non linéarisables sans orbites périodiques n'est pas optimale dans ce cas.
Ceci est dû à ce que l'on ne sait pas traiter dans l'étape de renormalisation le cas où la
largeur de bande est petite vis-à-vis de l'inverse du nombre de rotation. Ceci nous force
à ne considérer que des nombres de rotation où ceci ne se produit jamais. Dans ce cas
la construction géométrique est du même style que pour les germes.

II. Démonstration des théorèmes 1 et 2

Le but de cette section II est de démontrer les théorèmes 1 et 2. La partie 11.1 et la fin
de 11.4 est commune pour les deux constructions. La partie 11.2 est spécifique aux cas
des germes et la partie 11.4 à celui des difféomorphismes du cercle. Le traitement conjoint
de la partie fondamentale II. 1 de la construction permet d'éviter des redites pénibles.
Néanmoins il est conseillé d'en faire deux lectures, une pour chaque construction.

1) La construction fondamentale

Dans cette partie 11.1 on décrit comment on réalise le collage de la non linéarité que
montre la figure 1.2. Les idées heuristiques qui motivent la construction que l'on va
mettre en œuvre et qui est le cœur de toute la démonstration, ont été longuement exposées
en 1.4. On a été conduit à considérer la surface y que montre la figure 1.14. Ainsi en
partant d'une application F univalente vérifiant des propriétés énoncées ci-dessus on
construit en II. lu la surface de Riemann y. Ensuite en ÏÏA.b on construit une dynamique
univalente / : y - ̂ ~ -> y sur une partie de y. La surface y est biholomorphe à C* et
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en 11.2 et 11.3, en conjuguant / par une uniformisation convenable, on obtiendra le
collage de la non linéarité, plus précisément on démontrera les propriétés 11.2.1 et II.3.1.
Pour cela on utilisera la propriété II. 1.1 démontrée en II. Le. Il nous faudra contrôler
l'image de «^ par l'uniformisation, i.e. contrôler la géométrie de y, ce qui se fait en
II.l.ûf et dans l'annexe 1 par des estimations de modules d'anneaux. Maintenant passons
à la construction.

Soient L'^3, A€[L', + oo] et Zo^C. Le cas A= + oo correspond au cas des germes et
A < + o o à celui des difféomorphismes du cercle. On se donne F univalente sur un
voisinage de Jf, avec J f={zGC;Imzo^Imz^Imzo+A}, commutant à la translation
T:zi-^z+l. Si A<+oo , on supposera la droite horizontale {zeC; Imz=Imzo+A}
invariante par F. On suppose que a > 2 est tel que F soit proche de la translation de a,
plus précisément il existe 0<8< 1/4 tel que pour zeC avec ^=Imz-Imzoe[0, A],

\^(z)-z-^\^e~^\
^(z)-!!^-2^

a) CONSTRUCTION DE LA SURFACE DE RIEMANN. - Soit 7i : S -^ C\{ ZQ } un revêtement
universel et a un relèvement à S de la fonction arg(z-Zo) (penser à S de façon
« classique » comme une superposition de plans avec des coupures convenablement
recollées comme montre la figure 1.8).

Notons R la translation zh-^z+(F(zo)-Zo), /i=]zo, ZO+;A[, /2=F(/i),
/3==]zo, Zo-/oo[, /4=R(/3) et ^ la région ouverte de C délimitée par

liU{zo]Ul^ / 2U{F(zo)}U/4 , et /5=[zo+fA,F(zo+;A)]

(/5=0siA= +00) (voirfîg. IL1).

a
zo+iA

zo

l3

B FOi)^

fF(zo)

R03)=l4

Fig. 11.1
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Notons 7i, ?2, ?3, Ï4, ?5, ^ les relèvements à S de /i, Z^, /3, /4, /5, ^ dans
ûT^—Tt^, 37i/2]) (observer la discontinuité de la section indutie par le relèvement le

Fig. 11.2

long de /3). Dans S considérons les surfaces à coins Si=ûT1 ([371/2, + oo[) de bord T^ et
S^U^U^U^U^Uû- 1 G-oo,-7T/2]) (voir ̂ .11.3).

Fig. 11.3

On recolle S i et 82 en identifiant ?i et T^ par le relèvement adéquat de F, et ^3 et 7^
par le relèvement adéquat de R (voir/?g. 11.4).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



590 R. PÉREZ-MARCO

F
<——————>

B

~ R ~
U ^————^ l3

S2

Fig. 11.4

On obtient ainsi une surface y\ pour la structure complexe héritée, l'intérieur de y
est une surface de Riemann, y est à bord pour A< + oo et ouverte pour A= + oo. On
identifiera quant aux notations un point de S^ U S^-^-T^ et son image dans y.

b) CONSTRUCTION DE LA DYNAMIQUE. - Sur une partie de y, y- ^~', on définit une
dynamique continue g : y — ^T -> y et univalente sur y — y . Soit ̂  le carré fermé dans
C de sommets ZQ, ZQ+ 1, ZQ+ 1 +^ zo+L on P0^ ^r=7t- l W (voir/^. 11.5).

li

<——————<——————<-
•^——————^——————rf-

<<——<——

-<——<——
<——<——

^q
^ •<—<——

<—————^——————^

l2

\

Fig. 11.5
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Alors il existe une unique

' y-J^->y

z^z'=g(z)§''

591

continue et univalente sur y — y telle que

{\a{z)-a(z')\<K

\ n{z')=K(z)-\

sauf dans les deux cas suivants,

• 0<û(z)^7i/2, Re7i;(z)e[0, 1], Im7c(z)>l, où on a

a (z') e [ - 7i/2, 7i/2], n (z7) = F (n (z)) - 1.

• 37r/2^a(z)<27t, Re7i(z)e[0, 1[, où on a a (z') e [ - 7i/2, 7C/2], n ( z ' ) = R (n (z)) - 1.
Remarquons que la seule zone où la récurrence est possible est contenue dans

n~1 (J^)r}a~1 ([—n/2, n/2]). Ceci constitue la remarque fondamentale qui donne le
lemme II. 1.1 duquel se déduit la propriété II. 1.1.

c) UNE PROPRIÉTÉ DE LA DYNAMIQUE. — On note pour aeC et r^O,
C(û, r )=={zeC; |z-a[=r}, et m la partie entière de (l/27i)loga+C. Considérons la

Fig. 11.6

courbe / sur y définie par (voir/^. 11.6),

^(Tr-^CCzo, a^nâr'a-^^Trw, - n/2] U [3 71/2, 3 n/2 + 2 n m]))

U^'^-Tt^^TrW, 371/2+27TW}))

U (71-1 ([zo - ï'a2, F (zo) - <oc2]) H û-1 ([7i/2, - îi/2])).
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Soit ^ la composante connexe de ̂ -(^ U 0 contenant une partie de T^. On a alors
la propriété suivante :

PROPRIÉTÉ II. 1.1. - // existe C(a) constante ne dépendant que de a, telle que si ̂ C(a),
zç^ et pour O^i^g1 (z) e ̂ ; ûto^ pour 0 ̂ / ̂  [^/C (a)], F7' (71 (z)) e ̂ f.

La démonstration repose sur le lemme :

LEMME II. 1.1. — // existe C(a) constante ne dépendant que de a telle que si ze<97, et
z t K ~1 (e^f) 0 à? ~1 ([ - 7t/2, Ti/2]) â/or^ il existe 0 ̂  ; ̂  C (a) ^/ ^6? g1 (z) <^.

Démonstration. - C'est clair, on peut prendre C(a)=4oc2. Un meilleur choix serait de
l'ordre de 2 a2 + a. D

Démonstration de la propriété. - Soit C(a) donné par le Lemme. Alors pour
O^^-C(a), 7i;(^(z))e^f. Or p^O itérations de z par g restant dans
7i ~1^) C\a~1 ([-Ti/2,7i/2]) correspondent à au moins [p/2a] itérations de n (z) par F
restant dans e^f, d'où le résultat. Remarquons que pour le choix C (a) = 4 a2 on a même

Max ImF-^z)):^. D
0^j^[n/C(a)]

d) ESTIMATIONS DE MODULES D'ANNEAUX. — On considère la situation où A ̂  K a, avec
K^2. On fera la construction toujours dans ce cadre.

Pour 0 < h ̂  A on pose

A/,={ze^; |Re7i(z)-(Rezo+a)/2|^l/2^Im7c(z)^Imzo+/î}.

On considère le domaine annulaire U^=^<-A^, soit M^=ModU^ son module. On
montre dans l'annexe 1 que, pour h> 1,

M^a-^+^-loglog^^-C.
271

2) Application aux germes

Soit a > 2 et F e S (a) un germe holomorphe. L'espace U S (a) étant compact, il existe
aeT1

CQ telle que pour Imz^Co et ^==Imz,

|F(z)-z-a|^ô,
|DF(z)-l|^8,

où 8 a été introduit au début de 11.1.
Le lemme 11.2.1 ci-dessous montre

^(z^z-al^ô^-2"^^,

^(z)-!!^^-2^-^.
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LEMME 11.2.1. (Lemme de Schwarz). — Soit g:îï -> C holomorphe, Z-périodique et telle
que

lim g(z)==0.
Im z -»• + oo

Si pour Im z ̂  Co, | g (z) | ̂  C, alors pour t = Im z ̂  Cç,

^(z^c^^o).

Démonstration. — C'est le lemme de Schwarz appliqué à 9(w)==^(z), w=e2nlz. D
On veut construire GeS^oT^à partir de F de façon que F on ait

PROPRIÉTÉ 11.2.1. — // existe C(a) constante ne dépendant que de a, telle que si ̂ C(a),
zeH et pour Q^i^n, Gl(z)eH; alors il existe z'eH tel que :

1. Pour 0^7^[w/C(a)], F^zQeH.
2. Max Im G1 (z) ̂  a-1 Max Im F^ (z') + (1/2 n) log log (é> a) - C.

O^i^n 0^j^[n/C(a)]

Donc quitte à considérer zi-^F(z+;Co)—îCo au lieu de F on peut supposer Co=0.
On fait la construction fondamentale avec ZQ=O et A== + oo. On obtient alors une surface
de Riemann y homéomorphe à C*. On a lim M^= + oo donc y est biholomorphe à

h -»+oo

C* ou à D* (en fait on peut montrer qu'elle est biholomorphe à C* mais ceci ne nous
importe pas). Soit k : y -» C* un plongement de y tel que
• lim Â:(z)=0.

Im n (z) -»• + oo

• Dc:Â:W et ^(^-^000^0.
On a fe(J^)^|D=0, donc si /^Â:"1^, on peut choisir GeS(-a~1) tel que

p°G=g°p. La propriété II. 1.1 de la dynamique de g donne le point 1 de la
propriété 11.2.1 en prenant zeH tel que z^Ti^z). Soit z'^^z). Il existe O^io^n tel
que ^(z'^eA^, avec A+ 1/4= Max ImF^z^l. Alors en appliquant le lemme ci-

0^j^[n/C(a)]

dessous

ImG^z^a'"1/^ —log log (é? a)-C,
271

ce qui donne le point 2 de la proposition.

LEMME 11.2.2. - Pour h>0,

P (Ah^îîa'^+a/Inîlog^eoO-C-

Démonstration. - Pour l<h, fe(A^) est contenu dans la composante bornée du
complémentaire du domaine annulaire k (U^) et

mod^U^mod^-M^a-^+^loglogOpoO-C.
27C
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La solution du problème extrêmal de Teichmùller (voir [Ahl], p. 47) donne

e2" mod W < 16 ( ———!——— +1\
~ \MsiX\k(z)\ )

Z 6 A/,

(où on s'est servi de k(y-ÔU)^0). Pour a ou a~1 h grands le résultat en découle, pour
a et a~1 h inférieurs à une certaine valeur il suffit d'augmenter la constante C. D

3) Application aux difféomorphismes du cercle

Pour a^L et FeS(a, A), A^L/^3, et A^Ka, K^2; on va construire
GeS(-a~ 1 , AQ, avec A^a^A+O/^TOloglog^oO-C de façon qu'on ait :

PROPRIÉTÉ 11.3.1. - // exise C(a), constante ne dépendant que de a, telle que si ̂ C(a),
zeB^, et pour O^i^n, G'^eB^; alors il existe z ' e B ^ tel que :

1. PourQ^j^n/C^P^z^eB^
2.

Min l lmG^l^a^A+C.
O^i^n

D'après les estimations de l'annexe 6, il existe Cç telle que, si A>C(), pour zeB^.ço,
Imz^O, ^=Imz+A,

^(z^z-al^ôé?-2^-^,

^(z^l^Sé?-2"^-^.

Donc quitte à supposer au début L' ̂  Cç + 3 et à échanger A par A — Cç on peut supposer
Co=0.

On fait la construction fondamentale avec ZQ= —;A. On obtient ainsi une surface à
bord y. On complète la construction en la faisant aussi de façon symétrique par rapport
à la droite réelle. On obtient une surface à bord y. En recollant y et y suivant
TT'^R) Plu"1 ([-71/2, 7i/2]) par le relèvement de l'identité on aboutit à une surface de
Riemann se homéomorphe à un cylindre. La conjugaison complexe induit sur se une
involution antiholomorphe et s^ ne peut être biholomorphe qu'à C/Z ou à un anneau
de module fini (elle est en fait biholomorphe à C/Z mais ceci ne nous importe pas).
Considérons un plongement k'.sé -^A:(^)c=C/Z tel que fc(a/2)=l/2, k(!'^)czR/Z et
Â:(^)cadh(H/Z). On a ^=UA donc mod k W = mod ̂  = M^. La solution au problème
extrêmal de Grôtzsch (voir [Ahl], p. 47) donne

MA = mod E ° fc W ̂ -1-log (4 R)
271
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avec R=Min|z | où C^ est la composante connexe non bornée de C-E°k(^). Donc si
zeC2

A^a^A+O^T^loglog^oO-C, compte tenu de la minoration de M^ donnée aupara-
vant, on a D^A'c=C-C2. Soit B^c=^-1 (% \J^U\ avec ^=Â:~1 °n où îc:C->C/Z est la
projection canonique.

On peut choisir GeS(-a~1 , A') tel que p°G=g°p. Comme avant, le point 1 de la
propriété découle de la propriété de la dynamique de g en prenant z'eB^ tel que
z ^ n - p ^ z ) . Soit z"=p(z). Il existe O^io^n tel que ^o(zo)eAi. Du lemme qui suit on
déduit

l lmG^l^a^A+C,
d'où le point 2.

LEMME 11.3.1. — On a
MaxIlmÂ^AOl^a^A+C.

Démonstration. - Soit /=Max|E°fe(Ai) |>l . Par la solution au problème extrémal
de Teichmùller déjà mentionné on a

/ 2nA' \
^^I^IÔJ - — — — + 1 .

Or on a M^ ^(l/27ï:)loglog(^a)-C, donc en prenant L assez grand au début on a

^C^2n(A'-M^

Or
/= ^2n Max | Im k (A^) | < Q ̂ 2n (a- 1 A+C)

d'où le résultat. D
Quitte à prendre au début L assez grand, on a le lemme suivant que l'on utilisera

dans la suite :

LEMME 11.3.2. — // existe 0<p< l , constante universelle^ telle que, si z'eB^,
a/21 ̂  pa, et a ̂  L alorsv

[Imz^lImÀ^I^Minj^^lImz' lV

Démonstration. - On considère un anneau A dans C délimité par des cercles concentri-
ques de centre a/2 de rayon interne pa et de rayon externe a/3 par exemple, z est
contenu dans la composante bornée du complémentaire de A. Soit A' l'anneau tel que
K^ÇA^^A et qui contient 1/2 et z" dans la composante bornée de son complémentaire.
1 est contenu dans la composante non bornée de A1. Or, le module de A' est le même
que celui de A, qui est aussi grand que l'on veuille en prenant p assez petit (car a^L).
Donc la solution au problème extrémal de Teichmùller donne la majoration par 1/2.

Pour la majoration par l/2|Imz'| on fait le même argument en prenant le cercle
intérieur de rayon de l'ordre de [Imz'l et centré sur l'axe réel. Alors la composante
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bornée du complémentaire de l'anneau A' correspondant contient z" et un point de l'axe
réel. La deuxième majoration découle. D

4) Fin de là démonstration

On va itérer la construction précédente pour obtenir des difféomorphismes du cercle
analytiques ou des germes non linéarisables et sans orbites périodiques.

Pour les difféomorphismes du cercle, on se donne Ao==A^I/ et a e R — Q , (A^^o et
(^n)nïo étant les suites associées, vérifiant les conditions :

(i) V/^0, K^A^,

(ii) V/^0, L^A^a.A^i+^-loglog^^-^-C,
271

(iii) V /^ l , a.A^+C^par-1!,
(iv) V/^0, a^L,

avec les constantes choisies convenablement en accord avec les lemmes précédents. Pour
les germes on prend A^= + oo, on notera S(o^, + oo)=S(o^).

Soit 72^0 et 0^/^-t-l. On construit F^eS(o^, A^) (germe ou difféomorphisme) de
la façon suivante :
• Fn^+l^^+^+l^^+l^n+l)

• Pour O^l^n supposons construite ^^£8(0^+1, A^i). On pose

iî ^==J ^^ll^t^+i si ^i"4"1
r n, l +1 W ) — T7 ( — 7\ 4- n ci F == — 1[ r « , ï + l V 2^ârî+l sl ^+1 1

Alors à ?„ ^+ieS(a^1 , A^i) on associe G^ ^eS(-a^, A^) par la construction fonda-
mentale, pour a^a^^L dans le cas des difféomorphismes du cercle, et A = A ^ + i . On
pose finalement F^ j == — G^ j ( — i).

On peut supposer dans la suite que a=ao. On pose F^=F^ ̂ eS(a, A).
A partir des propriétés démontrées on a les propositions suivantes. Pour les germes

PROPOSITION 11.4.1. - Pour n^O il existe M(n)^ 1, constante ne dépendant que de n et
de a (mais pas de n'), telle que, si n'^n et zeH sont tels que F1^ (z) çH pour 0^i^M(n);
alors

1 "Max ImF^(z)^D^— ^ P^loglog^ar^-C.
O^i^M(n) 271 f = o

Pour les difféomorphismes

PROPOSITION 11.4.2. — Pour n^O, il existe M(n)^l, constante ne dépendant que de n
et de a (mais pas de n'), telle que, si n"^n et zeB^ sont tels que F^(z)eB^ pour
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0^i^M(n); alors
Min |lmF;,,(z)|^==2-».

O ^ i ^ M ( n )

Démonstration 11.4.1. - Soit M^1 et zeH tels que F^(z)eH pour O^'^M. On pose
ZQ=Z et Mo==M.

Soit 0^/^77, supposons construits z^eH et M^ 1, tels que F^ ,^)eH pour O^'^M^
Si M^C(o^) en utilisant la partie 1 de la propriété 11.2.1 on obtient z^eH tel que
FÎ.^+l(^+l)eH pour O^^M^i=[M^/C(oc^1)]. Donc en prenant M assez grand,
M^MOî), on peut continuer la récurrence jusqu'à l'ordre l==n+ 1 et obtenir z^+i eH et
M^i^l tel que F^^i(z^i)eH pour O^^M^i.

Si /^== Max ImF^ ̂ ) en utilisant la partie 2 on a
O^i'^Mj

^^a^ï+i+.-loglog^ar^-C
271

+00

et par récurrence descendante on a Ao^H» (en utilisant ^ P^i ̂ C). n
1=0

Démonstration 77.4.2. - Comme dans la démonstration précédente, en utilisant le
point 1 de la propriété 11.3.1, on construit pour 0^/^+1, z^eB^ et M^l tels que
7^, (z^) e B^ pour 0 ̂  ; ̂  M^. Ceci est possible dès que M ̂  M (n).

On pose ji= Min |ImF^^(z^)| pour 0^/^+1. En appliquant le point 2 de la
O^i^Mi

propriété 11.3.1 on a 0<Y^a„- lA„+l+C^pa„_\.Puis par récurrence descendante en
appliquant le lemme II. 3.2 pour O^l^n- 1 (la première fois on utilise la majoration par
V2» Yn' i^l/2, et puis après on utilise la seconde majoration, Y^(l/2)y^, . . .) on a
y^ 2 ~(" ~ ° et on a le résultat. D

On considère la suite infinie (F^o. Soit F un point d'accumulation de cette suite
(S (a. A) est compact). Et soit finalement/tel que/°E=E°F. Dans le cas des germes si
a^' on a lim D^= +00 et on montre que/vérifie le théorème 1. Dans le cas des

n -*• + oo

difféomorphismes du cercle on a lim <^=0 et on montre que/vérifie le théorème 3.
n -*• + oo

Quitte à extraire une sous-suite on peut supposer que la suite elle-même est convergente.

Démonstration du théorème 2. - Soit zeH dont les itérés positifs par F restent dans
H. Soit H^O arbitraire. Il existe n^O assez grand tel que D^H+1. Maintenant il
existe n'^n assez grand tel que :
• n'^n.
• PourO^M(^), IF^-F^Z)!^!.
• Pour O^M(^), F^(z)eH.
Alors la proposition 11.4.1 donne l'existence de O^^^M^) tel que

ImF^(z)^D^H+l, donc ImF^z^H. D
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Démonstration du théorème 1. — Soit z e B^ dont les itérés positifs par F restent dans
B^. Soit A>0 arbitraire. Il existe n^O assez grand tel que 0<d^<h/2. Maintenant il
existe n'^n, n' eA, assez grand tel que :

• n'^n.
• Pour 0 ̂  i ̂  M (^), | F;,/ (z) - F1 (z) \^h/2.
• Pour 0 ̂  i ̂  M 00, F^ (z) e B^.
Alors la proposition 11.4.2 donne l'existence de 0^iQ^M(n) tel que

|lmF^(z)|^^/z/2, donc ImF^z) \^h. D

III. Démonstration du théorème 3

1) La construction de Yoccoz pour les germes

a) Description de la construction. — La première partie de [Yl] est consacrée à donner
une nouvelle démonstration du théorème de Siegel-Brjuno. On y introduit une construc-
tion qui est fondamentale pour la démonstration de la réciproque. Ici, on se servira de
cette construction que dans le sens direct du théorème de Siegel-Brjuno. On reprend
dans la suite la construction de Yoccoz.

On part de FeS(a). On construit par récurrence une suite (F^)^^o? ^neçï(clin)' On
obtient le germe de F^+i à partir de celui de F^ par une construction géométrique de
Douady et Ghys (voir [D]). La version quantitative de cette construction nécessite un
comportement de F^ avec des faibles non linéarités, c'est-à-dire proche de la translation
zi-^z+a^. Ceci se produit à une hauteur suffisamment grande. La dynamique de P^+i
reflète celle de F^ pour la zone de partie imaginaire supérieure à une certaine hauteur de
coupure ^.

Pour FeS(a), neZ et e= ± 1 on définit

P.s(F)=-
F (z) + n si s = — 1

— F ( — z) — n si c=l

alors P^, (F) e S ( - e (n + a)).
On pose FQ=P_^ _^(F)eS(ao). Supposons construit Fy,eS(oCn). On prend ^ tel que

l'on ait l'estimation fondamentale qui rend possible la construction, à savoir, pour
Im z ̂  ̂ ,

|F^(z)-z-aJ^^/4,

|DF^(z)-l |^1/4.
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Ce sont uniquement ces estimations qui restreignent le choix des ^. Soit /==[^, +?oo]
et l'=[it^ PnW]' Alors /U // U ?„(/) forme le bord d'une bande ouverte ̂  de C (voir
fîg. III.1).

a_^

U. FnO)

Fig.III.

On recolle les bords de ̂ , / et ?„ (/), par F^ et on obtient une surface à bord v^. Son
intérieur v^ est une surface de Riemann pour la structure complexe héritée de ̂ . Elle
est biholomorphe au disque ouvert pointé. En relevant au revêtement universel on aboutit
à une application holomorphe injective L^ : ̂  -> C se prolongant de façon continue à
^ et telle que si ze/,

4°F^(z)=4(z)+l.

Quitte à rajouter une constante universelle à ^ on montre que L^ se prolonge analyti-
quement de façon injective sur ̂  = { z e C; | Re z | ̂  1 Im z ̂  ̂ }. Sur ̂  0 F^~1 (^), L^
conjugue F^ à la translation T, pour ze ̂  Pi F^~1 (^),

T°4(z)=4°F^(z).

Sur ^PiT(^), l'application L^ conjugue T~1 à une application holomorphe G^,
pourze^nT(^),

G^U^L^T-^z).

On montre que l'application G^ ainsi définie s'étend à H tout entier, de façon que sa
restriction à H est élément de S(-oÇ1).

Pour terminer on pose F^=P^^^(GJeS(a^i).
La dynamique de F^+i à une hauteur û^+i correspond à celle de F^ à une hauteur

d^t^ Le lien entre d^ et f4+i est donné par l'estimation sur L^ ([Yl] 1.3.5. (7)), pour
ze^r,,

Imz-^-C^aJmL^(z)^Imz-^+C.
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Plus précisément à tout zeH on associe une suite (z^^o- On P°se ZQ=Z. Si
^==Imz^^ on prend z^ tel que z^—z^eZ et O^Rez^<l, puis z^+i=L^(z^). La suite
(Zn)nïo est î̂1116 ou infinie selon les propriétés dynamiques de l'itération de z par F.

A partir de l'estimation précédente et par récurrence on a, pour n ̂  0,

D^-C^^D^C
avec

n-î

U.=P.-^+SP,-iO.
j'=o

La dynamique de z^ par F^ reflète celle de z par F. C'est ceci que traduit la proposition
suivante (c'est essentiellement la proposition 1.3.6 de [Yl]).

PROPOSITION III. 1.1. — Si zeH et s'il existe m^O tel que F^z^H, alors la suite
(z^^o est finie et a moins de w+ 1 points.

On déduit une condition suffisante de linéarisabilité.
-1-00

THÉORÈME III. 1.1. - Si on peut choisir la suite (^)n^o te^ ̂  S Pn-i ^n< + °° a!ors

n=0

F est linéarisable.

Démonstration. - Prenons zeH tel que
+00

Imz=rfo>S Pn-i^+C-0+C.
n=0

D'après l'inégalité précédente, pour n^O, d^t^ et z^ est bien défini.
Ainsi la suite (z^)n^o associé à z est infinie et par la proposition précédente pour

tout weZ, F^z)^!. Ceci démontre l'existence d'un disque de Siegel contenant
Dce-2"^. D

Remarque. — On peut montrer facilement (voir lemme III.2.2) que l'on peut toujours
+00

prendre ^(l^î^loga^+C. La condition ^ Pn-i^< +°o devient alors la condition
n=0

de Brjuno, et le théorème de Siegel-Brjuno est ainsi prouvé. D'ailleurs dans l'annexe 2 on
démontrera une généralisation du théorème III. 1.1 sans utiliser la proposition précédente
(théorème V.2.1 sur le contrôle de la diffusion).

b) CORRESPONDANCE D'ORBITES PÉRIODIQUES. — Dans la démonstration du théorème 3
on aura besoin de la proposition suivante pour contrôler la correspondance orbitale dans
la construction. On démontrera ceci dans l'annexe l.e.

PROPOSITION III. 1.2. — Soit n^O. Si F^ a un point fixe de hauteur h^ alors F a une
orbite périodique de nombre de rotation pjq^ dont les hauteurs des points sont comprises
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entre H^ - C et H^ + C avec
n-l

H^-A+E p,-^.
j=o

2) Démonstration du théorème 3

à) CHOIX DES ^. — Comme on l'a déjà mentionné on peut toujours prendre
^(l^T^logoÇ^+C. Si l'on tient compte de la structure géométrique de F^ on montre
dans ce paragraphe que l'on peut prendre mieux, ^(l/l^loglog^oÇ^+C, si F^ n'a
pas de points fixes. Considérons FeS(a), 0<a< 1/2, F sans points fixes. Il faut prouver

PROPOSITION III.2.1. — 77 existe une constante universelle C telle que, si F est sans point
fixe, on ait pour Im z ̂  (1/2 n) log log (e a~1) + C,

|F(z)-z-a|^a/4,"
|DF(z)-l |^1/4.

Remarque. - Si F a des points fixes et A ^ O est la plus grande hauteur d'un
point fixe, en appliquant la proposition à z\—>^(z^-ih)—ih on a, pour
Iniz^Cl^TOloglog^a'^+A+C,

|F(z)-z-(x|^a/4,
|DF(z)-l|^l/4.

Donc on peut toujours prendre ^(l^T^loglog^oÇ^+^+C, où h^ est la plus
grande hauteur d'un point fixe de F^.

Démonstration. — F s'écrit F (z) = z + a + (p (z) = z + a e^(z), où (p et \|/ sont Z-périodiques
et lim (p (z) = lim v|/ (z) = 0. Par compacité de U S (a) il existe C telle que pour

I m z - » + o o I m z - > + o o r^i
Ot 6 1

Imz^C,
|D(p(z) |^1/4,

|(p(z)|^l/4.

La première inégalité nous donne la deuxième estimation de la proposition. Pour
abréger on notera t == Im z. La deuxième inégalité nous donne, pour ̂  C,

l^^-ll^a-1^.
D'où

Re\|/(z)^Cloga~1.

Maintenant en appliquant le lemme 11.2.1 ci-dessous à 9 (w) = \|/ (z), w = e2"12, Q : Dg -> C,
avec R^"27^ et r=e~2nt, on a, pour /^Ci,

ReviK^I^I^ClogCa-1)^-2^
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Ainsi pour ^(l^^loglog^a'^+C, Re\|/(z)^C; donc |(p(z)|^Ca~1. Finalement
en appliquant le lemme 11.2.1 (lemme de Schwartz) on a, pour
^(l^^loglog^a-^+C, |F(z)-z-a|=|(p(z)|^a/4. D

LEMME III.2.1 (Lemme de Carathéodory). — Soit Q'.D^-^C continue et holomorphe
sur DR telle que 9 (0) = 0. Alors pour \ w | = r < R,

|9(w)|^-^- Sup Re9(M).
R-r | « | = R

Démonstration. — Posons m= Sup Re9(M) et r\(w)=Q(w)/(2m—Q(w)). On a
|u|=R

T| (0) = 0 et pour w e DR, | T| (w) | ̂  1 car l'image de 6 est contenue dans le demi-plan
{ Re u ̂  m}. Le lemme de Schwarz donne, pour | w | = r < R,

e(w) ^
|2w-9(w) |~R

Or l'ensemble des points ueC tels que \\u(2m-u)~1 | |^M<1 est un disque fermé,
symétrique par rapport à l'axe réel et contenu dans le disque fermé de centre 0 et rayon
2 m M (1 — M) ~1. Le lemme en résulte. D

b) FIN DE LA DÉMONSTRATION. — Donnons-nous a G R — Q tel que

^loglog^^^
n=l ^n

et FeS(a) non linéarisable. On fait la construction de Yoccoz en prenant
^(l^TOloga^+C, si F^ a un point fixe, et ^(l/^T^loglog^a^+C sinon. F est

+00

non-linéarisable donc ^ P^_i ?„= + oo. Or
w = o

1 n

— E ^-lloglog(^a^l)-C<+a),
2n i==o

donc il existe une sous-suite infinie (^j^i telle que F^ ait un point fixe,
^(l^loga^+C.et

+00

Z P^-iloga^^+œ,
k = l

ce qui donne (voir le lemme 1.2.1)
+^ log^+i ,
Z ————=+oo.

k=i q^
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On obtient une suite d'orbites périodiques (O^^i pour F. La hauteur des points de
Ofc est supérieure à

"fe - 1 k - 1

S P.^-C^l^loga^-C.
j=0 i=0

Le résultat en découle.

Remarque. — Si on fait la construction de Yoccoz en prenant

^ - log logO-oc^+^+C,
271

(voir la remarque précédente), on rappelle que h^ désigne la plus grande hauteur d'un
point fixe de F^, et / ° E = E ° F, on peut donner un énoncé plus précis du théorème 2,
qui apparaît alors comme une généralisation du théorème de Siegel-Brjuno.

THÉORÈME 3 bis. - Soit aeR-Q tel que

^loglog,^^ /(z)=^+^),
n=l qn

À, = ̂ 2mot avec les notations précédentes^
+00

• 5';' ^ P^_i /^ .<+oo alors f est linéarisable.
j=o
+00

• Si ^ P^_i hj= + oo alors f est non-linéarisable et on a une suite d'orbites périodiques
j=o

qui accumulent l'origine.
Plus précisément si h^>0 on a une orbite de nombre de rotation pjq^ dont la distance

des points à l'origine est comprise entre ^-2ÎI(Hn+c) et ^"^"n"^ avec
n ^ n

H»= Z P,-i^+— E P,-iloglog(ea71).
271 ,=o

3) Sur les domaines de linéarisation

On veut ici discuter, à nombre de rotation fixé, quel est le « plus petit » domaine de
linéarisation possible. Ce domaine est toujours non vide (et donc le problème a un sens)
pour des germes arbitraires seulement si a e ̂ , et pour des germes sans orbites périodiques
que lorsque ae^'.

Les résultats de Yoccoz sont beaucoup plus précis que la seule optimalité de la
condition de Brjuno : II détermine, à une constante universelle près, la « taille » minimale
du domaine de linéarisation à nombre de rotation fixé et montre qu'elle est nulle, c'est-
à-dire qu'il existe des germes non linéarisables, lorsque a^. Dans le cas des germes
sans orbites périodiques on peut établir ce même type de résultats.
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Rappelons le théorème de Yoccoz. On considère l'espace S^ des germes holomorphes
/(z)=À,z+^(z2), 'k^e271^, univalents sur D, muni de la topologie de la convergence
uniforme sur les compacts (l'espace S (a) défini auparavant est le revêtement universel
de SJ. Pour/eS^ on note R(/)^0 le rayon de convergence de l'application linéarisante
de/, soit A(z)=z+^(z2), telle que

/r^/o/^^z.

Naturellement R(/)=0 si et seulement si/est non linéarisable. Finalement soit

R(a)= InfR(/).
/eSa

Considérons la fonction 0 définie en L2.b. On a

THÉORÈME ([Yl)]. - 57 <D(a)< + oo alors R(a)>0 et

|<D(a)+logR(a)|^C,

où C est une constante universelle.
De la même façon considérons l'espace S^cS,, contenant les applications de S^ sans

orbites périodiques dans D, et
R°(a)= InfR(/).

/eS?

On peut établir de la proposition 11.4.1 utilisée convenablement et le théorème V.2.1
le théorème suivant qui montre que la fonction ^F, définie aussi en L2.b, correspond à la
fonction <I> et donne l'ordre de grandeur minimal de la taille du domaine de linéarisation
pour les applications sans orbites périodiques.

THÉORÈME III.3.1. - Si v|/(a)< + oo alors R°(a)>0 et

|^(a)+logR°(a)|^C,

où C est une constante universelle.
Comme commentaire à ce résultat signalons qu'il donne un critère d'existence d'orbites

périodiques au voisinage d'un point fixe pour certaines applications : En effet si l'on a
\|/(a)< + oo et si/eS^ a un domaine de linéarisation plus petit qu'une certaine taille ne
dépendant que de a, alors/a au moins une orbite périodique dans D*.

IV. Germes polynomiaux

1) Cas des polynômes quadratiques

Pour prouver le théorème 4, nous nous servirons du théorème suivant qui est dû à
Yoccoz et qui n'a pas encore été publié.
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THÉORÈME IV. 1.1 (Yoccoz). - Si a^ le polynôme quadratique P,,(z)=À<z+z2,
'k=e2nw, a une suite d'orbites périodiques qui accumulent l'origine.

Plus précisément si a<^, pour s>0 il existe C(e)>0, constante ne dépendant que de
s>0, telle qu'il existe une infinité de bonnes réduites pjq^ (se reporter à la partie
arithmétique 1.2.6 pour sa définition) telles que P^ a une orbite périodique de nombre de
rotation/?^ dont la distance des points à 0 est inférieure à C(s)^~8 avec r^=e~2^,

Kn=J- ZP.-ilogoe/1.
2n j = o

L'intérêt de ce théorème est de montrer qu'il y a des orbites périodiques qui accumulent
0 et pas seulement des points périodiques, ce qui est une conséquence directe du fait que
pour a^ on a P^ non-linéarisable (Yoccoz 87, voir [Yl]) et que l'ensemble de Julia
d'un polynôme est l'adhérence de ses points périodiques répulsifs.

Puisque pour a<^ on a P^ non linéarisable, le cas où ae^'-^ est réglé par le
théorème 3 qui est général pour les germes non linéarisables.

Il reste à étudier le cas où a^7. La démonstration est basée sur les contre-exemples
non linéarisables construits dans [Yl]. Rappelons que si a<^ alors on a une infinité de
bonnes réduites (lemme 1.2.2). Lorsque a<^, on construit dans [Yl] un germe holomor-
phe/(z)=À,z+^(z2) défini et injectif sur D, ayant pour toute bonne réduite pjq^ de a
une orbite périodique de nombre de rotation pjq^ tel que

et pour O^i^qn,
Fqn(z^=z^p„

ImF^zJ^-C,

où on rappelle, K^=(l/27i) ^ R^logo,"1.
1=0

On se place dans le cadre de travail de [Yl] II..4 où on montre que si a<^ alors
P^(z)=À-z+z2 est non linéarisable. Le début de la démonstration (lemmes 1 à 4) est le
même et est destiné à obtenir des estimations uniformes (lemme 4).

On note S l'espace des applications univalentes sur D s'annulant en 0 et de dérivée de
module 1 en 0. L'espace S est compact pour la topologie de la convergence uniforme sur
les compacts.

On pose ^=Di3/36. Pour fe S, ûe]0, 1] et beC, on pose

/^)=^-l/(^)+^2.

On définit ̂  ,, ,={z€Di/3;/^(z)e^}. On a,

LEMME IV.1.1. - PourfeS, ae]0, 1] et beC, |6|^10, OT, i^f,a,b.fa,b) est à allure
polynomiale de degré 2.

Remarque. - On rappelle que ceci signifie (voir [DH]) que i^ et ^^ ^ ^ sont des
ouverts simplement connexes de C tels que ̂  ^ ^ soit relativement compact dans ̂  et
que/^ fc : ̂  ̂ b-"^ est holomorphe et propre de degré 2.
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Démonstration. — II suffit de considérer le cas où a=\ [en effet si /eS alors
z \-> a~1/ (az) est dans S].

Comme/i ;,eS on a (zwr [Du]), pour zeD,

I^^TT^—1-,»-1=(1_],|)2-

Donc, pour [ z | = 1/3, | f^ (z) | ̂  3/4. Et pour | è | ̂  10 et | z | = 1/3,

l^10^3.1 ' 9 36 4

Donc ^f,i,b est relativement compact dans iT, /^f,l,b=fllb(/^) et

fi,b''^f, i,b -> ̂  est de degré 2 par le théorème de Rouché. Il reste à voir que
^/.i,fc est connexe (alors la simple connexité découle du principe du maximum).
Sinon, soit i^[^ la composante connexe contenant 0. Elle est simplement connexe et
f^b'-^b-^^ est un biholomorphisme. Or /i,b(0)=0, |/ /l,fc(0)[=|?l|= 1, et
i^\ ̂ c^, l'inclusion étant stricte, contredisent l'invariance du module d'un domaine
simplement connexe pointé par biholomorphisme. D

On va adapter dans ce cadre le théorème de Douady-Hubbard de rectification des
applications à allure polynomiale (voir [DH]). On prendra dans la suite de ce préliminaire
(jusqu'au lemme 4 inclus) b à valeurs dans le compact F = { z e C; 10^|z|^ll}.

On considère T| une fonction de classe C°° sur R à valeurs dans [0, 1], valant 1 sur
]-oo, 1/3] et 0 sur [13/36, 4-oo[.

On définit ^^:C->C par, pour z e C,

7,,,(z)=r|([z|)/,,,(z)+(l-r|(|z|))(^z+Àz2).

SurDi/3,7^=/^.
Sur C-Di3/36,7^(z)=?iz+^z2.
Lorsque a tend vers 0,fa,b converge uniformément sur D^/3 vers zi-^À,z+fcz2 de façon

uniforme en / et b, donc 7, ^ converge uniformément sur C pour la C°°-topologie vers
zi-^À,z+6z2. Donc on déduit,

LEMME IV. 1.2. - // existe û?oe]0, 1] et k:[0, a^} -> [0, 1[ continue telle que /r(0)=0, et
pour tout /eS, beT, ûe]0, â^], /^ est un revêtement ramifié de degré 2 de C et, pour
1/3 ̂ M^ 13/36,

-^(z) ^k(d) -^.(z).
Sz oz

Soit ae]0, â?o]. Maintenant transportons la structure complexe standard OQ sur C-i^
p2iT Ta,b' Sur i^~i^f,a,b on obtient la structure complexe 7a% ^o- P1118? P^ transports
successifs par J^ ^ on obtient une structure complexe a = a^ „ ^ sur C invariante par
7a,b5 avec c^^a,fc=o^o sur C—i^ et sur n^î(^)- Le lemme 2 nous montre que

n^O

4e SÉRIE - TOME 26 - 1993 - N° 5



DYNAMIQUES HOLOMORPHES NON LINÉARISABLES 607

la dilatation de CT par rapport à <7o, de forme de Beltrami H=|^- ,a ,b, est majorée par
k(à), puisque sur 1^f,a,b^7a,b est holomorphe. Par le théorème d'AhIfors-Bers on peut
rectifier la structure complexe ^f,a,b P^ un unique homéomorphisme quasi-conforme
(p=(p^b:C-^C, (p*CTo=a^^,avec
• Pour presque tout z e C, | (8/8z) (p ( z ) / ( 8 / S z ) (p (z) | = | ̂ , | ̂  fe (û),
• (P(0)=0,
• (p (z) — z bornée,
• (p holomorphe sur C — ̂ ,

(wîr [Ahl], p. 91, théorème 1 et démonstration, ici H est à support compact).
On obtient (p/,a,b holomorphe sur C—^, car dans ce domaine Oy ̂  ,&=<7o- ^n a

aussi,

LEMME IV.1.3. — PoMr zeC, (p0/^0^"1 (z)=À-z+éz2.

Démonstration. — L'application (p0^,;,0^"1 est un homéomorphisme local au voisi-
nage de tout point distinct de l'image par (p du point de ramification de J^ ̂  II laisse
invariante la structure complexe CT(). C'est donc une application holomorphe de degré 2
de C dans C. On peut l'écrire À/z+é'z2 .

On a À, = À.7 car le multiplicateur d'un point fixe d'un difféomorphisme holomorphe est
un invariant topologique lorsqu'il est de module 1 (d'après [N]). Dans le cas quasi-
conforme on a une démonstration plus simple de ce fait (voir [Yl], 11.1.6).

On a finalement b=b' par la propriété (p(z)—z borné, qui montre que (p établit une
conjugaison du bassin attracteur du point oo avec dérivée 1 à l'infini. D

Pour finir ces préliminaires, considérons la famille d'homéomorphismes quasi-
conformes ((py a b)fes- ^es éléments de cette famille fixent 0 et oo, et sont univalents sur

f c e T
C\^, de dérivé 1 à l'infini ((p (z) — z bornée), donc on a des estimées uniformes en / et
b pour les images d'un troisième point dans C - i^. Donc (voir [Le]) on a une famille
normale d'homéomorphismes K (^-quasi-conformes, avec K(û)=(l +fe(û))/(l -k(à)). Il
vient

LEMME IV. 1.4. — 77 existe une constante C (a) >0 ne dépendant que de a, telle que,
pour z^, z^eD on ait

Ika^^-^a^^l^C^lz.-Z,!1^^.

Soit aeR-Q, a^^ et se]0, 1[. Fixons dans la suite ûe]0, ao\ tel que \/K(a)^ 1 -£ [on
a limK(û)=l].

a -<• 0

Prenons pour/e S le contre-exemple de Yoccoz dont on a décrit les propriétés au
début, et considérons /^ ^ pour b e D ̂  ̂ .

LEMME IV. 1.5. — a) II existe une constante C^=C^ (à) >0 et un entier N(a)^l tels
que pour toute bonne réduite pjq^ de a avec n ̂  N (a), on a une orbite périodique pour f^ o
de nombre de rotation pjq^ entièrement contenue dans Dç .
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b) Pour toute bonne réduite pjq^ de a, il existe â^>0, telle que pour tout &eD^, f^ ^
n'a pas de points périodiques de période q^ dans D^ .

Démonstration. — La partie à) découle des propriétés de/et de/, ̂ (z)=a~1 f(az). La
partie b) découle du fait que (fa,b)beDn est une famille compacte et les points périodiques
de période q^ fixé ne peuvent accumuler 0 qui est un point fixe de multiplicité 1. D

Dans la partie arithmétique 1.2 on a défini un ensemble infini A (a) de bonnes réduites
qui vérifiaient les conditions du lemme 1.2.2. On a

LEMME IV. 1.6. — // existe C^ = C^ {a) > C^ > 0 tel que pour tout n e A (a) et tout b e D^ i
l'image de Dç^parf^f, est contenue dans Dç^.

Donc /^% est bien défini sur Dç _ et toute orbite périodique de période q^ qui a un point
dans Dç a tous ses points dans Dç .

Démonstration. — Puisque éeD^ varie dans un compact, il existe une homothétie de
centre 0, de rapport constant universel, par conjugaison de laquelle f^ ^ devient univalente
sur D.

Alors, n ̂  1 étant fixé, pour démontrer le lemme il suffît de vérifier les hypothèses du
théorème V.2.1 sur le contrôle de la diffusion (Annexe 2./). C'est-à-dire,

K^ZlWogo^+C,
2Kj=o

soit
Pn-llOgO^^T^C+Co).

Or d'après la partie arithmétique (lemme 1.2.2), puisque a^\ ceci se produit pour
une infinité de bonnes réduites, ne A (a). D

Remarque. - C'est uniquement ici qu'intervient l'hypothèse a^7. On pourrait faire
le même raisonnement pour certains a^^, mais malheuresusement pas pour tous (pas
pour ceux pour lesquels la série de Brjuno diverge et ses termes sont inférieurs à une
certaine constante).

Finalement on montre,

LEMME IV. 1.7. - Pour toutn^N(ût), ^eA(a), il existe une valeur b^Y telle que
f^ ̂  ait une orbite périodique de période q^ dans Dç^.

Démonstration. — D'après le lemme IV. 1.6 il suffît de trouver un point périodique
pour/,^ de période ̂  dans Dç^.

Encore d'après le lemme IV. 1.6, si ^eA(a), pour tout fteDn,/^ est bien défini
surDc^.

Pour Z?eDn et zeDç^ on considère la fonction méromorphe de deux variables,

G,(b,z)=——z——.n v •> / „„ „ ^
fï^^-z
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S'il n'existe pas &„ e F tel que y^ ^ ait un point périodique de période q^ dans Dç ,.
alors G^ serait holomorphe sur {(&, z)eC2; Àef\ |z|<C\^}. Par la partiel du
lemme IV. 1.5, G^ est holomorphe sur {(Z?, z)eC2; [&|<11, |z|<4,}. Par le théorème
d'Hartogs on aurait que G^ est holomorphe sur {(b, z) e C2; [ b \ < 11, | z | < C^ ̂ }. Or par
le lemme IV. 1.5 fa, o a un point périodique de période q^ dans Dç^ si n ̂  N (û). Il donne
lieu à un pôle de G^, d'où le résultat. D

Démonstration du théorème IV. 1.1. — Pour zeD^ on a /^, ̂  (z) =7^ ̂  (z), donc au
voisinage de 0, ([) = (|)̂  a, & conjugue f^ à ^ z + bz2 = & ~1 P^ (bz).

Quitte à augmenter N(û)=N on peut supposer que pour ne A (a), ^N(û), on a
C^ r^l/3, et il existe ^eF tel que fa ̂  ait une orbite périodique de période q^ dont
tous les points sont dans Dç .̂ Son image par ()> est une orbite périodique de période q^
pour À,z+èz2 entièrement contenue dans D^^^-e d'après le lemme IV. 1.4. Or
10 ̂  | b \ ̂  11, donc on a une orbite périodique de période q^ pour P^ entièrement contenue
dans Dc^^-e. Ceci pour tout weA(a), w^N(û), d'où le résultat. D

2) Cas des polynômes structurellement stables

On rappelle la définition que l'on avait donnée de germe polynomial structurellement
stable. Pour d^3 on considère l'ouvert dense de

^,.={P(^)=^^+Û2^+ . . . + ;̂ (û2, . • ., ̂ eC"-1}^-1

dont le complémentaire est l'adhérence des polynômes ayant un point périodique indiffé-
rent non persistant, c'est l'ensemble des germes polynomiaux structurellement stables de
degré d. On dit qu'un germe polynomial de degré d est structurellement stable s'il est
structurellement stable de degré d.

Si P(z)=À-z+Û2Z 2+ . . . +0^, û^O, est un germe structurellement stable il existe
un voisinage V de P dans ̂  ^ tel que tout polynôme Q dans V est quasi-conformément
conjugué sur C à P, la conjugante quasi-conforme varie de façon holomorphe par
rapport au paramètre et a une dilatation uniformément bornée par rapport au paramètre
(^r[MSS],[ST],[Su],[DH]).

Maintenant pour démontrer le théorème 4 on se donne P structurellement stable et
on considère pour b e C,

Pb(z)=(À-z+z2)+Û2&z2+ . . . 4-^-^.

Pour &=0 on a Po(z)=Xz+z2 . Pour é^O,

^z^z^b-^Çbz)
^-^(éz)

avec Q,,(z)=À-z+(û2+é~1) z^û^z^ . . . +^z<
Pour |è|>B(P) on a Q^eV. Donc pour èe r={zeC; B(P)^[z|^B(P)+l}, Q ,̂ est

quasi-conformément conjugué à P. Plus précisément, pour b e F, il existe ̂  : C -> C telle
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que

^°Q.=P°^

avec b\->^ continue et pour b -> oo, ̂  -> idç. La famille (^ç r est une famille normale
et il existe C>0 et K^ 1, tels que, pour z^, z^ eD2,

l^-^I^Clz.-z^.

Remarquons aussi que <|>b(0)=0 car ^(O) est un point fixe indifférent de P par
l'invariance quasi-conforme du multiplicateur d'un point fixe indifférent, et si ce n'était
pas 0 il ne serait pas persistant.

Montrons maintenant,

THÉORÈME IV. 2.1. — Si a ̂  ̂  alors P a une suite de points périodiques qui tendent vers
0. Donc P est non linéarisable.

Démonstration. - Partons d'une suite (z^^o tendant vers 0, de points périodiques de
périodes (qn)n^o pour le polynôme quadratique P^.

On a vu que l'on pouvait prendre pour (q'n)n^o une sous-suite des réduites de a. On
n'utilisera pas ceci dans la démonstration de ce théorème. Remarquons que pour avoir
une telle suite de points périodiques il suffit de savoir que P^ est non linéarisable pour
a^.

On a pour ^0, |zJ<j^ avec lim ^=0. Fixons n^O tel que (B(P)+1)^<1 et
n -> +00

montrons qu'il existe &„ e F et w^ e C, | ̂  | < ̂ , tel que P^ (w^) = H^,.
Pour ^^1 fixé, il existe p^>0 tel que (P^"(z)-z)/z n'ait pas de zéros dans Dp^ pour

éeDfi^+i (b varie dans un compact).
Maintenant,

^ ., x zG^b,z)=
P^(z)-z

est une fonction méromorphe des deux variables (é, z) dans un voisinage de
^B(P)+I x 0^. En raisonnant par l'absurde, on a G^ holomorphe sur

(DB (P)^ x DJ U ((De (P)+ i - DB (P)) x DJ.

Le théorème d'Hartogs montre que G^ est holomorphe sur D g ^ + ^ x D , ce qui
contredit le fait que G^ a un pôle en (0, z^), qui provient du point périodique du polynôme
quadratique.

Donc il existe b^eT et w^eD^ tel que

PW=^.
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Donc si ̂  = &„ ̂  on a Qg; (^) = ̂  et ̂  e D(B (P) +i) ̂  <= D. En posant

Un = K (̂ n) e De ̂  (p) + i) ̂ 1/K

on a P4" (M^) = u^.
Or on a lim C[(B(P)+ \)^]1/K=0, d'où le résultat. D

n -»• + oo

Remarque. - Notons que dans ce cas-ci on n'a pas eu à étudier le domaine de
définition des itérés, ici on ne travaille plus avec des germes.

Ce dernier théorème montre que P est non linéarisable. Donc si ae^7 la conclusion
du théorème 4 est donnée par le théorème 2 qui est général pour les germes non-
linéarisables.

Terminons la démonstration du théorème 4. On considère le cas qui nous reste, à
savoir a^'. Dans ce cas, l'étude du cas quadratique montre que pour e>0, il existe
A(a)c=N infini, tel que dans la démonstration précédente l'on puisse prendre
(^0=(^)neA(a) et (^)^Q = (C (fi) Y\ -£)^ âVOC ^é?-2^",

n
Kn=(l/2K) E Pj-i^gaj71- Prenons £=1/2, par exemple. Ainsi on obtient des points

j=o
périodiques pour P, (u^^^, de périodes (^eA(a) avec

|^|=C[(B(P)+1)C(1/2)^2]1/K.

Soit M-. = e2"12" avec
1 1 "

îmzn^ ^~ ̂  P.-i10^1-^2K ZKj=o

Supposons par l'absurde que P n'ait pas une suite d'orbites périodiques qui accumule
0. Alors d'après la partie III on peut faire pour P (en le conjuguant par une homothétie
de façon qu'il devienne univalent sur D) la construction de Yoccoz en choisissant, sauf
pour un nombre fini de fois,

^—loglog^oÇ^+C.
ZK

D'après le lemmel.2.2 de la partie arithmétrique 1.2, en choisissant l -e=l/2K,
pour ^eA(a) on a,

1 1 " 1 n-l

^ Y- E P.-iloga^-C^— E P.^loglog^a^+C,,
2K 2Kj=o 2Kj=Q

n-l

^Z P.-i^+c7.
j=o

On fait appel maintenant au théorème V.2.1 sur le contrôle de la diffusion et son
corollaire, la proposition V.2.5 (Annexe 2.f) pour obtenir que les ^ points de l'orbite
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de «„ par P se trouvent dans D/, avec

r„=C[(B(P)+l)C(l/2)^2] l/K

On a lim ^==0, donc on obtient encore une suite d'orbites périodiques qui
n -> +00

accumulent 0.

Remarque. — On n'a utilisé la stabilité structurelle que pour des perturbations du
coefficient de degré 2. On montre de façon identique :

THÉORÈME 4 bis. - Soit rf^2, a<^ et (^3, . . ., a^eC0'2 fixés. Alors il existe un
ouvert dense U c C tel que pour toute valeur a^ e U, P (z) = À- z + a^ z2 + a^ z3 + . . . + a^ z4

a M^ .S'M/^ d'orbites périodiques qui accumulent 0 ̂ , en particulier, P ̂  non-linéarisable.
Remarque. — II est clair que ces mêmes méthodes donnent les mêmes théorèmes pour
les fractions rationnelles structurellement stables.

3) Sur les points périodiques de Cremer

On veut faire le point sur ce qui est connu sur l'étude de la linéarisabilité des germes
polynomiaux. Le cas du polynôme quadratique est complètement réglé par les résultats
de Yoccoz : Lorsque a^^, À^^2"1", P^(z)==À-z+z2 est non linéarisable et a une suite
d'orbites périodiques qui accumulent 0. Pour un germe polynomial de degré supérieur
on a montré qu'on a le même résultat pour un ouvert dense de valeurs du coefficient de
degré 2.

D'autre part, si d^ 1, Cremer (voir[Cr]) montre sous la condition

W Sup^^oo,
n^O d^

que tout germe polynomial P(z)=À.z+Û2Z2+ . . . ^-a^z^ de degré d a une suite de points
périodiques qui accumulent 0 et par suite est non linéarisable *. Il est curieux de
remarquer que la condition diophantienne

(/? — r\ (^^oo- n v^
dï2

pour laquelle l'argument de Cremer s'applique à tout germe polynomial, indépendamment
du degré, s'écrit

(̂ ) Sup10810^^.
»^o qn

* J'ai découvert récemment l'article de P. Tortrat[To] où cet auteur montre que la condition^)
lim sup(log^+i/^")>0 suffit pour obtenir la non linéarisabilité.
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En conclusion, le seul cas qui reste à régler quant à l'étude de la linéarisabilité des
germes polynomiaux est celui où aeR-Q-^-^, et P est un germe polynomial de
degré d non structurellement stable par rapport à des perturbations du coefficient de
degré 2.

Quant à la question sur l'accumulation de l'origine par des orbites périodiques pour
un germe polynomial non linéarisable de degré quelconque, le cas ae^' est réglé par le
théorème 3 et le cas ae^ est réglé par l'argument de Cremer comme on va le voir.
Ainsi le seul cas que l'on ne sait pas traiter est celui où la série

yiogiog^i
n = l qn

diverge avec ses termes bornés. Rappelons,

THÉORÈME (H. Cremer). - Soit rf^2, À^é?2^", aeR-Q, avec (pjq^o la suite des
réduites de a qui satisfont

(^) Sup^^^+oo,
n ^ O d^

alors tout germe polynomial P (z) == À- z + a^ z2 + . . . + a^ ̂  a une suite de points périodiques
qui accumulent 0.

Démonstration. - On écrit l'équation des points périodiques de période q et distincts
deO,

p4(»\— 7r ^ ^(^ l ) + . . . +^-i==Q.
z

Ainsi le produit des racines de cette équation est

d^-in z-^-1^-!),1=1
donc,

dl-ln i^H^-1^-!)!.
i = = l

II vient qu'il existe une racine Wq telle que

l^i^i^-1!1^-1^^-!!1/^-1),
On voit sans peine que la condition (^) est équivalente à

Infl^-ll^-^O,
4^1

ce qui assure l'accumulation de 0 par une suite (n^)^i de points périodiques. D
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En utilisant ceci et le théorème V. 2.1 on montre,

PROPOSITION IV. 3.1. — Si ae^oo alors tout germe polynomial est non linéarisable et a
une suite d'orbites périodiques qui accumulent 0.

Démonstration de la Proposition IV .3.1. — Le théorème de Cremer donne la non
linéarisabilité. Supposons par l'absurde que l'on ait un voisinage de 0 sans autre orbite
périodique que 0. On peut alors, une fois pour toutes, normaliser P pour qu'il soit
univalent et sans orbite périodique autre que 0 dans D. En faisant la construction de
Yoccoz, exposée en III. 1, on peut prendre pour ̂ 0,

^.- loglog^a^+C.
27t

Mais on peut contrôler l'orbite périodique associée au point périodique donné par
l'argument de Cremer, grâce au théorème V.2.1, si l'on a

W (2n){-og^^^.,t^C.
ûT» f=o

Puisqu'on a supposé qu'il n'y a pas d'orbites périodiques dans D autre que 0, il existe
M > 0 telle que si

l o g ^ + i , - ,-^M,
d^

alors on ne peut avoir (^), soit

!^s<2;7S>l-••°E•og<"•-•)+c-

Avec le lemme V. 4.2 on a facilement,
n-l n - 1

S P._lloglog(g«.- l)^E log logg•+l+C=S„_,+C.
1=0 1=1 qi

Ainsi, si
logloggH.i^g^.logM^

alors
l^gl^g^^log^llog^--S,_^C^.

<ln <ln L(2lt)2 J

Posons pour n^O,

M, = Max {log d+ log M, loglogg>+l, pour O^i^n}.
îi
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La suite (M^^o est croissante et par le raisonnement précédent, pour 72^! on a
-i ou

Mn ^lOgrf^ 1 Î J^n-l

(27T)2
^ î̂ +.-.̂ -iogr^+cî ,
-i-M^_, ^_, °L(2Tr)2 JM , < - M ^

Or ae^ donc M^ tend vers l'infini et pour M ^ N on a ^<1 ce qui montre que la
suite (M^^o est stationnaire pour TZ^N. Absurde. D

Remarque. - En fixant le degré on peut obtenir l'accumulation de 0 par des orbites
périodiques avec de meilleures conditions diophantiennes.

V.ANNEXES

Annexe 1
Estimations de modules d'anneaux

Cette annexe est destinée à obtenir les estimations de modules d'anneaux de II. 1. d.
On commence par montrer que pour 1 ̂  h ̂  a on a M^ (1/2 n) loglog(é?a)-C. Quitte

à augmenter la constante C on peut supposer a supérieur à une certaine valeur que l'on
supposera plus grande que 10.

Soitrf={ze5;Re7i(z)=a/2}et^={ze^; |7i(z)-Zo|^2 ou |7c(z)-Zo-a|^2 pour
argze[-7r/2, 7i/2]}. d ^ a ' 1 ^ / ! ) divise ^ - ^ ' en deux parties simplement connexes ^i
et ^2 (voir/ïg. V.l).

z

'
)̂

a2

<i)
Ui [

s)

|F(70

Fig.

u2

d

^Q
d'

)-zo|

V . l

f

^

Si Q est une partie de C simplement connexe, aeC-Q, 9eR et ueC, | M | = I , on
appellera logarithme normalisé branché en a d'argument 9 suivant la direction u l'applica-
tion holomorphe sur Q, z->6-^(\/2ni)\og((z-à)lu). En dehors d'un voisinage de a
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l'application ci-dessus a une norme C2 bornée, c'est pourquoi les images de deux chemins
différentiables paramétrés C1 proches contenus dans Q seront encore C1 proches.

Sur ̂  on considère le relèvement du logarithme normalisé branché en ZQ d'argument
nul suivant la direction i. Soit ̂  son image (voir fîg. V.2).

Sur ^2 on considère le relèvement du logarithme normalisé branché en ZQ + a d'argu-
ment nul suivant la direction i. Soit ^2 son image (voir fîg. V. 2).

Pour 2 ̂  t^ a, on note z^ = ZQ + ̂  et z^ = F (z^) = F (zo + ;0. On a

^-(z^+a)!^-2^

Iz^-z^l^-2^

(en notant ^^(d/d^z^). Soient ^1) et w^ les images de ^1) et ^2) dans ̂  et ̂ .
On a H^^O/^TcOlog^ et par la remarque précédente, pour l^t^h,

[H^-H^Ce-2^

\ww-wa)\^Ce-21tt.

Soit ^={zer f ; Im n (z) ̂  Im Zp}. On pose A^w^^A;; on note û?i et d'^ ̂  et ̂ /.
les images de d1, de U^ 0 ̂ i et U^ H ̂ 2 dans '̂i et ^2- on n^

v^=d\^C(A[, IW^-A'J) et v^^-v^ed^

Le demi-anneau Vi c^ délimité par

C(AI,C)
et

cfA'i.-î-loga-C
\ 271; >

est contenu dans ̂  (voir fîg. V.2).
De même dans ̂  on considère le demi-anneau ¥2 qui est délimité par

C(A2,C)

C^^logoc-c)

et

\ 271 /

(VOIT fîg. V.2).

Soit V'i l'image de V^ par le logarithme normalisé branché en A[ d'argument nul pour
la direction ; (voir/î^. V. 3).

Soit V; l'image de ¥2 par le logarithme normalisé branché en A; d'argument 1/2 pour
la direction — ; (voir/î^. V. 3).

V'i et V; sont disjoints. On note ^1), w^\ ̂ 1), ^2) les images de H^, w^\ ^1), ^2).
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^log(a)-C ^log(a)-C

^log(a)-C ^log(a)-C

Fig. V.2

U
e
ë0

) 1

\
w^0 ^

v-i

/2 1

;
1

|vf) w®

^

Fig. V.3

Comme précédemment on a, pour C^^a,

iH^-O+W^I^Cé--2^

l^-^l^c^-2^
de plus, ^1) et ^2) sont d'un côté et d'autre de la droite Rez= 1/2, sont symétriques par
rapport à cette droite, et ïm^^îmv^^ïmw^.

On a ^^(l^TiQlogKl^TtXIoga+C-logO]. Donc si on définit y^^ïmw^
(y(t)=0 si 2^t^C) on a (^C)

^J_ _____1_____
A 2îi ^(loga+C-logO'
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II résulte que e ' ^ y ' (t)dt^C. Maintenant on relève la métrique standard sur

V'i U V^ à U^ pour obtenir la métrique p. L'image dans V'i U V^ de tout chemin y
joignant les deux bords de U^ est un chemin y7, qui est peut-être disconnecté, qui traverse
verticalement V'i UV^. On minore la longueur L(y, p)=L(y', \dz\2) de ces chemins par
une méthode, employée en [Y 3] et que l'on peut retrouver dans [Ah2], de sommation
des contributions infinitésimales des bandes transversales.

On prend le feuilletage de ViUV^ qui à C^^a associe la feuille
^y(t)='^/t==[wh ^1)] UhS2^ ^2)]. Compte tenu des estimations ci-dessus, si ds est la
longueur du lacet y7 traversant forcément la bande infinitésimale comprise entre ^y et
^y+dy on a

donc

ds^Çl-Ce-^dy^Çl-Ce-^/^dt,

Ç m/2n)logloga-C
L(y, p)= Lfe^ (l-Ce-^^dy,

1 F"^—logloga-C-C e-^y'^dt,
2n j2

^—logloga—C.
271

Pour rendre rigoureux cet argument il faut découper en bandes horizontales et revenir
sur la définition d'intégrale de Riemann. Aussi de façon évidente l'aire A (p) de U^ pour
la métrique p est

A(p)^—logloga+C.
~2n

Donc
(Inf,L(y,n))2

M/, = mod U^ = Sup
A GI)

/ 1 V1—logloga-Cl
^\Zn_______/_^_^g^g^^_Q

—logloga+C
271

Remarque. — Si Û, = { z e U,; Im K (z) — Im ZQ ̂  a } on a même montré que

mod Û^ ̂  — log log a — C
27t

car le support de p est contenu dans Û,.
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Reste à montrer que pour A ̂  h ̂  a on a

M^a - l/^+—loglog(^a)-C.
271

Comme avant on peut supposer a"1 A, et donc h (car a>2), supérieurs à une certaine
valeur fixée que l'on prendra plus grande que 10.

Considérons Panneau W^= U ^ où ^^[z^, z^]. Alors W^nÛ,=0 et
a+l^t^h

U^^Û^UW^ (voir fig. V.4), ainsi en utilisant la monotonicité du module (voir [Ah2],

A

h
oc+2|

^ V w

;;;;:i:::;:::::;l;;;i::::;;:::;::;;̂ :;:;:::,;:;::i;:;:;;;;;;:̂
•:::.::::::•:•:•:•:::•:::•::;::::::::•::: :̂:::::;̂ ;:» :̂:y;:::;:::::::;:<::iï::::.:>:;̂

<

f

Ah

Fig. V.4

p. 55) on a
mod U^ ̂  mod W^ + mod Û^,

^ mod W^ + — log log (e a) - C.
271;

II reste à montrer que modW^^a'^-C. On relève à W^ la métrique standard de
7i (W^) pour obtenir la métrique p. Tout chemin y joignant les deux bords de W^ se
projette en un chemin y, qui peut être disconnecté, et qui traverse chaque feuille e^,
pour a+ 1 ̂ t^h. D'après les estimations, pour a^^À,

Iz^-O^+a)!^-2^

\zw-z^\^e-2nt,

on obtient que la contribution ds à L(y, p)=L(y7, \dz\2) de la traversée de la bande
infinitésimale comprise entre ̂  et ^\+^ est

ds^-Ce-^dt.
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Donc

L ( Y , p ) = [ & ^ [ (l-Ce-^dt,
J Ja+1

^A-a-C-C | e-^dt,
Ja+l

^A-a-C.

Aussi, si A (p) est l'aire de n (W^) pour la métrique p on a

A(p)^a(A-a)+C,
donc

^P)2^.-!^or'A-C,
A(p)

etmodW^a'/î-C.

Annexe 2
Précisions sur la construction de Yoccoz pour les germes

a) PRÉLIMINAIRE. — On reprend les notations introduites dans III. 1. Dans la suite on
omettra l'indice n. L'inégalité 1.3.5 (4) dans [Y 1] nous donne, quitte à remplacer t par
t+C et Lpar L- /Ca~ 1 , pourze^,

(1) Rez-l/5^aReL(z)^Rez+l/5
(2) Imz-?-4/5^aImL(z)^Imz-?-2/5

On rappelle que ^={zeC; |Rez|^l, Imz^}. On pose (voir/^. V.5)

^(^^LC^QnH
ÛO=L({^C; Imz^, 0<Rez^l})
Q i = L ( { z e C ; ïmz^t, - l<Rez^O})
A i = { z e Q i ; Imz^O}

L'application L réalise un homéomorphisme de ̂  sur son image. Comme conjuguée
par L de T~1, G est défini sur Ûç c'est-à-dire, pour zeQo?

G(z)=L°T- l°L - l(z).

Ainsi G est injective sur Ùo. On montre dans [Y 1] que G s'étend à H en un élément
de S(—a~ 1 ) , l'extension est donc injective sur H. De nouveau quitte à considérer t-\-C
au lieu de t et L- ;'C a"1 au lieu de L, on peut supposer que G s'étend de façon injective
sur L(^). L'objectif de ce préliminaire est de démontrer le lemme ci-dessous qui sera
utilisé plus tard.
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Fig. V.5

LEMMEV.2.1. - Size^o et si pour Q^i^p on a G^eH et Gp(z)e^o, alors p=0
ou p = 1; dans ce dernier cas z e Qo ̂  H.

On prouve d'abord

LEMMEV.2.2. — Si zeït\jÇÏQ alors il existe qçï tel que z-\-qçÇlQ.

Démonstration. — Si zeÛo on prend ^=0. Sinon, d'après (1), la bande

{zGC; Imz>0 , l^a-^Rez^^a-1}

est contenue dans ÙQ, or elle est de largeur 3/5 a-1^ 6/5 > 1 (on a utilisé a< 1/2). D

LEMMEV.2.3. — Si zeH alors

ReG(z)^Rez-3/5a-1,

ImG(z)^Imz-2/5a-1.

Démonstration. - Soit qeZ tel que z + ̂  e Ûç, z + ̂  = L (z') avec z' e ̂ r 0 T (^), alors

ReG(z)+q=ReG(z+^)=ReGOL(z^==ReL(z /-l)

^a~ l Re(z / - l )+ l /5a~ l

^a- lRez /-4/5a~ l

^Rel^+l^a-1-^^"1

^Re(z+^)-3/5a~1

Où on a utilisé (1) à deux reprises. De la même façon on démontre la deuxième
estimation. D

En revenant au lemme V. 2.1 que l'on veut prouver, le lemme V. 2.3 montre que
forcément ^=0,1 ou 2. Il montre aussi que si G^z)^ alors pour j>i, G^.(z)^
(car ReG^z^-^a"1 donne ReG^z)^ -(4/5+0'- i) 3/5) a"^ -6/5 a~1). On a
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G^OC^^I. donc compte tenu des remarques précédentes pour prouver le lemme il reste
seulement à voir que G (A^) 0 ̂ o = 0-

On a G (Ai) H Qi =G(Ai) H G(îîo)=0 car G est injective sur L(^). Maintenant en
utilisant le lemme V. 2.3 pour z e A^ on a

ReG(z)^Rez-3a- l^-2a- l<Rez',
<j «j

pour z ' ç. OQ. Donc G (A^) Pi Qç = 0.

é) EXTENSION DE L. - Dans la suite on considère G restreint à H, l'écriture G'^z)
sous-entendra que pour O^j^i, G'-^eH. On pose pour/?eZ,

p=0, ^o=^=L(^)UH,
p>0, ^p={ze^,pour l^i^p, Gl(z)eH}c^
p<0, ^p={ze^;pour 1 ̂  -/?, G-l(z)eH}c^

puis y^T-^L-1^) et finalement /r= U ^p. On étend L à ^ en posant, pour
peZ

^e^,
L(z)=GPOL°TP(z).

Justification : Cette définition ne dépend pas du choix de peZ tel que zei^ . Si
ze^pPi^ alors |^-/?|^1 et

L°T4(z)==L°T Î-p°TP(z)=GP-40L°TP(z)

car T^(z) et T^z) sont dans -ïT. Donc

GPOLOTP(z)=GqoLorTq(z).

II résulte de cette construction que si ze^o et P0111" tout weZ, GW(z)eH, alors pour
tout meZ, GW(z)eL(^), donc en particulier L(^) contient toute orbite périodique de G.
En effet, par hypothèse, pourrez, on a z e ^ p . Donc T'^L"1 (z)^^ . Ainsi,

L(T-p<'L- l(z))=GP°LoTP(T-p°L- l(z))=GP(z)eL( /rp).

c) PROPRIÉTÉS DE L'EXTENSION. - Comme le montrent les propositions qui suivent
l'extension construite conserve les propriétés fondamentales de L.

THÉORÈME V. 2.1. - L : i^ -> C est injective.

Démonstration. - Soient z et z ' dans ï tels que L(z)=L(z'). Supposons ze^p et
z ' e i^q avec, par exemple p ̂  q. Alors

soit
GPOLoTP(z)=G40L°T€(z')

GP~q^L^rTP(z)=L^rTq(zt).
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Or TP (z) et T» (z7) sont dans ̂  donc G^"4 (^) U ̂  ̂  0. En appliquant le lemme V. 2.1
on a /? — q=Q ou p—q= 1, dans ce dernier cas L ° T^ (z) e ôç H H. Dans les deux cas

GP~q°Lo^TP(z)=LorTq~porTP(z)=L^rTq(z\

soit LorTq(z)=LorTq (z'\ d'où z = z ' par injectivité de L sur ̂ . D

PROPOSITION V. 2.2. - Sur VU F -1 (-T),

T°L=L°F.

Remarque. - L'ouvert V n'étant pas connexe en général on ne peut pas appliquer le
principe du prolongement analytique.

On utilise le lemme

LEMME V.2.4. - Sizei^ C}?'1^) alors il existe peZ tel que zei^p et F(z)ei^p.

Démonstration. - Soit p e Z tel que z e -T y soit ̂  (z) e -W. Si F ° T? (z) = T^ ° F (z) t iT
alors Re T^ (z) ̂  1 - 5/4 a, car pour Imz>?, |F(z)-z-a|^a/4. Dans ce cas
T^-1 (z) e 'W et F ° T^-1 (z) e -T", et z e -Tp-1, F (z) e ̂ _ i, donc ̂  - 1 convient. D

Démonstration de la proposition V .2.2. - Pour ze^PiF"1^) on prend peZ tel
que z e i^p et F (z) e Y^. Il vient

T O L(z)=T O G P O L O T P (z)

=GP OTOL° rP(z)

=GPOL°FOTP(z)

=GP°L°TP<>F(z)

=G P O G~ P O L O F(z )

=LoF(z).

Ce qui finit la démonstration. D
A partir de la construction de l'extension de L il est clair que sur V Ç\ T (YQ, on a

G O L=L O T - 1 . En conclusion on a montré

PROPOSITION V. 2.3. - L se prolonge à l'ouverte tel que L{V) contient toutes les
orbites périodiques de G et
• L est injective sur V.
•Sur ^HF-1^), T ° L = L ° F .
•Sur mT(^), G°L=L°T-1 .

Remarque. - Par la remarque faite à la fin de la partie b, on a montré plus : Si pour
tout weZ, G^'^z^eH, alors pour tout meZ on a F^z^H.

d) CORRESPONDANCE DE HAUTEURS. - L'ingrédient essentiel de la proposition qui suit
est l'estimation (2) sur la fonction L donné au début de la partie a.
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PROPOSITION V. 2.4. - Si z€i^r\T(i^), et si pour O^i^m on a G^I^eH, et
0 < H ̂  Im G1 ° L (z) ̂  H7; alors, pour 0 ̂ /^ 4/5 a-1 w,

aH+^+2/5^Im F7 (z)^air+^+4/5.

Démonstration. - On rappelle que pour Imz>^, [F(z)-z-a|^a/4^1/4. Par
l'absurde soit 0 <p ̂  (4/5) a ~1 w le plus petit entier positif tel que a H +14- 2/5 > Im ̂ p (z)
[p^ 1 forcément à cause de l'estimation (2) sur L]. Alors

ImFP(z)>aH+ ̂ +2/5- 1/4= a H + ^ + 3/20^ t>0.

On pose XQ=Z et pour ;^0,

^+i=F(^) si ReF(^)^l,

Alors
^+i=F(^)-l si ReF(jc,)>L

pour Q^i^p, 0<Rex^l,
pourO^'^, ^e^nTCyr).

On a pour Q^j^p, Xj=¥j(xo)-np avec (3/4)a7^n^(5/4)a7, pour l^j^p. Soit
^=L(Xf). Alors

^+1=^+1 si ^i^O^)»
^+l=G(} ;f)+l si ^+i=F(^)-l.

Donc yp = G^ (^o) +7? avec ̂  ̂  (5/4) a/? ̂  w. Or x^ e -îT H T (^) donc

Im G^ (yo) = Im^ = Im L (Xp) ̂  a-1 (Im Xp -1 - 2/5) = a-1 (Im W (z) - ̂  - 2/5) < H,

contradiction. Le même argument montre la majoration. D

é) CORRESPONDANCE D'ORBITES PÉRIODIQUES. - On va montrer ici la proposition III. 1.2
utilisée dans la démonstration du théorème 2. On reprend les notations introduites dans
la partie III.

PROPOSITION III. 1.2. — Soit w^O. Si ¥n a un P01^ fi^ ^e hauteur h^ alors F a une
orbite périodique de nombre de rotation pjqn, dont les hauteurs des points de toute l'orbite
sont comprises entre H ^ — C ^ ^ H ^ + C avec

n-l

^=1 P.-l^+Pn-A-
J-0

La correspondance d'orbites périodiques entre Fç et F est claire.

LEMME V.2.5. — Si Pc a une orbite périodique de nombre de rotation p / q alors F a
une orbite de nombre de rotation (^o+£o/?)/^=ûo+£o^/^ de mêmes hauteurs.

Pour n^O la correspondance entre Vn+i et ^n est donnée par
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LEMME V. 2.6. — Si F^+i a une orbite de nombre de rotation p / q , de hauteurs comprises
entre H et H', H^I-T, alors F^ a une orbite périodique de nombre de rotation

q _ 1
^n+lP-^^n+l ^n+l+Sn+l/^

dont les hauteurs des points sont comprises entre o^ H + ̂  — C et a^ H7 + ̂  + C.

Démonstration du lemme V. 2.6. — On se servira ici de l'extension de L et de ses
propriétés. Considérons une orbite périodique deP^+i de nombre de rotation p / q et dont
les hauteurs des points sont comprises entre H et H\ Si s^+i = — 1 on prendra Zo==L^(z)
avec ze^nTQrj, tel que ^(ln+\(zo)=zo+P' si E n + l = + l on prendra -Zo=L^(z)
avec z e ̂  H T (^), tel que F^ + , (zo) = ZQ +/?.

Si £^i= + 1, F^i (z)= -G^(-z)-a^i,

F^l(^o)=^o+^ ^ -G^(-zo)=zo+(/?+^+i)
o G^(-zo)=-zo-(^,+i+/0
^ G^L„(z)=T-^"^+p)°L„(z)

^> L^T-^Z)^^-^!^)

^ T-î(z)=F„-(^-n+p)(z)

^ F^+€a"-n(z)=T4(z)

et l'orbite de z par F^ est périodique de nombre de rotation q/(~p~^qan+i)-
Si£^i==+l,F^i(z)==-G^(-z)-a,+i ,

F^l(^o)=^o+/? ^ -G^(-Jo)=^o+(^+^+i)
o G^(-zo)=-zo-(^+i+^)
<^> G^L^^T-^i-^L^z)

o L„°T-4(z)=L„°F„-(îfl"+l+p)(z)

o T-î(z)=F„-(îfl"-n+p)(z)

o F^-^z)^^)

Et l'orbite de z par F^ est périodique de nombre de rotation ^/(p+^^+i). S i / ?A^=l
alors q ̂ (^n+iP^^n+i^ l» et on a ^a première partie du lemme V.2.6. En choisissant
ZQ tel qu'on a précisé et en appliquant la proposition sur la correspondance de hauteurs
on obtient les estimations sur les hauteurs des points de l'orbite périodique de F^. D

A partir de ces lemmes on peut finalement démontrer la proposition

Démonstration de la proposition III. 1.2. — On définit /^"^O, qy=l, et pour
O^k^n-1,

py_ ^Hi _ i
^ ^i^+i+^i^i ^i+^i/^i/^i'
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PÎ^^= 1 et q^^O. Puis Hî IC;.»^ et pour Q^k^n- 1,

H^-^H^i+^-C,
K^^Kn^+C.

Alors, en appliquant le lemme V. 2.6, si F^ a un point fixe à une hauteur /?„, pour
O^fc^n, Ffc a une orbite périodique de nombre de rotation p^/q^ dont les points ont
des hauteurs comprises entre Hj^ et Kj^. En appliquant le lemme V.2.5, F a une orbite
périodique de nombre de rotation pJqn^^^^oP^I^' Les hauteurs sont comprises
entre H^H^-C et K^H^+C (pour obtenir la constante C>0 universelle on utilise
+00

EP,-i<2). D
j ^ O

f) CONTRÔLE DE LA DIFFUSION. - On se propose dans cette dernière partie d'estimer la
hauteur à partir de laquelle on peut contrôler les orbites pendant un temps q^ plus
précisément on a :

THÉORÈME V.2.1. - // existe des constantes C>0 et C>0 telles que, si

Imz^ P.-i^.+C,
j==o

alors pour 0 ̂ /^ q^
n-l

ImP(z)^ P,-^,+C.
j=o

Remarque. - Comme corollaire de cette proposition (en faisant n -> +00) on obtient
le critère de linéarisabilité utilisé dans la construction de Yoccoz. Il est facille de voir
que ce théorème généralise le théorème de Siegel-Bruno et donne en plus la taille d'un
voisinage de stabilité autour de 0.

Démonstration. - II existe Co telle que, pour Im z ̂  Co et F e S (a), | F (z) - z - a | ̂  1/4.
n- 1

On suppose que Imz^ ^ P^.-i ^.+8/5+(Co+1/4). Considérons alors la suite (zj^o
j=o

définie dans III. 1 .a; à partir de l'estimation (2) du préliminaire a de cette annexe on a
par récurrence,

n-l n-1

^o- Z P,-ir,-2/5^P^rf^o- S P,-i^-8/5.
J=0 j=0

II vient que
^Pn~-\(Co+l/4)^2n(Co+l/4)^Co+2n-2,

donc pour 0 ̂ j^ 4 x 2" ~ 2 = 2",
ImF^(z^^Co>0,

puisque, comme on l'a rappelé au début, à une hauteur plus grande que Co, F fait
décroître la partie imaginaire des points d'au plus 1/4 à chaque itération. Par récurrence
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en utilisant la proposition V. 2.4 de la partie d qui donne la correspondance de hauteurs
on a pour 0^2" (4/5)»-1 P^-_\=2(8/5y1-1 ̂ .\,

n-l

ImP'(z)^ ^ P,_^,+P^Co+2/5.
j=o

d'où le résultat car q^2 P^_\ ̂  2 (8/5)"-1 P;_\ d'après le lemme V. 4.2. D
Comme application immédiate

PROPOSITION V.2.5. — Si F a un point périodique de période q^ de hauteur supérieure
n-i

à ^ P,_i ^,+C / , û/ory F a une orbite périodique dont les points ont des hauteurs supérieures
j=o
n-l

à SP,-i^+C.
j-o
Et comme on l'a déjà dit on obtient comme corollaire,

+00

THÉORÈME V.2.2. — 5'; on peut choisir la suite (tn)n^o te^ ^^ S Pn-i ̂ < ~*~ 00 alors

F est linéarisable.

Annexe 3
Sur les domaines (Tholomorphie

Le but de cette annexe est de démontrer la proposition 1.3.1 et 1.3.2.

PROPOSITION 1.3.1. — Soit f un difféomorphisme analytique du cercle de nombre de
rotation irrationnel qui se prolonge analytiquement sur un voisinage V du cercle où il est sans
orbite périodique (c'est-à-dire qu'il existe pas ZQ e V tel que pour 0 ̂  ̂  q, z^+1 =/ (z^) e V et
z^=Zo). Il existe un difféomorphisme analytique du cercle h tel que g=h~lûfoh et tous
ses itérés (gn)n g z ont leur domaine d'holomorphie planaire et contenu dans V (ceci veut dire
qu'il n'y a pas de prolongement analytique en dehors de V) et n'ont pas de points fixes
dans V.

PROPOSITION 1.3.2. - Soitf(z)='kz-^-(()(z2), À^é?2"1", aeR-Q, un germe holomorphe
défini sur un voisinage V de 0 et sans orbite périodique autre que 0 dans V. Il existe un
germe de difféomorphisme holomorphe h (z) == z + (9 (z2) tel que g=h~lofoh et tous ses
itérés (gn)nez on^ ^eur domaine d'holomorphie planaire -et contenu dans V et n'ont pas de
points fixes dans V autre que 0.

L'idée de la démonstration est de conjuguer / par un certain h ayant un domaine
d'holomorphie convenable « en position générale ». Les deux propositions se démontrent
exactement de la même façon. Pour fixer les idées on traitera le cas des germes.

Dans la suite on ne considérera que des applications holomorphes h ayant un domaine
d'holomorphie D(À) contenant 0 et planaire D(/z)c:C. On rappelle que le domaine
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cTholomorphie D (h) se définit comme le domaine de Riemann sur C défini par les classes
d'homotopie des lacets issus d'un point base (ici 0) suivant lesquels on a un prolongement
analytique, et est ainsi un ouvert connexe. On dira que deux domaines U et V à bords
C1 par morceaux (ayant un nombre fini d'arcs C1) se coupent transversalement lorsque
en chaque point de 8V 0 8V chaque bord admet des tangentes qui sont distinctes.

Il va falloir contrôler des domaines d'holomorphie des applications et de ses itérés.
L'ingrédient fondamental pour cela sera le lemme suivant.

LEMME V.4.1. — Soient f et g univalentes sur D(/) et D(g) se prolongeant en des
homéomorphismes de D(/) et D(g). On suppose que 0 est dans D(/) et D(g), et
f (W = g (0)= 0- Si D (/) et g (D (g)) sont à bords C1 par morceaux et se coupent transversa-
lement alors

^(fo§)==g~l(D(f)^g^(gm

où le symbole A indique que Von ne garde de l'intersection des deux ensembles que la
composante connexe contenant 0.

Remarque. — Ce lemme donne des conditions suffisantes sur/et g pour que le domaine
d'holomorphie def°g soit celui que l'on attent naïvement, i.e. les points zeDÇg) tels
que ^(z)eD(/). En général ceci n'est pas vrai comme le montre l'exemple
f(z)=h~1 (-A(z)), avec h germe holomorphe en 0 ne commutant pas à z\—> —z. On a
f2=id mais D(/) n'est pas forcement C.

Démonstration. — Une inclusion est claire '.f°g est visiblement bien défini et univalent
sur g~1 (D(/) H^(D(g))). Pour démontrer l'inclusion inverse supposons par l'absurde
que f°g soit holomorphe sur un voisinage V d'un point z du bord de
g~l(D(f)^gÇD(g))). Quitte à changer de point z on peut supposer que
g(z)^8T>(f) n 8(g(D(g))) en utilisant que cette intersection est transverse. Aussi, quitte
à rétrécir le voisinage V on peut supposer qu'on a soit g(z)e8D(f) et V<=D(g), soit
ze8D(g) et^(V)cD(/) (vonfig. V.6).

Fig. V.6

Dans le premier cas (f°g)°g~1 est bien définit sur g(V) et prolonge analytiquement/,
donc g(V)c=D(/) t g(z)eD(f) ce qui contredit g(z)e8D{f). Dans le deuxième cas
/"1 ° (/° g) prolonge analytiquement g à V d'où z e D (g) ce qui contredit z e 8D (g). D

Maintenant fixons un voisinage Uc:V de 0 où/et/"1 sont définis, univalentes et
sans orbite périodique excepté 0. On considère un domaine Uo, voisinage de 0 et
relativement compact dans U tel que/(Uo)<=U et f~1 (\Jo)cz\J, dont le bord est un
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cercle C1 plongé dans C mais n'est analytique en aucun de ses points. On considère
h : D -^ Uo la représentation conforme de Uo telle que h (0) = 0 et D h (0) e R +, en compo-
sant par une homothétie on peut supposer D/z(0)= 1 (yoirfîg. V.7).

Fig. V.7

L'application h est univalente et puisque 3Uo est localement connexe par le théorème
de Carathéodory on a une unique extension de h en un homéomorphisme de D sur UQ.
On a D (h) = D. En effet, une extension analytique de A à un voisinage ouvert contenant
un point Zç de ÔD, que l'on peut supposer non critique (Dh(zo)^0) puisque les points
critiques sont isolés, montrerait que le bord S\JQ est analytique au voisinage de h(zo).

On définit
pour n^O, U^i=U^A/(U^),
pour ^0, U^^IW-1^).

Soit g le germe holomorphe g=h~lofoh. Si l'intersection U.^UoA/'^Uo) est
transverse, en utilisant/ (Uo) c= U et en appliquant le lemme V. 4.1 on a D (g) = h~1 (U_ i)
et g s'étend en un homéomorphisme de D(g) dans son image. De même si on a la
transversalité de l'intersection définissant U^ on aura 'D(g~l)=h~l (U^) et g~1 s'étendra
en un homéomorphisme de l'adhérence de son domaine de définition sur son image.
Posons pour n eZ, V^=/î~1 (U^). Alors pour n^O,

v^^/r^u^^/r^iwaj,))
=A- l(/^(V„)A/o/^(V„))=V„AA- l(/°A(V„))=V„A^(V„).

Et pour n ̂  0,

v^^/r^.^/r^H.A/-1^))
=A-1(A(V„)A/-1^(V„))==V„AA-1(/-1°A(V„))==V„))=V„A^-1(V„).

Donc on a les mêmes relations de récurrence que pour la suite (^n)nez,- Ainsi, si les
intersections définissant la suite (U^^ g z sont transverses, on obtient que les intersections
pour la suite (V^nez ^e sont aussi. Dans ce cas, en appliquant le lemme V.4.1, on a
pour n ̂  0,

D(gn+l)^D(gn-g)=g-l(D(gn)^g(D(gn)))=D(gn)Ag-l(D(gn)),

et pour n ̂  0,

D(^- l)=D(^o^- l)=g(D(^)A^- l(D(^)))=D(^)A^(D(^)),
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[On a utilisé / (AAB)=/(A)A/(B) pour un homéomorphisme / défini sur un voisinage
de 0 tel que/(())=()].

Or D(g)=V_i et D(^ - l)==Vl donc par récurrence pour n^Q,

Dfe^V.,

En plus dans ce cas g" est sans point fixe. En effet, si z est un point fixe de ^ alors
zeV_^ et À(z)eU_^. On aurait pour Q^i^n, /'(^(z^eUo etfl(h(z))=z contredisant
que/est sans orbites périodiques dans V.

Finalement pour prouver la proposition 1.3.2 il ne reste à montrer que sous les
hypothèses faites sur / on peut choisir le domaine Uo en position générale pour que les
intersections définissant la suite (U^ g ̂  soient toutes transverses. La proposition suivante
suffit à nos besoins :

PROPOSITION V.4.1. - Soit /(z)=À,z+^P(z2), À,^2"1", définie et univalente sur un
voisinage U de D ainsi que f~1, et sans orbites périodique autre que 0 dans U (c'est-à-
dire, il n'existe pas zeU tel que f^^^z avec, pour O^i^q, f^eVS). Il existe un C1

plongement i non analytique, C1 arbitrairement proche du plongement E : T -> R2,
E(t)=e2nlt, pour lequel ;(T)==5Uo, Up ouvert simplement connexe, et pour n^Q,
U^+^ =U^A/(U^), on a 8\J^ et 3/(U^) qui s'intersectent transversalement. De même pour
n ̂  0, si U^_ i = U^ A/~ 1 (U^), wz û 3U^ et 8f~1 (U^) ^M; s'intersectent transversalement.

Remarque. — On rappelle que si/: T --> R2 est C1 on définit

||ci=Sup||/||+Supf Sup l113/00!!
^eT jceT \y6R-{0} \\y\\

où I I I I est une norme de R2.
Dans l'espace vectoriel des applications différentiables de T dans R2 on considère la

topologie induite par || ||ci qui en fait un espace de Banach. Dans un certain voisinage
du plongement E toute application C1, i:T ->R2, est un plongement. Dans la suite on
fixera une boule fermée centrée en E qui est un tel voisinage de E. Remarquons que
l'espace métrique X est de Baire. La proposition V.4.1 découle du lemme suivant.

LEMME V.4.2. — L'ensemble des plongements X^cX qui satisfont la condition de
transversalité de la proposition pour — N ^ ^ ^ N forment un ouvert dense de X.

Démonstration de la proposition V.4.1. — Par le théorème de Baire l'intersection

n XN
N ^ O

est un Gg dense non vide de X. D
Dans la démonstration du lemme V. 4.2 on utilisera :

LEMME V.4.3. - Soit C un cercle C1-plongé dans R2 et j:ï->R2 un plongement C1

du segment compact I==[a, b} (C1 à gauche en a et C1 à droite en b). Il existe une
perturbation ^ : î -^ R2, C1 arbitrairement petite, telle que 7+(|):I->R2 soit un plongement
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C1, (/'-+- (|>) (î) ̂ 7 transverse àCet ^(a)=^ (b) = 0, D(() (û + 0) = D<|> (& - 0) = 0 (<w '̂n? ̂
<() ̂  C1 tangente aux bords).

Démonstration du lemme V. 4.3. En munissant l'espace C1 (î, R2) de la topologie forte
de Whitney la partie (a) du théorème de transversalité de [Hi], p. 74, nous donne l'exis-
tence de la perturbation C1 arbitrairement petite ([>. D

Démonstration du lemme V. 4.3. Soit Y^ les plongements de X qui satisfont la condition
de transversalité pour O^^^N. Il suffit de démontrer que Y^ est ouvert dense dans X.
En effet dans ce cas l'ensemble Z^ des plongements de X satisfaisant la condition de
transversalité pour — N ^ ^ ^ O sera aussi ouvert dense par la même démonstration
appliquée à/"1, donc XN=YN H Z^ sera un ouvert dense de X.

Maintenant Y^ est ouvert car la condition de transversalité est ouverte. Pour montrer
la densité de Y^ dans X il suffît de montrer la densité de Y^ C\ X dans X. On montre
ceci par récurrence sur N.
• CasN=0.
Donnons-nous un plongementyeX. Montrons l'existence d'un plongement i, C1 arbi-

trairement proche dey, tel que ;(T)=5Uo et 3/(Uo) intersecte transversalement 3Uo.
Puisque/est continue et sans point fixe autre que 0, pour tout zeU on a un voisinage

de z, W^, tel que/(W^)r^W^=0. Ainsi par compacité de T, il existe un nombre fini
d'intervalles ouverts (1^)1^^,

m

T= U !„
k=l

tels que/(/(I^)) n./(Ifc)= 0. Quitte à rétrécir ces intervalles on peut les supposer compacts
et tels que leur intérieur recouvre encore T.

En appliquant le lemme V.4.3 on trouve une C1 perturbation \|/i def°j, C1 tangente
aux bords de I^, et assez petite pour que si

^=/-lo(/07+^l)-7

[^ continue à être C1 tangente aux bords de 7(11)] on 2iitj\=j-^-^eX,f(j\(ïjy)P\ïk==0,
et/(/\(îi)) transverse à y(T), donc transverse ày\(T) [car /(/i(îi)) ri7i(Ii)=0 et
j\ (T—Ii)==7'(T—Ii)]. Remarquer que l'on utilise que la composition est continue en
topologie C1 pour avoir ^ petit. De même par récurrence on trouve ^,. • ., <|>m ^U68

que7fc=/+()>i+ . . . +(|)fceX,/(/fc(y)riIj=0 pour 1^/^w, et/(/fc(îj)) est transverse à
7,(T)pourl^/^.

Il résulte que pour î=7+<|)i+ . . . +<|>m on a/0(T)) est transverse à ;(T) puisque la
traversalité est une propriété locale. En outre <|>i+ . . . +(|>w est une perturbation C1

arbitrairement petite ce qui achève la démonstration dans le cas N=0.

Remarque. - II a fallut utiliser que / est sans point fixe autre que 0 du moins pour
exclure le contre-exemple trivial /= id.
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• CasN^l.
On considère j eX et on suppose, par hypothèse de récurrence, qu'on a le résultat

pour N-l et on le montre pour N. Ainsi si j(T)=8\Jo et pour O^^N-1,
^+1=^ A/(!;„), on a au,, et ô/(U.) qui s'intersectent transversalement. On veut
trouver une perturbation ()>, C1 arbitrairement petite, telle que pour la suite de domaines
(Un)^o correspondante ày+(|) on ait pour O^^N, 8V^ et 8f(V^ qui s'intersectent
transversalement. Puisque l'hypothèse de récurrece est ouverte, on a un voisinage V de j
tel que VcX et siy+(|)eV on a les intersections transverses pour O^^N- 1.

On voit facilement que ô\J^ est formé d'un nombre fini d'arcs C1,

^UN= U 4,
k=l

etf~NW(=:jW=8Vo (noter que/^ est bien définie dans un voisinage de UN, c'est-à-
dire pour tout z dans ce voisinage on a/'^eU pour O^fc^N). Mais puisque/est
sans orbites périodiques, pour ze9\J^ on a un voisinage W^ de z tel que les ouverts W^,
/^(W^), . . ̂ /^(W^), . . ../^(W^) soient deux à deux disjoints. Ainsi par compacité
de ^UN, quitte à rajouter des arcs 4, on peut supposer que l'on a la propriété, notée
W:

Pour 1 ̂ k^n, il existe un voisinage W^ de 4 tel quefÇW^), W^,/"1 (W^), . . . ./^(W^)
•s'o^r deux à deux disjoints.

On note \ le segment de T tel que

f^W-J^

Ainsi lk=^°j(îk) ̂ fW=fî+l °y(Ifc). On peut prendre le voisinage V assez petit pour
que si/=/+<()eV on ait /fc=/N<v /^(I^cW^, donc on a encore la propriété (^) pour/
avec les mêmes ouverts W^. Dans ce cas, si ^ est à support dans 1 ,̂ la nouvelle suite de
domaines (U^o Gst telle que pour O^^N, 3U^ et 3U^ coincident en dehors de

n

U /"^(W,).
p=0

En particulier 8\J^ et SUN coincident en dehors de

U /-W),
p=0

donc, puisque/(Wfc) est disjoint de l'ensemble précédent, / (W^) 0 8\J^=fÇWk) F} 8\J^.
Maintenant en appliquant le lemme V.4.3 on peut trouver une perturbation \|/i de

/N+l °7, C1 tangente aux bords de Ii, telle que si/ =j+^ eV avec

^=y-(N.l)^l^^_^
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(alors (|>i est C1 tangente aux bords de I^) on ait pour la nouvelle suite de domaines
(Ui^o, Pour 41) =^A(IO,

/(^^(/^^y+^iXii)
soit transverse à ÔU^. Puis par le même argument, on construit pour 1^/^w,
h =j~{~^l^ . . . +<|)j avec la suite de domaine (U^)^o et ̂  ̂  °7i (Ifc) ̂ s que/(/^) soit
transverse à âU^0 pour 1 ̂ k^l. Il faut simplement s'assurer à chaque étape de choisir \[/^
assez petit pour conserver les transversalités de/(/^°) avec 3UJ,0 pour i^k^l— 1. Ainsi
en posant î'^w^"1"^! + • • • +<|>m on obtient le résultat à l'ordre N. D

Remarque. — II faut utiliser que / est sans orbite périodique au moins pour exclure le
contre-exemple où/est d'ordre fîni,/^=id.

Annexe 4
Quelques résultats d'arithmétique

a) DÉVELOPPEMENT EN FRACTION CONTINUE USUEL. - On rappelle tout d'abord le dévelop-
pement en fraction continue usuel (voir [L]). Si x est un nombre réel on note [x] sa partie
entière et { x } = x — [x] sa partie décimale.

SoitaeR-Q. On pose âo=[a]eZ, ao={a}, et pour n^l,

[̂a;--1!],

OCn={^--\}.

Puis
^-i^-i^

q-i=P-2=^
et pour n ̂  0,

^=^^-1+^-2»

Pn=ànPn+l~{~Pn-2•

Ensuite on définit la suite (^n)n^ -i P^ P-i= 1 et P0^ "^O,

EL= n s.
1=0

On vérifie sans peine, pour n ̂  — 2,

^(-ir^nOC-^),

^n+lîl.+^Pn+l^-

On va maintenant établir le lien entre le développement en fraction continue usuel que
l'on vient de rappeler ci-dessus et la variante introduite en [Yl] que l'on retrouve dans
1.2.
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On définit f c : { - l } n N - ^ { - l } n N strictement croissante par k ( -1) = - 1 et pour
n^-1,

^(^l)^^2 si ^(^-lO^l--!)

UQO+I si ^^2(£,^=1) '
On a alors

P^PkOO-

Établissons ceci par récurrence. Pour n= — 1,

P-I=I=P-I=^-I).

Supposons le résultat jusqu'à l'ordre n. On a deux cas à considérer :
• Si ^^+2^2 alors 0<^(n)+i<^/^ et

ak(n+l)=afc(n)+l={afc~à}==llafc-àll=llan-lll=an+l.

donc le résultat se vérifie pour n-\-1.
• si ̂ ko^^ on a l/2<a^)+i<l et puisque ^k(n)+i=^k(n) oi1 a

| |ak -àll=l-{a^)}=l-afc^+l,
soit

^n+l=\\^nl\\=\\^kW\\=^-^k(n)+l•

Mais

^(n)+2=l donc a^+i=l+afc^+^
et

l - ak(n)+l : = ak(n)+l ak(n)4-2 dOHC 0^ i = ÔC^ („)+ ^ Ô^ ̂ +2-

On obtient à nouveau le résultat à l'ordre n-\-\.
On a également pour n^ — 1,

A^A^

^=$k(n)-

Remarquons que si 7^0 et i=k(j) on a
• Si k (/-!)= f-1 alors

^-i=P,-i,

P-Pr
• SiÀ;(/'-l)=;-2 alors

Pf-2=Pj-l.

^-i=P,-i-P,,

^•=Pr
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b) QUELQUES PROPOSITIONS. — On montre maintenant les résultats suivants,

PROPOSITION V.4.1. — Les conditions suivantes sont équivalentes

(1)

(2)

(3)

f^ë^+oo,
<lnn=l

+00^ loglog^^^

n=l ^n

+00

^ P^._i loglogO^-^+oo.
j=o

PROPOSITION V. 4.2. — Z/^51 conditions suivantes sont équivalentes

+00

^ë^+OO,(1)

(2)

(3)

»=o ^
+00

^log^^^
n=0 ^n

+00

^ P,_i loga^-^+oo.
j=o

On se limitera à démontrer la proposition V.4.1, la démonstration de V.4.2 étant
semblable et plus facile. Notons que la suite (q^ étant une sous-suite de (§„) la
condition (1) entraînent la condition (2) dans les propositions.

Les conditions (1) et (3) sont équivalentes par le lemme V.4.1.

LEMME V.4.1. — La fonction k étant définie comme précédemment, il existe une
constante universelle C telle que

k(n) n

^ ^-'loglog^i- E |3,-iloglog(^-1) ^C.
1=1 i=0

Démonstration. - Pour n^-2 on a 1 =^n+i Pn+^nPn+i donc Pi-i=^~1 (1 "^i-i Pi)
et

^ ^'loglog^i- E ^loglog(^-1)
1=1 i= i

^ ^x (log log ^+1 - log log (^ P,"1))
1=1

+ Z ^^.-iP.loglog^^-1)
1=1
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Or ^+ l<P^ l <2^+l donc

| log log ̂ i - log log (e^1) | ̂  C,
et

^ ̂ ^l
d'où

/c fc
(1) ^ q^ 1 log log ̂ i - ^ P.-1 log log (e P.-1)

1=1

/ k \ k^ E ?r1 c+ ^ p, iog iog (^-^c,\ i = i / 1=1
car pour ;^2, ^^2l/2et J^^^2. Maintenant poury^O, i=k(j), en utilisant les remarques
précédentes,
• Si k(j-\)=i-\ alors ES,_i log log (e^l)=^.^ log log (^P/1).
• SiÀ:(/-l)==î-2 alors

P.-2 log log^r-^+^-i log log (^^l)=P.-l

log log (^-i-P.rWP.-i-P,) log log (^P,-1).

A l'aide de (p^.-1 - P̂ .) ~1 < 2 P^_ i on déduit
n k(n)

(2) E P.-1 log log (e P,-1) - E ?,-1 log log (e ̂  ')
1=0 i=0

^ $: P,loglog(ep71)+ ^ |3,_iloglog(2cp,_i)^C.
j=0 7=0

Et finalement, puisque P,"1 =a,~1 p,'-1!,

(3) ^ P._ i log log (e p;-1) - E P.-1 ^g log (^ a,-1)
(=0 i=0

S P._,log 1+ lOg P.--1!

1=0 log(f?a, 1)

ïî:^„loJl+l^^•W
»=o \ log(2^)/

Les inégalités (1), (2) et (3) donnent le lemme. D
Pour finir la démonstration de la proposition V. 4.1 il reste à montrer que les

conditions (2) et (3) sont équivalentes. Ceci se démontre de la mêm^ façon (mais plus
simplement) que la proposition suivante et sera laissé au soin du lecteur consciencieux.

4e SÉRIE - TOME 26 - 1993 - N° 5



DYNAMIQUES HOLOMORPHES NON LINÉARISABLES 637

PROPOSITION V.4.3. — Si (^k)fc^i est une suite strictement croissante d'entiers positifs
alors les deux conditions suivantes sont équivalentes,

+00

(1) S Pn^-iloga^+oo,
k=l

'v010^^1 ^(2) ^ ———'—=+00.
k=l <7nfc

On utilise dans la démonstration,

LEMME V.4.2.. — Pour n^Q, on a

J^A^n^^l.

Démonstration. — En utilisant (voir lï.l.a) pour n ̂  — 2,

^-nPn-^n+l^Pn+l^

le lemme découle. D

Démonstration de la proposition V.4.3. - En utilisant ^=^^-1 et le lemme

V. 4.2 on encadre
log ^+i-log ^-C^log oÇ^log ^,+i+C.

Puis en utilisant à nouveau ce lemme et en sommant de 1 jusqu'à N on a,
N N N N

2
^ L ̂  ̂ ë ^k+l"^ Z^ k̂ lu^ ^k~ ^ ^fc = 2L Pnfc-1 ^6 ̂3 f c = i f c = i f c = i f c = i

N N

- Z ^1 10g ̂ .l-2 E ^1 lûg ̂ - Z ^1^ S Pn.-l ̂  <

^2^ ^Mog^^+C ^ ^1.
f c = l k = l

Alors en remarquant que
+00

^ ^-Mog^C,
n=0

on a le résultat. D
Rappelons que dans la partie 1 on a défini l'ensemble J des bonnes réduites. Démon-

trons maintenant les lemmes suivants ennoncés dans cette section.

LEMME 1.2.2.. — Si a ̂  ̂  alors J est infini.

LEMME 1.2.3.. - Soit se]0, 1 [, Co>0, Ci>0 et C2>0, des constantes universelles
positives. Si a^' alors il existe A(a)<=J, A (a) infini, tel que si ^eA(a),

(i) P^logoÇ^Co,
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1 n 1 n-l

(ii) (!-£)— E P.-iloga^-C^— E P.^loglog^oL-^+C^.
27l^=o 27 t^=o

Démonstration du lemme 1.2.2. - Sinon soit N son plus grand élément. Pour /7>N il
existe ^(n)<n tel que

B^)<loga^,
soit

n n

E P.-iloga/^P^^loga^+lSTT ^ ?,._„
J=^W J=<j»(n)

donc
" n

E p.^iog^-^iSîr ^ p,_,.
j=4(n)+l J=4(")

Pour ^2>N, soit/?^! tel que ^(^^N. Alors
n n

E P,-iloga71^ ^ P,_,loga71,
•/= N + 1 j-^W+l

p-1 . ^(n) .

^ E E P,_i loga71 ,
i=0 \^=^+l( , )+ i /

P-1 / +'(B) ^

^ Z i 8 " E P.-i,
.=o V^+'-^w /

+00

^187 rx2x ^ p^,,
J=0

^187ix2x2=727r . D

Démonstration du lemme 7.2.3. - II suffit de montrer (i). En effet il existe C(s)>0
telle que

(1 - £) log a,-1 + C (s) = log log (e ̂  1).

Alors (ii) équivaut à, pour ^eA(a),

?„_, log a;1 ̂  27t(cl+c2) + E1 P,., f 1 log log (.o^-log a;1),
1 — £ ^=o \ 1 — £ /

et ceci est vérifié dès que,

p,,̂ ;..21^^ ,̂,)̂
1-£ \j=o ) 1-S

donc dès que,
- 1 . 2 7 C ( C i + C 2 ) .C(£)P^_i loga^ 1^—-^——2/+2—^-.

1-£ 1-£
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Donc il suffît de démontrer (i) avec

. 2_7 r (Ç^C2 )C (e )
^o = ——~.———— • z ~—— •

1-8 1-£

Montrons maintenant qu'il existe une infinité de bonnes réduites telles que,

P,_,logo^Co.

Supposons par l'absurde qu'il existe N ̂  1 tel que pour toute bonne réduite n ̂  N
on ait,

Pn-i loga^Co.

Comme auparavant on montre que
+00

^ P,_i loglog^-^+oo,
J=0

en découpant la somme
n

^ P,_,loglog(^-1),
j = N

en distingant le cas où n est une bonne réduite ou ne l'est pas.
Soit w^N. Si n est une bonne réduite alors

Pn-i logoÇ^Co,
ce qui donne,

log log (e oÇ1) ̂  log (Co P̂ --\ + 1) ̂  log (e ̂ .\) + C,
d'où,

?„_, loglog^^-1)^?,., log(^P,--\)+C^_^2^_, log(^P,-_\)+Cp,_,.

Si n n'est pas une bonne réduite, il existe ^ (n) < n tel que
n n

^ P,_,log(^71)^P^^_lloga^+(187^+l) ^ ?,_,.
J=<(»(n) J=<K")

L'inégalité de concavité pour x \—> log x donne

f; p,_,iogiog(^-W ^ p,_,)
J=^(n) \j=4(") /

^logf Z p,-1 log (.<))-log f S P.-i)]
L \J=<|>(n) / \J=^(n) /J

En posant

o — D - i y R — 1 -L P^ (n) _L _L P»-!
^n-P^n)-! L P j - l - 1 1 ^ — — — — — • • • Q————?

J=4(") P<|»(n)-l P<K»)-1
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on a 1^S^2 et
n

^ P^.-i log log (é? a;-1)
j=4(w)

^( E P.-i)riog(^^-,loga^+(187r+l) ^ P,-i)-logf f; p,_,Y|,
\J=<Kn) /L \ j=4(n) / \j=<(»(n) /J

/ " \

^ E P.-l Pûg P4(n)-l+log (10g a^+(187l+ l)S^)-(log P^,)-i+log S,)],
\ j =<!>(") /
/ n \

^ E P.-i [loglog(^^)+C],
\ J=<(>(") /

donc

E P.-iloglog^a,-1)^^ ^ P,.,)loglog(^^)+cf f; p,_,\
^=<K»)+1 \j=4(n)+l / \j=^(n) )

^2p^^loglog(^^)+cf f: p,_,\
\J=<J»(n) /

^ 2 P^ ̂  log log (r P )̂) + C ( ^ P,-1) + C p^ ̂ .
\J=4(n)+l /

Ainsi pour n ̂  N,

S P.-iloglogO-a/1)^ ^ P,-iloglog(^P7_\)+2cf^ P,-iW,
J=N j=0 \ j=o /

d'où
+00

^ P^i loglog^a/^^+oo. D
j=o

Annexe 5
Existence d'une condition optimale
pour les difféomorphismes du cercle

On notera D^R) l'ensemble des difféomorphismes R-analytiques de R commutant à
la translation T, et D^T1) l'ensemble des difféomorphismes R-analytiques de T1. A
FeD^R) de nombre de rotation p(F)=aeR-Q, on associe l'action de Z2 sur R,
T^Z^D^R) telle que Kp (q, p) = F4 ° T^. Comme aeR-Q cette action est libre. On
dira que deux actions n : Z2 -» D" (R) et n' : Z2 -> D" (R) sont conjuguées s'il existe
AeD^R) tel que pour (q,p)eZ2, n'(q,p)=h~1 on(q, p)^h. Si R^zh->z+a alors n^ et
KF sont conjuguées si et seulement si F et R, le sont. Si on se donne une action
TT :Z2 --^D^R) libre et on fixe une base (e^ e^) de Z2, le quotient de R par l'action de
7r(é?2) est une variété analytique orientée isomorphe à T1 par le théorème d'uniformisation
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de Kôebé. On peut ainsi associer à l'action de e^ une classe de conjugaison dans D^T1)
de nombre de rotation irrationnel. Cette classe de conjugaison contient R^ si et seulement
si n et n^ sont conjuguées. Mais que l'action K soit conjuguée à n^ est une propriété
intrinsèque indépendante du choix d'une base de Z2. Or quand on fait un changement
de base

{e\=ae^be^
1^2=^1+^2

avec ( )€GL(2, Z), on change le nombre de rotation de a en (aa+y)/(ca+âT). Ceci
\c d )

démontre la remarque fondamentale : l'ensemble des a e R — Q pour lesquels tout
FeD^R) tel que p(F)=oc est conjugué à R^ dans D^fT1) est invariant sous l'action de
PGL(2, Z).

Clairement la propriété d'accumulation de T^crC/Z par des orbites périodiques de F
est invariante par conjugaison analytique. On va voir que ceci définit une propriété
intrinsèque de l'action Tip. Soit n : Z2 -> D" (R) une action libre. On dira que 71 admet
une suite d'orbites périodiques qui accumulent R si on a une base (e^, e^) de Z2 telle
que pour tout voisinage connexe V de R où n (e^), n (e^)~1, n (e^), et n (e^)~1 se prolongent
analytiquement de façon injective, il existe une suite de points dans V, {xo, x^, . . ., Xq]
avec Xq=XQ et pour 0^ i<n, x^+i = (^ (^ef))51 (^i)» où 8^= 1, 2 et 8^= db 1. Ceci équivaut à
dire que tout élément de la classe de conjugaison définie par n(e^) lorsqu'on quotiente
R par l'action de 71(^1) a une suite d'orbites périodiques accumulant R. Soit (e\, e'^) une
autre base de Z2 avec

{e,=ae'^be^
U=^l+^2

avecf^ )eGL(2, Z).
\c d }

On prend un voisinage connexe de R, V, assez proche de R de façon que 7c(^i),
7i(^i)~1, n(e^), '^(e^)~1, K(e[), n(e[)~1, nÇe^), et K(e'^)~1, se prolongent tous analytique-
ment de façon univalente sur ce voisinage. On considère un voisinage de R, V'cV, tel
que pour 0^|;|, |y|^Max(|û|, |é|, |c|, \d\) et pour zeV7, nÇe^^nÇe^^ey. En
prennant une suite dans V'^o, ^i, . . ., Xq] pour la base (e^e-^) et en utilisant
K(e^)=n(e\)an(e^)b et K(e^)=K(e'^)CK(el^)â, on construit immédiatement une suite
{ XQ, x[, . . ., x^ ] dans V pour la base (e\, e'^) avec les propriétés requises.

Donc l'action n admet une suite d'orbites périodiques accumulant R indépendamment
de la base de Z2 choisie pour vérifier cette propriété. En conséquence l'ensemble des
a e R — Q tels que tout F e D*" (R) non linéarisable de nombre de rotation a ait une
suite d'orbites périodiques accumulant R, est invariant sous l'action de PGL(2, Z). En
conclusion,
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PROPOSITION V.5.1. - II existe une condition diophantienne Jf'cR-Q, invariante
sous Faction de PGL(2, Z), telle si aeJT est un difféomorphisme du cercle analytique de
nombre de rotation a non-linéarisable; alors fa une suite d'orbites périodiques qui accumul-
lent le cercle.

Remarque. - Le théorème 1 nous dit que Jf'^R-Q.

Annexe 6
Quelques estimations

Les estimations exposées dans cet annexe sont utilisées dans la partie 11.3. Ce sont les
estimations (62) et (63) de [Y 3] se trouvant dans la partie 7 de ce texte. Ce texte n'étant
pas diffusé et par souci de complétude on reproduit ces estimations dans ce qui suit. On
part de F e S (a. A) avec A ̂  1. Posons Ao = A - 0,065; soit ZQ un point de partie imaginaire
égale à Ao. D'après le théorème de Grôtzsch (voir [Ahl], p. 47), on a :

0) ImF(zo)^Ao--^log4.
271

Par ailleurs, il existe au moins un point z^ de partie imaginaire A qui n'appartient pas
à F (B^); on a alors :

(2) lut |^o-^l-P|<[(l/2)2+(0,3)2]l/2<0,6.
P 6 Z

Posons Mo=exp(-27nzo), r^ = exp (2 n A) - exp (27iAo); comme A^l , le disque D de
centre UQ et de rayon ro est contenu dans Panneau {exp (-271 A) <\u\< exp (2 K A)}. La
fonction / (u) =F(- (1/2 ni) log u) (où l'on prend la détermination du logarithme qui
vaut -2nizo en Uo) est univalente sur D; son image/(D) est contenue dans F(B^), et
on a :

(3) |D/(Mo)|-exp(-2îrAo)|DF(zo)| .
2lt

D'après la relation (2) et le théorème de Kôebé, on a donc :

(4) |DF(zo)[;.2lIx4x(0,6)exp-2Î^A^=Co.
'•0

Écrivons maintenant F sous la forme :

F(z)=z+ ^ a^e2'""2,
T O 6 Z

où les coefficients de Fourier a^ vérifiant à^=a_^ pour meZ.
D'après la formule de Cauchy et (4), on a :

(5) l^wâ^l^exp^TiwAo)^, w^l ;
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Soit z un point vérifiant | Im z | = / < A(); en posant v = exp 2 n (t - Aç), on a :

(6) |F(z)-z-ûo|^2 ^ |ûjexp(27rm0
m^l

^£0 ^ ̂ ^g^.^
TT ^i m n

(7) |DF(z)-l|^47t ^ m\a^\exp(lnmt)^2co ^ i/^2^.
m ^ l m ^ l 1~^

Prenons r<Ao-0,115, de sorte que v<\/2 et |log (l-î0|<l,4z;; on a :

CQ z; = 2,4 (2 7i) /-o 1 exp 2 TI: ^

=2,4(271) ^P271^)
1 - exp 2 TC (AQ - A)

< 14,4 n exp 2 TT (t - A),

car exp 2 7i(0,065) < 2/3; les estimations (6) et (7) prennent donc, pour | Im z | = t < A - 0,18,
la forme suivante :

|F(z)-z-ûo|^21 exp27c(^-A),
|DF(z)-l|<181 exp27i(r-A).

En remarquant que la première inégalité entraine

[ûo-a|<21 exp (-27tA),

on obtient les estimations utilisées en II. 3 (Attention ! t ne désigne pas la même quantité
qu'ici).
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