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UNITAIRES MULTIPLICATIFS ET DUAL[TE
POUR LES PRODUITS CROISES DE C*-ALGEBRES

PAR SaaDp BAAJ ET GEORGES SKANDALIS

ABSTRACT. — Let H be a Hilbert space. A unitary operator Ve % (H ® H) is said to be multiplicative if it
satisfies the pentagone equation V,, V,3V,3=V,;V,,. In many papers concerned on operator algebras with
duality ([13], [44], [17], [6], [19], [11]), a multiplicative unitary plays a fundamental role. In this paper we look
for additional conditions that a multiplicative unitary should satisfy in order to correspond to a “locally
compact quantum group”. We introduce two conditions: “regularity” and “irreducibility”. To any multipli-
cative unitary satisfying these conditions we associate two pairwise dual Hopf C*-algebras. Moreover, we
establish Takesaki-Takai duality results, using an adaptation of the method of [5].

If the Hilbert space is finite dimensional or if the unitary V satisfies a commutativity condition, regularity
and irreducibility are automatic. If the unitary V is of compact or discrete type, its regularity implies its
irreducibility.

Introduction

La dualité de Pontrjagyn associe a tout groupe localement compact commutatif, un
groupe dual et étudie les propriétés de cette correspondance. Depuis une cinquantaine
d’années, plusieurs généralisations au cadre non commutatif de cette dualité ont été
étudiées (voir [4] et références bibliographiques). Ces travaux ont d’abord consisté a
définir une dualité pour des groupes non commutatifs (compacts [47], [20] puis localement
compacts [40], [12], [13]); par la suite ont été introduits des objets généralisant a la fois
les groupes et leurs objets duaux. Ces nouveaux objets peuvent étre appelés dans un
langage moderne « groupes quantiques ».

En termes d’algébres d’opérateurs, la dualité de Pontrjagyn prend la forme de la
dualité de Takesaki-Takai ([44], [42]) basée sur la construction des produits croisés. Aprés
plusieurs années d’efforts de nombreux spécialistes, une axiomatique a été dégagée ([12],
[13], [44], [49], [17], [6]) et les résultats de dualité ont été établis ([45], [21], [22], [31], [41],
[5], [11], [7]) pour les algébres de von Neumann assujetties & ces axiomes appelées algébres
de Kac von Neumann. Dans un travail fondamental récent ([53-56]), Woronowicz a
défini des « pseudogroupes compacts matriciels» qui, bien que n’étant pas des algébres
de Kac ont des propriétés de dualité. Il en va de méme pour de nouveaux exemples
de «groupes quantiques» construits plus récemment par Podles-Woronowicz [34] et
Majid [27]. Nous nous proposons dans ce travail de définir un cadre simple, contenant
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426 S. BAAJ ET G. SKANDALIS

comme cas particuliers les algébres de Kac, les « pseudogroupes compacts matriciels » et
les exemples de [34] et [27]. Dans ce cadre, la dualité de Takesaki-Takai s’obtient aisément.

Soit H un espace de Hilbert et Ve ¥ (H ® H) un opérateur unitaire. Nous dirons que
V est multiplicatif (sur H) s’il vérifie la relation «pentagonale» V,,V,3V,;=V,,V,,.
Cette relation pentagonale refléte 1’associativité du produit tensoriel des représentations
des «groupes quantiques» (cf. [26], [30]). Dans plusieurs articles consacrés aux algébres
d’opérateurs munies de dualité que ’on peut considérer comme des « groupes quantiques
localement compacts» (cf. e.g. [13], [44], [17], [6], [19], [11]), un unitaire multiplicatif
joue un role fondamental; il est en fait clair, et plus ou moins explicite selon les auteurs,
que cet unitaire décrit toute la situation.

Il est trés naturel de chercher quelles conditions supplémentaires doit satisfaire un
unitaire multiplicatif pour correspondre a4 un «groupe quantique localement compact ».
En étudiant ce probléme, nous avons été conduits a considérer deux conditions que nous
appelons «régularité» et «irréductibilité ». Nous montrons qu’a un unitaire multiplicatif
régulier on peut associer deux C*-algébres de Hopf en dualité; si de plus I'unitaire est
irréductible, on établit, en adaptant la méthode de [5], des résultats de dualité a la
Takesaki-Takai, généralisant ceux de [42], [50], [18].

De plus, nous montrons que si ’espace de Hilbert H est de dimension finie, ou si
I'unitaire multiplicatif V a une propriété de commutativité, la régularité et (a la multipli-
cité prés) Iirréductibilité sont automatiques. Si P'unitaire multiplicatif régulier V est de
type compact ou discret, autrement dit si le « groupe quantique » associé est compact ou
discret, il est automatiquement irréductible (a la multiplicité pres).

Cependant, il existe des unitaires multiplicatifs qui ne satisfont pas a ces propriétés:
au groupe des déplacements quantiques de Woronowicz, on peut naturellement associer
deux unitaires multiplicatifs, tous deux non réguliers, un irréductible et un non irréduc-
tible. Un autre exemple de construction d’unitaires multiplicatifs avec les mémes proprié-
tés sera esquissé dans le paragraphe [8]. Ces exemples seront développés ailleurs. Cepen-
dant, nous ne savons pas si la régularité d’un unitaire multiplicatif implique son irréducti-
bilité.

Une autre vertu de nos résultats est de montrer que pour les «groupes quantiques
localement compacts», la théorie de la mesure détermine la topologie. Nous montrons
en particulier (remarque 3.11) qu’a une algébre de Kac-von Neumann (avec la terminolo-
gie de [6]), correspond une (unique) C*-algébre de Kac (au sens de [50]). Ce résultat est
a rapprocher du fameux théoréme de Weil ([52], ¢f. aussi Mackey [24]): un «groupe
quantique mesurable» avec une classe de mesure invariante, porte une unique structure
de «groupe quantique localement compact ».

L’organisation de ce travail est la suivante:

Dans le premier paragraphe nous donnons les définitions et premiéres propriétés des
unitaires multiplicatifs ainsi que quelques exemples que nous suivrons tout au long des
paragraphes suivants. En particulier nous montrons comment 4 un unitaire multiplicatif
sur H correspondent deux sous-algébres de . (H).

Dans le deuxiéme nous montrons que les unitaires multiplicatifs commutatifs sont (a la
multiplicité prés) les unitaires fondamentaux des groupes localement compacts.
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Dans le troisiéme paragraphe nous introduisons la condition de régularité; nous
montrons que les algébres associées a un unitaire multiplicatif régulier sont des C*-
algébres de Hopf.

Dans le quatriéme paragraphe nous montrons que les unitaires multiplicatifs réguliers
de type compact sont (4 la multiplicité prés) les unitaires fondamentaux des
«pseudogroupes compacts » de Woronowicz. Nous en déduisons que les unitaires multipli-
catifs sur un espace de Hilbert de dimension finie sont (a la multiplicité prés) les unitaires
fondamentaux des algebres de Kac de dimension finie.

Dans le cinquiéme paragraphe nous donnons quelques constructions liées aux
«pseudogroupes » de Woronowicz qui impliquent que les unitaires multiplicatifs associés
sont irréductibles. Cette condition d’irréductibilité, introduite et étudiée au sixiéme para-
graphe, nous permet au septiéme de démontrer la bidualité de Takesaki-Takai.

Enfin, dans le huitiéme paragraphe, en utilisant des idées de [46], [28], [29], nous
étudions la notion de couples assortis de systémes de Kac ce qui nous permet de
construire plusieurs exemples d’unitaires multiplicatifs réguliers et irréductibles. Ainsi,
nous montrons que le cadre des unitaires multiplicatifs réguliers et irréductibles est stable
par la construction du double quantique de Drinfeld [4] ce qui permet de retrouver les
exemples de [34] et construisons l'unitaire multiplicatif régulier et irréductible corres-
pondant aux exemples de [27].

Dans I’appendice nous discutons les notions de représentations pour les unitaires
multiplicatifs.

Les résultats de bidualité sont donnés dans le cadre des produits croisés de C*-
algébres. Les résultats analogues pour les produits croisés d’algébres de von Neumann se
démontrent de maniére analogue. Notons enfin que les résultats de dualité de [2] se
généralisent aisément au cadre des unitaires multiplicatifs: si S et S désignent les deux
C*-algébres de Hopf associées a un unitaire multiplicatif régulier et irréductible, il existe
un isomorphisme naturel entre la K-théorie bivariante équivariante pour S et la K-théorie
bivariante équivariante pour S.

Nous remercions M. Rosso, M. Enock et M. B. Landstad d’avoir attiré notre attention
sur les articles [34], [27] et [11].

0. Rappels et notations

Commengons par introduire quelques notations. Tous les espaces de Hilbert que nous
considérerons seront supposés séparables.

Notations. — Soit H un espace de Hilbert. Pour £ e H on définit
0, 0, £ (H, H® H)
par

9. (M=E®Nn et OB M=n®E
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428 S. BAAJ ET G. SKANDALIS

On definit 6, ,e Z(HO®H, HQH® H) (i=1, 20ou 3)enposant 6, . (N ®=£@N ¢,
8, (M®D=nN®E®Let b, (N®H=nRL{RE.

Pour Te Z(H® H) on définit T,,, T3, T,36 L(H® H®H) par T,,0, =0, T,
T136,,=0,,T et T,30, . =0, . T. Nous utiliserons dans la suite des généralisations
de ces notations: pour TeZ(H®H), T,,=ZTZ ou e Z(H®H) est donné par
ZE®N)=n®E; pour un produit tensoriel de plus de trois copies de H e.g. pour
TeH®H) et {i,j}<{1,2,3,4}, on définit T,;,e Z(H®H®H ® H); pour des
produits tensoriels d’espaces de Hilbert distincts: e.g. si {i,j} <= {1,2,3} et
TeZH;®H)), T;;e £ (H,; ® H, ® H;); nous pourrons aussi supposer que les H; sont
des C*-modules Hilbertiens...

Pour TeY H®H) et oe £ (H), on définit (id® 0)(T) et (0 ®id)(T) par les
formules :

(6 (Md®w)(Mn)=0®TH), (& (@®id)(T)n)=w(O*TH).

Soit A une C*-algébre, A la C*-algébre obtenue a partir de A par adjonction d’un
élément unité et M (A) la C*-algébre des multiplicateurs de A (¢f. [33], 3.12). Si J est un
idéal bilatére fermé de A, soit M(A; J)={meM(A))mA+AmcJ}. 1l est clair que
M (A; J) est une sous-C*-algébre de M (A) que 'homomorphisme de restriction de M (A)
dans M (J) identifie & une sous-C*-algébre de M (J). Un homomorphisme de C*-algebres
n: A —» M (B) est dit non dégénéré si, pour une unité approchée (¢;) de A, n(e;) converge
vers 1 pour la topologie stricte. Dans ce cas, n se prolonge de fagon unique en un
homomorphisme noté encore m: M (A) - M (B) continu pour les topologies strictes et
vérifiant w(1)=1 (dans [50] un tel homomorphisme est appelé spécial).

Nous aurons besoin de quelques rappels concernant les algébres de Hopf.

0.1. DEFINITION, — Une C*-algébre de Hopf est un couple (A, 8) ou A est une C*-
algébre et 3:A->MAQA+A®A; AQA) est un *-homomorphisme non dégénére,
appelé le coproduit de A, tel que le diagramme suivant soit commutatif:

A 4 MA®A)
sl lidA®5

3 ®idy
MAR®A) — MARARA)

L’algébre de Hopf A est dite simplifiable a droite (resp. a gauche) si 8 (A)(1 ® A) (resp.
S(A)(A® 1)) est total dans A ® A. Elle est dite bisimplifiable si elle est simplifiable a
gauche et a droite (les produits tensoriels considérés sont des produits tensoriels « min »).

Remarquons que cette définition differe légérement de la définition 1.1 de [2].
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0.2. DEFINITION. — On appelle coaction d’une C*-algébre de Hopf (A, 8) dans une C*-
algébre B un *-homomorphisme non dégénéré 3,:B->M (B ® A; B® A) tel que le dia-
gramme suivant soit commutatif

B — . MB®A)
% | idp ®3 |

55 ® idy
MB®A) ——MBRAR®A)

Une C*-algébre B munie d’une coaction 8y de la C*-algébre de Hopf A est appelée une
A-algébre si dg est injective et si 35 (B) (1 ® A) est total dans B® A.

0.3. DeFINITION. — Soit A une C*-algébre de Hopf. Une coreprésentation unitaire
de A dans l'espace de Hilbert (ou C*-module) H est un unitaire ue ¥ (H® A) tel que
(id ® 8) () =u,, u,3; autrement dit, a travers l'identification

HRA)R;ARA)2HR®ARAmau®;l=u,,u,;.

Soit B une C*-algébre munie d’une coaction 8y de la C*-algébre de Hopf A. Une
représentation covariante de (B, 8g) est une paire (m, u) ou ™ est une représentation non
dégénérée de B et u est une coreprésentation unitaire de A dans le méme espace de Hilbert H
telles que YbeB, (n ®id) 85 (b)=u(n () ® 1) u*.

Rappelons la notion de cocycle associée 4 une coaction d’une C*-algébre de Hopf.

0.4. DerINITION. — Soit B une C*-algébre munie d’'une coaction dy de la C*-algébre de
Hopf A. On dit que l'unitaire ue M (B ® A) est un cocycle pour la coaction by si

U2 (85 ®id,) ()= (ids ® 8) ().

Si u est un cocycle pour &g, Iapplication 83 ,:B—->M(B®A) donnée par
g, , (x)=udy (x) u* satisfait (8, ®id,) g ,=(idp ® 6) Jy_,.
Rappelons enfin la notion de morphisme de C*-algébres de Hopf.

0.5. DerINITION. — Soient (S, 8) et (S', 8') deux C*-algébres de Hopf. On appelle
morphisme d’algébres de Hopf de (S, 8) dans (S', 8"), un *-homomorphisme non dégénéré
¢:S > M(S') tel que le diagramme suivant soit commutatif:

s 5 ME®S)
‘l ¢®él

M(S)SMES ®S).

1. Définitions

Dans ce paragraphe nous donnons la définition des unitaires multiplicatifs et quelques
propriétés de ces opérateurs. La relation pentagonale définissant ces unitaires est déja
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430 ) S. BAAJ ET G. SKANDALIS

apparue, sous des formes variées, dans [25], [13], [44], [17], [6], [19], [30]. Nous renvoyons
a [30] pour une discussion des significations de cette relation.

1.1. DeFINITION. — Soit H un espace de Hilbert et Ve ¥ (H ® H) un opérateur unitaire.
Nous dirons que V est multiplicatif s’il vérifie la relation pentagonale :

Vi Vi3 V3=V,3 Vi,

1.2. Exemples. — 1) @ L’identité 1€ ¥ (H ® H) est un unitaire multiplicatif.

@ Si V est un unitaire multiplicatif sur H et Ue % (H, H') est un unitaire, alors
W=(U ® U) V(U* ® U*) est un unitaire multiplicatif sur H'. Nous dirons alors que les
unitaires multiplicatifs V et W sont équivalents.

e Si V est un unitaire multiplicatif et e ¥ (H® H) est la volte: Z(E®@N)=n®E,
P'unitaire ZV*X est aussi multiplicatif. Deux unitaires multiplicatifs V et W sont dits
opposés si V et X W* X sont équivalents.

e Si V et W sont deux unitaires multiplicatifs sur H et K respectivement, alors
V3 W,,eZH®K®H ®K) est clairement un unitaire multiplicatif sur H ® K. L’uni-
taire V,; W,, sera appelé produit tensoriel de V par W et (abusivement) not¢ V@ W.
On remarque que les unitaires multiplicatifs V® W et W ® V sont équivalents.

2) Soit G un groupe localement compact et soit dg une mesure de Haar a droite
sur G. La formule Vg (€) (s, £) =& (st, t) définit un unitaire multiplicatif.

3) Soit W I'unitaire fondamental d’une algébre de Kac-von Neumann au sens de [6],
proposition 2.1.1. Alors 'unitaire V=W* est multiplicatif (¢f. [6] proposition 3.1.7-cf.
aussi [13] et [17]).

4) Si (A, ) est une C*-algébre de Hopf (unifére) et ¢ est une mesure de Haar a droite
sur A, alors 'opérateur V, donné par V,(m,(x) &, ® n)=(r, ® 7,) (3 (x)) (§, ® n) définit
une isométrie de H, ® H, qui vérifie la relation pentagonale. En particulier si V, est
surjectif, c’est un unitaire multiplicatif. Signalons que par [54], théoréme 4.9, si A est
une C*-algébre de Woronowicz (¢f. terminologie du §4), V, est surjectif.

5) Soit (A, 8) une C*-algébre de Hopf. Le coproduit & est une coaction de A dans
elle-méme. Soit alors (m, u) une représentation covariante dans I’espace de Hilbert H
pour cette coaction: n: A - % (H) est une *-représentation et ue.# (H ® A) un unitaire
tel que: (d®8)(wW)=u,,u,;; et YacA, (n®id)°d(a)=u(n(a) ® )u* (c¢f. déf. 0.3).
Posons V=(id ® =) (u); il est clair que les deux relations ci-dessus entrainent que V est
un unitaire multiplicatif.

6) Une autre fagon d’interpréter la relation pentagonale est la suivante:

Soit A une algébre de Hopf de dimension finie; notons E I’algébre des endomorphismes
de ’espace vectoriel A. Identifions E 4 A* ® A et notons ve A* ® A I'image de I'identité.
Notons L I'action de A dans A par multiplication a gauche. Pour xe A* et ae A, posons
p(x)a=(id ® x)d(a). Alors L et p sont des homomorphismes d’algébres de A et A*
dans E. Rappelons que le produit de A* est donné par la formule :

(xp, a)={(x®Y), 8(a) ) (x, ye A*, acA).

4° SERIE — TOME 26 — 1993 — N° 4



UNITAIRES MULTIPLICATIFS ET DUALITE 431

PROPOSITION. — a) Soit acA et xeA¥*; écrivons §(a)=Z,a;,®b,. On a alors
p(x)L(@)=Z;L(a)p (xb)).

b) Pour acA ona(p®id)(v)(L(a) ® 1)=(L ®id)(6(a)) (p ®id) (v) (dans E ® A).

¢) On a l'égalité (id ® 8) (v)=v,,v13.

d) Ona:

((d ® L) ()12 915 ((p ® id (2))35 = (p ® id) (1)),3 ((id ® L) ()1

(dans A*® E® A).

Preuve. — a) Pour be A on a:

P(x)L(a)b=(1d ® x) 3 (ab)=(id ® x) (Z;(2; ® b) 8 (b)) =Z;4;(id ® x) (1 ® b)) 5 (b))
=Z;0;(id ® xb) 8 (b)=Z; L (a) p (xb) b

b) Posons 8 (a)=X;a; ® b;. Pour xe A*, (id ® x) (v)=x d’ou

(id ® x) ((p ®id) (v)) = p (x).
Donc
[d®x)(p®id)(VM(L(@®1)=p(x)L(a)
et
(id ® x) (L ®id) (3 (@) (p ® id) (v)) = Z; L (a;) p (xb,) sont égaux par a).
¢) Soient x, ye A*etacA=A**.Ona(@®id)(v)=a, (id ® x) (v)=xet (id ® y) (v)=y.
Donc
(a®x®y, ([d®3) () )=(x®y, 8@ )={xy, a)

et
a®x®y, v1,v13)=<({d ® x) (v) (id ® y) (v), a)={xy, a).
d) Par b) ((p®id)(v)),3(([d®L)(v));,=(d ® L ®id) (id ® 3) (v) ((p ®1id)(v)),3, ce
qui par c) est égal & ((id ® L) (v))1,v13(p ®@1d) (v)),3. W

COROLLAIRE. — L’opérateur V= (p ® L) (v) vérifie la relation pentagonale. M

Supposons de plus que A est unifére et co-unifére de sorte que les homomorphismes
L et p sont injectifs.

PROPOSITION. — Notons 1 l'unité et € la co-unité de A.

a) Supposons que V, donc v, est inversible. L’application «:A — A définie par
k(@=(@®id) (v ') (aeA) est l'antipode de A i.e. on a, pour tout

aeA, m(id®«x)d(@=mx®id)d(@)=¢c(a)l.
b) Réciproquement, si 'algébre de Hopf A admet une antipode, alors v est inversible.
Preuve. — a) Pour aeA, ona d(a)=(a®id ® id) (v,,7,5) donc
(d®x)é(a)=(a®id ®id)(v,,v13)
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432 S. BAAJ ET G. SKANDALIS

etm(id ® k) 8 (a)=(a ® m) (vy,v73)=(a®id) (e ® 1)=¢(a)l. De méme
(x®id)d(a)=(¢ ® id ® id) (v7,' v;3)

etm(k ®id)8(a)=(a ® m) (v;; v,3)=¢(a) 1.

b) estclair. (¢f. [1]) W

Remarquons que, par le d) de la proposition précédente, I’antipode x vérifie
K (ab)=x (b) x (a).

Passons a I’étude des unitaires multiplicatifs. Soit H un espace de Hilbert et soit
Ve (H® H) un unitaire multiplicatif.

1.3. DEFINITION. — Si ® est une forme linéaire continue sur ¥ (H) on définit
L(®)eZ (H) et p(w)e ¥ (H) par les formules: L (®0)=(o ®id)(V) et p(0)=(d R o) V.
On pose A (V)={L(0)/oe £ H),} = LH) et A(V)={p(@)/oecZL H),} = £ H). Les
espaces A (V) et A (V) sont en dualité par la formule :

(L(®), p(@))=(0® o) (V)=o(p(0)=0"(L(@))
On a:

1.4. PROPOSITION. — Les sous-espaces vectoriels A (V) et A (V) sont des sous-algébres
de & (H). Les espaces A(V)H et A (V)H sont totaux dans H.

Preuve. — Soient ® et @' deux formes linéaires normales sur % (H). Soit ye % (H),
définie par Y(T)=(0 ® o) (V¥*(1®T)V). On a:

L(@)L(@)=(e®id) (V) (@' ®id) (V)=(0® o' ®id) (Vi3 Vy;)
=@® o' ®id)(V1; V23 V)= ®id) (V)=L(¥).

De méme si §’ est définie par V' (T)=(0 ® 0" )(V(T® 1) V*), on a: p(®)p(®)=p ).

Soient & neH, £#0 et n#0; comme V*(E®n)#0, il existe o, feH tels que
(E®M, V(@ ® P))+#0. Donc L(w, ,)B n’est pas orthogonal a n et p (o, ) o n’est pas
orthogonala &. W

1.5. DerINITION. — Soit 'V un unitaire multiplicatif. On appelle algébre réduite de V
lalgébre S adhérence (normique) dans & (H) de A (V). De méme on appelle algébre réduite
duale de V U'algébre S adhérence (normique) dans & (H) de A (V).

Remarque. — 1l est clair que I’espace vectoriel engendré par les formes ¥ apparaissant
dans la démonstration de 1.4 est normiquement dense dans % (H),; I’espace vectoriel
fermé engendré par { xy/xeA(V), yeA(V)} est donc S; on voit de méme, que I’espace
vectoriel fermé engendré par {xy/xeA ), yeA(V)} est S.

1.6. PROPOSITION. — Notons C*(S) et C*(S) les C*-algébres engendrées (dans & (H))
par S et S. Alors V appartient au bicommutant de C* (S) ® C*(S).

Preuve. — Soit Te £ (H® H). Pour

weZ (H),,([d®w®id) (T3, V,3)=[T, 1® L(w)],
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donc T commute avec 1 ® S si et seulement si [T, 3, V,3]1=0. De méme, T commute avec
S®1 si et seulement si [T,,, V,,]=0. Si T commute & S$®S alors T commute avec
1®S et avec S® 1 (proposition 1.4), et T,, commute avec V,, et V,, donc avec
Viz=V1V;3 Vi, Vi R

Remarquons qu’on a en fait prouvé que Ve(S® S)".

1.7. DEFINITION. — Soit V un unitaire multiplicatif. Nous dirons que V est de type
compact si I'algébre S est unifére. Nous dirons que V est de type discret si 'algébre S est
unifere.

1.8. DEFINITION. — Soit V un unitaire multiplicatif sur l'espace de Hilbert H. Un vecteur
eeH tel que VO,=0, est dit fixe. Il est dit cofixe si VO,=0..

Autrement dit, le vecteur e est fixe si et seulement si VEeH, V(e ® E)=e ® & et cofixe
siVEeH, VE®e)=ERe.

1.9. PROPOSITION. — Soit e un vecteur fixe (resp. cofixe) de norme 1 et ¢ I'état vectoriel
associé a e(§(T)={e, Te)). On a L($p)=1 et p(9) est le projecteur sur I'espace H, des
vecteurs fixes (resp. p($)=1 et L () est le projecteur sur I'espace H° des vecteurs cofixes).

Prewve. — Soit e un vecteur fixe de normel et ¢ I'état vectoriel associé.
L'égalit¢ L(¢)=1 est immédiate. Comme V*(e®@e)=e®e, Dlétat |y’ donné par
V(M= ®¢)(V(T®1)V*) coincide avec ¢ donc p(¢) est un idempotent de £ (H)
(proposition 1.4) et comme ||p(¢)||<1, p(4) est un projecteur. Pour E€H, p($)E=E si
et seulement si (&, p($)E)=||&]|? or (&, p(P)E>=(E® e, V({® ) ); donc l'image de
p() est {EcH/V(E®e)=E®e}. Finalement, si VEQ@e)=(Qe, VNeH, E®e®n)
est fixe par V,, et par V,; donc par V,;=V%,V,,V, , V%,

Les énoncés relatifs aux vecteurs cofixes se déduisent de ceux relatifs aux vecteurs fixes
enremplagant Vpar XV*Z. W

1.10. ProrosiTION. — Soit V un wunitaire multiplicatif sur [l'espace de Hilbert
séparable H. Alors I'unitaire multiplicatif V est de type compact (resp. discret) si et seule-
ment si l'espace des vecteurs fixes (resp. cofixes) est non nul.

Preuve. — Si e est un vecteur fixe de norme 1, comme d’aprés la proposition 1.9 (et
avec ses notations) L (¢)=1, 1e A(V) et S est donc unifére.

Réciproquement supposons S unifeére; comme son action dans H est non dégénérée
(proposition 1.4), l'unité de S est 'opérateur identité 1e€.% (H). Il existe alors une
forme we ¥ (H),, telle que ||[L(w)—1||<1/2. On a alors pour tout état normal V,
|o(e)|=|¥(L(w)|=1/2. Fixons un état normal fidéle . Définissons I'état " par
récurrence sur lentier n=1, en posant Y=y et V"1 (X)=¢y @ Y"(V(x® 1) V*) et
V,=1/n Y * Ona p")=p)" (proposition 1.4). Posons T=p(}). On a || T||£1

15ksn
et 1-=T)p(Y,)=1/n(T—T"*") tend vers 0 en norme. Si 1—T était injectif, il existerait
une forme ' telle que ||0—a’ (1-T)||<1/4. Comme |o (p (V) |=1/2, cela est imposible;
donc il existe e, ||e]|=1 tel que Te=e. Soit ¢ I'état vectoriel associé 4 ¢; on a ¢ (T)=1,
donc Y (L(9))=1; comme { est fidéle et que |L($)||<1, cela n’est possible que si
L(¢)=1. Il en résulte clairement que e est fixe. MW
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Dans les exemples ci-dessus, nous voyons que:

— 1leZ(H® H) est de type compact et discret; X V*X est de type compact (resp.
discret) si et seulement si V est de type discret (resp. compact); le produit tensoriel de deux
unitaires multiplicatifs de type compact (resp. discret) est de type compact (resp. discret)
(exemple 1.2.1).

— Si G est un groupe compact, la fonction constante 1 est fixe pour Vg et Vg est de
type compact; si G est discret la fonction e, est cofixe pour Vg, donc Vg est de type
discret (exemple 1.2.2).

— Si dans ’exemple 1.2.4, la mesure de Haar 4) est un état, le vecteur &, est fixe.

1.11. Remarques. — a) Soit feH un vecteur de norme 1 tel que V(f®f)=/® f
et | I’état vectoriel associé. On a alors L (\)2=L ({) et p(V)2=p (¥); comme de plus
ILA)|I=|lp W) ||=1, L(¥) et p(¥) sont des projecteurs.

b) Dans les paragraphes suivants nous étudierons des cas ou les algébres S et S sont
involutives. Nous ne savons pas si c’est le cas en général. Notons cependant que si { et
V' sont deux formes telles que L ({)* =L (), pour toute paire ®, ' de formes, on a:

L(p(@V¥p(@)*=L(p(@*) ¥ p(0™))

De méme, si | et J' sont deux formes telles que p (\)*=p (Y'), pour toute paire ®, ®
de formes, on a:

PL@VL(@)*=p L@V L(@™)

Par exemple, si e est un vecteur fixe de norme 1 et ¢ I’état vectoriel associé, comme
p(9) est autoadjoint, I'adjoint de p (x ¢ y) est dans S pour toute paire x, y€S. Si de plus
les espaces {xe, xS} et {x*e, xeS} sont denses dans H, alors S est une sous-C*-
algebre de ¥ (H).

2. Unitaires multiplicatifs commutatifs

Nous étudions dans ce paragraphe le cas particulier des unitaires multiplicatifs commu-
tatifs pour lesquels nous montrons qu’ils correspondent aux groupes localement compacts.
Ce résultat généralise des théorémes de [52], [24], [40], [13], [43], [49], [6], [54].

Soit V un unitaire multiplicatif sur H.

2.1. DEFINITION. — Nous dirons que V est commutatif si V,5 et V,3 commutent. Nous
dirons que V est cocommutatif si V,, et V,5 commutent.

L’unitaire multiplicatif Vg (exemple 1.2.2) est commutatif. Nous allons montrer que
tout unitaire multiplicatif commutatif est (2 multiplicité prés) de cette forme.

Notons que I'unitaire multiplicatif V est commutatif (resp. cocommutatif) si et seule-
ment si I’algébre S (resp. S) est abélienne.

Si V est commutatif, V,; et V¥; commutent et donc C* (S) est abélienne.
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2.2. THEOREME. — Soit V un unitaire multiplicatif commutatif et soit G le spectre de
la C*-algébre abélienne C* (S). Alors G est un groupe localement compact et il existe un
espace de Hilbert K tel que V soit équivalent a l'unitaire multiplicatif Vg ® 1 o ¢ (cf. 1.2).

Preuve. — Utilisant la représentation notée n de C*(S)=C,(G) dans H on écrit
®

H= J K, du(g). Pour geG, 'application o — L (®) (g) est linéaire et continue. Il existe
G

donc un opérateur p,e £ (H) tel que o (p,) =L (®) (g) (Vo e £ (H),). L’application g - p,
est ultrafaiblement continue.

(] ]

Dans la décomposition H®@ H= f H®K,du(g),ona V=f Py ® 1k, d(g), comme
G G
on le voit en appliquant ® ® id aux deux membres de cette égalité. On en déduit que p-

presque partout p, est unitaire. Soit D I'ensemble (de mesure 1) des ge G tels que p, est
unitaire. '

On a:

® ®
V12V13V23=J Vip,®p,) ® g, dn(g) et Vy; V12=J (1®p,) VR Ik, du(g).
G G

On en déduit que (presque partout et par continuité partout) V(p, ® p,)=(1® p,) V.
Appliquant (o ® id) aux deux membres de cette égalité on trouve: p, L (0)=L (p, ®) p,.

Soit geD; on a p,L(w)p}=L(p, ) et p;L(®)p,=L(p; ®). Il en réesulte que I'uni-
taire p, normalise C*(S); il existe alors un homéomorphisme noté h—hg de G
tel que VfeCy(G)=C*(S) on ait (p,n(f)p;)=n(gf) ou gf(h)=f(hg). Comme
L(o)(hg)=L(p,®)(h) on a o(p,)=o(p,p,) €t py,=psp,. En particulier, D est un
groupe.

Posons T={p,/ge G} U {0}. Comme I'application ¢$: G* =G U { o0 } > T donnée par
$(2)=p, et ¢ (0)=0 est ultrafaiblement continue, T est un compact ultrafaible de £ (H)
et ¢ est un homéomorphisme. Pour yeT, comme x — yx est continue, que yxeT pour
xe¢(D) et que ¢(D) est dense, T*=T. De méme T est autoadjoint. On en déduit
que G* est muni d’une loi de produit séparément continue g, & — gh telle que Vg, he G™,
deM)=9¢(@) ().

Pour geG notons a, le *-endomorphisme de C*(S) donné par o, (f) (k) =f(hg). On a
o, (L (0))=L(p,»). Donc, pour geD, p, entrelace n et n°a,. En particulier, la mesure
o, (1) est équivalente a p (pour geD). Notons 3(h, g) la dérivée de Radon-Nikodym
d(o, (n)/du (k). Soit j: G — G l'application donnée par p;,=p;. Notons m=p *j(u) la

mesure sur G donnée par m(f)= f fy)dp(x)d(G)(»)= J o, (W) (f) du(y). Comme

chacune des mesures o, (1) (y€D) est équivalente 4 y, il en va de méme pour m. En
particulier, la classe de p est invariante par j, donc aussi par les translations a gauche
h— gh (geD).
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®
Soit ge D. Comme I'unitaire p, entrelace m et mea,, pour &= f Endu(h), p, (§) est de
G

@
la forme p, (§)=f Ph, g Gng O (B, g2 du(h) ou p, ,:K,, — K, est, pour presque tout h
G

un unitaire. L’égalité p,,. = p, p,- implique que pour presque tout 4 on a p, , Puy, o= P, gg-

L’ensemble E des triplets (g, g, h)eD? tels que p, , soit unitaire et qu'on ait
Ph, g Prg, o = Ph, 4 €tant conégligeable, il existe e D tel que pour presque tout g, g’ on ait

®
(g, g', W) eE. Posons alors K=K,; identifions alors H=f K, du(g) a L?2(G; p ®K au

®
moyen de I'unitaire U=J Pr,n—14d1(g). Alors, pour presque tout geD, p, est donné
par p, (§)(g)=3(g’, g )'*E (g’ 9).

Donnons nous une structure réelle sur K et définissons 1’opérateur antilinéaire J sur H
par J () (g)=E(g). Alors Jp,=p,J pour presque tout, et par continuité pour tout geG.
Pour o, BeH et geG, L (0, 5p) (@) ={J, p,JB)>={p,B, a); comme I'involution de
Co(G) est la conjugaison complexe, L(w, p)*(g)=wy . (pF)=<p,B, a). Donc
L (@4,5p) =L (@0, p)*.

En particulier, S est une C*-algebre. L’égalit¢ p, L (w)=L (p, ®) p, montre que, pour
tout geG, p, entrelace m et neo,. Si g¢D et heD, alors Ag¢D donc p et o, () sont
inéquivalentes. Donc p,=0 et L(®)(g)=0 ce qui est absurde. Donc G=D. Comme les
topologies ultrafaible et *-forte coincident sur le groupe des unitaires, G est un groupe
localement compact.

Enfin, dans la décomposition H=L2?(G; p) ® K, V s’identifie 4 I'unitaire multiplicatif
Ve®lkgx W

2.3. Remarques. — 1. L’unitaire multiplicatif V est cocommutatif si et seulement si
Y V*X est commutatif. Le théoréme 2.2 classifie donc aussi les unitaires multiplicatifs
cocommutatifs.

2. Soit G un groupe mesurable muni d’une classe de mesure quasi invariante par
translation a droite. Soit p une mesure dans cette classe et notons f(s, ) la fonction

mesurable sur GxG telle que J¢ (sr, )dux p(s, )= J(j) (s, Df (s, duxp(s, t). La

formule V& (s, )= (st, t) f (st, t)~1/? définit clairement un unitaire multiplicatif commu-
tatif sur H=L2?(G, p). On en déduit que G admet une (unique) structure de groupe
localement compact compatible avec sa structure mesurable. Nous retrouvons donc ainsi
le théoréme de Weil ([52]; ¢f. Mackey [24]).

3. Comme on associe canoniquement un unitaire multiplicatif 4 une algébre de Kac et
a un « pseudogroupe compact» de Woronowicz (exemples 1.2), le théoréme 2.2 montre
qu’une algébre de Kac commutative, est ’algebre de Kac d’un groupe localement compact
(cf. [13] et [43]) et qu’une algébre de Kac cocommutative, est I’algébre de Kac duale d’un
groupe localement compact (cf. [49] et [6]); de méme si I'algébre de Hopf sous-jacente a
un «pseudogroupe compact» de Woronowicz est commutative (resp. cocommutative),
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c’est I'algebre de Hopf C(G) (resp. C*(G) (*)) ou G est un groupe compact (resp. discret)
(cf. [54] théorémes 1.5 and 1.7).

3. Unitaires multiplicatifs réguliers

Dans ce paragraphe on introduit une notion de régularité pour les unitaires multiplica-
tifs et montrons que si V est un unitaire multiplicatif régulier, les algébres S et S définies
au premier paragraphe sont des C*-algébres de Hopf (théoréme 3.8). Nous déduisons
en outre de la régularité de V 'existence de I’antipode qui est un antihomomorphisme
densément défini k.

Commengons par le résultat élémentaire suivant :

3.1. LemME. — Soient H et K deux espaces de Hilbert et X ¢ ¥ (H ® K). Alors les
adhérences dans ¥ (H ® K) des espaces vectoriels engendrés par

(1@ h)x(1®k), xeX, h, ke X (K)}

et {({[d®w)(x) ®k, xeX, ke H (K), oe £ (K), } coincident.

Preuve. — Pour h=0, .., k=0, et xeX, ona
AnNx(1@k=>1d®aw;,)(x)R6; .. B

Soit V un unitaire multiplicatif. On pose € (V)={(id ® ) (ZV), 0 £ (H), }.

3.2. ProposITION. — a) € (V) est une sous-algébre de ¥ (H).

b) Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) L’adhérence de € (V) dans & (H) est A" (H). ,

(il) L’adhérence de I'espace vectoriel engendré par { (x ® 1) V(1 ® y), x, ye & (H) } dans
FZH®H) est # (H® H).

Preuve. — a) Pour o, o'e Z(H), on a (d®w0)2EV) ((dRo)EV)=>1d® 0o’ Q@ )
(Z13V13Z5 V1) Or 23 Vi3 X, V=213 215 Vs Vi =853 213 Vi, Vi3 V=253 Vs,
X,3V13V,3=V,3 2,3%,5V,3V,;. Posons Yy (x)=(0'®@®)(VE(1®x)V). On a donc
[Re)EV)(dR)(EV)=3d V) (V).

b) (ii) est équivalente a: Padhérence de I’espace vectoriel engendré par
{(Zx@1) V(1 ®y), x, ye (H)} dans & (H® H) est # (H® H). Comme

Ze@HVI®=>18x)EV(I®y),

I’équivalence résulte du lemme 3.1, H

(1) Plus précisément, de telles algébres de Hopf sont classifiées par a) un groupe discret; b) la classe
d’équivalence faible d’une représentation unitaire fidéle n telle que m®m soit faiblement contenue dans w
(¢f. appendice A, remarque A. 11.a).
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Remarque. — 11 est clair que l’espace vectoriel engendré par les formes ¢ de la
démonstration de 3.2a) est normiquement dense dans % (H),; il en résulte que I'espace
vectoriel fermé engendré par {xy/xe% (V), ye(é(V)} est égal a ’adhérence normique
de € (V).

On est alors en mesure de définir les unitaires multiplicatifs réguliers.

3.3. DEFINITION. — L'’unitaire multiplicatif V est dit régulier si I'adhérence de % (V)
dans ¥ (H) est A (H).

On a ¢EV*2)=%(V)* car (d® ®0)(EZXZV*X)=(d ® o*)(ZV)*. Donc si V est
régulier £ V*X P’est. Si deux unitaires multiplicatifs sont équivalents ou opposés et que
I'un est régulier, ’autre I’est.

Reprenons les exemples 1.2.

3.4. Exemples. — 1. Pour o=y ,, (id ® w)(Z£)=0, , car
(0,([d@0)E)B)=(a®E nN®B).

Dong, si la forme o est donnée par @ (x)=Tr(T x)(Te £!(H)) on a (id ® @) (£)=T. On
en déduit que 1€ %2 (H ® H) est régulier.

2. On vérifie aisément que I’unitaire multiplicatif Vg associé a4 un groupe localement
compact G est régulier (cela résulte d’ailleurs de I’exemple suivant).

3. Supposons qu’il existe un opérateur unitaire J de H dans Pespace de Hilbert
conjugué H tel que J* L (w) J=L (0*). Soit ® la forme donnée par

o (x)=Tr (T x)(Te £ (H)).

Considérons T comme élément de #2(H)=H ® H. Soit alors W I'unitaire d¢e H® H:
W=(1®JV(1®J). Léément (id ® »)(XV) est alors WT vu comme éléments de
#?(H)= & (H). En effet, il,suffit de vérifier que

(o, ([d® 0w, JEVIB)=(BR®a, WEBN)).
Or

(BO®a, WE®M))=(B®Jo, VE®IN))=(V(ER®TN),B®Ta).
Posant @ =wy ; on a donc

(B®a, WE®n))=(L(@)JIn,Ja)
=(Jo,L(@In)={o, L(©*)N)={(E®a VBE®n)).

On en déduit immédiatement que 'unitaire multiplicatif V est alors régulier.

En particulier, si V=W* ou W est 'unitaire fondamental d’une algébre de Kac-von
Neumann au sens de [6], on déduit de [6], lemme 2.2.3, que V est régulier.

3.4.4. PROPOSITION. — a) Soit V un unitaire multiplicatif. Si V est un multiplicateur
de X (H)® &L (H) (resp. de ¥ (H) ® A (H) alors € (V) = A (H).
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b) Soit A une C*-algébre de Hopf unifére simplifiable a droite (définition 0.1) munie
d'une mesure de Haar & droite ¢ satisfaisant ¥ xeA, ¢ (x*x)=0<> ¢ (xx*)=0. Notons
(Hy, my, &) la construction GNS associée. Alors I'opérateur V,e & (H, ® H,) donné par
Vi, (x) €, ® M) =(n, ® my) 8 (x) (§, ® M) est un unitaire multiplicatif régulier.

Preuve. — a) Pour
x,yeX (H), x®1)Vex (H)® ZH)

donc (x®1)V(1 ® y)e ¥ (H® H). L’assertion «resp.» découle en remplagant V par
IV*Z,

b) L’opérateur V, est isométrique; son image contient
{m @) BX)(1®y)(E®EY/x, yeAl;

c’est donc un unitaire. C’est clairement un unitaire multiplicatif.

Notons V l'unitaire V, et e le vecteur §,. Il est clair que V est un multiplicateur
de X" (H)® m,(A) donc, comme A est unifére, de # (H)® £ (H). Donc, par a),
€ (V) c X (H).

On a (id® e, ) (ZV)=60, .. Pour conclure, il suffit de démontrer que V&eH,, £#0,
Ixe€ (V) avec (e, x&)#0. L’espace { x* e/xe ¥ (V) } est alors dense dans H,; si xe € (V)
et neH,, 0, x=0, ,..€€ (V) et €(V) est dense dans 4" (H).

SOlt QGHQ; VQ,BEH¢, <€, (id®(Du,B)(2V)§>=<e, L(mu,ﬁ)B>' Sl Vxe(g(v)a
(e, x&»=0, VaecH,, L(o, )*e=0; or L(o, )em,(A); posant L(w, ) =m,(a), on a
¢ (aa*)=0 donc ¢ (a*a)=0. Donc, YaecH,, L(0, Je=0iec. VE®e)=0et E=0. W

En particulier, il résulte de [54] (theorem 4.9, theorem 5.6, 6°), que si A est la C*-
algébre de Hopf sous-jacente 4 un « pseudogroupe compact matriciel » de Woronowicz,

P'unitaire multiplicatif associé est régulier. Comme de plus, A est simplifiable 4 gauche
([54], Theorem 4.9), on a S=m,(A).

PROPOSITION 3.5. — Si V est un unitaire multiplicatif régulier, les algébres S et S
associées sont autoadjointes.

Preuve. — Notons E I’espace vectoriel engendré par

{(‘D ®0' ®id) (2, V33V, Vin)* 0, o'e £H), }

Comme X,,V%,V,,V,;=%,,V,, V%, I'adhérence normique de E dans £ (H) est S. Or
212V33 V1 Vi3=V13%,V,, Vi3 Done

(0®e'®id)(Z;, V33V, Vi3)=(0®id)(V*(y® 1)V) ot y=(id ® o) (ZV).
On en déduit que I’'adhérence de E dans % (H) est I’espace vectoriel fermé engendré par
{(0®@id)(V*(y @ 1)V), oe L (H),, ye X (H)} qui est clairement autoadjoint. Comme
2 V*X est régulier, on en déduit que S=S (X V* X)* est autoadjointe. M
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PROPOSITION 3.6. — Soit V un unitaire multiplicatif régulier, S et S les C*-algébres
associées. On a:

a) VEM(A H)®S) et VEM S ® A (H)).

b) L’adhérence de l'espace vectoriel engendré par {(x® 1)V (1 ® y)/xe # (H), yeS}
est A (H) ® S; celle de I'espace vectoriel engendré par {(x ® 1) V(1 ® y)/xe S, yexx H)}
est S® A (H).

¢) VEM(S ®S9).

d) L’adhérence de l'espace vectoriel engendré par {(x ® V(I ®y)xeS, ye S} est
S®Ss.

Preuve. — a) Soient x, ye X (H) et e £(H),. On a V(x@L(y0))=(1d ® 0 ® id)
(Vi3 V) @y @ 1)=(1d®@ o ®id) (VI; V23 V1) (x ® y ® 1)). Comme

Vx®y)eX (H®H),V(x®L(yn))
est dans ’adhérence de 1’espace vectoriel engendré par
([d®@o®id) (V1 V23)@®b® 1)) a, be A (H).

Ecrivons o=’ ¢, ce ¥ (H), on a

([d®0®id)(V1,V23)@®b®1))
=[db'@DNI®c®DVE,@R1® ) Vy3)eX (H)®S
(par 3.2b)).

De plus (x®@ L(0*y*)*)V=(>1d®@ o ®id) (V¥ (x® y ® 1) V,;) est dans I’adhérence
normique de I’espace vectoriel engendré par

Ro®id) (V5 @®1®1)V,,1®b®1)V,3) a, be A" (H).
Or

([dRo®id) (V@1 1DV, (1®IR1NV,)=[d®bo®id)(a®1® 1) V,, Vi)
Fcrivant bo=0'¢, ce # (H) comme (¢ ® c) Ve X (H® H),
([d®bo®id)(e®1® 1)V, Vi)eX H)®S

(on utilise la proposition 3.5).
Pour montrer que VeM (S ® o (H)), il suffit de remplacer V par TV*X.
b) Pour a, be & (H), ne # (H), et y=L(wa) on a:

G(eNV(I®y=>dR@w@id)(?®a®1)V,3V,3)
=([d®@e®id)(bt®aV*®1)V,;V,,)

L’adhérence de I'espace engendré par {(b® a) V*/a, bet” (H)} est ¥ (H) @ o (H); il
suffit de montrer que ’adhérence de I’espace engendré par

{([d®0®id)(@®1® 1)V,;V,,),ac X (H),0e £ (H), }i.e.
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par
{(([d®bo®id)(@®1®1)V,3V,,),a, bet (H), 0 £ (H), }
est " (H) ® S. Comme
([d@®bo®id)(@®@1®1)V,;3V,)=(d @0 ®id)(V,3(a@ D V(1 ® D)),,)

le résultat découle de 3.25).
La deuxiéme assertion résulte de celle-ci en remplagant V par ZV* X,

¢) Comme V,, et V,; sont des multiplicateurs de S® # (H)® S il en va de méme
pour V.

d) 1l suffit de montrer que ’adhérence de I’espace engendré par
{(x®a®1DV,;(1®b®y)/xeS, a, be X (H), yeS}

est S® # (H)® S. Ecrivant V,;=V*,V,,V,, V%, il suffit de montrer que ’adhérence
de P’espace engendré par

{(x®a® 1)V, V,(1®b®y)/xeS, a, be At (H), yeS}
estS® A (H)®S. Or
(x®a®DV,y,; Vi, (1®®Y)=x®@®DVI®Y)) V(10568 1)
et ’adhérence de I’espace engendré par
{(x®@® 1) V(1 ®y)/xeS, aeH (H), yeS}
estSA(H)®S. N

COROLLAIRE 3.7. — Soit V un unitaire multiplicatif régulier, S et S les C*-algébres
associées.

a) Les adhérences des espaces vectoriels engendrés par {V(x® 1)V*(1® y)/x, yeS}
et {V(x® 1) V*(y ® 1)/x, yeS} sont toutes deux égales ¢ S® S.

b) Les adhérences des espaces vectoriels engendrés par {V*(1 ® x) V(1 ® y)/x, yeS}
et {V*(1®x)V(y ® 1)/x, yeS} sont toutes deux égales a S® 8.

Preuve. — a) Pour ac A" (H), e £ (H),, et yeSon a
VL0(@o)@NV*(1®y)=(0®id®id)(V;,V;(@®1®y))

Par 3.6a) I'espace engendré par { V(a ® y)/ae A" (H), yeS} est dense dans /" (H) ® S.
Pour ae X" (H), ne ¥ (H),, et yeSona

VL@@ D) V*(y@D=(0®id®id)(@®@ V(I Q ), V;3)

Par 3.6b) l'espace engendré par {(a® 1)V(1 ® y)/ae (H), yeS} est dense dans
A H)®S.

L’assertion b) résulte de @) en remplagant V par ZV*Z. N
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THEOREME 3.8. — Soit V un unitaire multiplicatif régulier. Munie du coproduit & donné
par 3(x)=V (x ® 1) V*, l'algébre réduite S de V est une C*-algébre de Hopf bisimplifiable
(définition 0.1). Munie du coproduit § donné par §(x)=V*(1 ® x)V, lalgébre réduite
duale S de V est une C*-algébre de Hopf bisimplifiable.

Preuve. — On a

([d®3)3(x)=V,3V,(x®1®1)(V,3V,)*
=V, Vi3 x®1® 1) (V1 Vi3)*=(0 ®id) 3 (x).

De méme le coproduit § est coassociatif. Au vu du corollaire 3.7, la seule chose qui
reste & vérifier est que 8 (resp. 8) est non dégénéré, i.e. pour une unité approchée
bornée de S (resp. S) et xeS® S (resp. xeS ® S), & (u;) x (resp. & (u;) x) converge vers x.
Cela est clairement vrai pour x=38(y)(1 ® z) (resp. x=8(»)(z® 1)) et résulte dans le
cas généralde 3.7. M

Remarque. — Pour xe A (H), yeS, x®@ 1) V(y® )e# (H)®S. En effet, il suffit
de vérifier que (x® )V(y ® 1) V¥*e X" (H) ® S. On écrit alors x=az, ae A (H), zeS.

ProposITION 3.9. — L’application © — (0 ® id) (V*) définit un antihomomorphisme
d’algébres x: A (V) — S appelé antipode.

Preuve. — On a (0 ® id) (V*)=L (0*)* €S par la proposition 3.5.

Pour e £ (H),, L(®)=0<®=0 sur A (V)<L (0*)=0, comme S est autoadjointe.
Enfin, si { est la forme donnée par Y (x)=(0 ® o) (V*(1 ® x) V),ona L (o) L (0")=L ()
et L (0*) L (0'*)=L (y*). La proposition en découle. H

Nous donnons une autre définition dont I'intérét n’apparaitra qu’au paragraphe 6.

DerNiTiON 3.10. — Un unitaire multiplicatif V est dit birégulier s’il est régulier et que
I'adhérence dans & (H) de { (o @ id) (2 V)/we £ (H), } est A (H).

Remarques 3.11. — a) Soit W I'unitaire fondamental d’une algébre de Kac-von
Neumann M (cf. [6]). Posons V=W* et notons A Topérateur modulaire associé au
poids de Haar dual ¢ ([6]) de I'algébre de Kac-von Neumann M duale de M. D’aprés
([6], 2.1.5(a)), il est clair que l'algébre de von Neumann engendrée par A (V) (ou S)
coincide avec M; le corollaire 3.1.10 de la méme référence montre aussi que la
restriction | de (5 a S, définit un poids sur S normiquement semi-fini. D’autre part, on
a également V*(1® A)V=A® A ([7] lemme I.1). On en déduit que pour tout meM,
et pour tout £, on a L(A*@)=A"L (w)A~" donc le groupe modulaire (c,) de ¢ définit
par restriction a S, un groupe a4 un parameétre d’automorphismes de S continu pour la
topologie simple normique. Les autres conditions étant faciles a vérifier, la C*-algébre
de Hopf S munie de I’antipode x (cf. 3.9) et de ¥ est une C*-algébre de Kac au sens
de [50]. Le méme raisonnement montre également que la C*-algébre de Hopf S munie
de I’antipode p (0) — (id ® ®) (V*) et de la restriction 4 S, du poids de Haar ¢ de M est
une C*-algébre de Kac au méme sens.

b) Soit V un unitaire multiplicatif régulier. Si ® est une forme normale positive non
nulle sur H, alors p (0)#0 et L (w) #0. En effet, comme o’ (p (®))=» (L (@), p(®)=0 si
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et seulement si la forme o est nulle sur A (V) i.e. @ est nulle sur S. Or S est une C*-
algebre qui agit de fagon non dégénérée dans H. Donc, comme ® >0, si ® est nulle sur S,
o=0.

Rappelons que pour x€S et ®, ® € S*, on pose
x*®0=(0®id)°5(x), ®*x=(id ® ®)°3(x) et 0*x0' =(0® n0')ed.

Pour x=0 et ®=0, ©o*xx=0=x=0 ou ©®=0. En effet, si ® est un état, écrivons
x=yy*. Soit (n,, H,, &,) la représentation GNS associée a » et Pe ¥ (H,) le projecteur
de rang 1 associ¢ 4 &,. Si o * x=0, (1 ®P)(id ® n,) (V) (y ® 1)=0. En particulier, pour
tout ae " (H) et beS,

@®P)(([d®m,)(V(y®b)=0i.e.(1®P)((d®n,) {@®HV(I®H}(y® =0

donc par 3.65) pour tout ze ¥ (H) @ 7, (S), 1 ® P)z(y ® 1)=0 et enfin y=0.

¢) Nous dirons que I'algébre de Hopf (A, 8) est réduite a droite (resp. & gauche) si
pour 0 AXN\{0}, xe A, \{0}, ®*x#0 (resp. x * @ #0). L’algébre de Hopf S associé
a un unitaire multiplicatif régulier V est donc réduite a droite. Remplagant V par ZV*X,
on en déduit que I'algébre de Hopf S est réduite a gauche.

PropPOSITION 3.11.1. — Soit A est une algébre de Hopf réduite a droite (resp. a gauche).
a) Pour o, o' e A¥\{0}, o fidéle et xe A,\{0}, 0 %@’ (resp. ®' * ) est fidéle et
x* o (resp. ® * x) est strictement positif.

b) Si A est unifére et séparable alors elle admet une mesure de Haar a droite (resp. a
gauche) fideéle.

Preuve. — Nous traitons le cas des algébres de Hopf réduites a droite. Les assertions
«resp.» s’en déduiront en remplagant le coproduit 8 de A par ©°d ou
oc:MA®A)->M(A®A) est l'extension aux multiplicateurs de la volte de A
(c(x®y)=y®x, x, yeA).

a) Pour tout ye A,\{0},

o* 0 (y)=0 (0 *y)#0.
Pour
ae AEN{0},0(x * @)= * ot (x) #0.

b) résulte immeédiatement du lemme plus précis suivant :

LeMME 3.11.2. — Soit ® un état fidéle.

a) Si pour xe A, x *x o= x alors x est scalaire.

b) Il existe un état ¢ sur A tel que ® * = * o= ¢ (cf. [54]).

¢) ¢ est alors une mesure de Haar a droite fidéle.

Preuve. — a) On peut supposer x=x* vu que (x * @)*=x** ®. Soit alors AeR le

minimum du spectre de x. On a: (x—A) * ®=x—A; comme x—A n’est pas inversible, on
a nécessairement x=A par 3.11.1a).
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b) On peut prendre pour ¢ une limite faible de moyennes de Cesaro de la suite
o"=ox*...*xo (1 fois).

c) Pour xeA, on a (x*¢)xo=xx*¢; donc x*¢ est scalaire par a) et
x* =0 (x*$)=0¢(x). De plus, =0 * § est fidéle par 3.11.1a). W

Soit alors A une algebre de Hopf séparable, unifére, réduite (a droite) et bisimplifiable.
1l résulte de 3.4.4 que I'unitaire V, associé 4 sa mesure de Haar a droite ¢ est régulier
(car ¢ est alors fidéle). Comme A est simplifiable a gauche T, (A) est la C*-algebre de
Hopf S associée a I'unitaire V,. Il résultera en fait du théoréme 4.2 que A est une C*-
algébre de Woronowicz. En particulier ¢ est une mesure de Haar a gauche et A est
réduite a gauche.

4. Unitaires multiplicatifs de type compact et C*-algébres de Woronowicz

Le résultat principal de ce paragraphe est qu’un unitaire multiplicatif de type compact
régulier détermine une C*-algébre de Woronowicz; plus précisément, nous montrons que
la C*-algébre de Hopf S associée est une limite inductive de C*-algébres de Hopf sous-
jacentes a des « pseudogroupes compacts matriciels » de Woronowicz.

Réciproquement, soit A une C*-algébre de Woronowicz (cf. [54]). L’unitaire multipli-
catif V, associ¢ a sa mesure de Haar ¢ est régulier (proposition 3.4.4). Comme le
vecteur &, est fixe, V, est de type compact.

Nous montrons de plus (théoréme 4.7) que les unitaires vérifiant les conditions
ci-dessus sont exactement classifiées par: a) la C*-algébre de Woronowicz associée; b) une
multiplicité, plus précisément la dimension de ’espace des vecteurs fixes.

Enfin, nous montrons qu’un unitaire multiplicatif sur un espace hilbertien de dimension
finie, est nécessairement de type compact et régulier et détermine donc une algébre de
Kac de dimension finie (théoréme 4.9).

Il est commode de donner la définition suivante :

DEFINITION 4.1. — Une limite inductive de C*-algébres de Hopf sous-jacentes a des
« pseudogroupes compacts matriciels » de Woronowicz est appelée C*-algébre de Worono-
wicz.

Autrement dit (¢f. [54], définition 1.1), une C*-algébre de Woronowicz est une C*-
algébre de Hopf unifére (A, 8) telle qu’il existe une sous-algébre involutive dense .« de A
engendrée par une famille (u? ), peN, i,je{l, ..., N,} et munie d’'une application
K: — A, telles que:

a) VpeN, la matrice («f ;); ; soit un unitaire de la C*-algébre des matrices N, XN,
sur A.

b) VpeN,ije{l, ...,N,} 8l )= Y ul,®uf

15k=Np
¢) x est un antihomomorphisme linéaire d’algébres; Vae o/, k (k (a*)*)=a.
d) YpeN, i je{l, ..., N, }, x(uf ))=(u )*
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(Nos énoncés différent de la définition de Woronowicz en ce que nous supposons
(f »);,; unitaire — ce qui est loisible par [S4] — remarquons que par [55], la sous-
algebre o est I'algebre de tous les coefficients de coreprésentations unitaires de dimension
finie de (A, 8). En particulier (A, 8) détermine 27.)

Le résultat central de ce paragraphe est:

THEOREME 4.2. — L’algébre de Hopf S associée a un unitaire multiplicatif régulier de
type compact est une C*-algébre de Woronowicz.

D’aprés la proposition 1.10, un unitaire multiplicatif de type compact admet des
vecteurs fixes non nuls (définition 1. 8).

Fixons nous un espace de Hilbert H, un unitaire multiplicatif Ve ¥ (H ® H) et un
vecteur fixe ee H de norme 1. Notons ¢ I'état vectoriel associé a e.

DEFmNITION 4.3. — Pour E€H, on définit A e & (H) en posant A, =0* V*0,.
ProposITION 4.4. — Pour tout EeHona A, @ NV=V(Q, ® ).
Preuve. — Ona: (Af ®1)=6%:V,,0, .. Donc:
VAAF® D=V V,0, . =0F  V,3V,6, =67, V,Vi3V,30,,
=07 V12 V130, . (car e étant fixe V36, ,=6, )
=0F V1,0, . V=(}®1HV. B

Soit & la C*-algeébre engendrée par les opérateurs A; (§ € H).

LEMME 4.5. — a) Pour tout TeZ ona (T ® )V=V(T® 1).
b) La représentation identique de 2 dans H est non dégénérée.
¢) SiV est régulier, alors 9 < A (H).

Preuve. — a) Résulte de la proposition 4.4.
b) Pour £+#0, il existe a, BeH tels que { (a ® B), V(§ ® €) > #0 donc A} £ #0.
) OnapMf=(d®@w, )(EV). B

Remarque. — Pour o, B, neH on a A;n=p(w, )*B, donc
A hg (M) =2, p (0, )* B=p (@, )* A, B

par la proposition 4.4. Il en résulte que A,Az(M)=A;(m) ou &=A,B. Les
opérateurs A, { e H forment donc une sous-algebre de £ (H).

Supposons désormais que V est régulier.

Nous dirons que le vecteur £ H est fini si la dimension de I'espace vectoriel S& est
finie. Si pe 2 est un projecteur, ’espace pH est invariant par S et, comme V est régulier,
sa dimension est finie (4.5c¢)); on en déduit (4.5b) que I'espace E des vecteurs finis est
dense.

Soit # le sous-espace dense de £ (H), engendré par les formes o ,, &, n€E et soit &
le sous-espace vectoriel (dense) de S: ¥ ={L (0)/oe# }.
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Notons que e E comme p(w)e=w(1)e; donc o, ,e F et 1€ &.

Soit F = H un sous-espace de dimension finie invariant par S. Alors F ® H est invariant
par V et V*; soit ue & (F ® H) la restriction de V & F ® H; c’est un unitaire. Donnons
nous une base orthonormale (¢), <;<, de F. Pour i, je{1, ..., n} notons o, ; la forme
donnée par o; ;(x)={e; xe;) et posons u; ;=L (®; )e&.

Pour £€H, ie{l,...,n} ona V(®&= Y ¢;®@u; ;E On en déduit que pour

1<jsn
&, neH, i je{l, ..., n}

V(ui,j® DV*(E® T])=9T,ei(V23V12V§3)(ej® E® 1‘])=9’{‘, e;(V12V13) (ej® E®n)
=29?, aVi2 (@ ®E® u, ;M)
k

=Zui.k§®“k,jn
k

Donc 8(u; )=V, ;®1)V*=Y 5, ®u,; On en déduit que pour tout xe,
k

8 (x)=V (x ® 1) V* est un élément du produit tensoriel algébrique & ® &.

Pour établir le théoréme 4.2, il ne reste plus qu’a montrer que & est une sous-algébre
involutive de S: on posera alors k(L (w))=L (0*)* (en particulier on aura « (u; ;)=u} ).
Cela résultera du lemme suivant:

LEMME 4.6. — a) Le produit tensoriel algébrique E ® E est un sous-espace de H® H
invariant par V.
b) Pour weF, les espaces vectoriels { p (@) y/yeS} et {yp(w)/yeS} sont de dimension

finie.
¢) Ona ¥={(0®id)(5(x)), 0eF, xeS}.

Preuwve. — a) Soit £€E, F « H un sous-espace de dimension finie invariant par S.
On a (avec les notations ci-dessus) V(u;;E@mM)= Y (;,®u, )V(E®n), donc

1sksn
g(uj’ig)c{ Z ui,kék/§k€§§}~ Donc

1sk=n

V(e®8= ) ¢Qu;;tcE®E e V(EQ®EcEQE.

1=j=n

De méme, V¥(E®Q E) c E®E.

b) On peut supposer ®@=ay, ,, &, N €E; soit F un sous-espace de dimension finie de H
invariant par S tel que &, neF; on a p(a)p(0)=(>1d ® ® ® @) (V,3V,, V%) est dans
’espace vectoriel engendré par p(w, ), &, BeF. Pour une C*-algébre A et a€cA, les
adhérences de A a* et A a* aa* coincident; si A a est de dimension finie, il en va de méme
pour A a* aa* = (A a)a* donc pour A a* et enfin pour aA.

¢) Pour we &, I'image de I'application o' — p (®) p (') est de dimension finie (par b),
donc son noyau A est un sous-espace de codimension finie de £ (H),. Pour o'eA
etaeLH),, o' (0®id)BL(0)=a(p(®)p(®w))=0. I en résulte que I’espace
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{(@®id)(8(x)), xeS} est de dimension finie, et donc égal A son sous-espace dense
{(@®id) (8 (x)), xe ¥} = &. On a montré que { (® ®id) (3 (x)), e F, xeS} c &.
Pour we #, les espaces { yp(®), yeS} et {p(B)p (), Be F } sont de dimension finie
d’aprés b) donc égaux. En particulier, il existe Be Z tel que p (0)=p (B) p (®).
Soit ae #. Une forme we# qui s’annule sur L(0) *# ={(B ®id) (8 (L (v))/BeZ },
s’annule en L (a) car si Be & vérifie p(B) p(0)=p(w), on a

B®@)BL(@)=a(p(B)p(@)=0a(p (@)=L ().

Comme # sépare les points de ¥ (H) et que 1’espace L (a) * & est de dimension finie,
on en déduit que L(a)eL(a)x#. N

Démonstration du théoréme 4.2. — Soient &, &', n, n"€E et ® la forme définie par
0@ =(E®N,V* (1 ®x) VE ®1)). On a L(o, ) L(, ,)=L(w). Comme
VE®N)eE®Eet V(E'®N)eE®E, weZ et L(w)e&. Donc & est une sous-algébre
de S.

Comme S est une C*-algebre, & est involutive par 4.6¢). W

Remarque. — 11 résulte de 3.4.4, de 3.11 et de 4.2, qu'une C*-algébre de Hopf
séparable unifére, bisimplifiable réduite a droite est une C*-algébre de Woronowicz.

Si V est un unitaire multiplicatif de type compact, e est un vecteur fixe de norme 1
et ¢ I'état vectoriel associé, on vérifie sans peine que ¢ restreint 4 S est une mesure de
Haar & droite; c’est donc la mesure de Haar de S. En fait, plus généralement, si { est un
état normal tel que p () soit le projecteur P sur I’espace des vecteurs fixes, la restriction
de ¥ a S est la mesure de Haar de S. En effet, ona VIP® )=P® 1) V=P ® 1 et pour
x=L (), on trouve

WRiIYB(N=(@V®id)(V,,V;3)=(0®id) (PR D V)= @)=y (x).
On vérifie de méme qu’on a (id ® V) (6 (x)) =V (x).

THEOREME 4.7. — Soit V un unitaire multiplicatif régulier de type compact et S l'algébre
de Woronowicz associée. Notons Vg l'unitaire multiplicatif associé a S (cf. 1.2.4), K
lespace des vecteurs fixes. Alors V est équivalent (¢f. 1.2.1) a ['unitaire multiplicatif
Vs ® I gk (exemple 1.2.1).

Preuve. — Soit ¢ I’état vectoriel associé & un vecteur fixe eeH, ||e||=1.

Pour &, neK, we £ (H), on a p(a,,,)p(®)=w(l)p (v, ,). On en deduit que p(wy, ,)
est proportionnel 4 un projecteur minimal central de S. Donc

p (@, ) =p (0, ) P(®)=p () p (@ )=CE n)p(d).

En particulier, pour xe8, &, neK, on a (&, xn )=<&, n )¢ (x); en effet, si x=L (o),
ona (& xn)=0(p(@,,)=C& n>o( @)

Reprenons a présent les notations de 1.2 et notons V' P'unitaire multiplicatif
Vs® Ik k-

Soit W:H, ® K - H donné par W (r, (x) §, ® £)=x&, (x€S8, £eK).
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Comme (7, (x) &, ®E&, m,(NE®N)=0(x*y) (& n)={xE, yn), W est bien défini
et isométrique.

Pour x, yeS, §, neK, on a

WOW)V(m,(x) 5, ®E®T,(1)E,®@M)=8(x)(1®)»)(E®N)
=VIWRW)(m,(x)§,® E® 7y (y) §, @ M)

Il reste donc 2 démontrer que W est surjectif.

Soient F = H une sous-représentation de dimension finie de S et (e;) 1 £i<n une base
orthonormale de F. On définit »;, ; comme ci-dessus. Pour i,je{1, ..., n}, posons
v, ;=K ;) (e v, j=xu})*).Ona:

- s(vi,j)=(K—1 ® K-1)°08(uj,i)=zkvi,k®vk,j

- Zkvi,kuj.k=x-l(zkul:juk,i)=8i.j

- zkuk,ivk,j=K—1 Eeujuf D=9, ;

(en d’autres termes, la matrice (v; ;); ; est inverse de la matrice (u; ;); ; ¢f- [54])

Pour i=1, ...,n posons §;=Z;v; ;e; Pour neH, on a:

VE® n)=zj8(vi,j)v(ej ® n)=>3,~, k,m (Vi k€m ® vk,jum,jn)
= mVikm ® O =5 ®N.
Donc &;€K.
De plus Z, 4y ; £, =Z; 14y, ;0;€;= ;. Donc e; est dans 'image de W. W
Soit A une C*-algébre de Woronowicz et ¢ sa mesure de Haar. On peut déduire

de [54] que m,(A)"” est une algébre de Kac-von Neumann si et seulement si I'état ¢ est
tracial. Dans notre formalisme ce résultat se traduit par:

ProrosITION 4.8. — Soit V un unitaire multiplicatif régulier de type compact, e un
vecteur fixe de norme 1 et ¢ I'état vectoriel associé.

a) Pour tout a, beS on ax(a*¢b)=b*a}.
b) Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) La restriction de ¢ a S est traciale.

(i) ¥*=id.

Preuve. — a) Soit E=ae, n=>b*e. On a

ax¢b=L(w, ) et «x(@a*x¢b)=L(w, )*=b*a¢.

b) Si ¢ est traciale b * ad=>b * ¢ a. Comme I’espace engendré par {a* ¢ bja, be & } est
&, x?*=id. En fait, I’égalité x?=id est équivalente & k (x*)=x(x)* et x s’étend alors en
un antiisomorphisme involutif de S.

Réciproquement, soit F < H une représentation irréductible de S. Notons U
1<i, j<n ses coefficients associés & une base ¢; de F. D’aprés [54] théoréme 5.7, on a
¢(ui,j ut =01/M)3, . f, (4, ). Mais si x*=id, on a «x (;, ;U ) = Uy, uF ;. Comme
d°x=¢ on en déduit I'égalité &, , f, (4, )=3,, ; /1 (u; ). Donc f (u; ;) est proportionnel
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a 9; ; donc égal (car Tr (F)=Tr (F™Y)=M, ¢f. [54], § 5). En particulier, f, est le caractére
trivial et ¢ est une trace par [54], théoréme 5.6. 6° (Cf. aussi [6], théoréme 7.2.2). M

Unitaires multiplicatifs en dimension finie

Soit H un espace de Hilbert de dimension finie et Ve . (H ® H) un unitaire multipli-
catif de H.

LEMME 4.9. — Soit V un unitaire multiplicatif sur un espace de Hilbert H de dimension
finie. Soit 1 la trace normalisée de & (H). Alors p (t) est le projecteur sur les vecteurs fixes
et p(t)#0.

Preuve. —

P(1)?=(d®T®T)(V;, Vi3)=({d®T® 1) (V23 V1, VE)
=(d ® T® 1)(V,,) (car T ® T est une trace)
=p(7).

Comme || p(7)||<1, p (1) est un projecteur. Si E=p ()&, on a T(L($))=||&|]* ot ¢=0 ..
Comme | L(9)||=]|&||*, on en déduit que

L@)=|&|?1, ie <E®@n, VE®MY=|E|||n]?

donc VEE®@M)=E®n et £ est fixe. Réciproquement si & est fixe, L (o, )=||&|]* et un
raisonnement analogue montre que p (1) £{=E&.

Supposons que p(1)=0. Il est équivalent de dire que 1 (L (w))=w(p(t)) =0 pour toute
forme o i. e. T est nulle sur la sous-algébre S de ¥ (H); cela implique que S est nilpotente.
En particulier, S est incluse dans I’algebre des matrices strictement triangulaires supérieu-
res dans une certaine base; cela est absurde par la proposition 1.4. W

Dans [54] (appendice), Woronowicz montre que la mesure de Haar d’un «pseudo-
groupe compact matriciel » fini est traciale (par le lemme 4.9 et le commentaire précédent
le théoréme 4.7 la restriction & S de 7T est une mesure de Haar). Il en résulte
(proposition 4.8), qu’en dimension finie, le formalisme de Woronowicz coincide avec
celui de Kac et Paljutkin [15]. :

THEOREME 4.10. — L'algébre S associée a un unitaire mutliplicatif sur un espace de
Hilbert de dimension finie est une algébre de Kac de dimension finie.

Preuve. — En vertu de [54] et du théoréme 4.2, il suffit de vérifier que V est régulier.

Soit e un vecteur fixe de norme 1, et ¢ I’état vectoriel associé. Par la proposition 1.9
et le lemme 4.9, p(¢$)=p (7). Il en résulte que ¢ (L (1))=1(p(¢))#0. Par le lemme 4.9
appliqué a I’unitaire multiplicatif ZV*X le vecteur ¢'=L(t)e est cofixe. On a

(e @)=L (D) #0.
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Pour o, BeH, on a:
(id ® O‘)e, u.) (z V) = ea, e’ (id ® mb, e’) (2 V) = ee’, B> eu, e ee', §= < e’ e, > eu, B

Comme € (V) est une algebre, V est régulier. W

Soit H, (resp. H®) I’espace des vecteurs fixes (resp. cofixes). Par le lemme 4.9, on a
dimHt (p(t))=dim H, et dim H 1 (L (1)) =dim H°, comme 1 (p (1)) =1 (L (x))=(t ® 1) (V),
on en déduit que dim H,=dim H°. Ce nombre s’appelle la multiplicité de V.

5. Constructions liées aux C*-algébres de Woronowicz

Soit A une C*-algébre de Woronowicz. En plus de [Iunitaire multiplicatif
V=V,e Z(H ®H) associ¢ 4 sa mesure de Haar ¢ (exemple 1.2.4), on peut associer
a A un autre unitaire multiplicatif Ve % (H ® H). Ces deux unitaires sont reliés par un
unitaire Ue . (H). Nous construisons ici cet unitaire U et en donnons quelques proprié-
tés. Ces propriétés, généralisées au paragrphe suivant, nous permettront d’établir la
bidualité.

Soit A une C*-algébre de Woronowicz et o/ la sous-algébre dense des coefficients
des représentations unitaires de dimension finie. Notons ¢ sa mesure de Haar,
(H, n, e)=(H,, m,, &) la représentation GNS associée et V=V, l'unitaire multiplicatif
associé. L’image de A par n est I’algébre S associée a 'unitaire multiplicatif V; c’est la
«C*-algébre réduite» du «groupe quantique compact» et aussi une C*-algébre de
Woronowicz. Nous étudierons dans I’appendice (A . 13 a) les diverses algébres de Worono-
wicz qui ont méme unitaire multiplicatif associé. En ce qui concerne notre construction
de U on peut, quitte a remplacer A par S, supposer que la représentation = est fidéle.

RAPPELS 5. 1. — (cf. [54], théoréme 5.6) Rappelons qu'une C*-algebre de Woronowicz
est munie d’un groupe (f}), . ¢ de caractéres f, : o/ — C ayant des propriétés remarquables:

a) Pour zeC, f,:of - C est un caractére et f,*f,.=f, . (ou pour des formes o
et B, a*x P est la forme (x® P)°d); les applications x - f, *xx = (id ®f,)d(x) et
x - x*xf,=(f,®id) & (x) sont des automorphismes de I’algebre o¢.

Pour zeCon a: f¥=f_-et f,ox=f_,; donc pour tout xe & on a (f, * x)*=f__% x*,
(xxf)*=x**xf_ret f,xx(x)=x(x*f_,), «(x)*f,=«x(f_,*x). En particulier, pour z
imaginaire pur, le caractére f, est autoadjoint et x - f,*x et x> x*f, sont des
*-automorphismes de &/ et, comme ils préservent ¢, ils se prolongent a A.

Le groupe modulaire de la mesure de Haar ¢ et k* s’expriment en fonction de f;:
b) Vx,yesd,  d(xp)=9¢(y(fy *x*f,)); donc

(x*f_DN=0(r(f1%xx) et S~ *X)»)=0(y (x*S,).
¢) Vxest, k2 (x)=f_, * x xf,; donc
fixx)=x"1()*xf; et fo xkTIX)=k(X) RS,
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d) Pour s, teC et xeof on pose hg ,(x)=f, *x(x)*f,. Les applications k, , sont des
antiautomorphismes de < et h,/=h,,, ,_,. De plus ¢°h, ,=¢.

€) On déduit de a) et d) que I'antiautomorphisme j=h,;, _;,, est une transposition
involutive de & (i. e. j (x*) = (x)*, j (j (x))= x). L’application j se prolonge en un antiauto-
morphisme de A.

Nous aurons besoin aussi des notations suivantes :

f) Soient a et B les transformations de &/ ® &/ données par a.(x ® y)=38(x)(1 ® y) et
Bx®»)=8() (x®1) x, ye L (avec les notations de [54] théoréme 4.9 on a a=s" et
B=r'°c ou o est la volte donnée par o (x ® y)=y ® x). Par [54] (theorem 4.9), pour
x,yex/ ona:

co(hy,o®id) a(x®y)=c°(k®id)°d(x*/_)(»y® 1)
=& ®id)*8(hy, o (N (YO D=B"' (¥ ® hy, o (%))

g) Notons Ve % (H® H) I'opérateur donné par
V*E®@n(1)e)=r@m)BE()ERe).

On vérifie aisément que V* est une isométrie. Comme A est simplifiable 4 gauche c’est
un unitaire. Il est clair que I'unitaire V est multiplicatif.

Pour toute forme we & (H), on pose A (0)= (o ®id) .
I1 résulte des propriétés de f,:

ProposITION 5.2. — L’opérateur T, dans H donné par T,(n(x)e)=n(x(x))e, (x€ L)
est fermable. La décomposition polaire T=U|T| de sa fermeture définit un unitaire
UeZH) tel que U*=1.0na V=2 (U 1)VUR DI (o TecZH Q® H) est la volte).
Pour oe¥H), on a Ul@)U=p(w) et pour tout o, 0'ecZMH), on a
p(@A(@)=A(0") p(®w). Pour xe A on pose r(x)=Un(x)U; on a: r(x)n(y)=n(y)r(x)
(x, yeA).

Preuve. — Définissons ’opérateur U sur H en posant (pour x€ /)
Ur(x)e)=m(hy,o(x))e=mn(f; *x(x))e
Pour x, yeo/ on a: x(x)*=x"! (x*) donc (f; *x (x))*=x (x*)*f_, (5.1a et c); donc:

O ((f1 ¥k CO)* (f1 * k(N = ((x (x*) % f~ ) (fy *x ()
=0 ((f1 ¥k () (f; *x (x*))) (par 5.1b)
=($°h; o) (x*y)(d’aprés 5.1d)
=¢(x*y) (d’aprés 5.14d).

On en déduit que U est bien défini et isométrique.

Les formules U2=1 et Z(U® 1) V=V X (U® 1) résultent respectivement de 5.1d)
et S.1/).
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On a alors V=X (U® 1)V(U® 1) . Appliquant (o ®id) & cette égalité on trouve
A(@)=Up(w)U.

Pour

xeA, &,meH, V’szzs(&@Mx)e@n)
=@M FX)ERe®MN)=V,;VL(E®n(x)e®N)

(o0 82=(iId ® 8)°8=(8 ® id)* ). Donc les opérateurs V,, et V,; commutent. On en
déduit que A (o) et p (') commutent.

Pour x, ye o, hy o(xhy o(¥))=yhy o(x) (par 5.1d). Donc:
r(x)n(y)e=Un(xhy, o (y)e=n(yhy o(x)e=n(y)r(x)e.

Pour {=mn(z)ecHona: r(x)n(y)&=r(x)n(yz)e=n(y)n(2)r(x)e=n(y)r(x)E&.
Donc r(x) et m(y) commutent.

Soit u=(u; ;); <, j<n UNE sous-représentation de dimension finie u de p. Le sous-espace
E, de H engendré par n(y; ;)e et n(uf;)e(1<i, j<N) est invariant par T,. Comme H
est somme hilbertienne d’espaces de cette forme, on en déduit que T, est fermable et
que la décomposition polaire de sa fermeture laisse stable les espaces E,. Il ne reste plus
qu’a vérifier que VEemn () e, (& UTyE)20. Soit xe o/ et E=mn(x)e. On a:

(& UTo&)=¢ (x* (fi ¥ k* (x))) = ¢ (x* (x % /1))

Or x*(x*f1)=((x* % f_ 1) (X *f12)) * 12 €t (X* *f_15) (X *f1,2) = (x *f12)* (x *f12).
Comme <i’(y *f1/2)=¢(y) ona: (&, UT0§>=¢((X *f1/2)* (x *f1/2)).§0~ u

Remarque. — On a montré que | T| satisfait | T|n(a)e=m(a*f))e.

6. Unitaires multiplicatifs irréductibles

Dans ce paragraphe nous introduisons et étudions une notion d’irréductibilité qui nous
servira au paragraphe suivant pour établir la dualité de Takesaki-Takai.

ProposITION 6.1. — Soit V un unitaire multiplicatif dans H et Ue ¥ (H) un unitaire
tel que U?=1 et que les unitaires V=2 (U@ NV(UR DE et V=(UQU)V(URU)
soient multiplicatifs. Alors on a les formules suivantes:

MV, eUDV,1eUD)=(10U0®1DV,;1®U®1V,3;V,,
) V23V12V13=V13V23

B) Vi, Vi3=V3 VY,

(4) les unitaires £,,V,3V,5 et V,, commutent.

(5) les unitaires V,, ¥V, X, et V,5 commutent.
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Preuve. — On a
Z1:4{712213:(1 ®URDNV,;(1UR1),
23V525=U@1Q0 D V,;(UR1I®Det2,V,32,=UR1®1DV,,(UR1®1).

Comme V est multiplicatif il vient :

AeURDV,; URU® NV, V,(U®1I®I])
=UR1I®NV,(UURV,3(1UR1);

la formule (1) résulte alors de ce que (U® 1 ® 1) et V,; commutent.

Multipliant & gauche et 4 droite les termes de la formule (1) par £,5, il vient
Z;3 Vi (1QURD Vys(1@URDZ,;=25(1QURID Vs 1QUDV,3 V), Xy
la formule (2) en résulte; multipliant & gauche et a droite les termes de la formule (1)
par X, on obtient la formule (3).

OnaV,;V,,V,,=V,,V,.V,, (on utilise la multiplicativit¢ de V et la formule (2)).
On en déduit que les unitaires X,5V,,V,; et V,, commutent.

OnaV,,V,,V,,=V,,V,,V,, (on utilise la multiplicativit¢ de V et la formule (3)).
On en déduit que les unitaires V,, V,,Z,, et V,; commutent. M

DEFINITION 6.2. — Nous dirons que l'unitaire multiplicatif Ve ¥ (H ® H) est irréductible
s'il existe un unitaire Ue ¥ (H) tel que:

a) Ul=1let (T(1®@U)V)3=1

b) Les unitaires V=2(U® N V(U 1)Z et V=(U ® U) V(U ® U) sont multiplicatifs.

Remarquons que, comme V=(U® U)V (U ® U), l'unitaire V est multiplicatif si et
seulement si V I'est. La condition (2 (1 ® U) V)>=1 est équivalente 4 VVV=(U® 1) Z.

Justifions tout de suite la dénomination «irréductible» :

ProposITION 6.3. — Soit Ve % (H ® H) un unitaire multiplicatif régulier et irréductible.

Alors U'adhérence normique dans ¥ (H) de I'espace vectoriel engendré par {xy/xeL(S),
yep®S)} est # (H).

Preuve. — De la régularité de V il résulte que 'adhérence (normique) dans . (H) de
{(d® o) (Z V*)/oe# (H),} est A (H). Donc 'adhérence de {(id ® 0) (U® 1) V*)/
weZ (H), } est # (H) i.e. {(id ® ) (VV)/we £ (H), } est un sous-espace vectoriel dense
de o (H). Comme la représentation p est non dégénérée, I’adhérence de I’espace vectoriel
engendré par { (id ® ©) (VV) x/oe £ (H),, xeS} est o (H).

Mais ([d®0)(VV)x=([d® 0)(VV(x®1)). Comme V est un unitaire de
MBS ® A (H)), les adhérences dans % (H) des espaces vectoriels engendrés par
{[d®®)(VV(x® 1)/oeZ H),, xeS} et {(([d® o) (V(x® 1)/oeZ (H),, xeS} coin-
cident. Or (id ® ) (V)=L (U @ U). La proposition en résulte immédiatement. M

DEFRINITION 6.4. — On appelle systéeme de Kac un triplet (H, V, U) ou H est un
espace de Hilbert, Ve ¥ (H ® H) est un unitaire multiplicatif birégulier (définition 3.10)
irréductible et U est un unitaire vérifiant les conditions de la définition 6.2.
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DEeFINITION 6.5. — Soit (H, V, U) un systéme de Kac. Alors on a:
a) (H, ZV*Z, U) et (H, V, U) sont des systémes de Kac.

b) Les unitaires V,, et V,5 commutent.

¢) Les unitaires V,5 et V,, commutent.

Preuve. — Remarquons que V est birégulier si et seulement si V et V sont réguliers.
Posons W=XV*X. On a:

W=2(UQDIV*Z(URDNI=(1®U)V*(1®U)=2V*3;

de méme, W=3X V*X.

Le a) découle immédiatement de ces deux remarques.

Enfin, par 6.1(4), V,;=(Z,3V,3V,)*(1 ® 1 ® U) commute a V,, et par 6.1(5),
Ve=U®1®1D)(V,,V,,Z,,)* commuted V,;. W

DEFINITION 6.6. — Les systémes de Kac (H, V, U) et (H, £ V* X, U) s’appellent respec-
tivement le systéeme de Kac dual de (H, V, U) et le systéme de Kac opposé a (H, V, U).
Deux systéemes de Kac (H, V, U) et (H', V', U’) sont dits isomorphes s'il existe un opérateur
unitaire we & (H; H') tel que w @ w)V=V' (w ® w) et wU=U"w. On dit que (H', V', U")
est dual a (H, V, U) s'il est isomorphe a (H, V, U).

Remarquons que les systémes de Kac (H, V, U) et (H, V, U) sont isomorphes.

DEFINITION 6.7. — Soit (H, V, U) un systéme de Kac. Pour we¥ (H), on pose
A (w)=Lg (o) et R (0)=pg (@).

Autrement dit, A (®) et R (o) sont donnés par les formules :
Me)=@id (), R@=>{Hw)"
ProposiTiON 6.8. — On a:
a) M(@)=Up(®U, R(w0)=UL () U.
b) Pour tout ®, ®'e £ (H),, on a: [p(»), A(0")]=0 et [L (0), R (0")]=0.
¢) Pour xe8, yeSona:
LOLB®=V*AQLX)V,A@Ms1»=VYA(»eHV*

Preuve. — a)

Mo)=(dRo) (U VU 1)=Up(0)U;

R=(0®id)(1®U)V(1®U)=UL(0)U.

b) résulte de la proposition 6. 5.

¢) Soit we & (H), et posons L (»)=2x; en utilisant la formule (2) de la proposition 6.1
on trouve

LOL)(XN)=(0®id®id)(V,,V;3)=(0®id®id) (V3 V,;3V,)=V* 1 Lx) V.
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Il résulte de méme de la formule (3) de la proposition 6.1 ’égalité
PR®MIMN=V((»1V=

L’égalitt . ® 1) § )=V (A (») ® 1) V* résulte alors de a). W
On peut donner une réciproque aux propositions 6.3 et 6.5:

PROPOSITION 6.9. — Soit V un unitaire multiplicatif dans H et soit U € & (H) un unitaire
vérifiant U*=1 tel que [V,,, V,31=[V,,, V,5]1=0.

a) Si l'espace vectoriel fermé engendré par {p(0)L(0"), o, '€ ¥ (H),} est égal a
A (H) alors V est régulier.

b) Si V est multiplicatif et que les commutants de p(S) UL (S) et de A(8) UL (S) sont
réduits aux scalaires, alors (1 ® U) 2 VVV est scalaire.

Preuve. — a) Soient x=(id ® ®)(ZV) un élément de € (V) et o'e ¥ (H),. Posons
s=UL(0") U. Comme (1 ® s) et V commutent on a:

sx=dR®0)CE1®HV)=MdRd)EV(1IR®s)=>1dR®sw)(ZV).

Comme I’ensemble A (V)H est total dans H les adhérences de UA(V)U¥Z (V) et de
% (V) coincident.

De méme, si t=U p (o) U on a xt=(id ® @) (V) et les adhérences de ¥ (V) UA (V) U
et de € (V) coincident.

On en déduit que pour x, ye%(V), le produit xy est limite de sommes finies
Zx;(Uts;U)y; avee x;,y,€ € (V), s;€ A(V), ;€ A (V). Comme I’espace vectoriel engendré
par les produits xy ou x, ye € (V) est normiquement dense dans € (V), les adhérences
normiques dans . (H) de € (V) et de € (V) o (H) € (V) coincident. Comme les ensembles
€(V)H et €(V)*H sont totaux dans H, € (V)4 (H)¥% (V) est dense dans o (H), la
régularité de V en résulte.

b) Posons W=(1Q® U)ZVVV. Comme [V,,, ¥,5]=0, il résulte de6.1(4) que
[Vis, W;31=0. Appliquant 6.1(4) aV, il vient: [V,,, 2,,V,,¥,,]1=0. Mais
W=U®U)V{U® 1)ZVV et comme

Vi Vasl=0, [V, 1@ U®U)V,;(1® U 1]=0.

Donc [V,,, W,]=0. On en déduit que W commute a (x ® 1) pour tout xe p(S) U L(S).
Remplagant V par V dans ce qui précéde, on en déduit que (U® U)V(U® 1) VV
commute a (x ® 1) pour tout xeA (S) UL(S). Or

UUVUNZVIV= U HWURIE.
Donc W commute a (1 ® x) pour tout xeA(S) UL(S). M

CoROLLAIRE 6.10. — Soit V un unitaire multiplicatif dans H et soit Ue ¥ (H) un
unitaire vérifiant U?=1. Posons V=2 (U@ DVUR DNZ et V=2 (1@ U)VQI ® U) .
Supposons que V¥ soit multiplicatif et que [V,, V,31=[V,,, V;31=0. Si l'espace vectoriel
fermé engendré par {L (o)A (), ®, o € £ (H), }, est égal a A (H), les unitaires ¥ et V
sont réguliers.
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Preuve. — Pour tout 0, '€ £ (H),, on a pg(w) Ly (@)=L (UwU)A(x’). Il est clair
que V veérifie les hypothéses de 6.9 a), il est donc régulier. W

Exemples 6.11. — a) L’unitaire 1e€.¥ (H ® H) n’est irréductible que si la dimension
de H est 1.

b) Soit G un groupe localement compact. Soit Ue.%(L2(G)) donné par
U @O=AY2({#HE(™ ') ou A est le module de G (rappelons que nous utilisons des
mesures de Haar a droite). Il est clair que (L?(G), Vg, U) est un systéme de Kac.

¢) Soit (A, 8) une C*-algébre de Woronowicz et (H, V, U) comme au paragraphe 5.
Comme X V*X est I'unitaire multiplicatif associé a I’algébre de Woronowicz (A, &°8) il
est régulier. Remarquons que p(¢)=7»(¢) est le projecteur sur e=&,, qui est total pour
L(S); donc la C*-algébre engendrée par L(S)U p(S) (resp. L(S) UA(S)) contient les
compacts de H,. Il résulte de la proposition 6.95) que (1® U)ZVVV est scalaire et,
comme (1@ U)ZVVV(e®e)=e®e, (H, V, U) est un systéme de Kac.

d) Soit W I'unitaire fondamental d’une algébre de Kac-von Neumann (cf. [6]). Posons
V=W* et U=JI1=1J7 (¢f. [38]). Comme V est 'unitaire multiplicatif associé a I’algébre
de Kac-von Neumann duale, il est régulier. Il résulte de [38] et de la proposition 6.9
que (1 ® U)EZVVV est scalaire. On peut en fait démontrer que (1 ® U)ZVVV=1. Donc
(H, V, U) est un systéme de Kac.

Remarque 6.12. — a) Soit (H, V, U) un systéme de Kac. Posons

V=F=ueuvueu);

ona (l® U)EYVV=V\ZV(1 ® U)X; on en déduit que VVV=\:’VV=(U® 1)X donc
TWV=Vvv=¥vV=viv.

b) L’opérateur Z=V(U® 1) V(U ® 1) vérifie ’équation de Yang-Baxter quantique:
Ry Ri3Ry3=Ry3 B3R, En effet, par la formule 6.1(1),ona V3, V,,=(1®U®I)
VE (I RU® DV, 1RU®DV,; 1l ®U ® 1)=X%V,, V32,5 et par 6.5¢)
les unitaires V,;, et (U® 1 ® 1) V3 (U® 1 ® 1) commutent. On a

R, 2,3=V;,V3(URI®DNV,V,,(URIR®])
et
R1321,=Vi3 V(U1 DV VL, (URI®D).

¢) Dans [11], la dualitt de Takesaki est établie, pour un quintuple (M,, M,,
W,, K, K,) ot M, et M, sont deux algébres de von Neumann agissant dans un espace
de Hilbert H, W, est un opérateur unitaire de H® H, K, et K, sont des isométries
antilinéaires de H satisfaisant un certain nombre de conditions (cf. [11], théoréme 2. 5).
Si M, M,, W,, K,, K,) est un tel quintuple, posons V=W¥ et U=K,K,=K,K;.
Alors V, V et V sont multiplicatifs et on a [V,,, V,3]=[V,,, V,3]=0. Les conditions vi
et vii de [11] theorem 2.5, s’expriment par

AAIVIM; @ D=1®M,; et AdVVIM,®@D=1®M,.
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Soit alors x un opérateur commutant a
{p(@L(@), o, 0’eZH),};

alors y=K, xK, commute 4 {L () (0), 0, o' £ (#),}. On en déduit que (1 ® x)
commute 3 VV donc 3 Ad(VIYM, ® D=1®M, et (1 ® y) commute 3 VV donc a
Ad(VV)(M; ® )=1® M,. Enfin y commute a M, et M, donc est scalaire. On en
déduit (proposition 6.9) que (1 ® U)Z VVV est scalaire donc que Ad (Z VV) est Iidentité
sur M, ® 1 et Ad(Z VV) est I'identité sur M, ® 1.

7. Unitaires multiplicatifs et bidualité de Takesaki-Takai

Dans ce paragraphe nous démontrons la bidualité de Takesaki-Takai pour les systémes
de Kac. En fait les constructions et démonstrations antérieures de la bidualité s’adaptent
facilement & notre cadre (cf. e. g. [5]).

Dans tout ce qui suit, on se fixe un systéme de Kac (H, V, U).

DEeFINITION 7. 1. — Soit 8, une coaction de S (resp. S) dans la C*-algébre A; notons =,
et my (resp. ™, et ﬁ'p) les représentations de A dans le C*-module A ® H définies par
m=(id, ® L)°3, et mg=(id, ® R)°3, (resp. m,=(id, ® 1)°3,, ﬁp= (id, ® p)°5,).

On appelle produit croisé (réduit) de A par la coaction 3, de S (resp. S) la sous C*-
algébre notée A % § (resp. A X S) de & (A ® H) engendrée par les produits my (a) (1, ® p (©))
(resp. 1, (@) (1, ® L (@))), acA et 0 &£ (H),.

Comme dans le cas des groupes, nous avons:
LEMME 7.2. — (cf. [23]) Le produit croisé A xS (resp. A x S) est 'adhérence de 'espace

vectoriel engendré par les produits m, (a)(1, ® p(w)) (resp. TAc,L (@)(1, ® L(w)); a€A,
we ¥ (H),.

Preuve. — 11 suffit de montrer, que pour ae A, we ¥ (H),, le produit (1, ® p (w)) 7, (a)
est limite de sommes finies £, () (1, ® p(®,). Soit T la représentation de A dans le
C*-module A ® H® H définie par t=(n, ® L)° 0,=({d, ®L®L)°(idy ® 3)°3,.

Nous avons

(1, ® p(@) 1y (@)= (id, ® idy ® ®) (V37 (a);,)=(id, ® idy ® ®)(T (@) V3).
Ecrivant ©=0's avec seS, on obtient:
(1, ®p(@)m (0)=(dy ®idy ® @) (1, ® L) (1, ® 5) 8, (a)) V;3)

Comme 3, (@)eM(A® S, A® S), le produit (1, ® 5) 3, (a)) est limite de sommes finies
Xa;®s; avec g;€A, s5;€S. Donc (1, ® p(w)) w, (a) est limite de 7y (a;) (1, ® p(®'s)).
L’assertion «resp. » s’obtient en remplagant Vpar V. W

Le lemme précédent montre clairement que m; (resp. m,) définit un homomorphisme
non dégénéré, noté m (resp. ) de A dans M (A xS) (resp. M (A x S)). De méme, pour
tout xeS (resp. yeS) on a 1, ® p(x)eM (A xS) (resp. 1,®L(»)eM(A%S)). On en
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déduit un homomorphisme 8:S - M (A x §) (resp. 6:S > M (A xS)). Le lemme 7.2 dit
que les produits 7 (a) 8 (x) appartiennent 4 A x § et engendrent A x § (resp. les éléments
de la forme 7 (a) 0 (x) engendrent A x S).

Notons ¥, , et Wy ; (resp. ¥, . et ¥, p) les représentations de A x S (resp. A x S) dans
A ® H données, pour acA et xe§ (resp. yeS) par ¥, ,(m(a) 0(x)= (@) (1, ® p(x))
et Wy, »(n(a) 0 () =mx (@) (1, ®A(x)) (resp. L @@0()=m (@ (I,®L() et
¥, r(@(@0(y)=m,(a) (1 ®R()).

DerFiNiTION 7.3. — Soit 8, une coaction de S (resp. S) dans la C*-algébre A. On appelle
coaction duale la coaction de S (resp. de S) dans A xS (resp. dans A x S) donnée par:

Saxs(@(@0(x)=(n(@)®1)(B®id)°8(x) (acA, xef)
(resp.3,xs(M(@)0(x)=T(a) ® 1) (0 ®id)°5(x) (acA, xe8)).

Pour montrer qu’on définit ainsi des homomorphismes il suffit de remarquer qu’on a
(en utilisant 6.4):

(WL, ®p)8xs()=V5 (¥ ,0)® 1) V5,e ZA®H®H) (xeAxS)
o L®L) 8y xs(0)=V3 (¥, L ()@ 1) Ve L(A®H®H) (xeAXS)

Nous avons:

LEMME 7.4. — Muni de 8, .5 (resp. 8,xs), AXS (resp. AxS) est une S-algébre (resp.
S-algébre) (définition 0. 2).

Preuve. — Posons B=A x§. De I'égalité (¥, ® p)° 85 (x)=V,3 (¥ ,(¥) @ 1y) V:{ il
résulte que &g est un homomorphisme involutif non dégénéré injectif de B dans M (B ® S).

La formule g (n (a)0 (x))=(n(a) ® 1) ® ® id)* & (x) montre que 35 prend ses valeurs
dans M(B® S; B® S); comme $ est simplifiable a droite, I’espace vectoriel engendré
par 83(B) (1 ® S) est dense dans B® S. L’égalité (85 ® idg)° 85 =(idg ® 8) 8, résulte de
cette méme formule.

L’assertion «resp. » résulte de celle-ci en remplagant V par V. W

Soit (A, 3,) une S-algebre (resp. S-algébre). Soit 8, la coaction de S (resp. S) dans
A® A (H) donnée par dy(a® k)=(8,(a);53(1, ®k® l5) (acA et ke (H)). Soit
VoeM @B ® S) tel que (p ® L) (V)= V. Alors (p ® id) (Vo) e M (o (H) ® S) est un cocycle
pour l’action triviale sur ¢ (H) (définition 0.4). Donc 1, ® (p ® id) (V,) est un cocycle
pour &,. On définit alors une coaction de S dans A ® & (H) (resp. de S dans A ® ¢ (H))
en posant pour tout xeA® X :

(s @ 4 ay ® L) 284 (x)=V,3(ida g x a1 ® L) ° 8o (x) V33
(resp. (ida @ 4 gy ® P) ) (X)= vzs (s © x a1y @ P) 8o (x) v;a)-
Il est facile de voir que (A ® ¢, 8,) est une S-algébre (resp. S-algébre) (cela résulte
d’ailleurs du théoréme suivant). Généralisant la dualité de Takesaki-Takai (cf. [42], [50],
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[18]), nous avons:

THEOREME 7.5. — a) Soit (A, 8,) une S-algébre, alors le double produit croisé

(A x8) xS, muni de la coaction 3, .5 de S, est canoniquement isomorphe & la S-algébre
A® A, 8)).

b) Soit (A, 3,) une S-algébre, alors le double prodult croisé (AxS)xS, muni de la
coaction 8, .3 de S, est canoniquement isomorphe a la S-algébre (A ® X', 8)).

Preuve. — a) Le produit croisé B=A x § agit de fagon fidéle et non dégénérée dans le
A-module A ® H. Donc B xS agit de fagon fidéle et non dégénérée dans le A-module
B®H)®y, ,(AQH)=AQHQ®H.

Plus précisément, BXx S est isomorphe au sous-espace fermé de ¥ (A ® H® H)
engendré par les produits (1, (@) @ (1, ® (p® V) B (X)) (1, ® 1y ® L(3)), acA, xeS§,
ye€S. L’automorphisme intérieur associé a (1, ® (1 ® U)V(1 ® U)) envoie BxS sur
I’espace vectoriel fermé engendré par

{m. ®R)3, (@) (1a e u ® L (X L()/acA, xe8§, yeS}.

Comme 0, est injective, la représentation m; est fidele et I'application T - T ®,, 1 de
% (A®H) dans £ ((A ® H) ®, (A ® H)) est injective. Mais, a travers I'identification

AQH)®, AQH)=AQH®H,

on a les égalités
Lleu®@AX)L(MN=1,®rXL()®, 1 et (@ QR)S,(0)=7z(a) ®, 1.

Il en résulte que A xS xS s’identifie 4 la sous-algébre C de £ (A ® H) adhérence nor-
mique de Despace vectoriel engendré par {mg(a)(1, ® A(x)L(»))/acA, xe §, yeS 3
Comme I’espace vectoriel fermé engendré par {)»(x)L(y)/xeg, yeS} est A (H), C est
Padhérence normique de l'espace vectoriel engendré par {mg (a)(1, ® k)/acA, ket (H) };
comme l’espace vectoriel fermé engendré par 6,(A)(1®S) est A®S, on trouve
C=A® X (H).

Pour montrer que la coaction 8, .55 s’identifie & la coaction &}, il suffit de vérifier
que

(Mg (@ (1A AL ()L () =(mr (@) 1, @A (x)) ® 1) 1, ® (L @ id5)° ()
(aeA, xe8, yeS). Or

(dp @ u® L) 8¢ (Mg (@) =Z23(m, ® R)°6, (1) Z,5
=250, R1QU)Vy(m (@@ 1) V3(1, 1R U)X,

= v23 T (0)13 23
Donc (idy ¢ y ® L) ° 8} (nz (@) =V 5 st T, (@13 V?a Vi =mr (@) ® 1.
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Remarquons enfin que

([daeu®L) 8 (I, A L()=1, @ VAXL(»)®1)V*
=(AQA(X)® D1, ® L ®L)5(y)
En remplagant V par V, on obtient le b)). M

ProPOSITION 7.6. — Soit 8, une coaction de S (resp.S) dans la C*-algébre A et
ueM(A®S) (resp. ue M(A ®\S)) un cocycle pour 8, tel que 5, ,(cf. définition 0.4) soit
une coaction. Notons B et B, les produits croisés respectifs de A par les coactions 3, et
3,4, .- Munies des coactions duales, les S-algébres (resp. S-algébres) B et B, sont isomorphes
de facon équivariante.

Preuve. — La formule A[al’ 14, 2]=l: 04 (@1,1) udx(ay,2) ] définit une coaction A
43,1 43,2 8s (@, ) u* 84 ,(a,,2)
de S dans M, (A). Soit B, le produit crois¢ de M,(A) par la coaction A et
T, M, (A) > M (B,) ’homomorphisme associé. Notons (e; ;) i, je {1, 2} I'unité matri-
cielle de M (M, (A)). Les S-algébres B et B, sont respectivement isomorphes de fagon
équivariante a m, (e, ;) Bam,s(ey, ;) et m (e, ;) Byma(e,, ;). L'automorphisme intérieur
associé a m, (e, ,) donne I'isomorphisme cherché. W

Remarques 7.7. — a) Tout ceci reste vrai dans le cadre des produits croisés d’algeébres
de von Neumann: Soit (H, V, U) un systéme de Kac. Notons M le bicommutant de
L(S) et M celui de p(S). Ce sont des algébres de Hopf von Neumann au sens de [10].
Une coaction de M (resp. M) sur une algébre de von Neumann A est un homomorphisme
normal 8,:A > A®M (resp. §,:A - A ® M) tel que (id ® §)°3,=(5, ®id)*5,. Si A
est munie d’une coaction de M (resp. M) le produit crois¢ A x M (resp. A x M) est la
sous-algébre de von Neumann de A ® ¥ (H) engendrée par (id ® L)< 3, (A) et (1 ® p (b))
beS (resp. par (id ® p)° 8, (A) et (1 ® R(a)) aeS); elle est naturellement munie d’une
coaction de M (resp. M). Les démonstrations de [5] et [7] s’adaptent sans peine et
montrent que le double produit croisé (A x M) x M (resp. (A x M) x M) est isomorphe a
A ® & (H). Remarquons que cette dualité de Takesaki s’obtient sous des hypothéses de
régularité affaiblies.

b) On peut aussi généraliser a ce cadre les constructions de[2] paragraphe 6:
on construit des homomorphismes naturels Jg:KKg(A, B) > KKz(AxS, Bx8) et
J5:KK5(A, B) » KK (A xS, BxS) et on démontre qu’a travers I’équivalence de Morita
équivariante provenant de la bidualité (théoréme 7. 5) ces homomorphismes sont inverses
I’un de Iautre.

8. Exemples de systémes de Kac: couples assortis

Dans [46, 28, 29] est définie une notion de «couple assorti» (matched pair) d’algébres
de Hopf dans un contexte algébrique. Il est 4 noter que les formules définissant les
couples assortis sont aussi données dans [34] de fagon «duale». C’est d’ailleurs cette
présentation, qui convient mieux aux C*-d’algébres, que nous adoptons ici. A partir de
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la notion de couple assorti d’algébres de Hopf, nous donnons une notion de couple
assorti de systemes de Kac. A un tel couple correspondent deux nouveaux systémes de
Kac: leur produit tensoriel « tordu» et leur biproduit croisé.

Nous décrivons trois exemples de couples assortis de systémes de Kac:

a) le couple assorti associé a une action d’un groupe localement compact par automor-
phismes d’un systéme de Kac; dans ce cas, le produit tensoriel tordu et le biproduit
croisé donnent des résultats tout a fait similaires et généralisent aux systémes de Kac les
produits croisés d’une algébre de Kac von Neumann par un groupe d’automorphismes.

b) a tout systéme de Kac est associé un couple assorti, dont le produit tensoriel tordu
est I'analogue dans notre cadre du double de Drinfeld (¢f. [4], § 13). De plus, comme
dans le cas algébrique [4], un opérateur unitaire R «universel » satisfaisant 1’équation de
Yang-Baxter quantique est associé au double quantique. Dans ce cas le biproduit croisé
est «trivial ».

¢) un couple assorti est associé¢ a deux sous-groupes G, et G, d’un groupe G tels que
Papplication (x, y) — xy soit une bijection de G; X G, sur G. Dans ce cas, le produit
tensoriel tordu est le systéme de Kac du groupe G; le biproduit croisé est la réalisation
du «bicrossed product» de [27] en tant que systéme de Kac.

En particulier notre construction établit la dualité de Takesaki-Takai pour toutes ces
algébres.

Commengons par rappeler la définition d’un couple assorti de C*-algeébres de Hopf':

DermnTiON 8.1 [46], [28]. — Soient (A, 8,) et (B, dy) deux C*-algébres de Hopf. Une
inversion sur A, B est un *-isomorphisme 1: A® B —> B ® A tel que, en étendant T aux
multiplicateurs on ait:

(t®id,) (idy ® 7) (8, ® idg)=(idp ® 34) T
et

(idg ® 1) (r ® idp) (id, ® 3p) = (3 ® id,) .
A une inversion sur A, B est naturellement associé un coproduit sur A ® B.

DEFINITION 8.2. — Soient (A, 38,) et (B, 83) deux C*-algébres de Hopf et T une inversion
sur A, B. On appelle coproduit associé a t I'application

3,=(1d, ®T®ids) (3, ®3p): ARB->MAR®BR®AR®B)
11 résulte immédiatement de la définition d’une inversion :

ProprosITION 8.3. — Le coproduit associé a toute inversion est coassociatif.

Regroupons -dans une proposition quelques propriétés élémentaires des inversions :

ProposITION 8.4. — a) La volte 6:A® B —>B® A définie par c(a® b)=b® a est
une inversion.

Soient (A, 3,) et (B, 8g) deux C*-algébres de Hopf et T une inversion sur A, B.

b) Alors 11 est une inversion sur B, A et 61! G est une inversion sur A, B munies des
coproduits opposés.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



462 S. BAAJ ET G. SKANDALIS

¢) En étendant © aux multiplicateurs on obtient deux homomorphismes o.: A - M (B ® A)
et B:B—>M(B® A) donnés par a(x)=t(x® 1) et B(y)=1(1 ® y). Alors B (resp. a) est
une coaction a droite (resp. a gauche) de A sur B (resp. de B sur A).

ProPOSITION 8.5. — Soient (A, 8,) et (B, &) deux C*-algébres de Hopf bisimplifiables
et T une inversion sur A, B. Alors (A @ B, 8.) est une C*-algébre de Hopf bisimplifiable.

Preuve. — Pour xeA, zeA® B, ona
(1®1®x)(dy,®1) (8, ®id)(2)=(17' ®idy) (1 ® 1 ® x) (idg ® 8,) T(2));

donc, comme A est une C*-algébre de Hopf bisimplifiable, le sous-espace vectoriel
fermé (en norme) de M(A ® B® A) engendré par {(1®1® x)(id, ® 1) (3, ® id) (2),
x€A,zeA®B}est AQB®A.

Pour x, x'€A, y, y'€B,
1910x®y)8.(*®y)=(1®1Qx®1)(id, ® T®idg) (8, (x') ®2)

avec z=(1® y)85(y'). Comme B est une C*-algébre de Hopf bisimplifiable, le sous-
espace vectoriel fermé de M (A ® B® A ® B) engendré par {(1 ® 2)5.(z), z, 7€ AQ B}
coincide avec celui engendré par {((1 ®1R®x)((d, ®1) (0, ®id)(2) ®y, x€A,
zeA®B, yeB}; c’est donc A BQ A® B.

On démontre de fagon analogue que le sous-espace vectoriel fermé de M(A@B® A ®B)
engendré par {(z®1)5,(z),z, € A®@B} estaussi A B A®B. W

DEFINITION 8.6. — La C*-algébre de Hopf (A ® B, 8,) associée a l'inversion t s’appelle
le t-produit tensoriel de (A, 3,) par (B, 8g).

Le produit tensoriel ordinaire de (A, 8,) par (B, &) est donc le o-produit tensoriel
ou o est la volte.

Soient Xe Z (H® H) et Ye.¥ (K ® K) deux unitaires multiplicatifs réguliers. Notons
Sx» Sx, Sy et S, les C*-algébres de Hopf associées 2 X et Y. Donnons nous une
inversion 7:Sy ® Sy = Sy ® Sy sur (Sy, Sy). Notons alors a et b les opérateurs unitaires
a=(idg g g ® 1) (X33) et b=(1 ®idg g y)(Y,3) agissant sur K® H® K ® H, et posons
T=ba.

ProposiTioN 8.7. — L’opérateur unitaire T est multiplicatif.
Cet opérateur s’appelle le « biproduit croisé » de X et Y relativement a 7.
Pour établir cette proposition, nous aurons besoin d’un lemme.

LeMME 8.8. — a) Pour xeSx on a T(t(x® 1) ® I o ) T*= (1 ® 1) (8 (X)13)-
b) Pour yeSY omaT*(lxgu@T(1g@Y)T=(t® 1) (8(¥)24)-

Preuve. — a) On a
aCt(x® 1Y ® Ix g a*=(idx ®idy @ 1) (idg ® dx R id ) (T ® idg) (* ® I g k)
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Or (([dg®1) (x®id)=(t1"'®idy) (idgx ®3x)T et comme dy(lx)=1xgx ON a
(dg ®T) (T ®idp) (x ® 1k g k) =0y ® idy) T(x @ 1¢). Donc
at(x® 1Y ® lx g a*=(>1dx ® 17! ®idy) By ® 3 T(x ® 1)
=((t ®idy) (idy ® dy) 17! @ idy) (idx ® dx) T(x @ 1¢)
=((* ® idy) (idy ® 8y) @ idyy) (idy ® 7) (B (x) @ 1)

Pour zeM (Sy ® Sy ® " (H)) on a
Y3 (idy ® 8y ®idy) (2) Y33=2134

donc b ((r ® idy) (idy ® 8y) ® idy) (2) b* = (1 @ idk @ u) (z134)-
Il s’ensuit que T(t(x @ 1) ® 1k o ) T* = (T ® idg @ 1) (idy @ T) (5% (x) ® 1x))134)-
b) On a
b*(lx gu®t(1g®»)b=(1®idg ®idy) (iIdy @ 8y ®idy) (([dg ® ) (1l g u @ ¥)
=[x ® 17 ®idp) By ® ) T (15 ® y)
=(idg ® idy ® 7) (idg ® 0x ® idy) (t ® idy) (15 ® By (1))

Or, pour ze M(X (K) ® Sy ®Sy) on a:
a* (idg ®idy ® 1) (idg ® 8y ® idy) (2) a=(1d ® 1) (2124)-
Il s’ensuit que

T*(keu® T @ YN T=(dx e u ® D ((* ® id) 1a ® 3y (1))124)- M

Preuve de la proposition 8.7. — Remarquons que d,; et b,, commutent. Or,
a,=(1(d®1®id)(X,3) et b,;=(1d ® T®id)(Y,s); donc a,, et b,; commutent égale-
ment. Donc b,; T¥, a,;=af, T,; b%,.

Par le lemme 8.8 on a T,34a,, T¥;=a,,a,5 et T, 5,3 T,,=b,3b,5. Donc
T3 T3 T2 T33=T1, 0,3 T, TT,a,3 T, T33=b13b,3TF, 4,31, T35

= * * * — * * — =
=by3a1, Ty301, T1, T33=b13a1,Tr3a,, T33=b13a,3=T;;. W

Reprenons les notations ci-dessus et supposons & présent que t:Sx ® Sy — Sy ® Sy est
une inversion sur (Sy, Sy). On peut, si Y est irréductible, former le «biproduit croisé»
de X et Y. Pour construire I'unitaire multiplicatif V associé au t-produit tensoriel de Sy
par Sy, nous devons de plus supposer que I'inversion t est « bien» implémentée.

Supposons donc qu’il existe un opérateur unitaire Z'e ¥ (H ® K, K ® H) tel que pour
tout xeSx ® Sy; on a Z'xZ'*=1(x). Notons se ¥ (H® K, K ® H) la volte et posons
Z=s*7'€¢ ¥ (H®K). Posons enfin V=(Z%,X,3Z,,)Y,.=(Z%X,3Z7,) Y ;4.

LeEMME 8.9. — a) VEM (" (H® K) ® Sx ® Sy).
b) Pour tout xeSx ® Sy on a V(x ® 1y o x) V¥=3,(x).
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Preuve. — a) résulte de ce que, comme X et Y sont supposés réguliers, Z,;,, X,; et
Y ,, sont tous trois des multiplicateurs de /" (H ® K) ® Sy ® Sy

b) Pour tout xe Sy ® Sy donc:
Vx® 1y ) V¥=(Z15 X33 Z},) (id ® 3y) (x))124 (215 X35 Z55)
=(Z%X23) ((t ®id) (id ® dy) (x))124 (X35 Z},)
=Z7%((i[d @ 35 @id) (1 ® id) (id ® 8y) (x)) Z},
=(t7!'®id ®id)(id ® 8y ® id) (t ® id) (id ® &) (x) =8, (x)
étant donné que (17! ®id) ((d ® 8y)T=(1d ® 1) (6x ®id). MW
ProrosITION 8.10. — a) Les conditions suivantes sont équivalentes.
() Z34(Z1,X13Z12) Y24=Y 34 (L1, X13Z13) Z3s.

(i) (d®38)(V)=V, Vs

(iii) Les unitaires V et Z3,Y ,, commutent.

(iv) L'’unitaire V est multiplicatif.

b) Sous ces conditions, I'unitaire multiplicatif V est régulier. Si de plus X et Y sont
biréguliers, il en va de méme pour V.

Preuve. — a) L’opérateur (id ® 6x ® dy) (V) est donné par
(Z1,X43Z12) (21, X14Z15)Y 25 Y6
donc (id ® §,) (V) est donné par
Zs4 (212 X13Z10) (Z12X15Z13) Y2 Y26 234 = (21, X143 Z15) Z54 (21, X 15 Z15) Y24 23, Y 56
L’égalité (id ® 8,) (V)=V,, V,; équivaut donc a
Zsy(Z1:X15212) Y24 254 =Y 24 (21, X5 Z13),

d’ou I'équivalence (i) <> (ii).

L’équivalence (i) <> (iii) est élémentaire et (ii) <> (iv) résulte du lemme 8.9 b).

b) Les adhérences des espaces vectoriels engendrés par

{k@NV(1®h k het HRK)}
et par

{(hl Ok ®lye)Xi3Z1, Y4 (lugx ® by ® k) by, hye X (H), ky, kzef(K)}
coincident. Comme

(hl ®kl ® IH ®K)X13212Y24(1H®K®h2 ®k2)
=((h, @ NX(A® h))13 (1 ®k)Z) 1, (Y1 ®K3))s4

la régularité de V résulte de celles de X et Y. Une démonstration analogue s’applique
pour la birégularite. W
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Remarque. — Si V est multiplicatif on a (Z®Z)V(Z*® Z*)=(Z,,Y,,Z%,)X,;
(condition (i)).

Donnons nous a présent deux systémes de Kac (H, X, u), (K, Y, v), une inversion
T:Sx ® Sy = Sy ® Sx et un opérateur unitaire Z'e ¥ (H ® K, K ® H) tel que pour tout
x€Sx ® Sy; ona Z'xZ'*=1(x). Notons encore s€ ¥ (H® K, K ® H) la volte et posons
Z=5*7'e ¥ (H ® K). Posons enfin U= (u ® v) Z et supposons que U2=1.

CoRrOLLAIRE 8.11. — Si l'unitaire V est multiplicatif, il en va de méme pour l'unitaire

V=U®HV*U® ).

Preuwve. — Posons X'=(v @ DY*@®1), Y=u®DX*u®1) et Z'"=s*Z7's*
Comme (K, X', v) et (H, Y’, u) sont des systémes de Kac et que Z"” implémente I'inversion
o~ ! 107! sur Sy, Sy. (proposition 8.45), il résulte de la proposition 8.10a) que I'uni-
taire V"' =(Z1'¥ X3 Z7,) Y5, est multiplicatif; or V'=(s® s) V' (s* ® s*). A

11 sera utile de considérer des inversions qui ont un bon comportement analytique :

DeriniTioN 8.12. — Un couple assorti de C*-algébres de Hopf est donné par deux C*-
algébres de Hopf bisimplifiables (A, §,) et (B, 3y) et une inversion t sur (A, B) telle que
les coactions o et B munissent respectivement A d’une structure de B-algébre (a gauche)
et B d’une structure de A-algébre.

Autrement dit, cela revient a supposer que les sous-ensembles
{a)(y®1)/xeA, yeB} et {B(»(®x)/xeA, yeB}

de M (B ® A) sont des sous-ensembles totaux de B ® A.

Afin de construire un systéme de Kac associé aux deux constructions ci-dessus nous
utiliserons la condition suivante :

DeriniTioN 8.13. — Un couple assorti de systémes de Kac est-donné par deux systémes
de Kac (H, X, u) et (K, Y, v) et un opérateur unitaire Ze ¥ (H ® K) tels que:

a) Z normalise Sx ® Sy et (Sx, Sy, Ad(Z)) est un couple assorti de C*-algébres de
Hopf (o1t 6:Sx ® Sy = Sy ® Sy est la volte).

b) HQK, V, U) est un systéme de Kac ou V=(Z,X,3Z,,)Y,, et U=(u® v) Z.

ProrosiTioN 8.14. — Soit ((H, X, u); (K, Y, v); Z) un couple assorti de systémes de
Kac. Définissons l'unitaire W= (2%, Y ,,Z,) (Z*, X5 Z,,) agissant dans HO K ® H® K.
Alors H® K, W, U) est un systéme de Kac. L'algébre de Hopf S associée a V est
(Sx ® Sy, 8.). Pour xeSy et yeSy on pose n(x)=Z*(x® 1) Z et ' (»)=14® y. Alors
n:8x >M@Sy) et 7':Sy > M(Sy) sont des morphismes d’algébres de Hopf et Sy est
l'espace vectoriel fermé engendré par les produits m(x)n' (), xeSy, y€Sy. L'algébre S
associée a W est isomorphe & Sx % ,Sy; I'algébre S associée a W est isomorphe a Sy % ; Sx.

DerFINiTION 8.15. — Avec les notations de la proposition 14, le systéme de Kac
H®K, V, U) s'appelle le Z-produit tensoriel de (H, X, u) par (K, Y, v), le systéme de
Kac H® K, W, U) s’appelle le biproduit croisé¢ de (H, X, u) par (K, Y, v) relativement
aZz.
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Prewve de la proposition 8.14. — On a W=(GZRsZ)*TGEZ®sZ) ou
se Z(H®K, K®H) est la volte donc W est multiplicatif. Posons a=Z%,X,;Z,, et
b=Y,,. On a (1@ U)ZbhZ(1® U)=2%,Y,,Z,,. Donc (Z(1 ® U)ab)*=1 si et seule-
ment si bZ(1®U)a)®=1lie E(1QU)W)>=1.

Soient ae Sy et beSy et we L (H® K),.

On a

Ly(@®)o(1®b)2)=(0®id)(X;3%12,Z,,Y,2s) ot x=(18b)c '1(a®1)eSx®Sy,
Donc Sy est ’espace vectoriel fermé engendré par
{@®id)(X3x12Z,, Ys,)/0e L (HRK),, xeSx ® Sy }

Or lespace vectoriel fermé engendré par {(k® 1)X(a® 1)aeSy, ket (H)} est
A (H) ® Sx. Donc Sy est Sy ® Sy. Le coproduit de Sy est donné par le lemme 8.9 b).
Pour 0, e Z(H), et w,e £ (K), on a py (0)1A® ®,)=7(px (®,)) 7' (py (®,)). De plus
V*AR®1T () V=Y (Q®7' () Y,,=( ®n')dy(y). La propriété analogue pour 1 se
démontre de méme en utilisant la remarque qui suit la proposition §. 10.
On a aussi

Ly@Z*(1®b)o@®1)=Z*(©®id) (Y.4(Z* ® Z) y1, X;3)

ot y=oc 't@®1)(1®b)eSx®Sy. Il en résulte que Sy, est engendré par
{Z* (0 ®id) (Y14 (Z*® Z) y,, X,,)/0e L (H®K),, yeSx ® Sy }. Or lespace vectoriel
fermé engendré par {(@® 1)X (k® 1)aeSx, ket (H)} est o (H) ® Sx. Donc Sy, est
engendré par { Z* (1 ® y) Z(a ® 1)/ae Sy, yeL(Sy) } donc est isomorphe a Sy %, Sy.

De méme Sy est engendré par {(1 ® b)) Z* (x ® 1) Z, be Sy, xS« }.

Comme Sy et USy, U commutent, il en résulte que pour @, a’'eSy, a® 1 et U@’ ® 1)U
commutent; comme Sy et US,U commutent, il en résulte que pour y,y'eSy,
1®y=UZ*(Q®A(¥)ZU et U1 ®y)U=Z*(1 ®A(Y))Z commutent. Il en résulte
que Sy, et USy U commutent. Posons

W=2(UDHWU®IZ.
Alors WWZ=(U® U)W* (1 ® U) commute 4 1 ® x, xSy, donc
(EWW)23 Wi,=W,E& Ww)zs;

il en résulte que W est multiplicatif.

Reste la birégularitt de W. Pour aeSy, beSy, xeSyx et yeA(Sy) on a
Z*x®DNZ(1®b) (@®NZ*(1®NZL)=Z*(x® 1)(c™'1(a®b))(1®y)Z et donc
Iespace vectoriel engendré par Sy, Sy, est I'algébre des compacts. Il résulte de 6.9 que W
est régulier.

Pour h, ke ¥ H® K) a, a’'eSyx, beSy, on a
W@ ®lkgner)=0(a)13 W
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(lemme 8.8 a) donc

laex®h@®1IW((@ ®bEk® lzgx)
=(luex®N(1y®a)8(a) s W({(ly® D)k ® 1y g k)

Soient ae Sy et beSy; posons x=(c"'1(a® 1)) (1 ® b)eSx ® Sy; pour h, ke ¥ (H® K)
ona

@® L ®IZYWZ*(1y® k@ lyg)=(1® N V2 (Z*x®2)X,;3 (kD 1).
Il en résulte que I’espace vectoriel fermé par
{lugx @MW (k® lyg)/h, ket (HRK)}
coincide avec celui engendré par
{0V 20(Z*x®Z) X3 (k® 1)/h, ke X (HOK) xeSx ® Sy }.

Comme I’espace engendré par {(a ® 1) X (k ® 1)aeSx, ke X (H) } est A (H) ® Sy et que
Y est régulier, il en résulte que 1’espace vectoriel fermé engendré par

{(uex @MWKk lyg)/h ke HRK)}est ¥ HRIKQ@H®K). B

EXEMPLES DE COUPLES ASSORTIS DE SYSTEMES DE KAC

a) Produit croisé d’'un systéeme de Kac par un groupe d’automorphismes.

Un automorphisme d’un systéme de Kac (H, X, ) est un unitaire we ¥ (H) tel que
w® w commute a X et w commute a u. Une action d’un groupe localement compact G
dans (H, X, u) est une représentation unitaire w de G dans H telle que les w, soient des

automorphismes de (H, X, »). Rappelons que le systtme de Kac associé au groupe
localement compact G est le systéme (K, Y, v) ot K=L2(G), Y est donné par

YE(Gs, t)=E(st, ) (EeK®K=L?*(GxG),s, teG)
et

@B E)=AE)"?EG™Y)  (EeK, s€0).

Soit w une action d’un groupe localement compact G dans un systtme de Kac
(H, X, u). Définissons 1’opérateur unitaire Ze ¥ (H® K) en posant (Z&)(g)=w}&(g)
pour EeH® K=L2?(G; H), geG.

ProPOSITION 8.16. — Les systémes de Kac (H, X, u) et (K, Y, v) forment avec l'opéra-
teur unitaire Z un couple assorti de systémes de Kac. Le biproduit croisé de (H, X, u) par
(K, Y, v) relativement & Z est le dual du Z-produit tensoriel de (H, X, u) par (K, Y, v).

Preuve. — Pour we ¥ (H), on a w}L(w)w,=L(w}ow,). Donc w;L(0)w,eSx et
g—-wiL(w)w, est normiquement continu. Soit alors a:Sy - M (Sx ® C,(G)) I'action
a droite de G dans Sy implémentée par w. Pour xeSyx et feCy,(G) on a
Z(x®f)Z*=0a(x)(1®f). Il s’ensuit que Z normalise Sy ® C,(G). Les propriétés
d’inversion de I'isomorphisme t associé & Z sont élémentaires pour les éléments de la
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forme 1 ® fet découlent de ce que a est une action a droite par automorphismes d’algébre
de Hopf pour les éléments de la forme x ® 1.

Posons V=(Z¥,X,3Z,,)Y,, ¢t U= ® v) Z. Pour

EeHR®RK®H® K=L?(GxG; H® H), g, heG,
on trouve:

VO (g W=(w,® DX (W} ® 1)E(gh, h).
Pour £€L2(GXxGXxG; H®H®H), g, h, keG on a donc:

(V23 V1,8) (8, A, k)
=A@w,® DXy (W, @ wif ® DX, (wy ® 1 ® 1)E (ghk, hk, k)
=(1@w@ DX (W, ® 1@ D) (Wi @ wi ® DXy, (W) ® 1 ® 1) E(ghk, hk, k)
=(Wen @ W, ® 1) X3 Xy, (W, @ wik ® 1) E (ghk, bk, k)
=Won ® W, ® 1) X, X3 X3 (Won ® Wi ® 1) E (ghk, hk, k)
=W, ® 1@ DX, (W, ® 1@ X3 (wy @ w, @ 1) X;3(1 @ Wi ® 1)& (ghk, hk, k)
=(V12 V13 V338 (g A, k)

Pour EeH® K=L2?(G; H), geG on a (UE)(g)=A(g)"*w,u&(g™") et donc U?=1.
Il s’ensuit que V et V sont multiplicatifs (corollaire 8.11).

Soient se Z(H®H) et e Z(HR® K ® H® K) les voltes et posons A=s(1 ® u)X.
Pour £eL2(GXxG; H® H), g, heG, on a

CA®U)VY(E H=Ar)"*(w,@w)Awr® )E(hg™", g7 ).

Comme A commute 4 w, ® w, et que A>=1,0ona (E(1®U)V)’=1.

Donc (H, X, u) et (K, Y, v) forment avec ’opérateur Z un couple assorti de systémes
de Kac.

Le biproduit croisé est donné par la formule (WE) (g, h)=A(©)'*X(1 @ w,)E(g, g~ h)
(EeL?>(GxG; H® H), g, heQG).

Pour £eL2(GxG; H®H), g, he G, ona (VE) (g, H=A@)'"*X(1 @ w,)E(g, g™ h).

Remarquons que w est aussi une action de G dans (H, X, u). D’aprés ce qui précede,
les systémes de Kac (H, X, u) et (K, Y, v) forment avec 'opérateur unitaire Z un couple
assorti de systémes de Kac et le dual (H® K, V', U) de leur Z-produit tensoriel est
donné par la formule de V o on remplace X par X; on trouve donc V'=W. N

b) Double quantique d’un systéme de Kac

Nous montrons comment a tout systéme de Kac est associé un couple assorti de
systémes de Kac qui permet d’obtenir dans notre cadre la construction purement alge-
brique du double quantique (cf. [4], § 13) comme Z-produit tensoriel au sens de la
définition 8.15. Dans le cas particulier ou (H, X, u) est le systéme de Kac associé a un
groupe quantique compact (i. e. le systéme de Kac associé a une C*-algébre de Worono-
wicz), le Z-produit tensoriel est associé au «double group» de Podles-Woronowicz [34];
en particulier, le double quantique du groupe quantique SU (2, u) de Woronowicz est le
groupe quantique S1(2, p) de [34].
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De plus, comme dans le cas algébrique [4], un opérateur unitaire R «universel»
satisfaisant ’équation de Yang-Baxter quantique est associé au double quantique. Nous
montrons en outre comment la solution de I’équation de Yang-Baxter construite au
paragraphe 6 est 'image du R universel par une représentation.

Soit (H, X, ») un systéme de Kac; notons se .# (H® H) la volte. Posons Y=sX*s et
Z=sXu@u)X*u@u)s=s@@u)X*u®@u)Xs. Alors (H, Y, u) est un systéme de
Kac.

THEOREME 8.17. — Les systémes de Kac (H, X, u) et (H, Y, u) forment avec I'opérateur
unitaire Z un couple assorti de systémes de Kac. Le biproduit croisé associé est équivalent
au produit tensoriel HQH, X Q@ Y, u ® u).

Preuve. — Remarquons que pour xeSy= Sy on a §,(x)=sX*(1®x)Xs et que
(u ® u) X* (u ® u) commute & Sy ® Sx. Pour xeSx ® Sy on a donc

ZxZ*=5XsxsX*seSy ® Sy,
puisque XeM (84 ® Sx). Posons t(x)=XsxsX*eSy ® Sx. On a

(t®id)([d® 1) (B ®id) (x)=Ad (X ;512 X33523 X12) (X13)-
Or
X12512X23553 X152 =X 12X 13X33815523= X33 X551 523
et
Ad (X33 X5 512523) (X13) = Ad (X33) (T (x)12) = (id ® 8) T (x).

On démontre de méme I’égalité (id ® 1) (1 ® id) (id ® )= (B ® id) 7.
Il résulte alors de 3.6 d (et de la propriété analogue pour X) que (S, §x, T) est un
couple assorti d’algébres de Hopf.

Comme

CURWXUuQu)S$);, X3 uWX*U®us),=(10u® l)xllesxfz(l ®udl),
on déduit de 6.1(3) que

71, X13Z21,=X3: X3 (1®@u®@ DX, (10 u® 1) X,

=X, X331 ®u DX, (10u® ).
Comme V commute 3 (s (u ® u) X (u ® u) 5),, il suffit pour établir la condition 8. 10 (iii)
de montrer que V commute & X¥,Y,,=Y3,Y,,=X,;Y,, X%;, autrement dit que Y,,
commute 4 X3; VX, =X,;(1Q0u® DX,; 1 ®@u®1)Y,,X,;. Comme X,; et Y,, com-
mutent, on doit montrer que X}, et (1 ® u® 1) X,; (1 ® u ® 1) X%, X, commutent i.e.

queXhet(1@u® NX,;(1®u® 1)X¥,X,; commutent. Or

X 2(1®u®@DX,;(1Q0u@ DXL X, =(1Qu® D)X, (1Q0u® 1) X3 X,5(par 6.1)
=(1®u® D)X, (1Qu® )XY, X,3X,
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Remarquons que U= ® u) Z=sX* (u ® u) X s, donc U2=1 et par le corollaire 8.11
V=2U®1VUQ®IZ est multiplicatif (ou Z=s5,35,,e ZH®H®H® H) est la
volte de H ® H).

Le biproduit croisé est équivalent 4 T=(t ® id) (Y,3) (id ® t) (X,5). Or I'adjoint de
X* @ X*) (1 ®id) (Y25) X ® X)

est

X3 (1®uX(1®u);3X34=X14 (1 @) X (1 @ u),3.
Donc X*®@XH)TX®X)=Y,, X* X*,X,,X,,=Y,5X,, et le biproduit croisé est
équivalent au produit tensoriel. On a donc

W=(Z*sX® Z*SX)(?13X24)(Z*SX®Z*SX)*=(Q ® Q)(Y24X13)(Q®Q)*

ol Q=Z*sXs=u®u)sXs(u®u). En particulier, (H® H, W, Q(z ® ¥) Q*) est un
systéme de Kac. Or Qu® u)Q*=U, et, comme on I'a remarqué au début de la
preuve de la proposition 8. 14, les propriétés (Z(1®@ U)V)3=1et (Z(1 ® U)YW)*=1 sont
équivalentes. W '

DerINITION 8.18. — Le Z-produit tensoriel (H ® H, V, U) ci-dessus s’appelle le double
quantique de (H, X, u).

Remarque. — Soient (H,X,u) et H',Y,v) deux systtmes de Kac,
se(HR®H ,H®H) la volte et QeZ(H ® H) un unitaire tel que Q soit
une représentation de X et s*Q*s soit une représentation de Y. Posons
Z=s*Qr@u)Q* v @ u)s=s*@u)Q*(v®u)Qs. Alors les systtmes de Kac
H,Y,u) et (H, X, u) forment avec l'opérateur unitaire Z un couple assorti de
systtmes de Kac. Le biproduit croisé¢ associé est équivalent au produit tensoriel
HOH,X®Y, u® ).

Conservons les notations ci-dessus.

ProposITION 8.19. — Posons R=Z%¥,X,,Z,,.
a) L’unitaire R est un multiplicateur de Sy ® Sy.
b) Notons § le coproduit de Sy (donné par §(x)=V*(1 ® x) V). On a

(d®)R)= RisRy, G ®id)(R)= RisRys
et pour tout xeSy, 68(x)=R 8 (x)R*.
¢) L’unitaire R vérifie I'équation de Yang-Baxter quantique R, R ;R,;=R,;R,;3R,,.

Preuve. — a) Remarquons que S,=Sy. Donc XeM 4 ® Sy). Or R=(n® =) (X)
(avec les notations de 8. 14).

b) On a (84 ®id) (X)=X,;X,; donc (6§ ® id) (R)=R,;R,; (car © est un morphisme
d’algébres de Hopf. On a §, =08y donc (id ® &,) X)=X,,X,, et (d ® §)(R)=R,3R,,.
Par 8.10 (iii) V et Z%,Y,, commutent; or

Z*=uuY*u®uwY e uQ@uY*uQu),
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commute a V; donc V et Y;,Y,, commutent i.e.
ZTZ X13 le Y24 Y34 = Y34 Y24 ZT2 X13 Z12'
Donc R (n' (»))=0b (' () R, pour tout yeS;. De plus on en déduit

21, X132, X5 X8 = X5 X8, 21, X132y,
donc
X13Z12 X043 X422}, =21, X452 X43 21, X135

ie. X13X43Z,,X422%,=2,,X4,Z%,X,43X,3, ot on déduit
X35 X15Z34 X4 234=23, X423, X5 X35,

cest-a-dire (Z ® Z) o8 (n (x)) R(Z ® Z)*=(Z ® Z) R § (n(x)) (Z ® Z)* pour tout xeS,.
Enfin, c¢) découle de ). W

Remarques 8.20. — a) 1l est facile de vérifier que, dans la construction du Z-produit
tensoriel, la régularité de X et Y n’est pas essentielle. En particulier, on peut construire
le double quantique de tout unitaire multiplicatif irréductible (X, #): on obtient un
unitaire multiplicatif irréductible (V, U) donné par la méme formule

V=Z%X3Z,, X5, U=u®uwZ avec Z=sXu@u)Xu@u)s.

En outre, est encore associée une solution «universelle» R (=Z%,X,,Z,,) de ’équation
de Yang-Baxter quantique.

b) Soit Z2=Xu@ NDXu®1) et posons O=%,,Y,;€eZ(HR®H® H). Cest une
représentation 0 de V (¢f. Appendice A). En effet

([d®38)(0)=X3, X1, X411 X12 X141 Y13 Y;5X3,

Comme u; X,,u; commute & X;,X,, et u; X, 0, Y3X%,=Y,53u, X,,u, (proposi-
tion 6.1), on trouve

([d®3)(O)=R1, X34 X14 Y131 X141y Y55

enfin, X3, X, Y;13=Y;3Xy,, d’0od (d®8)(0)=0,,0,,.

Calculons 0 (n (x) ' (), i.e. (id ® ®; ® ®,)(O). On trouve (id ® ®,) () (id ® o,) (Y).
Donc 0°7n est la représentation de X donnée par # et O°n’ est la représentation de Y
donnée par Y i.e. l'identité. Donc (B ® ) (R)=0°t®0°1)(X)=(0°-t® id) (X)=4.

¢) Couples assortis de groupes localement compacts.

Soit G un groupe localement compact, G, et G, deux sous groupes fermés tels que
Papplication (x,, x,) = x, x, soit un homéomorphisme de G, X G, sur G. On dit alors
que G, et G, forment un couple assorti de groupes localement compacts. Les couples
assortis de groupes ont été étudiés dans [46], [28], [29] dans un cadre algébrique. Dans [27]
des conditions nécessaires et suffisantes pour que le biproduit croisé soit une algébre de
Kac von Neumann sont données. Nous montrons ici qu’on a toujours un couple assorti
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de systémes de Kac; donc le biproduit croisé est un systéme de Kac, d’ou en particulier
une dualité de Takesaki-Takai. Le cas ou I'application (x,, x,) = x; x, est un homéomor-
phisme de G, XxG, sur une partie ouverte et dense de G distincte de G sera étudié
ultérieurement. Dans ce cas, 'unitaire multiplicatif correspondant au biproduit croisé
n’est pas régulier.

Soient E et F deux espaces mesurés. A toute application bimesurable ¢:E — F qui
échange les classes de mesure correspond un opérateur unitaire T¢:L2 (F) - L2(E) tel
que T,(f)(x)=/°¢(x)8(x)"/* pour tout feL?*(F) ol & est une dérivée de Radon-
Nikodym.

Soit G un groupe localement compact, G, et G, deux sous groupes fermés tels que
l’application (x,, x,) — x; x, soit un homéomorphisme de G, X G, sur G. Alors la classe
de mesure de la mesure de Haar de G s’identifie a celle de la mesure produit de
G, X G, (¢f. [3], Chap. 7, p. 66). Identifions alors L?(G) avec L?(G,) ® L?(G,). Notons
(L2(Gy), X, u) et (L*(G,), Y, v) les systémes de Kac de G, et G, respectivement. Soit
$:G, x G, » G, x G, P'application telle que, pour x;€G; on ait ¢(x,, X;)=(uy, u,) ol
u;€G; sont tels que x, x; =u, u, et soit Z' 'opérateur unitaire de L>(G,) ® L?(G,) dans
L?(G,) ® L2(G,) associé a ¢; enfin, notons s:L?*(G,) ® L*(G,) » L*(G,) ® L*(G,) la
volte et posons Z=s5*Z’.

THEOREME 8.21. — Les systémes de Kac (L*(G,), X, u) et (L*(G,), Y, v) forment
avec l'opérateur unitaire Z un couple assorti de systéemes de Kac. Le Z-produit tensoriel
correspondant est le systéeme de Kac du groupe G.

Preuve. — Soit 1:Cy(G; X G,) = Co (G, X Gy) telle que t(f)(xy, x1)=/(9(x,, Xxy)).
Soient fe C, (G, X G,), x,€G,, x,, ¥, €G,, posons

¢(xza x1)=(zy, 73) et ¢(Zz’ Y1) =y, uy).
Onazyz,=x,Xx; et uyu,=z,y;, donc z; u; u, =x,x, y; i.e. $(xy, Xy y1)=(z1 4y, uy).

(t®id) (id ® 1) (8 ® id) (f) (x, x4, ¥1)=(d ® 1) (8 ® id) (/) (2}, 22, ¥1)
=0 ®1d)(f) (21, uy, ux)=f(z, uy, u,)
et
(A ® 8) T (f) (xz5 X1, Yy =T(f) (X3, X1 ¥y ) =S (21 1y, ).

De méme, soient x,, y, €G,, x; € Gy, posons ¢ (y,, x;)=(zy, z,) et ¢ (x,, z,)=(uy, u,).
On a z,z,=y, x; et uyuy=x,2;, dONC Uy Uy 2, =X, Y, Xq L. §(X3,, X1)=(uy, Uy 2,). 1l
s’ensuit que (Id® 1) (T ®id) ((d ® 9= ®id) .

Donc 7 est une inversion sur Cy(G,), Cy (G,). Comme, avec la terminologie de [21],
toute action de groupe est non dégénérée, (C,(G,), C,(G,), T) est un couple assorti de
C*-algébres de Hopf.

Soient h: G, xG; > G;XG,; et k:G,*xG, > G, *xG, les applications données par
h(xy, y)=X1y1 ¥1) et k(xz, y2) = (X212, ¥2)-

Posons V=(Z%,X37Z,,)Y,, Pour

£eL?(G; x G, x Gy x Gy), X1, ¥y1€Gy et X3, ¥,€G,

4° SERIE - TOME26 — 1993 — N° 4



UNITAIRES MULTIPLICATIFS ET DUALITE 473

on a
V&(xl’ xz, Y15 )"2)
=d(xy, X3, ¥y, y2)'/? §°k24°(¢ X idGl xcz)"hzs °(¢_1 X idcl xGz) * (X145 X35 Y15 ¥2)

ou d(x,, X,, ¥1, ¥,) est une dérivée de Radon-Nikodym (c’est I'unique fonction mesurable
qui rend V unitaire). Posons

O™ (xy, X2)=(23, 24) et 0 (22, 21 y1)= (g, uy)

de sorte que
kya°(dXidg, xg,) haa (¢ x idg, xg,) ° (X15 X35 Y1, Y2) = Uy, U3 V2, V1, V2)-

Or x,x,=z,2z, €t z,2z,y;=u, U,, donc x, x,y, y,=u,u,y,. Il s’ensuit que, a travers
I'identification de L?(G, X G,) avec L2(G) donnée par ’homéomorphisme (x, y) — xy
de G, X G, sur G, V s’identifie 4 I'unitaire multiplicatif de G.

Enfin, posons U= (u ® v) Z; pour

£eL?(G, xGy), U ®v)Z(E) (xy, x)=d(x,, x2)”2§(y1, y2)

ou d est une dérivée de Radon-Nikodym et (y;, y,)=¢ (x5 ', x71), i.e. y, y,=(xy x,) " L.
Donc, a travers lidentification de L?(G, X G,) avec L?(G), (L?(G,) ® L*(G,), V, U)
s’identifie au systéme de Kacde G. H

Remarquons que pour £€L?(G; X G, x G, XG,), x;, y,€G; et x,, y,€G, on a

WE(xy, X3, ¥15 Y2)=d (X1, X35 Y1, ¥2)'? &°(¢ Xidg, xG,)
chys (§71 X ¢)ok,s °(idg, xG, X 071 (x4, X3, V1, ¥2)

ou d est une dérivée de Radon-Nakodym £ (x,, y,)=(x,, X3 ' y,). Identifions L? (G, x G,)
avec L2(G). A travers cette identification de L?(G, x G,) avec L?(G), l'unitaire W est
donnée par la formule :

WE(x, y)=d(x, )2 E(xpy (P2 (¥) 71 9), P2 ()71 )

ou p;:G - G, et p,: G > G, sont les applications telles que, pour xe G, x=p, (x) p, (x).

Explicitons les actions associées a l'inversion t: on doit donc calculer t(f® 1),
feCy(G)) et T1(1 ® g), g€ Cy (G,). On pose donc ¢ (x5, X1) = (0, (x1), By, (x;)) et on a
T(f® 1) (xz, x;)=f(a, (x1)) et T(1®g)(x2, X1)=g (B, (x2))- Remarquons que, grice a
I’homéomorphisme (x,, x,) = x; x,, on identifie G/G, a G, et G\ G a G,; a travers
ces identifications, o est ’action par translation (a gauche) de G, dans G/G, et B I’action
par translation (a droite) de G, dans G\ G.

On en déduit donc:

PROPOSITION 8.22. — Les algébres Sy, et Sy, associées au biproduit croisé sont respective-
ment isomorphes a Cy(G;)*,G, et a Cy(G,)x 3Gy, ou o est I'action par translation
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(a gauche) de G, dans G,=G/G, et B laction par translation (& droite) de G, dans
GN\G. =

Voyons maintenant quelques exemples de couples assortis de groupes localement
compacts :

Exemples 8.23 (¢f. [27]). — a) Soit G un groupe de Lie semi-simple. Sa décomposition
d’Iwasawa G=KP(=KAN) est un exemple de décomposition comme ci-dessus. Les
algébres associées & W dans ce cas ne sont pas des algébres de Kac-von Neumann au
sens de [17, 6] car I’antipode k n’est pas bornée (cf. [27] ou le cas particulier G=S1(2, C)
est explicité).

b) Soit n un nombre entier G=¢, le groupe symétrique d’ordre n, G,=%,_,
le sous-groupe des permutations qui fixent le point n et G,=Z/nZ le groupe engendré
par la permutation circulaire A. Pour ceG,; on a a,(A%)=A° et o ,(A)=A°®,
ke{l, ...,n—1}. Eneffet, \"°® cA*(n)=A"°® 5 (k) =n donc A."°® oA*€ G,. En parti-
culier, on a

A=Cy(G)x G =C*(Z,-1) @M, _, (C*(&,-2)).

L’action de G, sur G, s’exprime moins simplement. Cependant, pour n=4, on trouve
que G, fixe la permutation identique et la transposition (1, 3) et agit comme la permuta-
tion circulaire sur les 4 autres éléments de G,. Il en résulte que B=C;(G,) x G, est
isomorphe 4 C*(G,) ® C*(G,) ® M,(C)=C® ® M, (C). Dans ce cas on trouve aussi
A=C®CoOM,(C)dM,;(C)®M;(C). Remarquons que ni A ni B ne peuvent étre
isomorphes & un produit tensoriel d’'une C*-algébre par une C*-algébre commutative.
En particulier I’algébre de Kac correspondante, ne peut pas s’obtenir comme produit
croisé.

On peut généraliser cet exemple de la maniére suivante: soit G, un groupe (fini) et G
un groupe de permutations de ’ensemble G, contenant les translations a droite. Soit G,
I’ensemble des éléments de G qui fixent I’¢élément neutre de G, et identifions G, au sous-
groupe de G formé des translations & droite. Par exemple, si G, a n éléments, on peut
prendre pour G le groupe &, de toutes les permutations de G,. On trouve encore

A=Cy(G)*xG;=C*(¥,-1) ®M,_(C*(¥L,-,)

Notons que I’exemple de Kac-Paljutkin [15] ne s’écrit pas sous cette forme: en effet,
soit G un groupe a 8 ¢léments. Soit G=G,; G, une décomposition de G; supposons
que G, a moins d’éléments que G,; alors G, a au plus 2 ¢éléments et I’action de G,
dans G, est triviale. En particulier, l'algébre de Kac associée a cette décomposition est
un produit semi-direct. Remarquons en fait que, si G; a 2 éléments, C(G,) X G, est
commutative (car le groupe G, est abélien) et que si G; n’a qu’un élément C(G,) X G,
est commutative.

Cependant, il est possible d’exprimer les exemples de Kac-Paljutkin ([15] et [16]) en
corrigeant la formule définissant W par un cocycle.

Pour x, yeG, posons w(x, y)=(xp; (p, (*¥) "' »), p, (¥)"'»)
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DEerFINITION 8.24. — Une fonction mesurable 6:G X G — U (1) est appelé w-cocycle si
Popérateur unitaire Wy donné par la formule Wy (x, y)=0(x, y)d(x, )12 £ (w(x, y)) est
multiplicatif.

On vérifie sans peine que (L? (G), W,, U) est alors un systéme de Kac (ou U est donné
par la formule (UE) (x)=A (x)Y2E (x~1)).

Un w-cocycle 0 (x, y)=t(x, y)t(w(x, y)) ! ot £: G x G — U(1) est une fonction (mesu-
rable) de la forme ¢ (x, y)=a(x)a(y) est appelé cobord.

Nous n’¢tudions pas les cocycles en général mais nous contentons dans ce qui suit
d’étudier quelques exemples de cocycles permettant d’interpréter deux exemples de Kac
et Paljutkin ([15] et [16]). Pour ce faire nous ferons quelques hypothéses simplificatrices :

Supposons que G est un produit semi-direct de G, par G,. Dans ce cas, G, agit
dans G, par automorphismes et G, agit trivialement dans G, et p,:G— G, est un
homomorphisme de groupes. On a alors w(x, y)=(xp, (¥), po(x)”'y). L’identité de
cocycle donne alors:

8(x, »)8(xp1 (), 228 (P2 ()" y, P2 (xp1 (M) ™' 2)=0(», 2) 0 (x, yp1 (2))

Si xeG, et y, zeG,, on trouve: 0(x, y)0(x, 2)0(y,2)=0(y, 2)0(x, ), i.e. 0(x, z)=1.
Faisons alors les deux hypothéses simplificatrices suivantes
a) 0(x, y)=1si yeGy;

b) e(xa }’)=9(P2 (X), y)
Si x, yeG,, 0(x, y)=1 et la condition de cocycle donne:

0(x, 20(x™"y, x712)=0(p, 2)0(x, yp; (2)-

Pour geG, et x, yeG, posons n?(x, y)=0(x, xyg). Soient x, y, zeG, et geG,
et posons x'=x, y'=xy et z’=xyzg. La condition de cocycle pour x’, y’, z' donne
n’(x, y2)n° (y, =1’ (xy, 2) N’ (x, y).

Autrement dit, n)? est un 2-cocycle de groupe sur G,:n?eZ?(G,; U(1)).

Soient g, heG,, x,y,zeG,. La condition de cocycle pour x'=x, y =xyg,
Z’=g 1 xyzgh est:

n?(x, y)0(xg, g~ xpzgh) 0 (yg, g~ " yzgh)=0(xyg, g~ ' xygh) n" (x, y).

Autrement dit n?(x, y)(gn") (x, y2) (1" (», 2)=(gn") (xp, )N (x, y) ou gn" est
donné par la formule (g1*) (x, y)=n"(g™* xg, g~ ! yg) (x, y€ G,) puisque p, (xg) =g ' xg,
p,(yg)=g 'yg et p,(xyg)=g ' xyg. Comme (gn") est un 2-cocycle, on trouve finale-
ment: 7?(x, y) (gn") (x, p)=n"(x, ).

Autrement dit, g > n? est une application équivariante de G, dans Z2(G,; U(1)) i.e.
vérifie la propriété n% =n?(gn"). Dans ce cas, on a un homomorphisme de groupes
de G, dans le produit semi-direct Z*(G,; U (1)) X Aut(G,).

Réciproquement, si g — n? est une application équivariante de G, dans Z?(G,; U (1)),
la formule 8 (x, y)=1? (p, (x), p,(x)"'y")ouy=)'g, geG, et y' € G, définit un w-cocycle
vérifiant a) et b).
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Soit g — m? une application continue équivariante de G, dans Z2(G,; U(1)) et 0 le w-
cocycle associé. On a alors un champ continu g — B? indexé par G, de C*-algébres ou
BY=C*(G,; n%). Il est facile de voir que Ialgébre S associée 4 'unitaire multiplicatif W,
correspondant ne dépend pas du cocycle: c’est le produit croisé C, (G,) X G,; Palgébre S
devient l’algébre des sections continues du champ g — B (g€ G,).

En résumé on a:

ProrosiTioN 8.25. — Soit G=G,; X G, un produit semi-direct de groupes localement
compacts et notons w la transformation corresponduante.

a) La formule n?(x, y)=0(x, xyg) (geG, et x, yeG,) établit une correspondance
biunivoque entre w-cocycles © tels que pour tout x,yeG 0(x,y)=1 si yeG, et
0(x, »)=0(p,(x), y) d'une part et applications équivariantes g—n? de G, dans
7% (Gy U(1)).

b) Soit 0 le w-cocycle correspondant a application g — n? et Wy l'unitaire multiplicatif
associé. L’algébre S associée @ Wy est le produit croisé Cy(G,)*G,, l'algébre S est
lalgébre des sections continues du champ g — C*(G,; n?) (g€ G)).

(On vérifie sans peine que W, est régulier.)

Exemples 8.26. — 1. (cf. [15]) Soit G, =Z[2Z agissant dans G,=Z[2Z X Z|2Z en
permutant les générateurs a et b. Notons s et ¢ les applications de G, a valeurs dans Z
définies par s(ab®)=t(a*b)=1 et 5s(b*)=t(a®)=0 (=0, 1). Posons nN°=1 et définissons
n=n! par la formule n (x, y)=#>? ou on a posé

d(x, y)=2sx)1(»)=s(xX)t(xX)=s (PN 1 (y)+s(xy) 1 (xy).

On vérifie aisément que n est un 2-cocycle sur G, et que le générateur de G, transforme n
en son inverse. Il lui correspond donc un unitaire multiplicatif. L’algébre de Kac S (et S)
correspondante est 1’algébre de dimension 8 définie dans [15].

2. (cf. [16] et [35]) Soient E et F deux espaces vectoricls de dimension finie
sur R et © une représentation du groupe additif E par automorphismes linéaires de F.
Posons G,;=E, G,=F. Cherchons les applications g—-n? sous la forme
n? (x, y)=exp (ih B? (x, y)) ou P? est une forme bilinéaire alternée sur F. Soit B=F* A F*
I’espace des formes bilinéaires alternées sur F muni de Paction de E. On cherche les
applications B:E — B telles que B(s+t)=B(s)+s.B(¢), autrement dit les 1-cocycles
(représentations affines) associées a I’action de E dans B.

Notons B, le sous-espace de B formé des points fixes sous I’action de E. On peut
prendre B sous la forme B(s)=B,(s)+s.b—b ou By:E — B, est une application linéaire
et beB.

Remarque. — Supposons que B, admet un supplémentaire B’ invariant par E;
alors B admet la décomposition B=,+ p’. Il existe s,€E tel que 5,— 1 soit inversible
dans B’; posons b= (s,—1)"'B'(so); comme (s — 1)B(sy) = (so—1)B(s) on a alors
B(s)=PBo(s)+s.b—b.

Cependant, si E=R? agit dans F=R3 par (a, b).(x, y, z2)=(x+ay+bz, y, z), alors F
et B sont isomorphes de fagon E équivariante (car E préserve le déterminant). Les
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applications équivariantes §: E — B sont données par
B(a, b)=(au+bv+a*x+aby+b*z, 2ax+by, ay+2bz) o0  u, v, X, ¥,z

sont des nombres réels.

Donnons nous une telle application B (sous la forme B (s)= B, (s) +s. b — b), considérons
le w-cocycle 0 correspondant et formons I'unitaire multiplicatif W,.

Dans le cas ou b=0, I’application linéaire p peut étre interprétée comme une application
alternée n : F x F - E* invariante par I'action de E dans F X F. Alors F x F x E* est muni
d’une structure de groupe de type Heisenberg et Ialgébre S associée a W, est iso-
morphe 4 la C*-algébre de ce groupe (mais non comme algébre de Hopf vu que S
n’est pas cocommutative). On retrouve I'exemple de Rieffel [35], dans le cas ou F
est de la forme XXX (avec les notations de [35] on pose E=Z* F=XxX et
n(x, x, (y, YN=B &, ¥)—B(y, X))

Enfin, soit E=R agissant dans F=R xR par a,(x) =exp (s K) (x) ou K est une matrice
2 x2 a coefficients réels. Pour x=(x,, x,) et y=(y,, ¥,), on pose N (x, ¥)=x,y,~ X, ;.
Soit & un nombre réel quelconque. Notons t la trace de K.

Si t=0, alors m est invariant par laction de G,. Posons alors pour seG,,
n*=exp (ihsn), ou heR est une constante.

Si 1#0, on pose alors pour s€ G, n*=exp (ih(exp(st)— D n).

Dans les deux cas, I'application s —n° de G, dans Z?(G,; U (1)) vérifie la propriété
d’équivariance. Dans le premier cas, la C*-algebre S correspondante est canoniquement
isomorphe a l’algébre du groupe de Heisenberg; dans le deuxiéme cas, I'algébre S est
isomorphe a I’algebre du groupe de Heisenberg mais de fagon non canonique. Le premier
cas est 'exemple construit par Kac Paljutkin dans [16].

Appendice
Représentations des unitaires multiplicatifs

Dans cet appendice nous étudions la notion de représentation et de coreprésentation
pour un unitaire multiplicatif V. Si V est régulier nous définissons les C*-algébres pleines
S, et S, associées & V. Si V est de plus irréductible, nous montrons que V est en fait un
multiplicateur du produit tensoriel §p ® S§,.

max

Les représentations sont définies 4 I'aide de la relation pentagonale (cf. [19] et [18]):

DErFINITION A . 1. — Soit V un unitaire multiplicatif sur H. Une représentation de V dans
un espace de Hilbert K est la donnée d’un unitaire We ¥ (K @ H) tel qu'on ait I'égalité
W2 W3 V,3=V,3 Wy, (dans £ (K @ H® H)).

Une coreprésentation de V dans un espace de Hilbert K est la donnée d'un unitaire
WeZHQ®K) tel qu’ on ait I'égalité V,, W, 3 W,3=W,,V,, (dans ¥ (H® H ® K)).
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Exemples de représentations A.2. — a) Si Ve ¥ (H ® H) est un unitaire multiplicatif,
I'identit¢ de H est une représentation et une coreprésentation de V dans C appelées
représentation et coreprésentation triviale. On appelle caractéres (resp. cocaractéres)
de V les représentations de dimension 1 i.e. les unitaires We % (H) tels que
VW@ DV¥*=W W (resp. V*(1®@ W) V=W RQ W).

b) L’unitaire multiplicatif V lui-méme est une représentation et une coreprésentation
de V dans H appelées représentation et coreprésentation réguliére.

¢) Les représentations de I'unitaire multiplicatif V; associé au groupe localement
compact G (exemple 1.2.2), coincident avec les représentations unitaires de G.

d) Soit (K, W) une représentation et H, un espace de Hilbert. On appelle amplifiée
gauche (resp. droite) de (K, W) par H, la représentation (K ® H,, W,;) (resp.
(Hy ® K, W,3)). Toutes les représentations de I'unitaire multiplicatif 1 e.¥ (H ® H) sont
des amplifiées de la triviale (on a: W,, W,;=W,, donc W,;=1).

Si Ve . (H ® H) est un unitaire multiplicatif et W e . (K ® H) est une représentation
(resp. We Z (H ® K) est une coreprésentation) de V, W%, € ¥ (H ® K) est une corepré-
sentation (resp. W%, € &£ (K ® H) est une représentation) de X V*Z. On réalise ainsi
une correspondance biunivoque entre représentations (resp. coreprésentations) de V, et
coreprésentations (resp. représentations) de TV* X,

Si V et V' sont deux unitaires multiplicatifs équivalents, les représentations (resp.
coreprésentations) de V et V' sont en correspondance biunivoque.

e) On dira que les représentations W et W’ dans K commutent si W,, et W}, com-
mutent. Dans ce cas 'unitaire WW"’ est une représentation dans K appelée représentation
produit de W par W'.

Soient (K, W) et (K', W) deux représentations. Alors les représentations amplifiées
K ®K', W,5) et (K®K’, W,;) commutent. Leur produit (K ® K’, W;; W3,) est appelé
produit tensoriel de (K, W) par (K’', W").

Les notions analogues pour les coreprésentations de V se définissent de la méme
maniére.

f) Soient (K, W) et (K', W) deux représentations (resp. coreprésentations). Un
opérateur Te Z (K, K) est appelé opérateur d’entrelacement de W a W’ si
TRHW=W (T®1) (resp. 1 ® TYW=W’'(1 ® T)). Les représentations (resp. corepré-
sentations) (K, W) et (K', W’) sont dites équivalentes s’il existe un opérateur d’entre-
lacement Ue % (K, K’) unitaire. Remarquons que les amplifiés gauche et droit sont
équivalents. Le produit tensoriel de (K, W) par la triviale T est équivalent a4 W. Le
produit tensoriel de la représentation (K, W) par la réguliére V est équivalent a I’amplifié
de la régulicre; le produit tensoriel de la coreprésentation réguliére V par (K, W) est
équivalent a ’'amplifié de la réguliére. ’

Pour toute représentation (resp. coreprésentation) X de V et tout we ¥ (H), on pose

px (@) =(1d ® @) (X) (resp. Ly (0)= (0 ® id) (X)).
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ProprosITION A .3. — Soit V un unitaire multiplicatif. Soit X une représentation (resp.
coreprésentation) de V dans I'espace de Hilbert K.

a) L'espace Ax={px(@)/we L H),} (resp. Ax={Lx(0)/we L H),}) est une sous-
algébre de & (K).

Supposons de plus que V est régulier.

b) L’adhérence normique de Ay (resp. Ay) est une sous-algébre involutive Sy (resp. Sy)
de &% (K).

¢) OnaXeMSx® A (H)) (resp. XeM (A (H) ® Sy)) et adhérence de 'espace vecto-
riel engendré par

{x®DXA®y)/xeSy, yet (H) } (resp. { (x® DX (1 ® y)/xe A (H), yeSx})

est Sy ® A (H) (resp. A (H) ® Sy).

d) On a XeM©x®S) (resp. XeM S ® Sy)) et 'adhérence de I'espace vectoriel
engendré par {(x® )X (1 ® y)/xeSx, yeS} (resp. {(x® DX (1@ y)/xeS, yeSx}) est
Sy ® S(resp. S® Sy).

Preuve. — a) Pour o, '€ £ (H), on a
Px (@) px (@) = px (V) (resp. Ly () Lx (") =Lx (V) ouy € £ (H),

est donnée par ¥ (x)=(0 ® @) (V(x ® 1) V¥) (resp. ¥ (x)=(0 ® ®) (V*(1 ® x) V)).

b) On procéde comme dans la proposition 3.5. L’adhérence normique dans % (K)
de l'espace vectoriel engendré par {(id ® © ® ®)(X;3V,3 X%, 2,9)* 0, 0'e £ (H), }
est Sy. Or X3 V,3 X%, 2,,=X,,V,; Z,; X¥;. Donc

(A ®o® o) (X3 V3 X1 Z,3)=310d ® 0) (X (1 ® y) X*)

ou y=(id ® ®) (X V). On conclut grice a la régularité¢ de V.
L’assertion resp. résulte de celle-ci en remplagant V par L V* X,

L’assertion c) se démontre comme 3.6a) et b). L’assertion d) s’en déduit (¢f. démons-
trationde 3.6¢) et d)). M

Remarque A.4. — On déduit immédiatement de A .3 d) qu’avec les notations de A .3,
XeM @ (K)®S) (resp. XeM S ® A (K))) et que I’adhérence de I’espace engendré
par {(x® 1)X(1 ® y)/xeH (K), yeS} (resp. {(x® )X (1 ®y)/xe8, yeH (K)}) est
A (K)® S (resp. S ® A (K)).

DEFINITION A5, — Soit V.  un unitaire multiplicatif. Pour oeX% (H), posons
| @ ||;=sup {|| px (@) ||/X représentation de V} (resp. || @||,=sup {|| Ly (®)||/Y coreprésen-
tation de V}). Notons Sp (resp. S,) le séparé complété de & (H), pour la semi-norme
II-ll; Cresp- || I,)-

Notons que pour toute représentation (resp. coreprésentation) X de V on a
[l px @)[|<]|@|| (resp. || Lx () || <[|@]]). On a donc ||o|P<[|o|| (resp. [|o||, <[ ).
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COROLLAIRE A.6. — a) Les espaces §p et S, sont naturellement munis de structures
d’algébres de Banach.

Supposons V régulier.

b) L’algébre §p (resp. S,) est une C*-algébre; pour toute représentation (resp. coreprésen-
tation) X, px (resp. Ly) est une représentation involutive de S,, (resp. S,).

¢) Il existe un (unique) unitaire V'eMS,®S) (resp. V'eMS®S,) tel que
pour toute représentation non dégénérée m de §p (resp. S,), l'unitaire X=(n® L)(V’)
(resp. (p @ m) (V")) soit une représentation (resp. coreprésentation) de V telle que = py
(resp. n=Ly).

d) Les représentations (resp. coreprésentations) de V sont les représentations non dégé-
nérées de §,, (resp. de S,). Plus précisément, la correspondance W — py, (resp. W — Ly)
est bijective.

e) Munie du coproduit & donné par 3((0 ®id)(V')=(0®id®id) (V{, V{s) (resp.
3 ((([d®w)(V)=(1d ® id ® w)(V};3 V33)), la C*-algébre S, (resp. S,,) est une C*-glgébre
de Hopf bisimplifiable.

Preuve. — a) Pour o, @'e £ (H), on définit o *w'e ¥ (H), (resp. @ x0'ed H),)

en posant ® * © (x)=(® ® ®") (V(x ® 1) V¥) (resp. o * o' =(0 ® ®") (V* (1 ® x) V)). On
définit ainsi un produit associatif sur §I, (resp. S,). Par A.3a)on a

loxo =l |5 (resp. o * o [l,<[|o], ||,

b) Par A.3b) I'image de §p par toute représentation py est une C*-algébre. Puisque
la somme de telles représentations est une représentation, S, admet des représentations
isométriques. En prenant la somme de deux représentations fidéles, on voit que I'involu-
tion ne dépend pas de la représentation. Donc §p est une C*-algeébre.

L’assertion resp. résulte de celle-ci en remplagant V par ZV*Z.

¢) Soit X une représentation de V telle que py soit fidéle. Comme (py ® L) est une
représentation fidéle du produit tensoriel (spatial) Qp ® S, le ¢) résulte de A.3¢) et d).

d) Si m est une représentation non dégénérée de §p, on pose X=(r® L) (V') et on
vérifie aisément que 7 et py coincident.

e) Soit m une représentation fidéle de S, et posons Y=(p ® 1) (V"). Alors Y'=Y, Y,
est une coreprésentation de V (dans H, ® H,). 11 existe un unique homomorphisme
3:5,-M(S,®8S,) tel que Vxe§,, Ly (x)=(n ® w) 3 (x). '

Remarquons que & est caractérisé par I’égalité (id ® 3) (V'')=V7, V{5. On a alors:

(d®id ® 8)°(id ® 8) (V") =V}, V{3 Vi, = (i[d ® 3 ® id) ° (id ® 3) (V").
Le fait que pour x, yeS,, (x)(1® y) et 8(x)(y ® 1) appartiennent & S,® S, et que
S, est bisimplifiable résulte de A.3c¢) et d) (¢f. la démonstration de 3.7).
L’assertion «resp.» se déduit de celle-ci en remplagant V par XV*X. W

Remarquons que la C*-algebre de Hopf S, est en fait une C*-algébre de Hopf « pleine »
i.e. le coproduit prend ses valeurs dans M (S, ® S,,+Sp ® S, S, ®S,). En effet, si

max max max
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max

une coreprésentation de V. Il en va de méme pour la C*-algébre de Hopf §p.

Traitons maintenant le cas des unitaires multiplicatifs irréductibles. Soit (H, V, U) un
systéme de Kac.

n=m; ® n, est une représentation fidéle de S, ® S,, Y=(p ® n,) (V") (p ® m,) (V") est

LemME A .7, — Soient (K, X) une représentation et (K', Y) une coreprésentation de V,
ona:

a) Les unitaires V,, et Y ,3 commutent; les unitaires V5 et X, commutent.

b) X13V23=V23 X2 X3 et v1zY13=Y13Y23v12

¢) Si K=K’ et si les unitaires X, et Y,, de £ (H® K ®@ H) commutent, il existe un
unitaire We % (K) tel que X;,,(W® 1)Y,;=Y,, X, (e Z (K Q@ H)).

d) Onadlors X;;(1®U) Y, (1® U)=(1 @ U)Y,, (1 ® U)(W® 1)X,..
Preuve. — a) Dans £ (H® H® H® K’), I'unitaire V,, commute & V,; (6.5¢) et a

Y,, donc 4 Y,,. Dans £ (K ® H® H ® H), l'unitaire V,, commute & V,, (6.5b) et a
X,, donc a4 X, .

b) Dans (K@HQ@H®H), ona:

X12X14 734=V24X12 Via V34
=V,,X,, V3, V%, V%, (Proposition 6.1 formule (2))
=V34 V23 V2 X2 V3, V3,
=V34 V23 X12X14 V33 =V34 X2 X3 X4

Donc X4 V3, =V3, X3 Xys.
On a de méme dans F(HOHR®H® K'):

vu Y Y34=V12Vf3 Y34 V13=V33 VY3, Vi3V, Vlz =Y,Y5 Y34V12

Donc V,, Y ,=Y 1, Y, V5,

¢) Ona X1, Y5 X;3Y%, Vas=X1 Y3y X3 Vo Y5 =X Y5, Vi X5 X5 Y8, =V,
X%,Y3, X,3Y%,. Appliquant id ® o ®id aux deux termes de cette égalité, on en
déduit que X¥t,Y,;X;,Y} commute & 1®A(w) pour toute forme ®. De méme
Xt,Y,,X,, Y%, commute 2 1 ® R(®) pour toute forme . Il existe donc We Z (K) tel
que X1, Y, X, Y3, =WQ1L

d) Posons Y=(1®U)Y,,(1®U). Par b) on a V,;Y,;=Y,5Y,,V,;. Dans
YYKOH®H),ona: '

X12Y13(W® 1® 1)X13=?13 X, (WR1® 1)X13=?13 Y21 X1, Y3 X4
=Y'13Y21 X12X13Y31=?13Y21 V23X, Vi3 Y35,
=V23Y13 X1z?f3 V;3?13=V23X12V33 ‘713=X12X13?13

DoncY,;(WR®1® )X,3=X,3Y,5. W
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ProposiTION A .8. — (cf. [8], corollaire 2.2) Soit (H, V, U) un systéme de Kac. Il existe
un unitaire V,e M (§p ® S,) tel que si (K, X) est une représentation et (K, Y) une corepré-

sentation de V telles que les unitaires X,; et Y,, de ¥ (H® K ® H) commutent on ait
X12((px® Ly) (Vp) ®DY,=Y, X, (€Z(K®H)).

Preuve. — Soit =1 @ T une représentation non dégénérée fidéle dans I'espace de
Hilbert K de §p ® S,. Posons X=r®L)(V)et Y=(p®m)(V"). Alors
max

XeM@S,)®LE) =M, ®S,)® F (H)

et
YeM(p®)®@nS) c M H)®cS, ® S,).

max

Donc, avec les notations du lemme A.7, W® 1eM (o (§p ® S,) ® A (H)). En particu-
max

lier, WeM (o (§p ® S,)) et il existe (un unique) VPeM(gp ® S,) tel que o(V,)=W.

max max
L’unitaire V, ne dépend pas du choix de o, comme on le voit, par exemple, en prenant
la somme de deux représentations c et ¢'. W

Remarque A.9. — Les propriétés c) et d) du lemme A.7 expriment que les relations
V2 Vi3 V3=V, le et Uy Vi, Vis=V3 Vos (et Vi3 V5V, = V2 V,3) ont lieu respec-
tivement dans (S, ® H® S,), (S, ® S,®H) et ZH® S, ® S,),

max max max max

Représentations covariantes. — Soit V un unitaire multiplicatif régulier. Le coproduit
8:S>MB ®S; S®S) est une coaction de S dans elle-méme. Rappelons qu’une repré-
sentation covariante pour cette coaction dans P’espace de Hilbert K est un couple
(n, w) ou w:S - £ (K) est une représentation et ue ¥ (K ® S) est un unitaire. La repre-
sentation m est en particulier une représentation de S, et définit donc un unitaire
Y=pR®mM)(V)eZ(H®K). Posons X=(1d® L)) eZ(K®H). On a:

@ X2 X13V33=V,3X,,e Z(K®HQ® H)
@ Vi2Y13Y,3=Y53V,,e ZH®H®K)
La propriété de covariance (définition 0.3) donne alors:

3 Y, V13X3=X3Y,,e Z(H®K @ H).

Définissons alors une représentation covariante dans un espace de Hilbert K de I’uni-
taire multiplicatif V comme une paire Xe ¥ (K ® H) et Ye ¥ (H® K) satisfaisant les
conditions (1), (2) et (3) ci-dessus.
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ProposiTioN A.10. — Soit (X, Y) une représentation covariante dans lespace de
Hilbert K du systéme de Kac (H, V, U).

a) La représentation X et la coreprésentation Y sont stablement équivalentes & la
réguliére.

b) L'unitaire W=(px ® Ly) (V,) e £ (K ® K) est multiplicatif régulier.

Preuve. — a) De (3) on déduit que X,; est équivalente a V,;X,; donc & V,,

(par Iégalite¢ V,3X,;(U®1®DX,,(UR®I®N=URI®DNX,;, URI®1)V,; of.
remarque A.9) et que Y, est équivalente 4 Y,, V,; donca V.

b)) On a W 3;=X},Y,: X, YL EZZKO®H®K)). Dans HR®K®K) on a
légalité: Y,, Y3 W,3=W,,Y,,. En effet on a dans (H® K ® H® K)

Y Wou Y=Y X33 Y34 X3 Y3, Y,
=Y1 X2 Y3 X0 Y1 Y3 = (Y12 Via X03)* Y3, (Y1, Vi3 X53) Y3,
=X33Y 14 Y3 X033, =Y, Wy
Enfin, on a dans (K ® H ® K ® K),

W3, Wi Wi =W, (X1, Y23 X, Y35) W3,
=Xt (Y23 Y24 X5 (Y23 Y,4)*
=W Y3 Wi, Y5:=W3 W,

On en déduit que W est multiplicatif.
L’adhérence de I’espace engendré par

{Gc®VX®N(U®k®/x, ye X (K), ket (H)}
est X (K® H®K) (A.3¢)). Comme
Cc®YV)XQU®k®N=:x@1Q DX, W;3Y,3(18k® ),
I’adhérence de I’espace engendré par
{6c®@)W;;(1®y)/xeX (K@H), yeX (HRK)}

est ¥ (K ® H® K) donc W est régulier. W
Sous les hypothéses de la proposition A . 10, les sous-espaces vectoriels fermés engendrés
par
{(1®MNXEK® 1), het' (H), ket (K)}
et '

{(IQ®KYR® 1), het (H), ket (K)}

sont denses dans " (K ® H) et " (H ® K) respectivement vu que X,, est une coreprésen-
tation de I'unitaire multiplicatif régulier V et Y,, est une représentation de I'unitaire
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multiplicatif régulier V. De I’égalité
X 2(0U@DY,:(1@U@D=(1Q0UR1NY,;(1UR1HW,;X,,
(lemme A .7d) on déduit alors que W est birégulier.
Supposons de plus qu’il existe U’ e .Z (K) tel que

1) U?=1et W=(1® U)W,, (1 ® U’) est multiplicatif.
2) W,, et W,, commutent.

ProrosiTiON A.11. — Sous ces hypothéses, l'unitaire multiplicatif W est un multiple
deV.

Posons X=(U®@ NX,, (U@ Det X=(1® U)X,, (1®U").

LeEMME A.12. — On a les formules suivantes:

8)) R V1=V, Xy;
(@) X12V13=V13X23X12.
3 Y1, Vi3 X3 =X53 Yy,
O] Y53 X=X, Wi Y

) X33 X2 W= W13X23
(6 X3 Wi =Wy X12~

Preyve. — (1) est le lemme A.7a), (2) et (4) résultent respectivement des assertions b)
et ¢) du lemme A .7 et (3) est la propriété de covariance. Considérons V comme multiplica-
teurs de S® S; notons Ly (resp. py et Ay) la représentation de S (resp. S) dans K telle
que (p ® Ly) (V)=Y (resp. (px ® L) (V)=X et, pour x€S§, Ax (x)=U’ pyx (x) U’). Alors

(Px®Ly)(V)=W, Ax®L)(V)= Xu et Mx®Ly) (V)= WZI .

Comme W12W23,~W23 Wi Ax () et Ix(S) commutent d’ou la formule (6). De la
multiplicativité de W il résulte que WZE,W1 s W =W, W, ie

(Ax ® Ly) (V)32 (Px ® Ly) (V)12 (Px ® Ly) (V)13 =(px ® Ly) (V)13 (Ax ® Ly) (V)3
et, L et Ly étant stablement équivalentes
Ax® L) (V)32 (px ® L) (V)12 (px ® Ly) (V)13 =(Px ® Ly) (V)13 (Ax ® L) (V)3
d’ott la formule (5). W
Démonstration de la proposition A .11, — A l'aide de ces formules on trouve

X,2X34Y34Y12212X34V13 X X 4 Y3 Y12V13X23212X34 (par (1) et (2))
12 X34 X23 W2a Y3, Y1, X1, Kse (par 3) et (4)
24X12 >‘< Y3, Y1, X, Xse  (par (5) et (6))

i

1
2 ><’
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Autrement dit (t® t)V,3=W,,(t® 1) ot t=XYX. 1l en résulte que les unitaires
multiplicatifs V et W sont stablement équivalents. Il en résulte que W détermine une
représentation du produit croisé réduit de S par S i.e. de A (H), d’ou le résultat. M

Remarques A .13. — a) au paragraphe 4, nous avons classifié les unitaires multiplicatifs
compacts réguliers a I'aide de C*-algébres de Woronowicz et d’une multiplicité. Il est
facile de décrire les C*-algébres de Woronowicz & l'aide d’un unitaire multiplicatif
(compact et régulier) et d’une (classe d’équivalence faible de) coreprésentation. Soit
(A, 8) une C*-algebre de Woronowicz. On définit 'opérateur Ve ¥ (H ® A) en posant
Vo(m(x)e®y)=(m ®id) (6 (x)) (e ® y)(x, ye A). Si o est une représentation fidéle de A
l'unitaire X=(id ® o)(V,) est une coreprésentation de V, il lui correspond donc une
représentation Ly de la C*-algebre S,. Il est facile de voir qu'on a o (A)=L(S,)=Sy.
Donc A est un quotient de S,. Comme le diagramme

SPiSP®SP
! !

ASA®A

commute, on en déduit que la représentation (6 ® o)°d est faiblement contenue dans o.
Réciproquement, si o est une représentation de S, telle que (o ® ©)°d soit faiblement
contenue dans o, o (S,) est une C*-algeébre de Woronowicz.

b) En regardant les représentations covariantes, on peut définir le produit croisé
«max» d’une C*-algébre munie d’une coaction de S.

¢) On peut aussi généraliser a notre cadre les notions de moyennabilité (cf. [51] et [9]):
un unitaire multiplicatif est dit moyennable (resp. comoyennable) si la représentation p
(resp. L) est isométrique. On démontre alors facilement que:

— pour qu’un unitaire multiplicatif régulier soit moyennable (resp. comoyennable) il
faut et il suffit que la représentation (resp. coreprésentation) triviale soit faiblement
contenue dans la réguliére.

— si un unitaire multiplicatif régulier est moyennable (resp. comoyennable) la C*-

algébre $=8§ (resp. S=S,) est nucléaire.

— si un unitaire multiplicatif régulier est moyennable (resp. comoyennable) les produits
croisés réduits et « max» coincident. En particulier, si (H, V, U) est un systéme de Kac
moyennable ou comoyennable Sx . S=8x . S>~Sx 8= (H). On en déduit que les
représentations covariantes de V (au sens de A.10) sont classifiées par leur multiplicité
ie.

KxH®H, X=V,;e6ZH®H,®H), Y=V,,e ZH@H®H,),W=V® ly g,
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