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UNITAIRES MULTIPLICATIFS ET DUALITÉ
POUR LES PRODUITS CROISÉS DE C*-ALGÈBRES

PAR SAAD BAAJ ET GEORGES SKANDALIS

ABSTRACT. - Let H be a Hilbert space. A unitary operator V e ̂  (H ® H) is said to be multiplicative if it
satisfies thé pentagone équation V^V^Vza^V^V^. In many papers concerned on operator algebras with
duality ([13], [44], [17], [6], [19], [11]), a multiplicative unitary plays a fundamental rôle. In this paper we look
for additional conditions that a multiplicative unitary should satisfy in order to correspond to a "locally
compact quantum group". We introduce two conditions: "regularity" and "irreducibility". To any multipli-
cative unitary satisfying thèse conditions we associate two pairwise dual Hopf C*"algebras. Moreover, we
establish Takesaki-Takai duality results, using an adaptation of thé method of [5].

If thé Hilbert space is fmite dimensional or if thé unitary V satisfîes a commutativity condition, regularity
and irreducibility are automatic. If thé unitary V is of compact or discrète type, its regularity implies its
irreducibility.

Introduction

La dualité de Pontrjagyn associe à tout groupe localement compact commutatif, un
groupe dual et étudie les propriétés de cette correspondance. Depuis une cinquantaine
d'années, plusieurs généralisations au cadre non commutatif de cette dualité ont été
étudiées (voir [4] et références bibliographiques). Ces travaux ont d'abord consisté à
définir une dualité pour des groupes non commutatifs (compacts [47], [20] puis localement
compacts [40], [12], [13]); par la suite ont été introduits des objets généralisant à la fois
les groupes et leurs objets duaux. Ces nouveaux objets peuvent être appelés dans un
langage moderne « groupes quantiques ».

En termes d'algèbres d'opérateurs, la dualité de Pontrjagyn prend la forme de la
dualité de Takesaki-Takai ([44], [42]) basée sur la construction des produits croisés. Après
plusieurs années d'efforts de nombreux spécialistes, une axiomatique a été dégagée ([12],
[13], [44], [49], [17], [6]) et les résultats de dualité ont été établis ([45], [2l], [22], [3l], [4l],
[5], [11], [7]) pour les algèbres de von Neumann assujetties à ces axiomes appelées algèbres
de Kac von Neumann. Dans un travail fondamental récent ([53-56]), Woronowicz a
défini des «pseudogroupes compacts matriciels» qui, bien que n'étant pas des algèbres
de Kac ont des propriétés de dualité. Il en va de même pour de nouveaux exemples
de « groupes quantiques » construits plus récemment par PodIes-Woronowicz [34] et
Majid [27]. Nous nous proposons dans ce travail de définir un cadre simple, contenant
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426 S. BAAJ ET G. SKANDALIS

comme cas particuliers les algèbres de Kac, les «pseudogroupes compacts matriciels» et
les exemples de [34] et [27]. Dans ce cadre, la dualité de Takesaki-Takai s'obtient aisément.

Soit H un espace de Hilbert et V e ̂  (H (g) H) un opérateur unitaire. Nous dirons que
V est multiplicatif (sur H) s'il vérifie la relation « pentagonale » V^V^V23 ==^23^12-
Cette relation pentagonale reflète l'associativité du produit tensoriel des représentations
des «groupes quantiques» (cf. [26], [30]). Dans plusieurs articles consacrés aux algèbres
d'opérateurs munies de dualité que l'on peut considérer comme des « groupes quantiques
localement compacts» (cf. e.g. [13], [44], [17], [6], [19], [11]), un unitaire multiplicatif
joue un rôle fondamental; il est en fait clair, et plus ou moins explicite selon les auteurs,
que cet unitaire décrit toute la situation.

Il est très naturel de chercher quelles conditions supplémentaires doit satisfaire un
unitaire multiplicatif pour correspondre à un « groupe quantique localement compact ».
En étudiant ce problème, nous avons été conduits à considérer deux conditions que nous
appelons « régularité » et « irréductibilité ». Nous montrons qu'à un unitaire multiplicatif
régulier on peut associer deux C*-algèbres de Hopf en dualité; si de plus l'unitaire est
irréductible, on établit, en adaptant la méthode de [5], des résultats de dualité à la
Takesaki-Takai, généralisant ceux de [42], [50], [18].

De plus, nous montrons que si l'espace de Hilbert H est de dimension finie, ou si
l'unitaire multiplicatif V a une propriété de commutativité, la régularité et (à la multipli-
cité près) l'irréductibilité sont automatiques. Si l'unitaire multiplicatif régulier V est de
type compact ou discret, autrement dit si le « groupe quantique » associé est compact ou
discret, il est automatiquement irréductible (à la multiplicité près).

Cependant, il existe des unitaires multiplicatifs qui ne satisfont pas à ces propriétés:
au groupe des déplacements quantiques de Woronowicz, on peut naturellement associer
deux unitaires multiplicatifs, tous deux non réguliers, un irréductible et un non irréduc-
tible. Un autre exemple de construction d'unitaires multiplicatifs avec les mêmes proprié-
tés sera esquissé dans le paragraphe [8]. Ces exemples seront développés ailleurs. Cepen-
dant, nous ne savons pas si la régularité d'un unitaire multiplicatif implique son irréducti-
bilité.

Une autre vertu de nos résultats est de montrer que pour les «groupes quantiques
localement compacts», la théorie de la mesure détermine la topologie. Nous montrons
en particulier (remarque 3.11) qu'à une algèbre de Kac-von Neumann (avec la terminolo-
gie de [6]), correspond une (unique) C*-algèbre de Kac (au sens de [50]). Ce résultat est
à rapprocher du fameux théorème de Weil ([52], cf. aussi Mackey [24]): un «groupe
quantique mesurable» avec une classe de mesure invariante, porte une unique structure
de «groupe quantique localement compact».

L'organisation de ce travail est la suivante :
Dans le premier paragraphe nous donnons les définitions et premières propriétés des

unitaires multiplicatifs ainsi que quelques exemples que nous suivrons tout au long des
paragraphes suivants. En particulier nous montrons comment à un unitaire multiplicatif
sur H correspondent deux sous-algèbres de JSf (H).

Dans le deuxième nous montrons que les unitaires multiplicatifs commutatifs sont (à la
multiplicité près) les unitaires fondamentaux des groupes localement compacts.
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UNITAIRES MULTIPLICATIFS ET DUALITÉ 427

Dans le troisième paragraphe nous introduisons la condition de régularité; nous
montrons que les algèbres associées à un unitaire multiplicatif régulier sont des C*-
algèbres de Hopf.

Dans le quatrième paragraphe nous montrons que les unitaires multiplicatifs réguliers
de type compact sont (à la multiplicité près) les unitaires fondamentaux des
«pseudogroupes compacts » de Woronowicz. Nous en déduisons que les unitaires multipli-
catifs sur un espace de Hilbert de dimension finie sont (à la multiplicité près) les unitaires
fondamentaux des algèbres de Kac de dimension finie.

Dans le cinquième paragraphe nous donnons quelques constructions liées aux
« pseudogroupes » de Woronowicz qui impliquent que les unitaires multiplicatifs associés
sont irréductibles. Cette condition d'irréductibilité, introduite et étudiée au sixième para-
graphe, nous permet au septième de démontrer la bidualité de Takesaki-Takai.

Enfin, dans le huitième paragraphe, en utilisant des idées de [46], [28], [29], nous
étudions la notion de couples assortis de systèmes de Kac ce qui nous permet de
construire plusieurs exemples d'unitaires multiplicatifs réguliers et irréductibles. Ainsi,
nous montrons que le cadre des unitaires multiplicatifs réguliers et irréductibles est stable
par la construction du double quantique de Drinfeld [4] ce qui permet de retrouver les
exemples de [34] et construisons l'unitaire multiplicatif régulier et irréductible corres-
pondant aux exemples de [27].

Dans l'appendice nous discutons les notions de représentations pour les unitaires
multiplicatifs.

Les résultats de bidualité sont donnés dans le cadre des produits croisés de C*-
algèbres. Les résultats analogues pour les produits croisés d'algèbres de von Neumann se
démontrent de manière analogue. Notons enfin que les résultats de dualité de [2] se
généralisent aisément au cadre des unitaires multiplicatifs : si S et § désignent les deux
C*-algèbres de Hopf associées à un unitaire multiplicatif régulier et irréductible, il existe
un isomorphisme naturel entre la K-théorie bivariante équivariante pour S et la K-théorie
bivariante équivariante pour S.

Nous remercions M. Rosso, M. Enock et M. B. Landstad d'avoir attiré notre attention
sur les articles [34], [27] et [11].

0. Rappels et notations

Commençons par introduire quelques notations. Tous les espaces de Hilbert que nous
considérerons seront supposés séparables.

Notations. — Soit H un espace de Hilbert. Pour ^ e H on définit

9ç,9^J^(H,H®H)

par

9ç(Tl)=^®î1 et ^(îi)=r|(g)i;.
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428 S. BAAJ ET G. SKANDALIS

On définit e , , ç6^(H®H,H®H®H)0=l ,2ou3)en posant 9^(Ti(S)Ç)=E®n ®r^Oi®0=n®Wete3.,(n®o^®ç®t i^uy çuw,

Pour Te^(H®H) on définit 1\,, T^, T,, e .S? (H ® H 0 H) par T^e, ^O, çT,
^^.ii-Qî.çT et T^e^ç-ei^T. Nous utiliserons dans la suite des généralisations
de ces notations: pour Te^(H®H), T^=STZ; où S6j?(H<g)H) est donné par
MÇ®îl)=î1®^ pour un produit tensoriel de plus de trois copies de H e g pour
T6.Sf(H®H) et {i, j } < = { ! , 2, 3, 4}, on définit T.,€^(H®H®H®H); pour des
produits tensonels d'espaces de Hilbert distincts: e.g. si {i,j] c {1 , 2, 3} et
Te .S? (H, (g) H,.), Tye.S?(Hi (SH^tL,); nous pourrons aussi supposer que les H. sont
des C^-modules Hilbertiens... 1

Pour Te^(H®H) et ©e^(H)^ on définit (id®co)(T) et (û)®id)(T) par les
formules :

<Ç,(id<g)(»)(T)T|>=(û(9ç*Te.,), <^(œ®id)(T)r|>=(a(9ç*T9^).

Soit A une C^-algèbre, À la C*-algèbre obtenue à partir de A par adjonction d'un
élément unité et M (A) la C*-algèbre des multiplicateurs de A (cf. [33], 3.12). Si J est un
idéal bilatère fermé de A, soit M (A; J)={meM(A)/mA+Am c J}. Il est clair que
M (A; J) est une sous-C*-algèbre de M (A) que l'homomorphisme de restriction de M (A)
dans M(J) identifie à une sous-C-'algèbre de M(J). Un homomorphisme de C*-algèbres
7t:A -»• M(B) est dit non dégénéré si, pour une unité approchée (e,) de A, jt(e,) converge
vers 1 pour la topologie stricte. Dans ce cas, n se prolonge de façon unique en un
homomorphisme noté encore TC:M(A)-^M(B) continu pour les topologies strictes et
vérifiant n(l)= 1 (dans [50] un tel homomorphisme est appelé spécial).

Nous aurons besoin de quelques rappels concernant les algèbres de Hopf.

0.1. DÉFINITION. - Une C*-algèbre de Hopf est un couple (A, 8) où A est une C*.
algèbre et S:A -»M(Â®A+A®Â; A® A) est un ^-homomorphisme non dégénéré,
appelé le coproduit de A, tel que le diagramme suivant soit commutatif:

A —s-». M (A ® A)
s l l '"A ® s

» I» id^
M (A ® A) ——>• M (A ® A ® A)

L'algèbre de Hopf A est dite simplifiable à droite (resp. à gauche) si 8(A)(1 ®A) (resp.
8 (A) (A® 1)) est total dans A® A. Elle est dite bisimplifiable si elle est simplifiable à
gauche et à droite (les produits tensoriels considérés sont des produits tensonels «min»).

Remarquons que cette définition diffère légèrement de la définition 1.1 de [2].
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0.2. DÉFINITION. — On appelle coaction d'une C4'-algèbre de ffopf (A, ô) dans une C*-
algèbre B un ^-homomorphisme non dégénéré Se : B -> M (6 ® A; B ® A) të/ <^ /ê Aa-
gramme suivant soit commutatif:

B SB ) M(B®A)
SB j idg (g) ô l

Sg ® idA
M (B <g) A)———>M (B ® A ® A)

C/̂  C*-algèbre B m«^ ûT^e coaction Sa rfe fa C'*''-algèbre de ffopf A ^r appelée une
A-algèbre si Sa ̂  injective et si SB (B) (1 00 A) ̂  ?orû/ ûfa^y B (g) A.

0.3. DÉFINITION. - Soit A M^ C*-algèbre de Hôpf. Une coreprésentation unitaire
de A ftoî^ l'espace de Hilbert (pu C*-modulé) H ̂  M^ unitaire M€^f (H®A) té/ ̂
(id ® 8) (M) ̂ MI 2^1 s? autrement dit, à travers l'identification

(H(g)A)®s(AOOA)sH<g)A®A ̂  a u®^\=u^u^

Soit B M/îe C*-algèbre munie d'une coaction SB de la C^-algèbre de Hop/A. Une
représentation covariante de (B, Sa) est une paire (n, u) où K est une représentation non
dégénérée delà et u est une coreprésentation unitaire de A dans le même espace de HHbert H
telles que V b € B, (n ® id) SB (b) - u (n (b) ® 1) M*.

Rappelons la notion de cocycle associée à une coaction d'une C*-algèbre de Hopf.

0.4. DÉFINITION. — Soit B une C*-algèbre munie d'une coaction SB de la C*-algèbre de
Hopf A. On dit que l'unitaire ueM (B ® A) est un cocycle pour la coaction SB si

^2(8B®idA)(«)-(idB®S)(M).

Si u est un cocycle pour Sa, l'application SB,«:B -^M(B(g)A) donnée par
SB. u 00 ̂  " SB 00 M* satisfait (SB, « ® id^) SB, « == (ida ® S) Sa,,.

Rappelons enfin la notion de morphisme de C*-algèbres de Hopf.

0.5. DÉFINITION. - Soient (S, S) et (S', S') deux C*-algèbres de Hopf. On appelle
morphisme d'algèbres de Hopf de (S, S) dans (S\ S'), un ^-homomorphisme non dégénéré :
((> : S "> M (S') tel que le diagramme suivant soit commutatif:

S ^ M(S®S)
^ ^i

M (S') -^ M (S7 (g) S').

1. Définitions

Dans ce paragraphe nous donnons la définition des unitaires multiplicatifs et quelques
propriétés de ces opérateurs. La relation pentagonale définissant ces unitaires est déjà
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430 S. BAAJ ET G. SKANDALIS

apparue, sous des formes variées, dans [25], [13], [44], [17], [6], [19], [30]. Nous renvoyons
à [30] pour une discussion des significations de cette relation.

1.1. DÉFINITION. - Soit H un espace de Hilbert et V e ̂  (H ® H) un opérateur unitaire.
Nous dirons que V est multiplicatif s'il vérifie la relation pentagonale :

V^V^V^V^V,,.

1.2. Exemples. — 1) • L'identité 1 e ï (H ® H) est un unitaire multiplicatif.
• Si V est un unitaire multiplicatif sur H et U e J^f (H, H') est un unitaire, alors

W==(U ® U)V(U* ® U*) est un unitaire multiplicatif sur H'. Nous dirons alors que les
unitaires multiplicatifs V et W sont équivalents.
• Si V est un unitaire multiplicatif et E e J? (H ® H) est la volte : Z fê ® T|) = x\ g) ^,

l'unitaire S V* £ est aussi multiplicatif. Deux unitaires multiplicatifs V et W sont dits
opposés si V et SW*S sont équivalents.
• Si V et W sont deux unitaires multiplicatifs sur H et K respectivement, alors

V\3 W24 e JSf (H g) K ® H g) K) est clairement un unitaire multiplicatif sur H g) K. L'uni-
taire V^W^ sera appelé produit tensoriel de V par W et (abusivement) noté V(g)W.
On remarque que les unitaires multiplicatifs V ® W et W ® V sont équivalents.

2) Soit G un groupe localement compact et soit dg une mesure de Haar à droite
sur G. La formule Vo (Ç) (s, t) = Ç (st, t) définit un unitaire multiplicatif.

3) Soit W l'unitaire fondamental d'une algèbre de Kac-von Neumann au sens de [6],
proposition 2.1.1. Alors l'unitaire V = W* est multiplicatif (cf. [6] proposition 3.1.7-cf.
aussi [13] et [17]).

4) Si (A, ô) est une C*-algèbre de Hopf (unifère) et <)) est une mesure de Haar à droite
sur A, alors l'opérateur V^ donné par V^ (n^ (x) ̂  <X) r\) = (n^ ® n^) (ô (x)) (^ ® T|) définit
une isométrie de H^ ® H^ qui vérifie la relation pentagonale. En particulier si V^ est
surjectif, c'est un unitaire multiplicatif. Signalons que par [54], théorème 4.9, si A est
une C*-algèbre de Woronowicz (cf. terminologie du § 4), V^ est surjectif.

5) Soit (A, 5) une C*-algèbre de Hopf. Le coproduit ô est une coaction de A dans
elle-même. Soit alors (n, u) une représentation covariante dans l'espace de Hilbert H
pour cette coaction : n : A -> ï (H) est une '"-représentation et u e ï (H ® A) un unitaire
tel que: (id(9o)(u)=u^u^ et VaeA, (n(S)id)°o(a)=u(K(a)(S I)M* (cf. déf.0.3).
Posons V = (id ® 71) (u); il est clair que les deux relations ci-dessus entraînent que V est
un unitaire multiplicatif.

6) Une autre façon d'interpréter la relation pentagonale est la suivante :
Soit A une algèbre de Hopf de dimension finie; notons E l'algèbre des endomorphismes

de l'espace vectoriel A. Identifions E à A* g) A et notons veA* ® A l'image de l'identité.
Notons L l'action de A dans A par multiplication à gauche. Pour xeA* et aeA, posons
ç)(x)a=(id(S) x)o(a). Alors L et p sont des homomorphismes d'algèbres de A et A*
dans E. Rappelons que le produit de A* est donné par la formule :

<xy, a^-^x^y), S(û)>(x, j^A*, ûeA).
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PROPOSITION. - a) Soit aeA et xeA*; écrivons 8 (a) =2^®^. On a alors
p(x)L(a)^L(a,)p(xb,).

b) Pour a e A on a (p g) id) (^) (L (à) g) 1) = (L g) id) (5 (û)) (p g) id) (v) (dans E g) A).
c) Ow û régalité (id g) 5) (î;) = v^ v^.
d) On a'.

((id g) L) (z;))^ ^13 ((P g) id (10)23 = ((p g) id) (î;))^ ((id g) L) (v))^

(dans A* (g) E (X) A).

Preuve. — a) Pour 6 e A on a :

p (x) L(a)b= (id (g) x) 5 (ab) = (id g) je) (S, (û, g) &,) 8 (&)) = S, a, (id ® x) ((1 g) è,) ô (&))
= S; ̂  (id ® x6,) 8 (b) = E, L (û,) p (xfc,) &

é) Posons ô (a) = S; û, g) &,. Pour x e A*, (id g) x) (z;) = x d'où

(idg)x)((pg)id)(ï0)=p(;c).
Donc

(id ® x) ((p g) id) (v) (L (a) g) 1)) = p (x) L (a)
et

(id g) x) ((L g) id) (5 (a)) (p g) id) (v)) = 5^ L (û .̂) p (x&,) sont égaux par a).

c) Soient .x, j^eA* etû?eA==A**. On a (û g) id) (z;) = a, (id® x)(v)=xet(id(Sy)(v)=y.
Donc

<ûg)xg)^ ( idg)ô) ( t ; )>=<x®^ô(û)>=<^ ,â>
et

<a®xg)^ , ^^^^(ïdg^KîOOd®.^), û > = < x y , a>.

rf)Par6) ((pg)id)(^))23((id®L)(î;))i2=(idg)L®id)(idg)8)(t;) ((pg)id)(z;))23, ce
qui par c) est égal à ((id g) L) (v))^ v^ ((p g) id) (z^. •

COROLLAIRE. - L'opérateur V=(p ® L) (v) vérifie la relation pentagonale. •
Supposons de plus que A est unifère et co-unifère de sorte que les homomorphismes

L et p sont injectifs.

PROPOSITION. — Notons 1 l'unité et e la co-unité de A.
a) Supposons que V, donc v, est inversible. L'application K : A - > A définie par

K (û) = (a g) id) (v~1) (aeA) est l'antipode de A i.e. on a, pour tout

aeA, m (id g) K) 8 (a) =m (K g) id) 8 (a) == e (a) 1.

b) Réciproquement, si l'algèbre de HopfA admet une antipode, alors v est inversible.

Preuve. - à) Pour aeA, on a 8(û)=(ag)idg)id) (^12^13) donc

(id g) K) 8 (a) = (a g) id g) id) (v^ v^)
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432 S. BAAJ ET G. SKANDALIS

et m (id (g) K) ô (a) = (a ® w) (z^ ï;^1) == (û ® id) (e 00 1) ̂  s (û)l. De même

(K ® id) 5 (a)s= (û (g) id ® id) (^ ̂  3)

et w (K g) id) Ô (a) == (a g) w) (î 1 ̂ 13):=: s (û) 1.
b) est clair, (cf. [1]) •
Remarquons que, par le d) de la proposition précédente, l'antipode K vérifie

K(û&)=K(é)K(û).

Passons à l'étude des unitaires multiplicatifs. Soit H un espace de Hilbert et soit
V e ̂  (H ® H) un unitaire multiplicatif.

1.3. DÉFINITION* — Si û) est une forme linéaire continue sur Jf(H) on définit
L (co) € ̂  (H) et p (œ) e Jï? (H) ;w fes- formules : L (œ) == (œ g) id) (V) ^ p (©) ̂  (id ® ©) V.
O^^é? A(V)==^L(o))/œe^(H)^} c: j^(H) ̂  Â(V)-{p(û))/œeJ^(H)^} c: j^(H). Z^
espaces A (V) ̂  À (V) sont en dualité par la formule :

< L (œ), p (œ7) > = (œ ® G)') (V) - œ (p (œ')) = œ7 (L (œ))
On a:

1.4. PROPOSITION. " Z .̂î sous-espaces vectoriels A (V) er À (V) ^o^r ûky sous-algèbres
de ^ (H). L^ espaces A (V) H ̂  À (V) H sont totaux dans H.

Preuve. - Soient © et o/ deux formes linéaires normales sur Jêf(H). Soit \|/eJi?(H)^
définie par \|/ (T) - (œ ® û/) (V* (1 ® T) V). On a :

L (œ) L (œ') ̂  (œ ® id) (V) (co7 ® id) (V) == (œ g) œ' ® id) (Vi 3 ¥33)
== (œ ® œ' ® id) (V^ V^ V^)== (^ ® id) (V) == L (v|/).

De même si v|/ est définie par v)/' (T) = (© ® œ7) (V (T ® 1) V*), on a : p (œ) p (œ') = p (il/').
Soient ^,rieH, ^0 et T|^O; comme V*(^®TI)^O, il existe a, peH tels que

< ^ ® T I , V(a® P))71fc0. Donc L(œ^)p n'est pas orthogonal à T| et p(œ^p)a n'est pas
orthogonal à Ç. •

1.5. DÉFINITION. — Soit V un unitaire multiplicatif. On appelle algèbre réduite de V
l'algèbre S adhérence (normiqué) dans JSf (H) de A (V). De même on appelle algèbre réduite
duale de V l'algèbre § adhérence (normiqué) dans Jâf (H) de À (V).

Remarque. - II est clair que l'espace vectoriel engendré par les formes \|/ apparaissant
dans la démonstration de 1.4 est normiquement dense dans Jâf(H)^; l'espace vectoriel
fermé engendré par [xy/xeA(V), y^AÇV)} est donc S; on voit de même, que l'espace
vectoriel fermé engendré par { x y ^ x € À (V), y e À (V)} est §.

1.6. PROPOSITION. - Notons C* (S) et C* (§) les C*-algèbres engendrées (dans ^ (H))
par S et §. Alors V appartient au bicommutant de C* (§) ® C* (S).

Preuve. - Soit Tej^(H®H). Pour

(ù€^(H)^(id®œ®id)([Tl3,V23])==[T, l®L(œ)],
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donc T commute avec 1 ® S si et seulement si [T^, V^^O. De même, T commute avec
§®1 si et seulement si [T^, V^J^O. Si T commute à S® S alors T commute avec
1®S et avec §®1 (proposition 1.4)^ et T^ commute avec V 12 et ¥33 donc avec
V ==V* V V V* •13 ^12 ^ 2 3 ^12 ^3- •

Remarquons qu'on a en fait prouvé que Ve(S ® S)".

1.7. DÉFINITION. — Soit V un unitaire multiplicatif. Nous dirons que V est de type
compact si l'algèbre S est unifère. Nous dirons que V est de type discret si l'algèbre § est
unifère.

1.8. DÉFINITION. — Soit V un unitaire multiplicatifsur l'espace de Hilbert H. Un vecteur
e € H tel que V 9g ̂  9^ est dit fixe. Il est dit cofixe si V 9^ 9^.

Autrement dit, le vecteur e est fixe si et seulement si VÇeH, V(e ® Ç)=^ (g) Ç et cofixe
s iV^H,Vfé®é?)==Ç®é? .

1.9. PROPOSITION. — Soit e un vecteur fixe (resp. cofixe) de norme 1 et ^ l'état vectoriel
associé à e (()) (T) === ̂ , T e )). Ow û L ((())== 1 ̂  p (<|)) ̂  fe projecteur sur l'espace Hç (fe.y
vecteurs fixes (resp. pO)))^ 1 ̂  L(<))) ^? le projecteur sur l'espace H° (fey vecteurs cofixes).

Preuve. — Soit ^ un vecteur fixe de norme 1 et ^ l'état vectoriel associé.
L'égalité L (<|>)=s 1 est immédiate. Comme V* (e (g) e) = ̂  ® ^, l'état v|/' donné par
V|/'(T)===(())®(())(V(T®I)V*) coïncide avec ^ donc p(((>) est un idempotent de J^(H)
(proposition 1.4) et comme || p((|))||^l, p((|>) est un projecteur. Pour Ce H, p((())^Ç si
et seulement si < ̂ , p (^) Ç > = || Ç ||2 or < Ç, p (^) Q - < i; ® e, V (^ ® e) >; donc l'image de
p(<|0 est {^H/VfêOéO^gîé?}. Finalement, si Vfê®é0==^®<?, V^eH, fé®^®ri )
est fixe par V^ et par ¥33 donc par V^^Vf^V^V^V^.

Les énoncés relatifs aux vecteurs cofixes se déduisent de ceux relatifs aux vecteurs fixes
en remplaçant V par S V* S. •

1.10. PROPOSITION. — Soit V un unitaire multiplicatif sur l'espace de Hilbert
séparable H. Alors l'unitaire multiplicatif \ est de type compact (resp. discret) si et seule-
ment si l'espace des vecteurs fixes (resp. cofixes) est non nul.

Preuve. — Si e est un vecteur fixe de norme 1, comme d'après la proposition 1.9 (et
avec ses notations) L^)^ 1, 1 e A (V) et S est donc unifère.

Réciproquement supposons S unifère; comme son action dans H est non dégénérée
(proposition 1.4), l'unité de S est l'opérateur identité le^f(H). Il existe alors une
forme Q)€J^(H)^, telle que ||L(œ)-l ||^1/2. On a alors pour tout état normal \|/,
^(pOTOl^lvKL^)) 1^1/2. Fixons un état normal fidèle \|/. Définissons l'état \|/" par
récurrence sur l'entier n^l, en posant v)/1^ et ^n+l(x):ss^f(S^n('V(x0^)^) et
^n== V^ Z ^ On a p (il/") ̂  p (\|/y1 (proposition 1.4). Posons T ̂  p (\|/). On a || T [| ̂  1

l^k^n

et (l-T)?^)^!/»^-!^1) tend vers 0 en norme. Si 1-T était injectif, il existerait
une forme a/ telle que || œ - œ' (1 - T) || ̂  1/4. Comme | œ (p (^)) | ̂  1/2, cela est imposible;
donc il existe e, \\e\\^ 1 tel que Te^e. Soit <|) l'état vectoriel associé à e; on a ^(T)^ 1,
donc vKL^))^!; comme v|/ est fidèle et que ||L((|))||^I, cela n'est possible que si
L (<|)) = 1. Il en résulte clairement que e est fixe. •
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Dans les exemples ci-dessus, nous voyons que :
- 1 e oêf (H (g) H) est de type compact et discret; S V* £ est de type compact (resp.

discret) si et seulement si V est de type discret (resp. compact); le produit tensoriel de deux
unitaires multiplicatifs de type compact (resp. discret) est de type compact (resp. discret)
(exemple 1.2.1).
- Si G est un groupe compact, la fonction constante 1 est fixe pour Vç et Vç est de

type compact; si G est discret la fonction e^ est cofixe pour Vç, donc Vç est de type
discret (exemple 1.2.2).
- Si dans l'exemple 1.2.4, la mesure de Haar ^ est un état, le vecteur ̂  est fixe.

1.11. Remarques. — a) Soit fe H un vecteur de norme 1 tel que V(/g)/)=/®/
et \|/ l'état vectoriel associé. On a alors L (\|/)2 = L (\|/) et p (\|/)2 = p (\|/); comme de plus
||L(\|/)||=||p(v|/)||=l, L(v|/) et p(\|/) sont des projecteurs.

b) Dans les paragraphes suivants nous étudierons des cas où les algèbres S et S sont
involutives. Nous ne savons pas si c'est le cas en général. Notons cependant que si \|/ et
\|/ sont deux formes telles que L(\|/)*=L(\|/'), pour toute paire œ, G/ de formes, on a:

L (p (œ) v|/p (co'))* = L (p (œ*) v|/7 p (œ7*))

De même, si v|/ et \|/ sont deux formes telles que p (\|/)* = p (v)/'), pour toute paire œ, ©'
de formes, on a :

p (L (œ) v|/ L (œ'))* = p (L (œ*) v|/' L (o/*))

Par exemple, si e est un vecteur fixe de norme 1 et ^ l'état vectoriel associé, comme
p((|>) est autoadjoint, l'adjoint de p ( x ^ y ) est dans S pour toute paire x, yeS. Si de plus
les espaces [ x e , x e S ] et [ x * e , x e S ] sont denses dans H, alors S est une sous-C*-
algèbredeJ^(H).

2. Unitaires multiplicatifs commutatifs

Nous étudions dans ce paragraphe le cas particulier des unitaires multiplicatifs commu-
tatifs pour lesquels nous montrons qu'ils correspondent aux groupes localement compacts.
Ce résultat généralise des théorèmes de [52], [24], [40], [13], [43], [49], [6], [54].

Soit V un unitaire multiplicatif sur H.

2.1. DÉFINITION. — Nous dirons que V est commutatif si V\3 et ¥33 commutent. Nous
dirons que V est cocommutatif si V\2 et V\3 commutent.

L'unitaire multiplicatif Vç (exemple 1.2.2) est commutatif. Nous allons montrer que
tout unitaire multiplicatif commutatif est (à multiplicité près) de cette forme.

Notons que l'unitaire multiplicatif V est commutatif (resp. cocommutatif) si et seule-
ment si l'algèbre S (resp. §) est abélienne.

Si V est commutatif, V\3 et V^ commutent et donc C* (S) est abélienne.
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2.2. THÉORÈME. — Soit V un unitaire multiplicatif commutatif et soit G le spectre de
la C*-algèbre abélienne C* (S). Alors G est un groupe localement compact et il existe un
espace de Hilbert K tel que V soit équivalent à l'unitaire multiplicatif \Q ® IK ® K (c/- 1 • 2).

Preuve. - Utilisant la représentation notée n de C* (S) == Co (G) dans H on écrit
ce

H= Kgd[i(g). Pour geG, l'application œ-»L(©)(g) est linéaire et continue. Il existe
JG

donc un opérateur pg e ̂  (H) tel que œ (p^) = L (œ) (g) (Vœ e ̂  (H)^). L'application g -> pg
est ultrafaiblement continue.

/•e r©
Dans la décomposition H (g) H = H g) K^ 4i (g), on a V == p^ g) 1̂  ̂  fe), comme

JG JG
on le voit en appliquant œ ® id aux deux membres de cette égalité. On en déduit que p-
presque partout pg est unitaire. Soit D l'ensemble (de mesure 1) des geG tels que pg est
unitaire.

On a :

V^V^V^f^p^p,)®!^^) et V23V^=|( l®P,)V®lK,4ife).
JG JG

On en déduit que (presque partout et par continuité partout) V(p^®p^)=(l ®p^)V.
Appliquant (œ ® id) aux deux membres de cette égalité on trouve : pg L (œ) = L (pg œ) p^.

Soit geD, on a p^ L (©) p^ = L (p^ ©) et p^L(œ)p^=L(p^œ). Il en résulte que l'uni-
taire pg normalise C* (S); il existe alors un homéomorphisme noté h -> hg de G
tel que V/e Co (G) = C* (S) on ait (p,7i (/) p,*) = n (gf) où gf(h)=f(hg). Comme
L(œ)(/^)=L(p^œ)(/0 on a œ(p^)=œ(p^p^) et p^=p^. En particulier, D est un
groupe.

Posons T= { p g / g e G } U { 0 }. Comme l'application (I^G'^GU^}-^ donnée par
^(g)= p et (j)(oo)=0 est ultrafaiblement continue, T est un compact ultrafaible de o^(H)
et A est un homéomorphisme. Pour ^eT, comme x->yx est continue, que yxeT pour
xe<|)(D) et que (|)(D) est dense, T^T. De même T est autoadjoint. On en déduit
que G+ est muni d'une loi de produit séparément continue g, h ->gh telle que V^, AeG^
W=<K^)W

Pour ^eG notons o^ le *-endomorphisme de C*(S) donné par o^ (/) (A) =f(hg). On a
a^(L(œ))=L(p^œ). Donc, pour geD, pg entrelace n et 7i°o^. En particulier, la mesure
o^(n) est équivalente à p. (pour ^eD). Notons 8(A,^) la dérivée de Radon-Nikodym
d(^gW)ld\ji(H). Soit j :G-> G l'application donnée par P^=P^. Notons m=[i^j(\i) la

mesure sur G donnée par m (/) = f(xy) d[i (x) d(j (n)) (y) = a,y (n) (/) ̂  (y\ Comme

chacune des mesures a^(n) (^eD) est équivalente à ^i, il en va de même pour m. En
particulier, la classe de ^ est invariante par 7, donc aussi par les translations à gauche
h-^gh(geD).
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r©
Soit geD. Comme l'unitaire pg entrelace n et ît°o^, pour Ç== ^d[i(h), pg(Q est de

JG
p®

la forme pg © ̂  p^ ̂  8 (A, ^~ l)l/2 d\i (h) où p^ g : K^ -^ K^ est, pour presque tout h
JG

un unitaire. L'égalité pgg. = p^ p^ implique que pour presque tout A on a p^ g p^g g , ̂  p^ gg,.
L'ensemble E des triplets (g, g\ h) e D3 tels que p^ g soit unitaire et qu'on ait

Ph, g Phg, g ' ï = Ph, g g ' étant conégligeable, il existe h e D tel que pour presque tout g, g ' on ait
/•©

(g, g ' , /î)eE. Posons alors K=K^; identifions alors H= Kgd^(g) à L^G; u)®K au

r©
moyen de l'unitaire U== Ph^h-^^Çg)' Alors, pour presque tout geD, pg est donné

parp^K^-ô^g-T^O^).
Donnons nous une structure réelle sur K et définissons l'opérateur antilinéaire J sur H

par J(^)(g):s=Ïy(g). Alors Jp^=p^J pour presque tout, et par continuité pour tout geG.
Pour a, peH et gcG, L(œj^jp)(^)=<Ja, p g J p ) = < p ^ P , a); comme l'involution de
Co(G) est la conjugaison complexe, L (œ^ p)* (^) == œ^, (p^) = < p^ P, a>. Donc
L(œj^jp)=L(œ^p)*.

En particulier, S est une C*-algèbre. L'égalité pg L (co) = L (p^ œ) pg montre que, pour
tout geG, p^ entrelace n et 7t°a^. Si g^D et AeD, alors Àg^D donc H et o^(n) sont
inéquivalentes. Donc p^=0 et L(©)(^)=0 ce qui est absurde. Donc G^D. Comme les
topologies ultrafaible et *-forte coïncident sur le groupe des unitaires, G est un groupe
localement compact.

Enfin, dans la décomposition H ̂  L2 (G; n) ® K, V s'identifie à l'unitaire multiplicatif
V G ® I K ® K - •

2.3. Remarques. — 1. L'unitaire multiplicatif V est cocommutatif si et seulement si
£ V* E est commutatif Le théorème 2.2 classifie donc aussi les unitaires multiplicatifs
cocommutatifs.

2. Soit G un groupe mesurable muni d'une classe de mesure quasi invariante par
translation à droite. Soit [i une mesure dans cette classe et notons f(s, t) la fonction

mesurable sur G x G telle que \^(sr, Q4ix (A^, /)== ^(s, t)f(s, t)d\ix p,(^, t). La

formule V^(51, ^^^(st, t)f(st^ t)~111 définit clairement un unitaire multiplicatif commu-
tatif sur H^L^G, \\). On en déduit que G admet une (unique) structure de groupe
localement compact compatible avec sa structure mesurable. Nous retrouvons donc ainsi
le théorème de Weil ([52]; cf. Mackey [24]).

3. Comme on associe canoniquement un unitaire multiplicatif à une algèbre de Kac et
à un « pseudogroupe compact » de Woronowicz (exemples 1.2), le théorème 2.2 montre
qu'une algèbre de Kac commutative, est l'algèbre de Kac d'un groupe localement compact
(cf. [13] et [43]) et qu'une algèbre de Kac cocommutative, est l'algèbre de Kac duale d'un
groupe localement compact (cf. [49] et [6]); de même si l'algèbre de Hopf sous-jacente à
un «pseudogroupe compact» de Woronowicz est commutative (resp. cocommutative),
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c'est l'algèbre de Hopf C (G) (resp. C* (G) (1)) où G est un groupe compact (resp. discret)
(cf. [54] théorèmes 1.5 and 1.7).

3. Unitaires multiplicatifs réguliers

Dans ce paragraphe on introduit une notion de régularité pour les unitaires multiplica-
tifs et montrons que si V est un unitaire multiplicatif régulier, les algèbres S et § définies
au premier paragraphe sont des C*-algèbres de Hopf (théorème 3.8). Nous déduisons
en outre de la régularité de V l'existence de l'antipode qui est un antihomomorphisme
densément défini K.

Commençons par le résultat élémentaire suivant :

3.1. LEMME. - Soient H et K deux espaces de Hilbert et X c ^f(H®K). Alors les
adhérences dans ^ (H ® K) des espaces vectoriels engendrés par

{(1 ®A)x(l (x)fc), xeX, À, feeJT(K)}

et {(id (g) œ) (x) ® k, x e X, k e Jf (K), œ e X (K)^ } coïncident.

Preuve. - Pour h =9^', k=Q^^' et xeX, on a

(l®/0x(l®fc)=(id®œ^)(x)®9^ •

Soit V un unitaire multiplicatif. On pose ^ (V) = {(id 00 œ) (L V), œ e ̂  (H)^}.

3.2. PROPOSITION. — a) ^(V) ̂  une sous-algèbre de J^(H).
fr) Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) L'adhérence de ̂  (V) dans ^ (H) é?^ Jf (H).
(ii) L'adhérence de l'espace vectoriel engendré par {(x (g) 1) V (1 g) y), x, y e Jf (H)} rfû/î^

J^(H ® H) est Jf(H ® H).

Pn?M^. - a) Pour œ, œ' e J? (H)^ on a (id g) œ) (S V) (id ® œ') (S V) = (id ® œ' ® œ)
(Sl3Vi3Sl2Vi2). Or Si3Vi3Sl2Vi2=Si3 2l2 V^ Vi, = S,3 ^13 V^ Vi3V23=S23V32

^13^13^23=^3 ^23^13^13^23- POSOUS \|/(x) == (û)'® 0)) (V 2: (1 ® x)V). On à donC

(id ® œ)(SV)(id ® œ')(SV)=(id ® v|/)(SV).
è) (ii) est équivalente à: l'adhérence de l'espace vectoriel engendré par

{£(^0 1)V(1 ®y), x, ̂ eJf(H)} dans ^(H ® H) est Jf(H ® H). Comme

£(x® 1)V(1 ®^)=(1 ®x)SV(l ®^),

l'équivalence résulte du lemme 3.1. •

(1) Plus précisément, de telles algèbres de Hopf sont classifiées par a) un groupe discret; b) la classe
d'équivalence faible d'une représentation unitaire fidèle n telle que 7c®ît soit faiblement contenue dans K
(cf. appendice A, remarque A. ll.û).
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Remarque. — II est clair que l'espace vectoriel engendré par les formes \|/ de la
démonstration de 3.2 à) est normiquement dense dans oêf(H)^; il en résulte que l'espace
vectoriel fermé engendré par [xy/xe^ÇV), ye^ÇV)] est égal à l'adhérence normique
de^(V).

On est alors en mesure de définir les unitaires multiplicatifs réguliers.

3.3. DÉFINITION. — L'unitaire multiplicatif V est dit régulier si l'adhérence de ^(V)
dans 50 (H) est Jf (H).

On a ^(ZV*2)=^(V)* car (id^œKSZV*^)^®^*)^)*. Donc si V est
régulier £V*2 l'est. Si deux unitaires multiplicatifs sont équivalents ou opposés et que
l'un est régulier, l'autre l'est.

Reprenons les exemples 1.2.

3.4. Exemples. — 1. Pour œ=o)^ ^, (id®œ)(S)=9^ car

<a,( id(g)©)(2;)P>=<a(8Ç,r | (g)p>.

Donc, si la forme œ est donnée par œ (x) = Tr (T x) (T e J^f1 (H)) on a (id (g) œ) (Z) = T. On
en déduit que 1 e ̂  (H ® H) est régulier.

2. On vérifie aisément que l'unitaire multiplicatif Vç associé à un groupe localement
compact G est régulier (cela résulte d'ailleurs de l'exemple suivant).

3. Supposons qu'il existe un opérateur unitaire J de H dans l'espace de Hilbert
conjugué H tel que J* L(œ)J=L(œ*). Soit œ la forme donnée par

œ^TrCrjOCreJ^H)).

Considérons T comme élément de ^f2(H)=H®H. Soit alors W l'unitaire de H g) H:
W=(l ®J*)V(1 ®J). L'élément (id(g)œ)(£V) est alors WT vu comme éléments de
J^OHOcj^H). En effet, il,suffit de vérifier que

<a, ( id(g)œ^)(ZV)P>=<P(x)a ,W(Ç®îi)>.

Or

<P(2)a ,W(Ç(2) r | )>=<p(g)Ja ,V(Çg) jT i )>=<Vfë®J î i ) ,p (g ) Ja> .

Posant ©=(0p ^ on a donc

<P®a,W(Ç®r | )>=<L(œ)rn , Ja>

=<Ja ,L(œ)J î i>=<a ,L(œ*) i i>=<Ç(8)a ,V(P®î i )> .

On en déduit immédiatement que l'unitaire multiplicatif V est alors régulier.
En particulier, si V=W* où W est l'unitaire fondamental d'une algèbre de Kac-von

Neumann au sens de [6], on déduit de [6], lemme 2.2.3, que V est régulier.

3.4.4. PROPOSITION. — a) Soit V un unitaire multiplicatif. Si V est un multiplicateur
de Jf (H) g) JSf (H) (resp. de ^ (H) ® Jf (H) alors V (V) c jf (H).
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b) Soit A une C*-algèbre de Hopf unifère simplifîable à droite (définition 0.1) munie
d'une mesure de Haar à droite^ satisfaisant VxeA, ((> (x* x) = 0 o ̂  (xx*) = 0. Notons
(H^, n^ ^) /a construction GNS associée. Alors l'opérateur V^eJêf(H^®H^) ûto^ par
^4 (7t^ (x) ̂  ® T|) = (TI^ (g) K^) ° 5 (^) (^ ® T|) ̂  MM unitaire multiplicatif régulier.

Preuve. — a) Pour
x,^eJf(H), (x®l)VeJf(H)®^(H)

donc (x® l)V(l®^)6Jf(H(g)H). L'assertion «resp.» découle en remplaçant V par
2V* S.

b) L'opérateur V^ est isométrique; son image contient

{(^ ® ̂ ) (8 (x) (1 ® j0) (^ ® ̂ )/x, ^ e A};

c'est donc un unitaire. C'est clairement un unitaire multiplicatif.
Notons V l'unitaire V^ et e le vecteur ^. II est clair que V est un multiplicateur

deJf(H)®^(A) donc, comme A est unifère, de Jf (H) ® ̂  (H). Donc, paru),
^(V)c:jT(H).

On a (id®œ^)(ZV)=9^. Pour conclure, il suffit de démontrer que V^eH^, ^0,
3 x e ̂  (V) avec < f?, x î, > ̂  0. L'espace { x * e / x € ̂  (V)} est alors dense dans H^; si x € ̂  (V)
et r|eH^, e^^=9^^e^(V) et ^(V) est dense dans Jf(H).

Soit ^eH^; Va,pGH^, <^, (id®œ,,p)(SV)0=<^, L(œ,^)P>. Si Vxe^(V),
< ^ , x ^ > = 0 , VaeH^, L(œ^)* <?=(); or L(œ,^)e^(A); posant L(œ,^)=^(û), on a
<|)(ûû*)=0 donc (|)(û'lta)=0. Donc, VaeH^, L(^^)e=0 i.e. Vfë®^)=b et ^=0. •

En particulier, il résulte de [54] (theorem 4.9, theorem 5.6, 6°), que si A est la C*-
algèbre de Hopf sous-jacente à un « pseudogroupe compact matriciel » de Woronowicz,
l'unitaire multiplicatif associé est régulier. Comme de plus, A est simplifîable à gauche
([54], Theorem 4.9), on a S=îi^(A).

PROPOSITION 3.5. — Si V est un unitaire multiplicatif régulier, les algèbres S et §
associées sont autoadjointes.

Preuve. - Notons E l'espace vectoriel engendré par

{(œ8)œ/(g)id)(Zl2V*3Vl2Vl3)îlt,œ,œ/e^(H)^}.

Comme S^V^V^V^S^V^V^, l'adhérence normique de E dans o^(H) est S. Or
Si2VÎ3V^V,3=VÎ3^V^3. Donc

(œ®œ'®id)(Si2V$3Vi2Vi3)=(œ®id)(V*(^(g)l)V) où ^=(id®œ')(5;V).

On en déduit que l'adhérence de E dans Jêf (H) est l'espace vectoriel fermé engendré par
{(œ®id)(V*(^® 1)V), œeJ^(H)^, ^eJf(H)} qui est clairement autoadjoint. Comme
£ V* S est régulier, on en déduit que § = S (E V* S)* est autoadjointe. •
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PROPOSITION 3 . 6 . — Soit V un unitaire multiplicatif régulier, S et S les C*~algèbres
associées. On a:

a) VeM(Jf(H)®S)^V6M(§®jr(H)).
b) L'adhérence de l'espace vectoriel engendré par {(.x® 1)V(1 ®^)/X€JT(H), y e S ]

est Jf (H) ® S; celle de l'espace vectoriel engendré par [ (x 0 1) V (1 ® y ) / x e S, y e Jf (H)}
e^§®Jf(H).

c) VeM(Sg)S).
rf) L'adhérence de l'espace vectoriel engendré par { (x® 1)V(1 ®^)/xe§, ^eS} est

S® S.

Pr^é?. - a) Soient jc,^eJT(H) et ©eJ5f(H)^. On a V(^(g) L (^ œ)) == (id 0 œ ® id)
((Via Vis) (^ ® ̂  ® 1))== (id ® œ ® id) ((V^ V^a V^) (x ® ̂  (g) 1)). Comme

V(x®^)eJf(H®H),V(;c®LCyœ))

est dans l'adhérence de l'espace vectoriel engendré par

(id ® œ ® id) ((V^ ̂ 23) (a ® b ® 1)) a, b € Jf (H).

Écrivons œ^œ'c, ceJT(H), on a

(id ® œ ® id) ((V^ V^a) (a 0 b ® 1))
=(id ® W ® 1) ((1 ® c ® 1)V?2 (a ® 1 ® l)V23)eJf (H) ® S

(par3.2&)).
De plus (xg)L(©*^*)*)V^(id®œ®id)(V^3(x®^®l)Vi3) est dans Fadhérence

normique de l'espace vectoriel engendré par

(id ® œ ® id) (V$3 (a ® 1 ® \)\^ (1 ® è ® 1)^3) û, AeJf (H).
Or

(id ® œ ® id)(V$3 (a ® 1 ® \)V^ (1 ® ̂  ® l)Vi3)== (id ® &œ ® id)((a ® 1 ® l)Vi2V$3)

Écrivant b © == ©' c, c e Jf (H) comme (û ® c) V e Jf (H ® H),

( id®&œ®id)( (û®l®l)Vi2VÎ3)eJf (H)®S

(on utilise la proposition 3.5).
Pour montrer que V e M (S ® ̂  (H)), il suffit de remplacer V par S V* S.
é) Pour a, &€Jf(H), œe^(H)^ et^L(o)û) on a:

(A ® 1 ) V ( 1 ® ̂ ) = (id ® œ ® id) ((& ® a ® 1 ) Vi 3 ¥2 3)
= (id ® œ ® id) (((& ® û) V* ® 1) ¥33 V^)

L'adhérence de l'espace engendré par {(é®û)V*/a, éeJT(H)} est Jf (H) (g) Jf (H); il
suffit de montrer que l'adhérence de l'espace engendré par

{(id®œ(8)id)((fl®l®l)V23Vi2),ûeJf(H),û)e^(H)^}Le.
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par
{(id®é©®id)((a(g)l(g)l)V23Vi2),û,6€jr(H), O)€^(H)^}

est Jf (H) ® S. Comme

(id g) &œ ® id)((a 0 1 ® l)V23V^)=(id ® œ g) id)^ ((û ® 1)V(1 ® é))^)

le résultat découle de 3.26).
La deuxième assertion résulte de celle-ci en remplaçant V par EV*£.
c) Comme V\2 et V^ sont des multiplicateurs de §®Jf(H)®S il en va de même

pourV\3.
d) II suffit de montrer que l'adhérence de l'espace engendré par

{(x®û®l)Vi3( l®6(g)^) / jce§ ,û ,6eJf (H) ,^6S}

est § ® Jf (H) ® S. Écrivant V13 =^'('2^'23 V'12^3, il suffit de montrer que l'adhérence
de l'espace engendré par

{(x®ûg) l )V23Vi2( l®6®^) / jc€S ,û ,6eJ f (H) ,^eS}

est S (g) Jf (H) (g) S. Or

(x ® û (g) l)V23Vi2(l 0 & ̂ ^^(x ® (û (g) 1)V(1 ®^))Vi2 (1 ® 6 0 1)

et l'adhérence de l'espace engendré par

{x®(a®l)V(l(8)^)/xeS,â6Jf(H),}/eS}

est§®Jf(H)®S. •

COROLLAIRE 3 . 7 . — 5'o^ V MW unitaire multiplicatif régulier, S et S les C*-algèbres
associées.

a) Les adhérences des espaces vectoriels engendrés par { V ( x ® 1)V*(1 ®y)/x, ^eS}
et {V (x g) 1) V* (y ® l)/x, ^ e S } ^ow^ toutes deux égales à S 00 S.

b) Les adhérences des espaces vectoriels engendrés par {V*( l®x)V( l <Sy)/x, y e S ]
et {V* (1 ® x) V (y ® l)/^, ^ e §} ^on? toutes deux égales à S ® §.

PréWé?. - û) Pour û€Jf(H), œe^f(H)^, et ^eS on a

V(L(a©) (g) 1)V* (1 ̂ ^^(œ 0 id ® id^V^V^ (û ® 1 ®^))

Par 3.6 û) l'espace engendré par { V (a ® y ) la e Jf (H), y e S } est dense dans Jf (H) ® S.
PourûeJf(H), œe^f(H)^, et^eS on a

V(L(©û)(S)l)V*(^®l)=(œ®id®id)((a(2)l)V(l®^)i2Vi3)

Par 3.6 À) l'espace engendré par { ( û ® 1)V(1 g) y)/a e Jf (H), ^eS} est dense dans
jf(H)(g)S.

L'assertion 6) résulte de a) en remplaçant V par S V* S. •
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THÉORÈME 3.8. — Soit V un unitaire multiplicatif régulier. Munie du coproduit 5 donné
par 8(x)=V(x® 1)V*, l'algèbre réduite S de V est une C*-algèbre de Hopf bisimplifiable
(définition 0.1). Munie du coproduite donné par 8(x)=V*(l ®x)V, l'algèbre réduite
duale § de V ^y/ MW^ C*-algèbre de Hopf bisimplifiable.

Preuve. — On a

(id (g) 8) ° 8 (x) = V^ V^Oc g) 1 g) 1) (V^ V^)*

=Vi2Vi3(^®l®l)(Vi2Vi3)*=(5(8)id)°ô(x).

De même le coproduit 8 est coassociatif. Au vu du corollaire 3.7, la seule chose qui
reste à vérifier est que Ô (resp. 8) est non dégénéré, i. e. pour une unité approchée u^
bornée de S (resp. §) et xeS g) S (resp. xe§ ® §), ô(M;)x (resp. 8(M^)x) converge vers x.
Cela est clairement vrai pour x==6(y)(l g)z) (resp. x=S(y)(z0 1)) et résulte dans le
cas général de 3.7. •

Remarque. - Pour ^eJf(H), ye S, (.xg) 1)V(^® l)eJf(H) (x) S. En effet, il suffit
de vérifier que (x 00 1) V (^ g) 1) V* e Jf (H) (g) S. On écrit alors x = ûz, û e Jf (H), z e S.

PROPOSITION 3.9. — L'application œ -> (œ g) id) (V*) définit un antihomomorphisme
d'algèbres K : A (V) -» S appelé antipode.

Preuve. — On a (œ g) id) (V*) = L (œ*)* e S par la proposition 3.5.
Pour œeoêf(H)^, L(œ)=0oœ=0 sur À (V) o L (©*)== 0, comme S est autoadjointe.

Enfin, si \|/ est la forme donnée par \|/ (x) = (œ g) œ') (V* (1 (x) x) V), on a L (œ) L (œ') = L (\|/)
et L (œ*) L (œ'*) = L (\|/*). La proposition en découle. •

Nous donnons une autre définition dont l'intérêt n'apparaîtra qu'au paragraphe 6.

DÉFINITION 3.10. — Un unitaire multiplicatif'V est dit birégulier s'il est régulier et que
l'adhérence dans ^ (H) de {(œ g) id) (2 V)/œ e ̂  (H)^ } 6?^ Jf (H).

Remarques 3.11. — û) Soit W l'unitaire fondamental d'une algèbre de Kac-von
Neumann M (cf. [6]). Posons V=W* et notons À l'opérateur modulaire associé au
poids de Haar dual <|> ([6]) de l'algèbre de Kac-von Neumann M duale de M. D'après
([6], 2.1.5 (û)), il est clair que l'algèbre de von Neumann engendrée par A (V) (ou S)
coïncide avec M; le corollaire 3.1.10 de la même référence montre aussi que la
restriction \[/ de ^ à S+ définit un poids sur S normiquement semi-fini. D'autre part, on
a également V*(l g )Â)V=Âg)Â ([7] lemme 1.1). On en déduit que pour tout^œeM^
et pour tout t, on a I^Â^û^Â^I^o^Â"^ donc le groupe modulaire (c^) de ^ définit
par restriction à S, un groupe à un paramètre d'automorphismes de S continu pour la
topologie simple normique. Les autres conditions étant faciles à vérifier, la C*-algèbre
de Hopf S munie de l'antipode K (cf. 3.9) et de \|/ est une C*-algèbre de Kac au sens
de [50]. Le même raisonnement montre également que la C*-algèbre de Hopf § munie
de l'antipode p (œ) -> (id g) œ) (V*) et de la restriction à §+ du poids de Haar ^ de M est
une C*-algèbre de Kac au même sens.

b) Soit V un unitaire multiplicatif régulier. Si œ est une forme normale positive non
nulle sur H, alors p((o)^0 et L((o)^=0. En effet, comme CD'(p (œ)) = œ (L (œ')), p(œ)=0 si
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et seulement si la forme œ est nulle sur A(V) i.e. œ est nulle sur S. Or S est une C*-
algèbre qui agit de façon non dégénérée dans H. Donc, comme œ^O, si œ est nulle sur S,
œ=0.

Rappelons que pour xeS et œ, œ'eS*, on pose

x^©=(œg)id)°ô(x), œ^x=(id®œ)°ô(^) et ©^o/=(œ®û/)°ô.

Pour x^O et œ^O, (û^x=0=>x=0 ou œ==0. En effet, si œ est un état, écrivons
x=yy*. Soit (n^ H^, ÇJ la représentation GNS associée à © et Peif(H^) le projecteur
de rang 1 associé à ̂ . Si œ ̂  x== 0, (1 (g) P) (id ® n J (V) Cy ® 1) = 0. En particulier, pour
toutaejr(H) etéeS,

(a(x)P)(id(8)7cJ(V(^®6))=OL^.(l®P)(id®7iJ{(a(x)l)V(l®6)}(^®l)=0;

donc par 3.6 é) pour tout z e Jf (H) g) îi^ (S), (1 g)P)z(^g) 1)=0 etenfm^=0.
c) Nous dirons que l'algèbre de Hopf (A, 8) est réduite à droite (resp. à gauche) si

pour œeAÎ\{0}, xeA+\{0}, œ ^ x ^ O (resp.;c^œ^0). L'algèbre de Hopf S associé
à un unitaire multiplicatif régulier V est donc réduite à droite. Remplaçant V par ZV* Z,
on en déduit que l'algèbre de Hopf § est réduite à gauche.

PROPOSITION 3.11.1. — Soit A est une algèbre de Hopf réduite à droite (resp. à gauche).
a) Pour œ, œ'eA^^O}, œ fidèle et xeA+\{0}, œ^©' (resp. û/^œ) est fidèle et

x ̂  œ (resp. œ ̂  x) est strictement positif.
b) Si A est uni/ère et séparable alors elle admet une mesure de Haar à droite (resp. à

gauche) fidèle.

Preuve. — Nous traitons le cas des algèbres de Hopf réduites à droite. Les assertions
«resp.» s'en déduiront en remplaçant le coproduit ô de A par CT°Ô où
a:M(A(g)A)^M(A®A) est l'extension aux multiplicateurs de la volte de A
(o(x(Sy)=y®x, x, yeA).

a) Pour tout ^eA+\{0},
œ ̂  œ' (y) = œ (œ' ^ y) + 0.

Pour
aeAÎ^O^a^û^œ^aCx)^.

b) résulte immédiatement du lemme plus précis suivant :

LEMME 3.11.2. - Soit œ un état fidèle.
a) Si pour xeA,x^(ù==x alors x est scalaire.
b) II existe un état ^ sur A tel que û)^(|)=([)^œ=<|) (cf. [54]).
c) (|> est alors une mesure de Haar à droite fidèle.

Preuve. — a) On peut supposer x=x* vu que (x ^ ©)* = x* ̂  œ. Soit alors À,eR le
minimum du spectre de x. On a : (x-X) ̂  œ=x-À,; comme x-K n'est pas inversible, on
a nécessairement x = À, par 3.11.1 a).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



444 S. BAAJ ET G. SKANDALIS

b) On peut prendre pour ^ une limite faible de moyennes de Cesaro de la suite
œ" == CD ̂ . . . ̂  co (n fois).

c) Pour x e A, on a (x ^ ((>) ^ œ ̂ = x ̂  <j); donc x ̂  <() est scalaire par à) et
^^^©(x^cl))^^ (x). De plus, (j> ̂  © ̂  <j) est fidèle par 3.11.1 a). •

Soit alors A une algèbre de Hopf séparable, unifère, réduite (à droite) et bisimplifîable.
Il résulte de 3.4.4 que l'unitaire V^ associé à sa mesure de Haar à droite ^ est régulier
(car (() est alors fidèle). Comme A est simplifîable à gauche 7t^(A) est la C*-algèbre de
Hopf S associée à l'unitaire V^. Il résultera en fait du théorème 4.2 que A est une C*-
algèbre de Woronowicz. En particulier ^ est une mesure de Haar à gauche et A est
réduite à gauche.

4. Unitaires multiplicatifs de type compact et C*-algèbres de Woronowicz

Le résultat principal de ce paragraphe est qu'un unitaire multiplicatif de type compact
régulier détermine une C*-algèbre de Woronowicz; plus précisément, nous montrons que
la C*-algèbre de Hopf S associée est une limite inductive de C*-algèbres de Hopf sous-
jacentes à des « pseudogroupes compacts matriciels » de Woronowicz.

Réciproquement, soit A une C*-algèbre de Woronowicz (cf. [54]). L'unitaire multipli-
catif V^ associé à sa mesure de Haar <|) est régulier (proposition 3.4.4). Comme le
vecteur ^ est fixe, V^ est de type compact.

Nous montrons de plus (théorème 4.7) que les unitaires vérifiant les conditions
ci-dessus sont exactement classifiées par : a) la C*-algèbre de Woronowicz associée; b) une
multiplicité, plus précisément la dimension de l'espace des vecteurs fixes.

Enfin, nous montrons qu'un unitaire multiplicatif sur un espace hilbertien de dimension
finie, est nécessairement de type compact et régulier et détermine donc une algèbre de
Kac de dimension finie (théorème 4.9).

Il est commode de donner la définition suivante :

DÉFINITION 4.1. — Une limite inductive de C*-algèbres de Hopf sous-jacentes à des
«pseudogroupes compacts matriciels» de Woronowicz est appelée C*-algèbre de Worono-
wicz.

Autrement dit (cf. [54], définition 1.1), une C*-algèbre de Woronowicz est une C*-
algèbre de Hopf unifère (A, 8) telle qu'il existe une sous-algèbre involutive dense ^ de A
engendrée par une famille (uf^), /?eN, i,je[\, . . ., Np} et munie d'une application
K : ̂  --> A, telles que :

a) V/?eN, la matrice (uf^)^j soit un unitaire de la C*-algèbre des matrices NpXNp
sur A.

b) V^N, î j €{ l , . . . ,N^}Ô(^,)- ^ <fc®<,.
l ^ f c^Np

c) K est un antihomomorphisme linéaire d'algèbres; Vae^, K (K (a*)*) = a.
d) V^N,^e{l , ...,N,},K«,)-(^,)*.
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(Nos énoncés diffèrent de la définition de Woronowicz en ce que nous supposons
(u^j\j unitaire - ce qui est loisible par [54] - remarquons que par [55], la sous-
algèbre ^ est l'algèbre de tous les coefficients de coreprésentations unitaires de dimension
finie de (A, ô). En particulier (A, 5) détermine ^/.)

Le résultat central de ce paragraphe est :

THÉORÈME 4.2. — U algèbre de HopfS associée à un unitaire multiplicatif régulier de
type compact est une C*-algèbre de Woronomcz.

D'après la proposition 1.10, un unitaire multiplicatif de type compact admet des
vecteurs fixes non nuls (définition 1.8).

Fixons nous un espace de Hilbert H, un unitaire multiplicatif V e ̂  (H ® H) et un
vecteur fixe e e H de norme 1. Notons ^ l'état vectoriel associé à e.

DÉFINITION 4.3.- Pour î, e H, on définit \ ç ̂  (H) en posant \ == 9^* V* \

PROPOSITION 4.4. - Pour tout Ce H on a (\ 00 1)V==V(^ g) 1).

Preuve. - On a: (Xf® ̂ ^Q^^^^z^' Donc:

v^^^-veT^v^e^^eî^v^v^e^^eî^v^v^v^e^,
-9î.çVi2Vi392,. (car e étant fixe V .̂.̂ ,.)

^^V^e^V^*®!)^ •

Soit ̂  la C*-algèbre engendrée par les opérateurs À-^(^eH).

LEMME 4.5. - a) Pour tout T€^ on a (T ® 1)V==V(T® 1).
b) La représentation identique de Q) dans H est non dégénérée.
c) Si V est régulier, alors 2 <= Jf (H).

Preuve. — a) Résulte de la proposition 4.4.
b) Pour Ç ̂  0, il existe a, P e H tels que < (a ® P), V (Ç ® e) > ̂  0 donc ̂  Ç^ 0.
c) On a ̂ =^(8)0)^) (S V). •

Remarque. — Pour a, P, T| e H on a À,p T| == p (©^ g)* P, donc

^ ̂  (îl)= ̂  P (œ,. e)* P - P (œ,, e)* ̂  P

par la proposition 4.4. Il en résulte que À-, ̂ p (r|) == À^ (r|) où ^==À-O(P. Les
opérateurs À,^, i;eH forment donc une sous-algèbre de ^f(H).

Supposons désormais que V est régulier.
Nous dirons que le vecteur Ç e H est fini si la dimension de l'espace vectoriel S Ç est

finie. Si p e 2 est un projecteur, l'espace pH est invariant par S et, comme V est régulier,
sa dimension est finie (4.5 c)); on en déduit (4.5 b) que l'espace E des vecteurs finis est
dense.

Soit ^ le sous-espace dense de ^ (H)^ engendré par les formes œ^ ̂  Ç, T| e E et soit y
le sous-espace vectoriel (dense) de S : y = { L (œ)/© e 3F ] .
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Notons que eeE comme p((o)^=œ(l)^; donc co^e.^ et 1 e.9".
Soit F c H un sous-espace de dimension finie invariant par S. Alors F g) H est invariant

par V et V*; soit ue ̂  (F ® H) la restriction de V à F ® H; c'est un unitaire. Donnons
nous une base orthonormale (e^^^ de F. Pour ;, jç{ 1, . . ., n} notons œ,^ la forme
donnée par œ^ .̂ (x) = < é?;, x .̂ > et posons u^ j = L (œ^ .̂) e y.

Pour ^eH, ; e { l , . . ., n] on a V(^(8)^)= ^ ^.(g)^^. On en déduit que pour
l ^ J^n

^, T|€H, i,je{l, . . ., n]

V(M,,®l)V*fé®îi)=9T,^(V23V^VÎ3)(^®^®îi)=9^^(V^Vi3)(^®Ç®îi)

=E9î.e,Vi2(^®^®^,T|)
fc

=Z^^(g)M^r|
k

Donc 8(Mf^.)=V(^^.(g) l)V*=^M^fc®Mfc^.. On en déduit que pour tout xe^,
k

Ô(^)=V(^ (g) 1)V* est un élément du produit tensoriel algébrique y ® ̂
Pour établir le théorème 4.2, il ne reste plus qu'à montrer que y est une sous-algèbre

involutive de S: on posera alors K (L (œ)) = L (œ*)* (en particulier on aura K(M, ,j)=u^i).
Cela résultera du lemme suivant :

LEMME 4.6. - a) Le produit tensoriel algébrique E ® E est un sous-espace de H (g) H
invariant par V.

b) Pour œe^', les espaces vectoriels { p ( ( ù ) y / y e S ] et { y p ( ( ù ) / y e S } sont de dimension
finie.

c) 6^a^=={(œ(g)id)(8(x)), œe^,;ceS}.

Preuve. - a) Soit ^eE, F c= H un sous-espace de dimension finie invariant par S.
On a (avec les notations ci-dessus) V(^^®T|)= ^ (^, ^ 0 M^) V fê ® ri), donc

l ^ k ^ r

S(^)c={ E ^^eSÎ;}.Donc
l ^ k ^ n

VO?,(2)Ç)= E ^®^^6E®E et V(E(x)E)cE®E.
l ^ J ^ W

De même, V* (E (g) E) c E ® E.
b) On peut supposer œ=©^ ^, Ç,r|eE; soit F un sous-espace de dimension finie de H

invariant par S tel que ^, r|eF; on a p(œ)p(œ')=(id®œ®œ')(V23Vi2VÎ3) est dans
l'espace vectoriel engendré par p(œ^p), a, ReF. Pour une C*-algèbre A et aeA, les
adhérences de A a* et A a* aa* coïncident; si A a est de dimension finie, il en va de même
pour Aa*aa* <= (A a) a* donc pour Au* et enfin pour a A.

c) Pour œe^', l'image de l'application œ' -^ p(œ)p(û/) est de dimension finie (par 6),
donc son noyau A est un sous-espace de codimension finie de o^(H)^. Pour û/eA
eta€^(H)^, œ'((œ®id)(ô(L(a))))=a(p(œ)p(œ'))=0. Il en résulte que l'espace
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{(œ ® id) (5 (x)), x e S} est de dimension finie, et donc égal à son sous-espace dense
{(œ®id)(ô(x)), x e y ] c y. On a montré que {(œ (g) id) (5 (x)), œe^, xeS] c= ̂ .

Pour œe^, les espaces {^p(œ), j^eS} et {p(P)p(œ), pe^} sont de dimension finie
d'après b) donc égaux. En particulier, il existe pe^ tel que p(œ)= p(P) p(œ).

Soit a e^. Une forme œeJ^ qui s'annule sur L(a) ^^'={(p(g)id)(ô(L(a))/pe^'},
s'annule en L (a) car si P e 9^ vérifie p (?) p (œ) = p (œ), on a

(P ® œ) (8 (L (a))) = a (p (?) p (œ)) = a (p (œ)) = œ (L (a)).

Comme ̂  sépare les points de ï (H) et que l'espace L (a) ̂  ̂  est de dimension finie,
on en déduit que L (a) e L (a) ̂  ^F. •

Démonstration du théorème 4.2. — Soient ^, ^/, T|, r|'eE et œ la forme définie par
(û(x)= <^ (x) T|,V*(I ® Jc)Vfé' ® r|')>. On a L(œ^ ^) L(œ^ „/) = L(œ). Comme
V fê (g) T|) e E (g) E et V (^ 00 T|') e E ® E, œ e ̂  et L (œ) e <^. Donc y est une sous-algèbre
deS.

Comme S est une C*-algèbre, y est involutive par 4.6 c). •

Remarque. — II résulte de 3.4.4, de 3.11 et de 4.2, qu'une C*-algèbre de Hopf
séparable unifère, bisimplifiable réduite à droite est une C*-algèbre de Woronowicz.

Si V est un unitaire multiplicatif de type compact, e est un vecteur fixe de norme 1
et <|) l'état vectoriel associé, on vérifie sans peine que ^ restreint à S est une mesure de
Haar à droite; c'est donc la mesure de Haar de S. En fait, plus généralement, si \|/ est un
état normal tel que p (\|/) soit le projecteur P sur l'espace des vecteurs fixes, la restriction
de \|/ à S est la mesure de Haar de S. En effet, on a V(P 00 1)=(P g) 1)V=P ® 1 et pour
x = L (œ), on trouve

(v|/®id)(§(jc))=(œ®v|/g)id)(V^Vi3)=(œ(x)id)((P®l)V)=œ(P)=v|/(x).

On vérifie de même qu'on a (id 0 \|/) (ô (x)) = \|/ (x).

THÉORÈME 4.7. — Soit V un unitaire multiplicatif régulier de type compact et S l'algèbre
de Woronowicz associée. Notons Vg l'unitaire multiplicatif associé à S (cf. 1.2.4), K
l'espace des vecteurs fixes. Alors V est équivalent (cf. 1.2.1) à l'unitaire multiplicatif
Vs 8) IK ® K (exemple 1.2.1).

Preuve. - Soit ^ l'état vectoriel associé à un vecteur fixe eeH, \\e\\=l.
Pour i;, r(eK, œe^f(H)^ on a p(œ^ ^)p(œ)=œ(l)p(œ^ ^). On en déduit que p(œ^ ^)

est proportionnel à un projecteur minimal central de S. Donc

p(o)^^)=p(œç^)p((|))=p((|))p(û)ç^)=<^, ri>p(<|)).

En particulier, pour x e S, i;, TI e K, on a ( ^, x r[ ) = <( ^, T| ) ̂  (x), en effet, si x = L (œ),
ona<^,xr |>=œ(p(œ^))=<^, T| >œ(p((|>)).

Reprenons à présent les notations de 1.2 et notons V l'unitaire multiplicatif
^ ^ I K O K -

Soit W : H ^ ® K ^ H donné par W(^(x)^®^)==x^,(x£S,ÇeK).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



448 S. BAAJ ET G. SKANDALIS

Comme <^Cx)^®Ç, ^00^®'H ̂ ^(^K^ r| > = = < ^ ^ , ^T| >, W est bien défini
et isométrique.

Pour x, yeS, ^, T| eK, on a

(W®W)V7(^(x)^®^®^œ^®T^)==§(x)(l®^)(Ç®r|)
=V(W®W)(^(X)^®^®^(^)^®TI)

II reste donc à démontrer que W est surjectif.
Soient F c: H une sous-représentation de dimension finie de § et (e^ l^i^n une base

orthonormale de F. On définit u^j comme ci-dessus. Pour ijç{l, . . . , n ] , posons
^ ̂  K -x («,,,) (i. e. v^ j == K (u^ ,)*). On a :
- 8 (v^ j ) == (K~1 ® K~ 1) ° 00 (U^i) == Sfc ̂  k ® ^k, j

- Sfc ̂  k ̂  fc = K~ 1 (Sfc < ^ Mfc,,) == 8^ j

- 2kMfc,^fc,JS=K''l(EfcM^fcM,*fc)==ô,^•

(en d'autres termes, la matrice (v^ j)^ j est inverse de la matrice (u^ i)^ j cf. [54])
Pour z=== 1, . . .,» posons ^^Zy^ ̂ .̂ . Pour r|eH, on a:

V(^®Ti)=E,8(^,)V(e,®îi)-Z,,,^(^^,®^^^,îi)

^^m^^meï^mîl^^^TI.

Donc ^ e K.
De plus Sfc Mjk ^ ̂  == S^ fc Mfc^ , ̂  e^ == ̂ ;. Donc ^; est dans l'image de W. •
Soit A une C*-algèbre de Woronowicz et <() sa mesure de Haar. On peut déduire

de [54] que n^ (A)" est une algèbre de Kac-von Neumann si et seulement si l'état ^ est
tracial. Dans notre formalisme ce résultat se traduit par :

PROPOSITION 4.8. — Soit V un unitaire multiplicatif régulier de type compact, e un
vecteur fixe de norme 1 et ^ l'état vectoriel associé.

à) Pour tout a, b e S on a K (a ̂  ^ b) = b ̂  a (().
b) Les conditions suivantes sont équivalentes '.
(i) La restriction de (j> à S est traciale.
(ii) K^id.

Preuve. — a) Soit Ç === ae, T| === b* e. On a

a ̂  fsf b = L (œ^) et K (a ̂  ̂  b) = L (œ^ „)* == b ̂  a <j).

&) Si ([> est traciale A^a^é^^û . Comme l'espace engendré par {a ^ ((> &/û, & e <^} est
^, K2==id. En fait, l'égalité K^id est équivalente à K (x*) == K (^)* et K s'étend alors en
un antiisomorphisme involutif de S.

Réciproquement, soit F c: H une représentation irréductible de S. Notons u^p
1^^7^" ses coefficients associés à une base ^ de F. D'après [54] théorème 5.7, on a
^^"^^(VM^.fc/i^m^)- ^s si K^id, on a K^-M^J^^^. Comme
(J)°K=<() on en déduit l'égalité 8^jJi(M^)=ô^/i(M^). Donc/i(^^.) est proportionnel
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à 5^ donc égal (car T^F)^^-1)^]^, cf. [54], § 5). En particulier,/! est le caractère
trivial et <|) est une trace par [54], théorème 5.6. 6° (Cf. aussi [6], théorème 7.2.2). •

Unitaires multiplicatifs en dimension finie

Soit H un espace de Hilbert de dimension finie et VeJSf(H ® H) un unitaire multipli-
catif de H.

LEMME 4.9. — Soit V un unitaire multiplicatif sur un espace de Hilbert H de dimension
finie. Soit T la trace normalisée de J^(H). Alors p(ï) est le projecteur sur les vecteurs fixes
^p(ï)^0.

Preuve. —

P (T)2 - (id ® T ® T) (V^ V^) - (id g) T ® T) (¥23 V^ V^)

== (id ® T ® r) (V^) (car T (g) T est une trace)
=p(r).

Comme I I p(ï) 11^1, p (r) est un projecteur. Si ^==p(ï)Ç, on a T (L (()))) ^ H ^ H 2 où(|)=œ^.
Comme || L (())) || ̂  || ̂  ||2, on en déduit que

MM ÎI2!, L^. (^^Vfé^Ti))^^!!2^!!2

donc V(^®ri)=^®ii et ^ est fixe. Réciproquement si Ç est fixe, L((û^)=[[^||2 et un
raisonnement analogue montre que p (r) îy == Ç.

Supposons que p(ï)=0. Il est équivalent de dire que T (L (co))= œ (p (ï)) == 0 pour toute
forme co f. e. T est nulle sur la sous-algèbre S de X (H); cela implique que S est niipotente.
En particulier, S est incluse dans l'algèbre des matrices strictement triangulaires supérieu-
res dans une certaine base; cela est absurde par la proposition 1,4. •

Dans [54] (appendice), Woronowicz montre que la mesure de Haar d'un « pseudo-
groupe compact matriciel » fini est traciale (par le lemme 4.9 et le commentaire précédent
le théorème 4.7 la restriction à S de T est une mesure de Haar). Il en résulte
(proposition 4.8), qu'en dimension finie, le formalisme de Woronowicz coïncide avec
celui de Kac et Paijutkin [15].

THÉORÈME 4.10. - U algèbre S associée à un unitaire mutliplicatif sur un espace de
Hilbert de dimension finie est une algèbre de Kac de dimension finie.

Preuve. - En vertu de [54] et du théorème 4.2, il suffit de vérifier que V est régulier.
Soit e un vecteur fixe de norme 1, et (|) l'état vectoriel associé. Par la proposition 1.9

et le lemme 4.9, p(<())=p(T). Il en résulte que ^ (L(ï))==T(p (()>)) ̂  0. Par le lemme 4.9
appliqué à l'unitaire multiplicatif SV*Z le vecteur e'=L(i:)e est cofîxe. On a
<^>=(|)(L(T))^O.
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Pour a, P e H, on a :

(id g) G),, ,) (S V) = 9,.,, (id (g) (ûp.,,) (£ V) = 9,, p, 9,,, 9,, p = < e, e' > 9,, p

Comme ̂  (V) est une algèbre, V est régulier. •
Soit Ho (resp. H°) l'espace des vecteurs fixes (resp. cofixes). Par le lemme 4.9, on a

dim H T (p (r)) = dim Ho et dim H T (L (r)) = dim H°, comme T (p (r)) = T (L (r)) = (r (g) r) (V),
on en déduit que dimHo=dimH°. Ce nombre s'appelle la multiplicité de V.

5. Constructions liées aux C*-algèbres de Woronowicz

Soit A une C*-algèbre de Woronowicz. En plus de l'unitaire multiplicatif
V=V^eJ^(H®H) associé à sa mesure de Haar <() (exemple 1.2.4), on peut associer
à A un autre unitaire multiplicatif Ve^f(H g) H). Ces deux unitaires sont reliés par un
unitaire Uecâf(H). Nous construisons ici cet unitaire U et en donnons quelques proprié-
tés. Ces propriétés, généralisées au paragrphe suivant, nous permettront d'établir la
bidualité.

Soit A une C*-algèbre de Woronowicz et ^é la sous-algèbre dense des coefficients
des représentations unitaires de dimension finie. Notons <|) sa mesure de Haar,
(H, n, e)=(îî^, 71 ,̂ ̂ ) la représentation GNS associée et V=V^ l'unitaire multiplicatif
associé. L'image de A par n est l'algèbre S associée à l'unitaire multiplicatif V; c'est la
«C*-algèbre réduite» du «groupe quantique compact» et aussi une C*-algèbre de
Woronowicz. Nous étudierons dans l'appendice (A. 13 a) les diverses algèbres de Worono-
wicz qui ont même unitaire multiplicatif associé. En ce qui concerne notre construction
de U on peut, quitte à remplacer A par S, supposer que la représentation n est fidèle.

RAPPELS 5.1. - (c/. [54], théorème 5.6) Rappelons qu'une C*-algèbre de Woronowicz
est munie d'un groupe (fz)zçc de caractères/^ : ̂  -> C ayant des propriétés remarquables :

a) Pour zeC, fz:^/ -^C est un caractère et fz^fz'^fz+z' (où pour des formes a
et P, a ̂  P est la forme (a ® P) ° 8) ; les applications x ->f^ ^ x = (id ®fz) 8 (x) et
x -> x ^/^ = (/^ ® id) 8 (x) sont des automorphismes de l'algèbre ^ / .

Pour z e C on a : /? =f-z et fz ° K =/-z; donc pour tout x e se on a (/^ ^ x)* =f-z^ x*,
(^/^)*=^*^/-z-et/^K(x)=K(x^/_^), K(x)^=K(/_^^x). En particulier, pour z
imaginaire pur, le caractère /, est autoadjoint et x-^f^x et x->x^f^ sont des
^-automorphismes de s/ et, comme ils préservent <)), ils se prolongent à A.

Le groupe modulaire de la mesure de Haar <)) et K2 s'expriment en fonction de/^ :
b) Vx,^e^, ^(xy)=^(y(f^x^f,)); donc

^((^/-i)^)=<K^(/i^)) et W-i^);0=^)(y(x^/0).

c) V^e^, K2(x)=f_^ ^x^/i; donc

/^K^K-1^)^ et /.^K-1^)^^/^.
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d) Pour s, teC et xç^/ on pose A^ (x) ==/, ̂  K (x) ^/y. Les applications /^ sont des
antiautomorphismes de se et ^^^t+i.s-r ^e P^8 (l)o^s,t=(l)•

^) On déduit de û) et rf) que rantiautomorphisme 7=^1/2. -1/2 est une transposition
involutive de ^ (i. e. j (x*) =j (x)*, j (j (x)) = x). L'application j se prolonge en un antiauto-
morphisme de A.

Nous aurons besoin aussi des notations suivantes :
/) Soient a et P les transformations de ^ ® se données par a (x g) y) = ô (x) (1 ® y) et

P(x®;Q=800 (x® 1) x, y^sé (avec les notations de [54] théorème 4.9 on a ai=s' et
P==r '°<7 où CT est la volte donnée par cy(x®^)=^®x). Par [54] (theorem 4.9), pour
x, y e ̂  on a :

a o ( /^^o®id) oa(Jc®^)=a o (K®id) 08(^^/_l)(^® 1)

=(K- l (x) id)o5(^oW)^®l)=P' l (^®Al.oW).

^) Notons V e ̂  (H ® H) l'opérateur donné par

V*fé®7c(^)^)=(7r®7i)(8(^))fé(g)^

On vérifie aisément que V* est une isométrie. Comme A est simplifiable à gauche c'est
un unitaire. Il est clair que l'unitaire V est multiplicatif.

Pour toute forme œ e ̂  (H)^ on pose \ (œ) = (œ ® id) (V).
Il résulte des propriétés de/^:

PROPOSITION 5.2. - L'opérateur T() dans H donné par T() (n (x) e) = n (K (x)) e, (xe^)
est fermable. La décomposition polaire T=U|T| de sa fermeture définit un unitaire
UeJâf(H) tel que U^l. On a V=Z(U® 1)V(U® 1)S (où £eJ^(H®H) est la volte),
Pour œe^f(H)^ on a U À, (œ) U = p (œ) et pour tout œ, o/e J^f (H)^ on a
p(œ)À,(o/)=À-(œ')p(œ). Pour xeA on pose r(x)=U7i(x)U; on a: r (x) n (y) = n (y) r (x)
(x,yeA),

Preuve. - Définissons l'opérateur U sur H en posant (pour xc^/) :

V(n(x)e)=n(h^o(x))e=n(f^K(x))e

Pour x, y e ̂  on a : K (x)* = K~ 1 (x*) donc (/i ^ K (x))* = K (x*) ̂ /_ i (5.1 a et c); donc :

(̂  (C/i ^ K (x))* (A * K (y))) = <|) ((K (x*) ̂ /_ 0 (/i ̂  K (y)))
= (|> ((/i ^ K (^)) (/i ^ K (^))) (par 5.1 b)
= ̂  °h^(x^y) (d'après 5. \d)
= ̂ ( x * y ) (d'après 5. \d).

On en déduit que U est bien défini et isométrique.
Les formules U^l et S(U® 1)V=VZ(U® 1) résultent respectivement de 5.\d)

et5.1/).
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On a alors V=Z(U® 1)V(U® 1)1. Appliquant (œ^id) à cette égalité on trouve
X (œ) == U p (œ) U.

Pour

xeA, Ç,îieH, V^V^^TcOc)^®^)

=(7t®7l®7l)°82(^)(Ç®^®n)-V23Vf2(Ç®7C(x)^®r|)

(où S^Odgî^oS^S^icDoS). Donc les opérateurs V^ et V^ commutent. On en
déduit que À<(œ) et p(œ') commutent.

Pour x, y e ^ / , ^o(^i,oOO)=A.oOO (par 5.1 d). Donc:

r(x)n(y)e=Vn(xh^o(y))e==K(yh^o(x))e-=n(y)r(x)e.

Pour Ç=7t(z)^eH on a: r(x)n(y)!,==r(x)n(yz)e=n(y)n(z)r(x)e=n(y)r(x)^
Donc r(^) et 71 (y) commutent.

Soit M=(^.)i^^N une sous-représentation de dimension finie u de p. Le sous-espace
E, de H engendré par n(u,^)e et n(u^)e(l^i,j^) est invariant par To. Comme H
est somme hilbertienne d'espaces de cette forme, on en déduit que TQ est fermable et
que la décomposition polaire de sa fermeture laisse stable les espaces E^, II ne reste plus
qu'à vérifier que VÇe7t(^)é?, <Ç, UToQ^O. Soit xe^ et ^n(x)e. On a:

<Ç, UToO=(|)(^(/^K2(x)))-^(^(x^))

Or ^(x^f^((x^f.^)(x^))^ et (x* ̂ f-^(x^f^(x^r(x^).
Comme ^ (y ̂ ,) = ̂  (y) on a : < ç, UTo Q = ̂  ((x ̂ /,^)* (̂  ̂ /,/,)) ̂ 0. •

Remarque. - On a montré que | T [ satisfait [ T | n (a) e = n (a ̂ /i) ̂ .

6. Unitaires multiplicatifs irréductibles

Dans ce paragraphe nous introduisons et étudions une notion d'irréductibilité qui nous
servira au paragraphe suivant pour établir la dualité de Takesaki-Takai.

PROPOSITION 6.1. - Soit V un unitaire multiplicatif dans H et UeJ^(H) un unitaire
tel que U2^! et que les unitaires V=2;(U® 1)V(U® 1)£ et V==(U® U)V(U® U)
soient multiplicatifs. Alors on a les formules suivantes'.

(1) N^(\ g)U® 1)V23(1 ® U ® !)=(! (g)U® 1)V23(1 ® U ® l)Vi3V^
(2) V23V,,V,3=V,3V,3
(3) V^V,3=V,3V,3V^
(4) to unitaires ^23^23^23 et ^12 commutent.
(5) feî unitaires V^V^S^ ^r ¥33 commutent.
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Preuve. — On a
Si3Vi2Si3=( l (g)U®l)V23( l (g)U(g) l ) ,

Si3Vi3Si3=(U(g) 1 ® 1) V^OJ® 1 (g) 1) et 2:i3V23^3=(U® 1 ® l)V^(U(g) 1 ® 1).

Comme V est multiplicatif il vient :

(1 (g) U (g) 1) ¥23 (U (g) U (g) 1) V^V^ (U ® 1 ® 1)
== (U (g) 1 (g) 1) V^ (U (g) U (g) 1) V23 (1 (g) U (g) 1);

la formule (1) résulte alors de ce que (U 00 1 00 1) et ¥33 commutent.
Multipliant à gauche et à droite les termes de la formule (1) par ^23» u vient

S23Vl2( l®U(g) l ) V^OOU®!)^-^!®^®!) V23(Kg)U(g)l)Vi3V^S23;

la formule (2) en résulte; multipliant à gauche et à droite les termes de la formule (1)
par Ei2 on obtient la formule (3).

On a V^V^V^V^V^V^ (on utilise la multiplicativité de V et la formule (2)).
On en déduit que les unitaires ^23^33 ¥33 et V^ commutent.

On a ̂ ^ii^ii^^ii^iî^iï (on utilise la multiplicativité de V et la formule (3)).
On en déduit que les unitaires V\^12^12 et ^23 commutent. •

DÉFINITION 6.2.- Nous dirons que l'unitaire multiplicatif^ e ̂  (H 00 H) est irréductible
s'il existe un unitaire U e ̂  (H) tel que :

a) U^l etÇL(l®^W=^
b) Les unitaires V == S (U g) 1) V (U (g) 1) S et V = (U (g) U) V (U (g) U) .î̂  multiplicatifs.
Remarquons que, comme V=(U®U)V(U®U), l'unitaire V est multiplicatif si et

seulement si V l'est. La condition (S (1 ® U) V)3 = 1 est équivalente à WV = (U (g) 1) S.
Justifions tout de suite la dénomination « irréductible » :

PROPOSITION 6.3.- Soit VeJ^(H 00 H) ^î unitaire multiplicatif régulier et irréductible.
Alors l'adhérence normique dans J^(H) de l'espace vectoriel engendré par [xy/xeLÇS),
y ç p ( S ) } est^Çïî).

Preuve. - De la régularité de V il résulte que l'adhérence (normique) dans ^ (H) de
{(id ® œ) (S V*)/œ e ̂  (H)^ } est Jf (H). Donc l'adhérence de {(id (g) œ) ((U (g) 1) S V*)/
œ e ̂  (H)^ } est Jf (H) i. e. {(id (g) œ) (W)/œ e ̂  (H)^ } est un sous-espace vectoriel dense
de Jf (H). Comme la représentation p est non dégénérée, l'adhérence de l'espace vectoriel
engendré par {(id (g) ©) (W) x/œ € ̂  (H)^, x e S } est Jf (H).

Mais (id ® œ) (W) x = (id 00 ©) (W (x 00 1)). Comme V est un unitaire de
M (§ (g) Jf (H)), les adhérences dans ^f(H) des espaces vectoriels engendrés par
{(id g) œ) (VV (x ® l))/œ e ̂  (H)^, x e S} et {(id (g) œ) (V (x ® l))/œ € ̂  (H)^, x e S} coïn-
cident. Or (id 00 œ) (V) = L (U œ U). La proposition en résulte immédiatement. •

DÉFINITION 6.4. - On appelle système de Kac un triplet (H, V, U) où H est un
espace de Hilbert, VeJ^(HOOH) est un unitaire multiplicatif birégulier (définition 3.10)
irréductible et U est un unitaire vérifiant les conditions de la définition 6.2.
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DÉFINITION 6.5.- Soit (H, V, U) un système de Kac. Alors on a:
a) (H, EV*S, U) et (H, V, U) sont des systèmes de Kac.
b) Les unitaires V^ et ^33 commutent.
c) Les unitaires ¥33 et V^ commutent.

Preuve. - Remarquons que V est birégulier si et seulement si V et V sont réguliers.
Posons W=EV* S. On a:

W=Z(Ug)l )£V Î I C 2;(U®l)2=( l®U)V*(l®U)=EV i l t Z;

de même, W=ZV*Z.
Le a) découle immédiatement de ces deux remarques.
Enfin, par 6.1(4), ^23=^23^23^23)*^ ® 1 ®U) commute à V^ et par 6.1(5),

Vi^OJ® 1 ® 1) (Vi^ £12)* commute à V^. •

DÉFINITION 6.6. - Les systèmes de Kac (H, V, U) et (H, ZV*E, U) s'appellent respec-
tivement le système de Kac dual de (H, V, U) et le système de Kac opposé à (H, V, U).
Deux systèmes de Kac (H, V, U) et (H7, V, U') sont dits isomorphes s ' i l existe un opérateur
unitaire w e ̂  (H; H7) tel que (w ® w) V = V (w ® w) ̂  w U = 17 w. Ow ^7 ̂  (H', V, LT)
est dual à (H, V, U) s ' i l est isomorphe à (H, V, U).

Remarquons que les systèmes de Kac (H, V, U) et (H, V, U) sont isomorphes.

DÉFINITION 6.7. - Soit (H,V,U) un système de Kac. Pour œeJ^(H)^ on pose
À, (œ) = Lv (œ) et R (œ) = py (œ).

Autrement dit, À,(œ) et R(œ) sont donnés par les formules :

^(œ)=(œ (g) id)(V), R(œ)=(id (x) œ)(V)

PROPOSITION 6.8. - On a:
a) Mœ)=Up(œ)U,R(œ)=UL(œ)U.
b) Pour tout œ, œ' e ̂  (H)^, on a : [p (œ), À, (œ')] = 0 et [L (œ), R (œ')] = 0.
c) Pour xeS, ye§ on a:

(L®L)ô(x)=V î l c(l(g)L(x))V,(X(8)?L)8(^)==V(^(^)®l)V*.

Preuve. — a)
X(œ)=(id®œ)((U®l)V(U®l))=Up(œ)U;
R (œ) = (œ (g) id) ((1 ® U) V (1 (g) U)) = UL (œ) U.

b) résulte de la proposition 6.5.
c) Soit œ€^f(H)^ et posons L(œ)=x; en utilisant la formule (2) de la proposition 6.1

on trouve

(L®L)8(^)=(œ®id®id)(V^Vi3)=(œ(g)id®id)(VÎ3Vi3V23)=V*(l®L(jc))V.
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II résulte de même de la formule (3) de la proposition 6.1 l'égalité

(p(8)p)800=V(pOO(g)l)V*.

L'égalité (À, (g) À,) 8 00 = V (À, (y) g) 1) V* résulte alors de a). •
On peut donner une réciproque aux propositions 6.3 et 6.5 :

PROPOSITION 6.9. — Soit V un unitaire multiplicatif dans H et soit Ue^f(H) MW unitaire
vérifiant U^ 1 ̂ / ̂  [V^, ^23:l=[Vi2, V^O.

û) 5'f l'espace vectoriel fermé engendré par [ p (œ) L (G/), œ, œ' e c^f (H)^ } ̂  é^û/ à
Jf (H) a/or^ V est régulier.

b) Si V est multiplicatif et que les commutants de p(S) U L(S) et de À-(S) U L(S) sont
réduits aux scalaires, alors (1 g) U)SWV est scalaire.

Preuve. - a) Soient x=(id(g)œ)(SV) un élément de ^(V) et o/e^(H)^. Posons
5= UL (œ') U. Comme (1 (g) 5') et V commutent on a :

^=(id(8)œ)(Z(l®5)V)=(idg)œ)(2V(lg)^))==(id®5œ)(ZV).
Comme l'ensemble A(V)H est total dans H les adhérences de UA(V)U^(V) et de

^(V) coïncident.
De même, si t = U p (œ') U on a xt = (id (g) œ t) (Z V) et les adhérences de ̂  (V) UÂ (V) U

et de ^(V) coïncident.
On en déduit que pour x,ye^ÇV), le produit xy est limite de sommes finies

E Xi (U ̂  ̂  U) YJ avec x,, ̂ . e ̂  (V), ̂  e A (V), r» e À (V). Comme l'espace vectoriel engendré
par les produits xy où x, ye^ÇV) est normiquement dense dans ^(V), les adhérences
normiques dans X (H) de ̂  (V) et de ̂  (V) Jf (H) ̂  (V) coïncident. Comme les ensembles
^(V)H et ^(V)*H sont totaux dans H, ^ (V) Jf (H) ̂  (V) est dense dans ^(H), la
régularité de V en résulte.

b) Posons W=(1(2)U)ZWV. Comme [V^^a^O, il résulte de 6.1(4) que
[Vi2. W2a] = 0. Appliquant 6.1 (4) à ̂ , il vient : [V^, 2:23 V^ ̂ 23] = 0. Mais
W=(U (g) U)V(U ® 1)2: V^ et comme

[V^V^l-O, [V^,(1®U®U)V23(1®U®1)]=0.

Donc [V^, W23]==0. On en déduit que W commute à (x ® 1) pour tout xe p(§) U L(S).
Remplaçant V par V dans ce qui précède, on en déduit que (U g) U)V(U ® 1)SW

commute à (x (g) 1) pour tout xe^(S) U L(S). Or

(U®U)V(U®l)SW=S(Ug)l)W(U®l)S.

Donc W commute à (1 ® x) pour tout x e À, (§) U L (S). •

COROLLAIRE 6.10. - Soit V un unitaire multiplicatif dans H ^r 50;r Ue^f(H) MW
Mmtoré? vérifiant U2^!. Po?^ V=S(U(g) l)V(Ug) 1)2 ^ V=S(1 (g)U)V(l ® U)Z.
Supposons que V .yo^ multiplicatif et que [V^ ^23]=^^l2» V23]=0. 5'f l'espace vectoriel
fermé engendré par {L(œ)À-(œ'), œ, œ'e^(H)^}, est égal à ^T(H), les unitaires ̂  et\
sont réguliers.
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Preuve. — Pour tout œ, ©'ej^H)^, on a pv^Lv^^^L^œU)^^). Il est clair
que ̂  vérifie les hypothèses de 6.9 a), il est donc régulier. •

Exemples 6.11. — à) L'unitaire l6Jêf(H®H) n'est irréductible que si la dimension
de H est 1.

b) Soit G un groupe localement compact. Soit UeJ^L^G)) donné par
(U^^^A^2^)^"1) où A est le module de G (rappelons que nous utilisons des
mesures de Haar à droite). Il est clair que (L2 (G), Vç, U) est un système de Kac.

c) Soit (A, 8) une C*-algèbre de Woronowicz et (H, V» U) comme au paragraphe 5.
Comme £ V* S est l'unitaire multiplicatif associé à Falgèbre de Woronowicz (A, a ° S) il
est régulier. Remarquons que p (()))== X (<|)) est le projecteur sur e=^, qui est total pour
L(S); donc la C*-algèbre engendrée par L(S)Up(S) (resp. L(S)UM§)) contient les
compacts de H^. Il résulte de la proposition 6.9b) que (1 ®U)SVV^ est scalaire et,
comme (1 ® U) S VvV (e ® e) == e ® e, (H, V, U) est un système de Kac.

d) Soit W l'unitaire fondamental d'une algèbre de Kac-von Neumann (cf. [6]). Posons
V=W* et U^JJ^JJ (cf. [38]). Comme V est l'unitaire multiplicatif associé à l'algèbre
de Kac-von Neumann duale, il est régulier. Il résulte de [38] et de la proposition 6.9
que (1 (g) U)SWV est scalaire. On peut en fait démontrer que (1 ® U)2:VV^== 1. Donc
(H, V, U) est un système de Kac.

Remarque 6.12. — a) Soit (H, V, U) un système de Kac. Posons

V=^-(U®U)V(U®U);

on a (1 ®U)£WV=VVV(1 ®U)S; on en déduit que VV^VW^QJ® 1)S donc
VvV-Wv=Wv-v^

b) L'opérateur ^==V(U®1)V(U(8)1) vérifie l'équation de Yang-Baxter quantique:
^12 ̂ 13 ̂ 23 = ̂ 23 ̂ 13 ̂ 12- En effet» P^ la formule 6.1(1), on a V\3 V^O 00 U g) 1)
V23 (1 ® U ® 1) V^ (1 ® U ® 1) V^a (1 ® U (x) l)=^23Vi2Vi3^23 et par 6.5 c)
les unitaires V^ et (U g) 1 00 1)V\3 (U (g) 1 ® 1) commutent. On a

et

^2^13^2^3(1; (g) 1 ® l)V^Vi3(U® 1 ® 1)

^^V^VnOJ® 1 ® l)Vi3V^(U® 1 ® 1).

c) Dans [11], la dualité de Takesaki est établie, pour un quintuple (M^, M^,
Wi, KI, K^) où MI et M^ sont deux algèbres de von Neumann agissant dans un espace
de Hilbert H, W\ est un opérateur unitaire de H (g) H, K^ et K^ sont des isométries
antilinéaires de H satisfaisant un certain nombre de conditions (cf. [Il], théorème 2.5).
Si (Mi, M2, Wi, KI, K^) est un tel quintuple, posons V=Wf et U^K^K^K^K^.
Alors V, ^ et ^ sont multiplicatifs et on a [V^, ̂ ^^[^^ V^^O. Les conditions vi
et vit de [11] theorem 2.5, s'expriment par

Ad(W)(Mi (x) 1)= 1 (g) MI et Ad(W)(M2 ® 1)= 1 ® M2.
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Soit alors x un opérateur commutant à

{p^L^Zœ.^e^H),,};

alors y^K^xK^ commute à {L(œ)^(œ'), co, œ'e^f^)^}. On en déduit que (1 ®^)
commute à VV donc à Ad(VV)(M2 ® 1)== 1 (g) M 2 et (1 ®^) commute à W donc à
Ad(W)(Mi ® 1)== 1 ® MI. Enfin y commute à M^ et M^ donc est scalaire. On en
déduit (proposition 6.9) que (1 ® U) S WV est scalaire donc que Ad (S VV) est l'identité
sur M i (x) 1 et Ad(SVV) est l'identité sur M^ (g) 1.

7. Unitaires multiplicatifs et bidualité de Takesaki-Takai

Dans ce paragraphe nous démontrons la bidualité de Takesaki-Takai pour les systèmes
de Kac. En fait les constructions et démonstrations antérieures de la bidualité s'adaptent
facilement à notre cadre (cf. e. g. [5]).

Dans tout ce qui suit, on se fixe un système de Kac (H, V, U).

DÉFINITION 7 . 1 . — Soit SA une coaction de S (resp. §) dans la C*-algèbre A; notons n^
et TCR (resp. n^ et Kp) les représentations de A dans le C*'module A ® H définies par
TCL ̂  (idA ® L) ° SA et TCR == (idA ® R) ° SA (resp. n^ === (idA ® ̂ ) ° SA, îtp = (idA ® p) ° SA).

On appelle produit croisé (réduit) de A par la coaction SA de S (resp. §) la sous C*-
algèbre notée A x § (resp. A x S) de S" (A ® H) engendrée par les produits n^ (a) (IA ® P (œ))
(resp. n^ (a) (IA ® L (co))), a e A ̂  œ e JSf (H)^.

Comme dans le cas des groupes, nous avons :

LEMME 7 . 2 , — (c/, [23]) Le produit croisé A x § (resp. A x S) est l'adhérence de l'espace
vectoriel engendré par les produits n^(a)(l^® p(œ)) (resp. ^(a)(l^® L(œ)); oeA,
©€J^(H)^.

Preuve. - II suffit de montrer, que pour a e A, œ e «âf (H)^, le produit (IA ® P (®)) ̂ L (û)
est limite de sommes finies ST^^OA® P(œf). Soit îc la représentation de A dans le
C*-module A ® H ® H définie par îc = (?IL ® L) ° SA ̂  (idA ® L ® L) ° (idA ® S) ° SA.

Nous avons

(IA ® p (œ)) TCL (a) == (idA ® idn ® œ) (¥33 TCL (^12)== OdA ® ̂ H ® œ)(îc (a) ¥23).

Écrivant œ==œ\ç avec ^eS, on obtient:

(lA®p(œ))TCL(â)=(idA®idH®cù /)(7CL®L)((lA®^)SA(a))V23)

Comme SA (à) e M (À ® S, A ® S), le produit (IA ® s) SA (û)) est limite de sommes finies
£ ûf ® 5f avec a, e A, ^ e S. Donc (IA 0 P (œ)) T^ (û) est limite de ï TC^ (ûf) (IA ® P (^ sff).

L'assertion «resp. » s'obtient en remplaçant V par V. •
Le lemme précédent montre clairement que n^ (resp. n^) définit un homomorphisme

non dégénéré, noté n (resp. 71) de A dans M (A x §) (resp. M (A x S)). De même, pour
tout xe§ (resp. yeS) on a IA® p(x)eM(Ax§) (resp. IA®L(^)€M(AX S)). On en
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déduit un homomorphisme @ : § ̂  M (A x §) (resp. Q : S ̂  M (A x S)). Le lemme 7.2 dit
que les produits 7t(a)9(x) appartiennent à A x § et engendrent Ax § (resp. les éléments
de la forme n (à) 9 (x) engendrent A x S).

Notons YL, p et TR, ^ (resp. 1\ ^ et l^ g) les représentations de A x § (resp. A x S) dans
A® H données, pour a 6 A et xeS (resp. ye S) par ̂  ,(n(a)Q(x))=K^(a)(l^® p(x))
etyR^(it(a)e(x))=^(a)(lA<S)À(x)) (resp. 4\, ̂  (" (a) 9 QQ) = ̂  (a) ( IA®LOQ) et
"Pp, R (" (o) 9 (y)) = "p (a) (IA (x) R (jO)).

DÉFINITION 7.3. - Soit SA «ne coacrion <fe S (resp. §) rfaw /a C*-algèbre A. On appelle
coaction duale la coaction de § (resp. de S) dans A x § (resp. dans A x S) rfowlÀ? ;w :

8Axs("(û)e(x))=(7t(a)(S)l)(@<S)id)«8(x) (ûeA,xeS)

(/•e .̂ SA x s (" (a) 9 (x)) = (ît (a) ® 1) (9 ® id) ° ô (x) (a e A, x e S)).

Pour montrer qu'on définit ainsi des homomorphismes il suffit de remarquer qu'on a
(en utilisant 6.4):

OFi.,p<8 P)°8Axs(^)=^23CPi,pOO ® lH)^?3<=^(A ®H ® H) (xeA x §)

CÎ\,L ® L)'ÔAxs(^)=V23(V,^(-<-) ® lH)VÎ3e^f(A ® H 0H) (xeA x S)

Nous avons :

LEMME 7.4. - Muni de SA^S (re^p. 5AxsX A x § (resp. AxS) ^r yne ^-algèbre (resp.
S-algèbre) (définition 0.2).

Preuve. - Posons B = A x §. De l'égalité (^ „ ® p) o ÔB (x) = V^ (VL, p (x) ® 1̂  V?3 il
résulte que 83 est un homomorphisme involutif non dégénéré injectif de B dans M (B ® §).

La iormule^ÔB(ii(^@(x))=(ît(a)®l)(ê(g)id)»§(x) montre que ôg prend ses valeurs
dans M(B®§^B(g)S); comme § est simplifiable à droite, l'espace vectoriel engendré
par on (B) (1 ® §) est dense dans B ® §. L'égalité (ÔB ® idg) o §B = (id^ ® §) « Sa résulte de
cette même formule.

L'assertion « resp. » résulte de celle-ci en remplaçant V par V. •
Soit (A, §A) une S-algèbre (resp. S-algèbre). Soit §o la coaction de S (resp. S) dans

A®JT(H) donnée par So(a®k)=(ô^(a))^(l^ ®Â-® Ig) (aeA et Â:ejf-(H)). Soit
Vo 6 M (S ® S) tel que (p (g) L) (Vo) = V. Alors (p ® id) (Vo) e M (Jf- (H) ® S) est un cocycle
pour l'action triviale sur .3f(H) (définition 0.4). Donc lA®(P®id)(Vo) est un cocycle
pour §o. On définit alors une coaction de S dans A ® Jf (H) (resp. de § dans A ® JT (H))
en posant pour tout x e A (g) jT :

(^A » y (H) <8 L) « SA (x) = ¥33 (idA ® y (H) 0 L) » ôo (x) V^

(resp. (idA ® ̂  (H) ® P)0 §A (x) = ̂ 3 (idA ® ̂  (H) ® p) ° §o M ̂ 3).
^11 est facile de voir que (A®jf, S^) est une S-algèbre (resp. S-algèbre) (cela résulte

d'ailleurs du théorème suivant). Généralisant la dualité de Takesaki-Takai (cf. [42], [50],
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[18]), nous avons:

THÉORÈME 7.5. - a) Soit (A, 8^) une S-algèbre, alors le double produit croisé
(A x §) x S, muni de la coaction S^xsxs ^e S, est canoniquement isomorphe à la ^-algèbre
(A®JT,ÔA).

b) Soit (A, 8^) une ^-algèbre, alors le double produit croisé (A x S) x §, muni de la
coaction S^xsxs ^e §» est canoniquement isomorphe à la ^-algèbre (A (g) Jf, 8^).

Preuve, — a) Le produit croisé B=A x § agit de façon fidèle et non dégénérée dans le
A-module A (g) H. Donc B x S agit de façon fidèle et non dégénérée dans le A-module
(B ® H) 8)^^ ® H)=A ® H ® H.

Plus précisément, B x S est isomorphe au sous-espace fermé de ^ (A (g) H (g) H)
engendré par les produits (n^ (a) (g) 1) (1^ 0 (p ® ̂ ) (8 (x)) (IA ® IH ® L (^))» a e A» x e S,
^eS. L'automorphisme intérieur associé à (1^(8(1 g)U)V(l g)U)) envoie B x S sur
l'espace vectoriel fermé engendré par

{(^(9R)^(a)(l^^^WL(y))/açA,xe^yeS}.

Comme 8^ est injective, la représentation n^ est fidèle et l'application T -> T (g),^ 1 de
,Sf(A ® H) dans J^((A g) H) (8^^ ® H)) est ^J^11^- Mais» à travers l'identification

(A ® H) ®^(A ® H)sA ® H ® H,

on a les égalités

IA®H®^WL(^)=( IA®X(^)L(^ ) )®^I et (ïtL®R)8A(û)=^(û)g)^l.

Il en résulte que A x § x S s'identifie à la sous-algèbre C de ^f(A ® H) adhérence nor-
mique de l'espace vectoriel engendré par [n^(a)(l^(S^(x)L(y))/açA, xe§, ^eS}.
Comme l'espace vectoriel fermé engendré par [lk(x)L(y)/xefî, y e S ] est JT(H), C est
l'adhérence normique de l'espace vectoriel engendré par [n^(a)(l^®k)/aeA, A:6JT(H)};
comme l'espace vectoriel fermé engendré par 8A(A)(1®S) est A g) S, on trouve
C=A®Jf(H).

Pour montrer que la coaction 8^xsxs s'identifie à la coaction 8 ,̂ il suffit de vérifier
que

SA (îtR (a) (IA ® ̂  (x) L (^)) = (TIR (û) (IA ® ̂  (x)) ® 1s) IA ® (L 0 ids) ° 8 (^)

(û€A, jc€§,^eS). Or

(idA ® H ® L)0 80 (TCR (û)) = 2:23 (îiL ® R) ° 8^ (û) 2:23

=Z23( lA®l®U)V23(^(û)®l)VÎ3( lA®l(g)U)Z23

=^23^(^)13^3

DonC (idA®H®L)o8A(îlR(û))=V23V,3^(û)i3V?3V?3=^(fl)(g) 1.
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Remarquons enfin que

( ldA®H®L) 0 8A(lA®^(^)LW)==lA®V(X(^)L(^)(g) l )V Î I <

- ( lA®M^)®l)( lA®(L®L)°800)
En remplaçant V par V, on obtient le b). •

PROPOSITION 7.6.- Soit SA une coaction de S (resp, S) dans la C*-algèbre A et
Me M (A ® S) (r^p. ME M (A ® S)) ̂  cocycfe pour ô^ ^/ ^w §A,^/. définition 0,4) '̂r
M^ coaction. Notons B er B^ fcç produits croisés respectifs de A par les coactions 8^ é^
§A, „• Munies des coactions duales, les S-algèbres (resp. S-algèbres) B et By ^o^r isomorphes
de façon équivariante.

Preuve. - La formule A P1 '1 alf2\J\ ^^'^ ̂ ^2) 1 définit une coaction A
Lû2,l ^,J lA(^,l)^ 8A.u(û2.2)J

de S dans M 3 (A). Soit B^ le produit croisé de M 3 (A) par la coaction A et
n^ : M 2 (A) -> M (B^) l'homomorphisme associé. Notons (e,^ ; , y e { l , 2} Funité matri-
cielle de M (M^ (A)). Les S-algèbres B et B^ sont respectivement isomorphes de façon
équivariante à ^(^1,1)^^(^1,1) et ^(^2.2) ̂ ^(^2,2)- L'automorphisme intérieur
associé à n^ (e^ 2) donne l'isomorphisme cherché. •

Remarques 7.7. - a) Tout ceci reste vrai dans le cadre des produits croisés d'algèbres
de von Neumann : Soit (H, V, U) un système de Kac. Notons M le bicommutant de
L(S) et M celui de p(S). Ce sont des algèbres de Hopf von Neumann au sens de [10].
Une coaction de M (resp. M) sur une algèbre de von Neumann A est un homomorphisme
normal ÔA:A-^A(g)M (resp. §A:A^A®M) tel que (id® S^SA^ÔA^id)0^. Si A
est munie d'une coaction de M (resp. M) le produit croisé A x M (resp. A x M) est la
sous-algèbre de von Neumann de A ® ^ (H) engendrée par (id ® L) ° 8^ (A) et (1 ® p (&))
beS (resp. par (id®p)°§A(A) et (1 ®R(a)) oeS); elle est naturellement munie d'une
coaction de M (resp. M). Les démonstrations de [5] et [7] s'adaptent sans peine et
montrent que le double produit croisé (A x M) x M (resp. (A x M) x M) est isomorphe à
A ® J$f (H). Remarquons que cette dualité de Takesaki s'obtient sous des hypothèses de
régularité affaiblies.

b) On peut aussi généraliser à ce cadre les constructions de [2] paragraphe 6 :
on construit des homomorphismes naturels Js:KKg(A, B)-^KKg(Ax §, Bx §) et
Jg:KKs(A, B) -> KKg(A x S, B x S) et on démontre qu'à travers l'équivalence de Monta
équivariante provenant de la bidualité (théorème 7.5) ces homomorphismes sont inverses
l'un de l'autre.

8. Exemples de systèmes de Kac : couples assortis

Dans [46, 28, 29] est définie une notion de « couple assorti » (matched pair) d'algèbres
de Hopf dans un contexte algébrique. Il est à noter que les formules définissant les
couples assortis sont aussi données dans [34] de façon « duale ». C'est d'ailleurs cette
présentation, qui convient mieux aux CM'algèbres, que nous adoptons ici. A partir de
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la notion de couple assorti d'algèbres de Hopf, nous donnons une notion de couple
assorti de systèmes de Kac. A un tel couple correspondent deux nouveaux systèmes de
Kac : leur produit tensoriel « tordu » et leur biproduit croisé.

Nous décrivons trois exemples de couples assortis de systèmes de Kac :
a) le couple assorti associé à une action d'un groupe localement compact par automor-

phismes d'un système de Kac; dans ce cas, le produit tensoriel tordu et le biproduit
croisé donnent des résultats tout à fait similaires et généralisent aux systèmes de Kac les
produits croisés d'une algèbre de Kac von Neumann par un groupe d'automorphismes.

b) à tout système de Kac est associé un couple assorti, dont le produit tensoriel tordu
est l'analogue dans notre cadre du double de Drinfeld {cf. [4], § 13). De plus, comme
dans le cas algébrique [4], un opérateur unitaire R «universel» satisfaisant l'équation de
Yang-Baxter quantique est associé au double quantique. Dans ce cas le biproduit croisé
est « trivial ».

c) un couple assorti est associé à deux sous-groupes G i et G^ d'un groupe G tels que
l'application (x, y) -> xy soit une bijection de G^ x G^ sur G. Dans ce cas, le produit
tensoriel tordu est le système de Kac du groupe G; le biproduit croisé est la réalisation
du « bicrossed product » de [27] en tant que système de Kac.

En particulier notre construction établit la dualité de Takesaki-Takai pour toutes ces
algèbres.

Commençons par rappeler la définition d'un couple assorti de C*-algèbres de Hopf:

DÉFINITION 8.1 [46], [28]. " Soient (A, S^) et (B» ̂  deux C*-algèbres de Hopf. Une
inversion sur A, B est un ^-isomorphisme T .' A 0 B -> B (X) A tel que, en étendant x aux
multiplicateurs on ait :

et
(T 0 id^) (id^ 0 T) (§A 0 ide)= (id^ 0 ô^) T

(idg 0 t) (t ® ide) (id^ 0 Se) = (Sg 0 id^) t.

A une inversion sur A, B est naturellement associé un coproduit sur A 0 B.

DÉFINITION 8 . 2 . — Soient (A, ô^) et (B, Sg) deux C*-algèbres de Hopf et T une inversion
sur A, B. On appelle coproduit associé à T l'application

8,=(idA 0 10 idB)(§A 0 8e) : A 0 B ̂  M (A 0 B 0 A 0 B)

II résulte immédiatement de la définition d'une inversion :

PROPOSITION 8.3. — Le coproduit associé à toute inversion est coassociatif.
Regroupons dans une proposition quelques propriétés élémentaires des inversions :

PROPOSITION 8.4. — a) La volte c r :A0B-^B0A définie par a (a 0 b) == b 0 a est
une inversion.

Soient (A, 8^) et (B, ôg) deux C*-algèbres de Hopf et T une inversion sur A, B.
b) Alors T"1 est une inversion sur B, A et cri"1 o" est une inversion sur A, B munies des

coproduits opposés.
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c) En étendant T aux multiplicateurs on obtient deux homomorphismes a : A -> M (B g) A)
et P :B^M(B®A) donnés par a(;c)=T(;cg) 1) et P(^)=r(l ®y). Alors P (re^?. a) est
une coaction à droite (resp. à gauche) de A sur B (resp. de B sur A).

PROPOSITION 8.5.- Soient (A, 8 )̂ ^ (B, 83) ûkM;c C*-algèbres de Hopf bisimplifiables
et T M^ inversion sur A, B. ^/or^ (A (g) B, 8,) ̂  M^ C*-algèbre de Hopf bisimplifiable.

Preuve. — Pour xeA, zeA g) B, on a

(1 (8 1 g) x)(idA g) ï)(8A g) id)(z)=(ï-1 g) id^l g) 1 g) ̂ (ide g) 8^00);

donc, comme A est une C*-algèbre de Hopf bisimplifiable, le sous-espace vectoriel
fermé (en norme) de M (A g) B g) A) engendré par {(1 g) 1 g) ;c) (id^ 0 r) (8^ 0 id) (z),
jceA, zeAg)B} est A g)B (g) A.

Pour x, x ' ç A, ^, ^eB,

(1 ® 1 ® je (8^)8,(x/ ®/)=(1 g) 1 g) x ® l)(idA ® T ® idB)(8AM ® z)

avec z=(l ®^)8e(/). Comme B est une C*-algèbre de Hopf bisimplifiable, le sous-
espace vectoriel fermé de M (A ® B ® A g) B) engendré par {(1 g) z) 8, (z'\ z, z ' e A g) B}
coïncide avec celui engendré par {((1 g) 1 g) je) (id^ g) r) (8^ g) id) (z)) g) ̂ , ^ e A,
zeAg)B,^eB}; c'est donc A g) B g) A g) B.

On démontre de façon analogue que le sous-espace vectoriel fermé de M (A g) B g) A g) B)
engendré par {(z g) 1) 8, (z'), z, z ' e A g) B} est aussi Ag)Bg)Ag)B. •

DÉFINITION 8.6. — La C^'-algèbre de Hopf(A g) B, 8,) associée à l'inversion T s'appelle
le ^-produit tensoriel de (A, 8^) par (B, 8g).

Le produit tensoriel ordinaire de (A, 8^) par (B, 8g) est donc le a-produit tensoriel
où a est la volte.

Soient X e ̂  (H g) H) et Y e ̂  (K g) K) deux unitaires multiplicatifs réguliers. Notons
Sx, §x? SY et SY les C*-algèbres de Hopf associées à X et Y. Donnons nous une
inversion T : Sx g) §y ~^ §Y ® Sx sur (Sx, §y)- Notons alors a et b les opérateurs unitaires
a=(id^^^Q)'c)(X^) et b = (r g) id^ 0^(^23) agissant sur Kg) H g) Kg) H, et posons
T=éa.

PROPOSITION 8.7. — L'opérateur unitaire T ̂  multiplicatif.
Cet opérateur s'appelle le « biproduit croisé » de X et Y relativement à T.
Pour établir cette proposition, nous aurons besoin d'un lemme.

LEMME8.8. ~ a) PourxeS^ on ûT(ï(xg) l^g) iK^H)7'*^1®1^5^)^)-
b) Pour ^6§y ̂  û T* (IK ® H g) T(IH ®^))T=(T g) ̂ (8(^)24).

Preuve. — a) On a

a(ï (x g) IK.) g) IK ® n) û* = (idK g) idn g) ï) (id^ g) 8x g) id^ (ï g) id^ (x g) IK ® ic)
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Or (id^ g) ï) (8x 0 id^) = (T~ 1 ® idn) (id^ 00 Sx) T et comme 8y (IK) = IK ® K on a

(idK g) ï) (ï 00 id^) (x g) IK ® ic)== (8y 8) idn) T (.x 00 1^- Donc

û(ï(x (8) IK) ® IK ® H)û*=(idK (8) T~ 1 ® idH)(8y ® 8x)ï(x ® IK)
= ((ï (g) id^ (idn 00 8y) T ~1 (8 idn) (idK (8 8x) T (^ 00 1 K)

= ((T ® id^ (idn ® Sy) ® idn) (idn ® ï) (Sx 00 ® 1̂

Pour ze M (Sx (8 SY ® ̂  (H)) on a

Y23(idH®8Y®idH)(z)Y^=Zi34

donc b ((ï (g) id^ (idn ® ôy) ® idn) (z) 6* = (ï ® idK ® n) (^i 34).
Il s'ensuit que T (ï (.c ® 1̂  ® IK ® n) T* = (ï g) idK ® n) ((^H ® ̂  (8x M ® IK»! 34).
é) On a

^* OK ® H ® ̂  (IH ® Y)) b = (ï (g) idK (8) idn) (idn ® Sy (x) idn) (idn ® T) (IH ® H ® ̂ )
= (idK ® T~ 1 ® idn) (ôy ® 8x) T (IH ® ̂ )
= (idK ® idn (x) ï) (idK g) 8x ® id^ (ï (x) id^ (IH 8) 8y (^))

Or, pour z e M (Jf (K) ® Sx ® Sy) on a :

û* (idK ® idn ® ï) (idK 0 8x 00 id^ (^) û = (id ® ï) (zi24).

Il s'ensuit que

T*(lK0H®^(lH®} ;))T=(idK®H®^((^8)idK)(lH®8Y(^)))^4). •

Preuve de la proposition 8.7. - Remarquons que a^ et ^3 commutent. Or,
a^^OO^OOid)^^) et &23=(id®T®id)(Y45); donc a^ et b^ commutent égale-
ment. Donc 623 T^ û?23 = û^ Ï23 ft^-

Par le lemme 8.8 on a rT23al2rTÎ3=al2al3 et TÎ2^23Tl2==^l3^23• Donc

TÎ2 Ï23 Tl2 TÎ3 = TÎ2 ^23 TI^ T^ ̂ 3 Ti2 T^ = ̂ 13 ^23 TÎ2 ̂  T^ T?3

=é l3ÛÎ2T236Î2T12T23=&13 f lÎ2T23 f l l2T2s3=&13û?13=:=T13• •

Reprenons les notations ci-dessus et supposons à présent que T : Sx 0 Sy -> Sy 00 Sx est
une inversion sur (Sx, Sy). On peut, si Y est irréductible, former le «biproduit croisé»
de X et Y. Pour construire l'unitaire multiplicatif V associé au r-produit tensoriel de Sx
par Sy, nous devons de plus supposer que l'inversion T est « bien » implémentée.

Supposons donc qu'il existe un opérateur unitaire Z' e ̂  (H ® K, K 00 H) tel que pour
tout xeSxOOSy; on a Z'jcZ^^Oc). Notons se^(H®K, Kg) H) la volte et posons
Z=^Z'eJ^(H®K). Posons enfin V^Z^X^Z^Y^^Z^X^Z^Y^.

LEMME 8.9. - û)VeM(Jf(H(x)K)(g)Sx®SY).
b) Pour tout xeSx 00 Sy on a \(x 00 IH <s» ict^^OO-

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



464 S. BAAJ ET G. SKANDALIS

Preuve. - a) résulte de ce que, comme X et Y sont supposés réguliers, Z^, X^ et
Y24 sont tous trois des multiplicateurs de Jf (H (g K) (g) Sx ® Sy.

6) Pour tout xe Sx 0 Sy donc :

V (x ® lu ̂ ) V* - (Zl*, X,3 Z^) ((id ® 8^) (x)),,4 (Z^ XÎ3 Z^)
== (21*2 X^) ((î ® id) (id ® Sy) (x))^4 (X?3 Z^)
^ Z^ ((id (g) Sx g) id) (T ® id) (id ® 5y) (x)) Z^
= (-r1 ® id ® id) (id ® §x ® id) (t ® id) (id ® 8y) (x) == Ô, (x)

étant donné que (r ~1 ® id) (id ® §x) x == (id ® r) (Sx ® id). •

PROPOSITION 8.10. - a) Les conditions suivantes sont équivalentes.
(i) Z34(Zîc2X,3Z^)Y,4-Y24(ZÏt,Xl3Z„)Z34.

(ii) (id®Ô,)(V)-Vi,Vi3.
(iii) Les unitaires V et Z^Y^ commutent.
(iv) L'unitaire V ̂  multiplicatif.
b) Sous ces conditions, l'unitaire multiplicatif V é?^ régulier. Si de plus X et Y sont

biréguliers, il en va de même pour V.

Preuve. - a) L'opérateur (id ® §x 0 8y) (V) est donné par

(ZÎ2 Xi3 Z^) (Z^ X^ Z^)Y25 Y^g

donc (id (g) S^) (V) est donné par

^54 (Z?2 X^ Z,,) (Z?, X^ Z^) Y^ Y,, Z?4 = (Z?2 X,3 Z,,) Z^ (Zî, X^ Z,,) Y,4 Z?4 \^

L'égalité (id ® 8,)(V)=V^Vi3 équivaut donc à

^54 (ZT2 Xi 5 Z^) Y^4 Z^ == Y^4 (Zf^ X^ 5 Z^),

d'où l'équivalence (i)o(ii).
L'équivalence (i)o(iii) est élémentaire et (ii)o(iv) résulte du lemme 8.9è).
b) Les adhérences des espaces vectoriels engendrés par

{ ( Â : ® l ) V ( l ® A ) / c , A 6 j T ( H ® K ) }
et par

{(Ai®^®lH^K)Xi3Z^Y24( lH®K®^2®^2)^ i ,^€ j f (H) ,Â: i ,Â:2e j r (K)}

coïncident. Comme

( A i ® ^ ® l H ® K ) X i 3 Z l 2 Y 2 4 ( l H ® K ® A 2 ® ^ 2 )

-((Ai ® 1)X(1 ®A2))l3((l ®^l)Zh,(Y(l ®^))24

la régularité de V résulte de celles de X et Y. Une démonstration analogue s'applique
pour la birégularité. •
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Remarque. - Si V est multiplicatif on a (Z®Z)V(Z* ®^)^(^^Y^Z^)X^
(condition (i)).

Donnons nous à présent deux systèmes de Kac (H, X, ù), (K, Y, v), une inversion
t : Sx 00 SY -^ SY ® Sx et un opérateur unitaire T ç. ̂  (H ® K, K ® H) tel que pour tout
x e Sx ® Sy; on a Z' x Z'* = T (x). Notons encore s e ̂  (H ® K, K ® H) la volte et posons
Z ̂  ̂ * Z7 e ̂  (H (g) K). Posons enfin U ̂  (M ® v) Z et supposons que U2 == 1.

COROLLAIRE 8.11. — Si l'unitaire V est multiplicatif, il en va de même pour l'unitaire
V^OJO^V^U®!).

Preuve. - Posons X'^Çv® l)Y*(î?0 1), Y^(M® l)X*(M(g) 1) et Ï ' ^ s ^ Z ' s * .
Comme (K, X', v) et (H, Y', u) sont des systèmes de Kac et que Z" implémente l'inversion
a"1 za"1 sur Sx^, Sy (proposition 8.4&), il résulte de la proposition 8.10 û) que l'uni-
taire V" - (Z^* X;3 Z^) Y'24 est multiplicatif; or V" = (^ (g) s) Y (s* ® ̂ *). •

II sera utile de considérer des inversions qui ont un bon comportement analytique :

DÉFINITION 8.12. — Un couple assorti de C*-algèbres de Hop f est donné par deux C*-
algèbres de Hopf bisimplifiables (A, 8^) et (B, 5g) et une inversion t sur (A, B) telle que
les coactions a et p munissent respectivement A d'une structure de ^-algèbre (a gauche)
et B d'une structure de ^.-algèbre.

Autrement dit, cela revient à supposer que les sous-ensembles

{a(x) (^®l) /xeA,^eB} et {P00( l ®x)/xeA,^eB}

de M (B (g) A) sont des sous-ensembles totaux de B ® A.
Afin de construire un système de Kac associé aux deux constructions ci-dessus nous

utiliserons la condition suivante :

DÉFINITION 8.13. — Un couple assorti de systèmes de Kac est donné par deux systèmes
de Kac (H, X, u) et (K, Y, v) et un opérateur unitaire Z e JSf (H (g) K) tels que :

a) Z normalise Sx^Sy et (Sx, SY,crAd(Z)) est un couple assorti de C^-algèbres de
Hopf (où a : Sx ® SY -^ SY ® Sx est la volte).

b) (H ® K, V, U) est un système de Kac où V^Z^X^ Z^Y^ et \J-=(u g) v)Z.

PROPOSITION 8.14. - Soit ((H, X, M); (K, Y, v), Z) un couple assorti de systèmes de
Kac. Définissons l'unitaire W = (Z^ ̂ 4 Z34) (2*2 x! 3 z! 2) agissant dans H (g) K (g) H ® K.
^4/or.y (H®K, W, U) est un système de Kac. L'algèbre de Hopf S associée à V est
(Sxg)SY, 8^). Pour xeS^ et yçèy on pose n (x) == Z* (x ® 1^)2 ^ ît'OO^H®^. ^4/o^
7t : §x -^ M (§v) et K' : §y —>• M (Sy) ^/î^ âks' morphismes d'algèbres de Hopf et §v est
l'espace vectoriel fermé engendré par les produits K ( x ) K ' ( y ) , xe§x» ^e§Y- L'algèbre S
associée à W est isomorphe à Sx x a Sy^' l'algèbre § associée à 'W est isomorphe à Sy x p §x.

DÉFINITION 8.15. ^ Avec les notations de la proposition 14, le système de Kac
(H ® K, V, U) s'appelle le Z-produit tensoriel de (H, X, u) par (K, Y, v); le système de
Kac (H g) K, W, U) s'appelle le biproduit croisé de (H, X, u) par (K, Y, v) relativement
àZ.
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Preuve de la proposition 8.14. - On a W=(sZ®sZ)*T(sZ<SsZ) où
S6.â?(H®K, K®H) est la volte donc W est multiplicatif. Posons a=Z^X^Z^ et
b=Y^. On a (1 ®U)SéS(l ® U) = Z^ Y^ 234. Donc (E(l ̂ U)^)^ 1 si et seule-
ment si (bî,(l<SU)d)3=l i.e. ÇL(Ï ^V)W)3=l.

Soient aeSx et èeSy et 06.S? (H ® K)^.
On a

Lv((a<2)l)(o(l®é)Z)=(©®id)(Xi3Xi2Zi2Y2j où x=(l ̂ ^o-^^^^eSx^Sy.

Donc Sy est l'espace vectoriel fermé engendré par

{((û®id)(Xi3X^Z^Y2j/©6^(H(8)K)^xeSx®SY}.

Or l'espace vectoriel fermé engendré par {(A:® l)X(û® l)aeSx, A:6JT(H)} est
JT (H) ® Sx. Donc Sy est Sx ® Sy. Le coproduit de Sy est donné par le lemme 8.9 b).

Pour (Oi6^'(H)^ et 0)3 e .S? (K), on a Pv (œi 0 ©2) = TI (px ((»i)) it'(py (o,)). De plus
V* (1 (g) 7t' 00) V = Y^ (1 ® TC' (j/)) Y^ = (n' ® 71') Sy (^). La propriété analogue pour n se
démontre de même en utilisant la remarque qui suit la proposition 8.10.

On a aussi
Lw (Z* (1 ® è) © (a ® 1)) = Z* (œ ® id) (Y^ (Z* ® Z)j^ X^)

où y=o-lt(a(S\)(\®b)eS^S^. II en resuite que S^ est engendré par
{Z*(©®id)(Y24(Z*®Z)^2Xi3)/©e.Sf(H®K)^,^eSx®SY}. Or l'espace vectoriel
fermé engendré par {(a0l)X(k®l)aeS^ keJTÇtî)} est Jf(H)®Sx. Donc S^ est
engendré par {Z* (1 ® jQ Z (a ® l)/û e Sx, y e ̂  (§y)} donc est isomorphe à Sx x , §y.

De même §w est engendré par {(1 ® è) Z* (x ® 1) Z, b e Sy, x e §x}.
Comme Sy et USy U^commute^nt, il en résulte que pour a, a' e Sx, a g) 1 et U (a' ® 1) U

commutent; comme Sy et USyU commutent, il en résulte que pour y , y ' e S ^
l<S>y=UZ*(l®^(y))ZV et U(l ®/)U=Z*(1 ®X(/))Z commutent. Il en résulte
que S^ et VSy, V commutent. Posons

W=2(U®1)W(U®1)S.

Alors W W S = (U ® U) W* (1 ® U) commute à 1 ® x, x e S^ donc

(2WW)^W^=W^(SWW),3;

il en résulte que W est multiplicatif.
Reste la birégularité de W. Pour aeSx, èeSy, xeSx et ^£Â,(SY) on a

(Z*(x®l)Z(l®6)) ((a®l)Z*(l®J.)Z)=Z*(^®l)(cI- lT(a®è))(l®J;)Z et donc
l'espace vectoriel engendré par S^Sw est l'algèbre des compacts. Il résulte de 6.9 que W
est régulier.

Pour h, kejr(îî(SK) a, a'eS^, beSy, on a

W(a'®iK®H®K)=§(a')i3W
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(lemme 8.8 a) donc

(lH0K®A(û®lK))W((^®è)À;®lH^K)

=(lH®K®A)((lH®û)8(û'))i3W((lH®6)À:(g)lH^K).

Soient ûeSx et éeSy; posons x=(o~1 ï(a (g) !))(! (g) 6)eSx ® Sy; pour A, Â:eJf(H (g) K)
on a

(û(8)lK®AZ)W(Zal t(lH®6)À;®lH^K)=(l®A)(Y24(Zs l tX®Z)Xl3(Â:®l).

II en résulte que l'espace vectoriel fermé par

{ ( l H ® K ® A ) W ( Â ; g ) l H ® K ) / A , ^ e ^ ( H ® K ) }

coïncide avec celui engendré par

{(l®/î)(Y24(Z*jc®Z)Xi3(Â;®l)/A,feejr(H®K)xeSx®SY}.

Comme l'espace engendré par {(a (g) 1) X (k ® 1) a e Sx, k e Jf (H)} est Jf (H) (g) Sx et que
Y est régulier, il en résulte que l'espace vectoriel fermé engendré par

{ ( lH8)K®A)W(Â;®lH®K)/^^e j r (H®K)}es t j r (H®K®H®K) . •

EXEMPLES DE COUPLES ASSORTIS DE SYSTÈMES DE KAC

a) Produit croisé d'un système de Kac par un groupe d'automorphismes.
Un automorphisme d'un système de Kac (H, X, u) est un unitaire weJêf(H) tel que

w ® w commute à X et w commute à u. Une action d'un groupe localement compact G
dans (H, X, u) est une représentation unitaire w de G dans H telle que les Wg soient des
automorphismes de (H, X, u). Rappelons que le système de Kac associé au groupe
localement compact G est le système (K, Y, v) où K = L2 (G), Y est donné par

Y!,(s, t)=!,(st, t) fêeKOK^^GxG), s, teG)
et

(^)00=A(^)1/2^-1) féeK, seG).

Soit w une action d'un groupe localement compact G dans un système de Kac
(H,X,M). Définissons l'opérateur unitaire ZeJSf(H(g)K) en posant (ZQ(g)=^^(g)
pour ^eH®K=L2(G; H), geG.

PROPOSITION 8.16. - Les systèmes de Kac (H, X, u) et (K, Y, v) forment avec l'opéra-
teur unitaire Z un couple assorti de systèmes de Kac. Le biproduit croisé de (H, X, u) par
(K, Y, v) relativement à Z est le dual du Z-produit tensoriel de (H, X, u) par (K, Y, v).

Preuve. - Pour œ€^f(H)^ on a w^L((ù)Wg=L(w^oîWg). Donc w^L(œ)w^eSx et
g -> w^ L (œ) Wg est normiquement continu. Soit alors a : Sx -^ M (Sx ® Co (G)) l'action
à droite de G dans Sx implémentée par w. Pour xeSx et /eCo(G) on a
Z(x®/)Z*=a(x)(l ®/). Il s'ensuit que Z normalise Sxg)Co(G). Les propriétés
d'inversion de l'isomorphisme T associé à Z sont élémentaires pour les éléments de la
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forme 1 ®/et découlent de ce que a est une action à droite par automorphismes d'algèbre
de Hopf pour les éléments de la forme x (g) 1.

Posons V^CZ^X^Z^Y^ et UÎ=(u®v)Z. Pour

^HgïKOH^K^^GxG;!!®!!), g, h(=G,
on trouve :

(VÇ)te, A)=(w,® l)X(w,* ® 1)Ç(^, h).

PourÇeL^GxGxG; H®H®H),^ , h, kcG on a donc:

(V23V^)fe,^)

-(1 (8^0 1)X23(H,®<(2) 1)X^(<® 1 ® 1)Ç(^, hk, k)
=(1 ® H-,® 1)X23(H^® 1 ® 1)M ® ̂ î ® l)X^(n,* ® 1 ® 1)Ç(^, M, fc)
^(^h®^® l)X23X,2«h®<® 1)^(^, M, À:)

==(^,0^(8) l)X^Xi3X23(<,®n^® l)ÇQfM, M, k)
-(w,® 1 ® DX^,® 1 ® l)Xi3(H^®w,® 1)X23(1 ®^*® 1)Ç(^M, hk, k)
-(Vi,V,3V,3^)(g,A,/r)

Pour ÇeH^K-L^G; H), geG on a (U^^-A^)^^^^-1) et donc U2^!.
Il s'ensuit que V et V sont multiplicatifs (corollaire 8.11).

Soient 5'6^f(H(g)H) et SeJâ f (H®K®H®K) les voltes et posons A-^sÇl^i^X.
Pour ^eL^GxG; H®H), g, AeG, on a

(S (1 ® U) V 0 (̂ , h) = A Qr)1/2 (^ (Sw,)A(wî0l)^(hg-\g-1).

Comme A commute à H^ (g) ̂  et que A3^ 1, on a (S(l ® ̂ V)3^ 1.
Donc (H, X» u) et (K, Y, v) forment avec l'opérateur 2 un couple assorti de systèmes

de Kac.
Le biproduit croisé est donné par la formule (W Ç) (g, h) = A (g)112 X (1 ® Wg) ̂  (g, g~1 h)

(ÇeL2 (G x G; H ® H), g, ÀeG).
Pour ^eL2(GxG; H®H), g, AeG, on a (V0(g, /O^Afe)1/2:?^! ® ̂ )Ç(g, g-^).
Remarquons que w est aussi une action de G dans (H, X, u). D'après ce qui précède,

les systèmes de Kac (H, X, u) et (K, Y, v) forment avec l'opérateur unitaire Z un couple
assorti de systèmes de Kac et le dual (H 0 K, V", U) de leur Z-produit tensoriel est
donné par la formule de V où on remplace X par X; on trouve donc V'==W. •

b) Double quantique d'un système de Kac
Nous montrons comment à tout système de Kac est associé un couple assorti de

systèmes de Kac qui permet d'obtenir dans notre cadre la construction purement algé-
brique du double quantique (cf. [4], § 13) comme Z-produit tensoriel au sens de la
définition 8.15. Dans le cas particulier où (H, X, u) est le système de Kac associé à un
groupe quantique compact (i. e. le système de Kac associé à une C*-algèbre de Worono-
wicz), le Z-produit tensoriel est associé au « double group » de PodIes-Woronowicz [34];
en particulier, le double quantique du groupe quantique SU (2, |LI) de Woronowicz est le
groupe quantique SI (2, n) de [34].
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De plus, comme dans le cas algébrique [4], un opérateur unitaire R « universel »
satisfaisant l'équation de Yang-Baxter quantique est associé au double quantique. Nous
montrons en outre comment la solution de l'équation de Yang-Baxter construite au
paragraphe 6 est l'image du R universel par une représentation.

Soit (H, X, u) un système de Kac; notons se^(îî (g) H) la volte. Posons Y^sX*s et
Z^sX(u®u)X*(u(Su)s=s(u(Su)X*(u®u)Xs. Alors (H, Y, M) est un système de
Kac.

THÉORÈME 8.17. - Les systèmes de Kac (H, X, u) et (H, Y, informent avec l'opérateur
unitaire Z un couple assorti de systèmes de Kac. Le biproduit croisé associé est équivalent
au produit tensoriel (H ® H, X ® Y, u (g) u).

Preuve. - Remarquons que pour x€Sy===§x on a §Y(x)=^X*(l ®x)X^ et que
(u ® u) X* (u ® u) commute à §x ® Sx. Pour x e Sx ® §x on a donc

ZxZ*=sXsxsX*sçS^®S^

puisque X e M (§x ® Sx). Posons T (x) ̂  X s x s X* e §x 0 Sx. On a

(T (g) id) (id ® T) (5 ® id) (x) = Ad (X^ s^ X^ s^ X^) (^3).
Or

^12S12^23S23^12~^12^13^23S12S23~^23^12S12S23

et
Ad (X23 X^i2 ̂ 23) (^13)= Ad (X23) (T (x)^) - (id ® 8) T (^).

On démontre de même l'égalité (id (g) r) (r (g) id) (id ® 8) = (8 00 id) T.
Il résulte alors de 3,6 d (et de la propriété analogue pour X) que (Sx, §x, ^) est un

couple assorti d'algèbres de Hopf.
Comme

(^(M^^X^^^^^X^^^^^X^M^^^^O^M^^X^X^X^O^M®!),

on déduit de 6.1 (3) que

%Xi3Zi2=X2iXi3(l ®U® 1)X23(1 ®U® \)X^

^23 ̂  (1 ® U ® 1)X23 (1 ® U ® 1).

Comme V commute à (5- (^ ® u) X (u ® M) ̂ 34 il suffit pour établir la condition 8.10 (iii)
de montrer que V commute à X43Y24==Y34Y24=X23Y24X23, autrement dit que Y^
commute à X^VX^X^Q (g) M ® 1)X23(1 ® M ® 1)^24X23. Comme X^ et ¥24 com-
mutent, on doit montrer que X^ e t ( l ® ^ ® l ) X 2 3 ( l ® M ® 1)XÎ2X23 commutent i.e.
que X?2 et (1 ® u ® 1)X23 (1 ® u ® 1)XÎ2 X23 commutent. Or

Xi2(l ® M ® 1)X23(1 ® M ® 1)X*2X23=(1 ® M ® 1)X23(1 ® M ® l)Xi3X23(par 6.1)

==(1 ® M ® l)X23(l ® M ® l)XÎ!c2X23Xl2
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Remarquons que U == (u g) ù) Z = s X* (M (g) M) X s, donc U2 = 1 et par le corollaire 8.11
V=S(U®1)V(U®1)S est multiplicatif (où £=^3^4eJ^(H®Hg)H®H) est la
volte de H ® H).

Le biproduit croisé est équivalent à T == (r ® id) (Y^) (id (g) r) C^). Or l'adjoint de

(X* ® X*) (T ® id) (¥23) (X ® X)
est

X^((l®M)X(l®^)h3X34=Xi4(( l®M)X(l®^3.

Donc (X*®X*)T(X®X)=Yl3XÎ4X li t2X24Xl2=Yl3X24 et le biproduit croisé est
équivalent au produit tensoriel. On a donc

W=(Z*^X®Z*^X)(Yi3X24)(Z*^Xg)Z*^X)*=(Q®Q)(Y24Xi3)(Q®Q)*

où Q=Z*sXs=(u(9u)sXs(u(Su). En particulier, (H® H, W, Q(M®M)Q*) est un
système de Kac. Or Q(M®M)Q*=U, et, comme on l'a remarqué au début de la
preuve de la proposition 8.14, les propriétés (Z (1 ® U)V)3 = 1 et CL (1 ® U)W)3 = 1 sont
équivalentes. •

DÉFINITION 8.18. — Le Z-produit tensoriel (H ® H, V, U) ci-dessus s'appelle le double
quantique de (H, X, u).

Remarque. — Soient (H, X, u) et (H', Y, v) deux systèmes de Kac,
.ye^f(H®ïT, H'® H) la volte et Qe^f(H'®H) un unitaire tel que Q soit
une représentation de X et s*Q*s soit une représentation de Y. Posons
Z^s*Q(v(Su)(y(v(Su)s=s*(v®u)(y(v®u)Qs. Alors les systèmes de Kac
(H', Y, u) et (H, X, u) forment avec l'opérateur unitaire Z un couple assorti de
systèmes de Kac. Le biproduit croisé associé est équivalent au produit tensoriel
(H®H' ,X®Y,M®Z;) .

Conservons les notations ci-dessus.

PROPOSITION 8.19. - Posons R=Z*2Xi4Zi2.
a) L'unitaire R est un multiplicateur de §y ® §v
b) Notons 8 le coproduit de §y (donné par 8 (x) = V* (1 ® x) V). On a

(id®8)(R)=Ri3Ri2,(8®id)(R)=R^R23

et pour tout x e §y, o§ (x) = R 8 (x) R*.
c) L'unitaire R vérifie l'équation de Yang-Baxter quantique R^2 Ria R23 = ̂ 23 ̂ i3 ̂ 12-

Preuve. - a) Remarquons que ây^x- Donc XeM^xOSy). Or R=(îi®îf)(X)
(avec les notations de 8.14).

b) On a (8x®id)(X)=Xi3X23 donc (8®id)(R)=Ri3R23 (car n est un morphisme
d'algèbres de Hopf. On a 8y = a§x donc (id ® 8y) (X) = X^ X^ et (id ® 8) (R) = Ri3 Ri2.

Par 8.10 (iii) V et Z^ Y24 commutent; or

Z*=(M®M)Y*(M®M)Y et (M®M)Y*(M®M)34
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commute à V; donc V et Y34Y24 commutent i. e.

^12 Xi3 Zi2 Y24 ̂ 34 == ̂ 34 ̂ 24 ̂ Î2 ̂ 13 ̂ 12-

Donc R 8 (n' (y)) = 08 (n' (y)) R, pour tout y e Sy. De plus on en déduit

Zl2 Xi3 Zi2 X42 X43 = -^43 ̂ 42 ̂ 12 ̂ 13 ̂ 12

donc
X^ Zi2 X43 X42 Z^ = Z^ X42 X43 Z^ X^

i.e. Xi 3 X43 Z^ 2 X42ZÎ2= 2^2X42 7^X43X13, d'où on déduit

Xs5 X^ 5 734X14 Z^ = 734 X^4 Z^ X^ 5 X35,

c'est-à-dire (Z (g) Z) 08 (TI (x)) R (Z ® Z)* = (Z (g) Z) R 8 (n (x)) (Z (g) Z)* pour tout je e §x.
Enfin, c) découle de b). •

Remarques S.20. — a) II est facile de vérifier que, dans la construction du Z-produit
tensoriel, la régularité de X et Y n'est pas essentielle. En particulier, on peut construire
le double quantique de tout unitaire multiplicatif irréductible (X, u) : on obtient un
unitaire multiplicatif irréductible (V, U) donné par la même formule

V=Z ii{2Xl3Zl2X42,U=(M®M)Z âVCC Z=sX(l4 (g) u)X (u g) Ù) S.

En outre, est encore associée une solution «universelle» R(=Zf2Xi4Zi2) de l'équation
de Yang-Baxter quantique.

b) Soit ^=X(M(8)l )X(M(x)l ) et posons ©=^i2Yi3€J^(H(g)H®H). C'est une
représentation 9 de V (cf. Appendice A). En effet

(id®ô,)(©)=X34X,2X,4^X,2Xi4^Y,3Y^X3;4.

Comme u^X^^u^ commute à X34Xi4 et u^X^u^Y^X^=Y^u^X^u^ (proposi-
tion 6.1), on trouve

(id(2)5,)(©)=^2X34X,4Y,3«iX,4^Y^;

enfin, X34Xi4Yi3=Yi3Xi4, d'où (id® 8,)(©)=©i2©i3.
Calculons 9 (n (x) n' (y)\ i. e. (id g) 0)1 (g) ©2) (0)- on trouve (id g) 0)1) (^) (id (g) 0)2) (Y).

Donc 9°7t est la représentation de X donnée par ̂  et 907c / est la représentation de Y
donnée par Y i. e. l'identité. Donc (9 g) 9) (R) = (9 ° n (g) 9 ° n') (X) = (9 ° n ® id) (X) = 9t.

c) Couples assortis de groupes localement compacts.
Soit G un groupe localement compact, G^ et G^ deux sous groupes fermés tels que

l'application (x^ x^-^x^x^ soit un homéomorphisme de G^ xG2 sur G. On dit alors
que GI et G2 forment un couple assorti de groupes localement compacts. Les couples
assortis de groupes ont été étudiés dans [46], [28], [29] dans un cadre algébrique. Dans [27]
des conditions nécessaires et suffisantes pour que le biproduit croisé soit une algèbre de
Kac von Neumann sont données. Nous montrons ici qu'on a toujours un couple assorti
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de systèmes de Kac; donc le biproduit croisé est un système de Kac, d'où en particulier
une dualité de Takesaki-Takai. Le cas où l'application (x^, x^) -^ x^ x^ est un homéomor-
phisme de G^ x Q^ sur une partie ouverte et dense de G distincte de G sera étudié
ultérieurement. Dans ce cas, l'unitaire multiplicatif correspondant au biproduit croisé
n'est pas régulier.

Soient E et F deux espaces mesurés. A toute application bimesurable <() : E ->• F qui
échange les classes de mesure correspond un opérateur unitaire T^ : L2 (F) -> L2 (E) tel
que T^(f)(x)^f"^(x)6(xy'2 pour tout /eL^F) où § est une dérivée de Radon-
Nikodym.

Soit G un groupe localement compact, Gi et G^ deux sous groupes fermés tels que
l'application (x^, x^) -> x^ x^ soit un homéomorphisme de Gi x G, sur G. Alors la classe
de mesure de la mesure de Haar de G s'identifie à celle de la mesure produit de
G! x GZ (cf- [3], Chap. 7, p. 66). Identifions alors L2 (G) avec L2 (G^) ® L2 (G^). Notons
(L2 (Gi), X, u) et (L2 (G,), Y, v) les systèmes de Kac de Gi et G; respectivement. Soit
(j) : G; x Ci -» Ci x G;; l'application telle que, pour x,eG, on ait ^(x^, Xi)=(«i, Uy) où
"(G G, sont tels que x^ x^ = u^ u^ et soit Z' l'opérateur unitaire de L2 (Gi) (g) L2 (G^) dans
L2 (Ga) (g) L2 (Gi) associé à ((>; enfin, notons s : L2 (GQ <x) L2 (G,) -> L2 (G;) (g) L2 (Gi) la
volte et posons Z = s* Z'.

THÉORÈME 8.21. - Les systèmes de Kac (L^Gi), X, ù) et (^(G^ Y, v) forment
avec l'opérateur unitaire Z un couple assorti de systèmes de Kac. Le Z-produit tensoriel
correspondant est le système de Kac du groupe G.

Preuve. - Soit T:C()(GI x G^C^G, xG^) telle que T (/) (̂ , x^) =/(<() (̂ , x^).
Soient/e Co (Gi XG^), x^eG^, x^y,eG^ posons

<|> (^2, -X-l) = ( l̂, Zî) et ((» (z^ ̂ i) = (y^. M,).

On a zi^=^xi et ^MZ^^^I, donc z^i u^ = x^ x, y^ i.e. (j)^, Xi^i)=(zi«i, M,).

(T ® id) (id ® T) (§ ® id) (f) (x,, ^1, ̂ i) = (id ® T) (§ (g) id) (/) (zi, z^, y^)

= (8 ® id) (/) (zi, MI , u^ =f(zi u^, u^
et

(id ® Ô) T CO (^^1, ̂ l) = T (/) (^2^1 ̂ l) =/(2l «i, «2).

De même, soient x^ y^eG^ x^eG,, posons <(>(^, Xi)=(zi, z;) et <(»(x2, Zi)=(^, «,).
On a zi^^^xi et u^=x^z^ donc «iM2Z2=x2^^i (.e. ^(x^y^ Xi)=(«i, y^a). Il
s'ensuit que (id (g) î) (i ® id) (id 0 ô) = (ô (g) id) T.

Donc T est une inversion sur Co(Gi), (^(G;;). Comme, avec la terminologie de [2l],
toute action de groupe est non dégénérée, (Co(Gi), (^(G;), T) est un couple assorti de
C*-algèbres de Hopf.

Soient h-.G^ xGi ̂ Gi x Gi et k-.G^G^^G^G^ les applications données par
h(x^, ̂ i)=(x^i, y^) et kÇx^ .̂ (̂ J^ Vz)-

Posons V=(ZÏt2Xl3Z^2)Y24. Pour

ÇeL^GiXG^xGiXG^), x^y^eG^ et x^^eG^
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on a
^^(x^x^y^y^)

=rf(Xl ,X2,^l ,^) l / 2^ 0^24 0 (< |> x idGl><G2)O A23 0 (< |>~ l x idGlXG2) o ( x l ' x2^1^2)

où d(x^ x^ y^ y ^ ) est une dérivée de Radon-Nikodym (c'est l'unique fonction mesurable
qui rend V unitaire). Posons

(j)-1^, X2)==(z2, z0 et (|)(z2, Zi.Vi)==(Mi, u^)

de sorte que

Â:240(<|>> < idG^G^)o /^230(( j )~ lXidç^Q^)o(Xl,X2,^l ,^2)= =(^l . ̂ ^^l.^)-

Or x^x^z^z^ et Z2zl.) ;l :==Ml^2» donc x^x^y^y^u^u^y^ II s'ensuit que, à travers
l'identification de L2 (G^ x G^) avec L2 (G) donnée par l'homéomorphisme (x, j^) -> x^
de GI x G2 sur G, V s'identifie à l'unitaire multiplicatif de G.

Enfin, posons U = (u ® v) Z; pour

î; 6 L2 (Gi X G2), (U®V)Z fê) (X,, ^2) - d{x^ X2)l/2 Ç ( î, ̂ )

où d est une dérivée de Radon-Nikodym et (ji, .^^C^^ x^l\ i ' e t ViYi^^i'^i)^1'
Donc, à travers l'identification de L2 (Gi x G2) avec L2 (G), (L2 (Gi) ® L2 (G2), V, U)
s'identifie au système de Kac de G. •

Remarquons que pour ^ e L2 (G^ x G2 x G^ x G2), x^ y^ 6 Gi et ^2, ^2 e G2 on a

W^(Xi, X2, ^i, ^)^ûf(^l. ^2, V^ ^2) l / 2^0(<|>xidG^G2)

o/^236((|) ' ' l x<^)0^230(idGlxG2x<l>' ' l)ô(xl 'x2^1^2)

où ri est une dérivée de Radon-Nakodym H{x^ y ^ ) ̂  (x^ x^1 y^). Identifions L2 (Gi x G2)
avec L2 (G). A travers cette identification de L2 (G^ x G2) avec L2 (G), l'unitaire W est
donnée par la formule :

W Ç (x, y) - d(x, yY'2 Ç (x^ (^2 W >-), ̂ 2 M"1 Y)

où 7?i : G -> GI et 7?2: G -^ G2 sont les applications telles que, pour x e G, x ==pi (x)/?2 (x)'
Explicitons les actions associées à l'inversion T: on doit donc calculer t(/®l),

/eCo(Gi) et r(l ®g), g^CoÇO^ On pose donc <|>(x2, Xi)^(a^(x0, P^^^)) et on a
T(/® 1)(X2, ^i)=/(a^(xi)) et T(I ®^)(X2, x0==^(p^^(x2)). Remarquons que, grâce à
l'homéomorphisme (x^, X2)->XiX2, on identifie G/G2 à G^ et Gi\G à G2; à travers
ces identifications, a est l'action par translation (à gauche) de G2 dans G/G2 et p l'action
par translation (à droite) de G^ dans Gi\G.

On en déduit donc :

PROPOSITION 8.22. — Les algèbres S^y et §w associées au biproduit croisé sont respective-
ment isomorphes à Co(Gi)x^G2 et à Co(G2)XpGi, où a est l'action par translation
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(à gauche) de G^ dans G^ = G/G^ et P Faction par translation (a droite) de Gi dans
G,\G. •

Voyons maintenant quelques exemples de couples assortis de groupes localement
compacts:

Exemples 8.23 (cf. [27]). - a) Soit G un groupe de Lie semi-simple. Sa décomposition
d'Iwasawa G=KP(=KAN) est un exemple de décomposition comme ci-dessus. Les
algèbres associées à W dans ce cas ne sont pas des algèbres de Kac-von Neumann au
sens de [17, 6] car l'antipode K n'est pas bornée (cf. [27] où le cas particulier G=S1(2, C)
est explicité).

b) Soit n un nombre entier G=<9^ le groupe symétrique d'ordre n, G^^n-i
le sous-groupe des permutations qui fixent le point n et G^ = Z/^ Z le groupe engendré
par la permutation circulaire À-. Pour aeGi on a o^(À°)=À° et ^Qk)=rka(k\
ke{ 1, . . ., n-\}. En effet, 'k~a(k)oKk(n)=K~f!(k)a(k)=n donc îi-^a^eGi. En parti-
culier, on a

A=Co(G2)xGi=C*(^.i)©M^(C*(^_2)).

L'action de G^ sur G^ s'exprime moins simplement. Cependant, pour n = 4, on trouve
que G^ fixe la permutation identique et la transposition (1, 3) et agit comme la permuta-
tion circulaire sur les 4 autres éléments de G^. Il en résulte que B=Co(Gi)xG2 est
isomorphe à C* (G^) © C* (G^) ©M4(C)=C8 (g) M^(Ç). Dans ce cas on trouve aussi
A=C©C©M2(C)©M3(C)©M3(C). Remarquons que ni A ni B ne peuvent être
isomorphes à un produit tensoriel d'une C*-algèbre par une C*-algèbre commutative.
En particulier l'algèbre de Kac correspondante, ne peut pas s'obtenir comme produit
croisé.

On peut généraliser cet exemple de la manière suivante : soit G^ un groupe (fini) et G
un groupe de permutations de l'ensemble G2 contenant les translations à droite. Soit G^
l'ensemble des éléments de G qui fixent l'élément neutre de G^ et identifions G^ au sous-
groupe de G formé des translations à droite. Par exemple, si G^ a n éléments, on peut
prendre pour G le groupe .9̂  de toutes les permutations de G2. On trouve encore

A=Co(G2)xG,=C*(^_0©M^(C*(^_2)).

Notons que l'exemple de Kac-PaIjutkin [15] ne s'écrit pas sous cette forme: en effet,
soit G un groupe à 8 éléments. Soit G=GiG2 une décomposition de G; supposons
que GI a moins d'éléments que G2; alors G^ a au plus 2 éléments et l'action de G2
dans GI est triviale. En particulier, l'algèbre de Kac associée à cette décomposition est
un produit semi-direct. Remarquons en fait que, si Gi a 2 éléments, C(Gi)xG2 est
commutative (car le groupe G2 est abélien) et que si G^ n'a qu'un élément C(G2)><Gi
est commutative.

Cependant, il est possible d'exprimer les exemples de Kac-PaIjutkin ([15] et [16]) en
corrigeant la formule définissant W par un cocycle.

Pour x, y e G, posons w (x, y) = (xp^ (p^ (x) ~1 y), p^ (x) ~1 y)
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DÉFINITION 8.24. - Une fonction mesurable 9 :GxG-+U( l ) est appelé w-cocycle si
l'opérateur unitaire We donné par la formule We ̂  (x, y) == 9 (x, y) d(x, y)112t, (w (x, y)) est
multiplicatif.

On vérifie sans peine que (L2 (G), We, U) est alors un système de Kac (où U est donné
par la formule (U !,) (x) = A (x)172 Ç (x-1)).

Un w-cocycle 9 (x, y) = t (x, y) t (w (x, y)) ~1 où / : G x G -^ U (1) est une fonction (mesu-
rable) de la forme t(x, y)=a(x)a(y) est appelé cobord.

Nous n'étudions pas les cocycles en général mais nous contentons dans ce qui suit
d'étudier quelques exemples de cocycles permettant d'interpréter deux exemples de Kac
et Paijutkin ([15] et [16]). Pour ce faire nous ferons quelques hypothèses simplificatrices:

Supposons que G est un produit semi-direct de G^ par G2. Dans ce cas, Gi agit
dans G^ par automorphismes et G2 agit trivialement dans G^ et p^ : G -> G^ est un
homomorphisme de groupes. On a alors w(x, y)=(xp^(y), p^(x)~1 y). L'identité de
cocycle donne alors :

9 (x, y) 9 (xp, (y), z) 9 (^ (x) -1 y, p^ (xp, (y)) -1 z) = 9 (y, z) 9 (x, yp, (z))

Si xeGi et y, zeG^, on trouve: 9(x, y)Q(x, z)Q(y,z)=Q(y, z)9(x, y), i.e. 9(x, z)=l.
Faisons alors les deux hypothèses simplificatrices suivantes

a) Q(x,y)=\ siyeG^
b) 6(x,y)=Q(p^x),y).

Si x, y e G^, 9 (x, y) == 1 et la condition de cocycle donne :

9 (x, z) 9 (x-1 y, x - 1 z) = 9 (y, z) 9 (x, yp, (z)).

Pour geG^ et x,yeG^ posons r^ (x, y) = 9 (x, xyg). Soient x , y , z e G ^ et geG^
et posons x ' = x, y ' == xy et z ' = xyzg. La condition de cocycle pour x ' , y\ z ' donne
^ (x, yz) ̂  (y, z) = r[9 (xy, z) T^ (x, y).

Autrement dit, r\9 est un 2-cocycle de groupe sur G^'.r^çT^ÇG^ U(l)).
Soient g, HeG^ x , y , z e G ^ . La condition de cocycle pour x'=x, y^xyg,

z7^"1 xyzgh est:

T}9 (x, }/) 9 (xg, g~1 xyzgh) 9 (yg, g~1 yzgh) = 9 (xyg, g~1 xygh) T|̂  (x, ̂ ).

Autrement dit ^(x, y)(gr{h)(x, yz) (g^Çy, z)=(gr[h)(xy, z^^Çx, y) où ^TI^ est
donné par la formule (g r^) (x, ^) = ̂  (g~1 xg, g~1 yg) (x, y e G^) puisque p^ (xg) = g ~ 1 xg,
P2(yg)=g~lyg et p2(xyg)=g~lxyg. Comme (gr^) est un 2-cocycle, on trouve finale-
ment : r}9 (x, y) (g T^) (x, y) = ̂  (x, y).

Autrement dit, g-^ est une application équivariante de Gi dans Z2(G2; U(l)) i.e.
vérifie la propriété r\gh=r}g(gr{h). Dans ce cas, on a un homomorphisme de groupes
de GI dans le produit semi-direct Z2(G2; U(l)) x Aut(G2).

Réciproquement, si g-> r^ est une application équivariante de G^ dans Z2(G2; U(l)),
la formule 9 (x, y) = ̂  (p^ (x), p^ (x)-1 /) où y = y ' g , g e Gi et / e G2 définit un w-cocycle
vérifiant a) et b).
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Soit g ̂  v^ une application continue équivariante de G^ dans Î2 (G^; U(l)) et 9 le w-
cocycle associé. On a alors un champ continu g -^ B^ indexé par G^ de C*-algèbres où
B^C^G^; r|^). Il est facile de voir que l'algèbre § associée à l'unitaire multiplicatif We
correspondant ne dépend pas du cocycle : c'est le produit croisé Co (G^) x G^; l'algèbre S
devient l'algèbre des sections continues du champ g -^ B^eG^).

En résumé on a :

PROPOSITION 8.25. — Soit G = G ^ x G 2 un produit semi-direct de groupes localement
compacts et notons w la transformation correspondante.

a) La formule r{9 (x, y) = 9 (x, xyg) (geG^ et x,yeG^) établit une correspondance
biunivoque entre w-cocycles 6 tels que pour tout x, y e G 9 (x, y) = 1 si y e G^ et
9 (x, y) == 9 (/?2 (x), ^) d'une part et applications équivariantes g -> r\9 de G^ dans
Z^G^UO)).

b) Soit 9 le w-cocycle correspondant à l'application g-^-r^ et Wg l'unitaire multiplicatif
associé. L'algèbre S associée à Wg est le produit croisé CQ(G^)X-G^; l'algèbre S est
l'algèbre des sections continues du champ g -^ C* (G^; r^) (geG^).

(On vérifie sans peine que Wg est régulier.)

Exemples 8.26. - 1. (cf. [15]) Soit Gi==Z/2Z agissant dans G2=Z/2ZxZ/2Z en
permutant les générateurs a et &. Notons s et ? les applications de G^ à valeurs dans Z
définies par ^ (ûA6) =^ t (a8 ̂ )s£ 1 et sÇb^^tÇa^^O (s==0, 1). Posons r^^l et définissons
ri ̂  T| 1 par la formule T| (x, y) == î^ ^^y) où on a posé

rf(x,^)^2^(x)^(^)-^(x)^(x)-^(^)r(^)+^(^)?(^).

On vérifie aisément que T| est un 2-cocycle sur G^ et que le générateur de Gi transforme T|
en son inverse. Il lui correspond donc un unitaire multiplicatif. L'algèbre de Kac S (et §)
correspondante est l'algèbre de dimension 8 définie dans [15].

2. (cf. [16] et [35]) Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie
sur R et 7t une représentation du groupe additif E par automorphismes linéaires de F.
Posons GI ̂  E, G^ == F. Cherchons les applications g -^ r^9 sous la forme
ri^x, y)==exp(ih p^(x, y)) où p^ est une forme bilinéaire alternée sur F. Soit B==F* A F*
l'espace des formes bilinéaires alternées sur F muni de l'action de E. On cherche les
applications P :E-^B telles que PGs'+O^P^-h.y.p^), autrement dit les 1-cocycles
(représentations affines) associées à l'action de E dans B.

Notons BQ le sous-espace de B formé des points fixes sous l'action de E. On peut
prendre P sous la forme ^(s)^=f>o(s)-}-s.b-b où po:E-^Bo est une application linéaire
et beB.

Remarque. - Supposons que B() admet un supplémentaire B' invariant par E;
alors p admet la décomposition p^Ro+p ' . Il existe SQ^E tel que SQ-I soit inversible
dans B'; posons b === (5-0- 1)~1 P'Cs-o)» comme (s - l)P(^o) = (^o~ 1)?^) on a alors
PCO=PoCy)+.y.6-é.

Cependant, si E^R2 agit dans F^R3 par (a, b).(x, y, z)=(x-^-ay-\-bz, y, z), alors F
et B sont isomorphes de façon E équivariante (car E préserve le déterminant). Les

4e SÉRIE - TOME 26 - 1993 - N° 4



UNITAIRES MULTIPLICATIFS ET DUALITÉ 477

applications équivariantes p : E -^ B sont données par

P(a, b)=(au-^bv+a2x-^aby-^b2z, 2ax+by, ay^-îbz) où M, v, x, y, z

sont des nombres réels.
Donnons nous une telle application P (sous la forme P (s) = Pô (s) + s, b - b\ considérons

le w-cocycle 9 correspondant et formons l'unitaire multiplicatif We.
Dans le cas où b == 0, l'application linéaire P peut être interprétée comme une application

alternée T| : F x F -> E* invariante par l'action de E dans F x F. Alors F x F x E* est muni
d'une structure de groupe de type Heisenberg et l'algèbre S associée à We est iso-
morphe à la C*-algèbre de ce groupe (mais non comme algèbre de Hopf vu que S
n'est pas cocommutative). On retrouve l'exemple de Rieffel [35], dans le cas où F
est de la forme X x X (avec les notations de [35] on pose E==Z*, F = = X x X et
T| ((x, x'\ (y, y ' ) ) - p (x, y ' ) - ? (y, x%

Enfin, soit E ̂  R agissant dans F ̂  R x R par a, (x) = exp (s K) (x) où K est une matrice
2 x 2 à coefficients réels. Pour x^(x^ x^) et y^(y^ y^), on pose T|OC, y)^x^y^-x^y^
Soit k un nombre réel quelconque. Notons T la trace de K.

Si T=^O, alors T| est invariant par l'action de Gi. Posons alors pour sçG^
ri^^expOfc'n), où A € R est une constante.

Si T 7e 0, on pose alors pour sçG^ if ^ exp O'A (exp Cî T) - l)r|),
Dans les deux cas, l'application s^^8 de Gi dans Î^ÇG^ U(l)) vérifie la propriété

d'équivariance. Dans le premier cas, la C*-algèbre S correspondante est canoniquement
isomorphe à l'algèbre du groupe de Heisenberg; dans le deuxième cas, l'algèbre S est
isomorphe à l'algèbre du groupe de Heisenberg mais de façon non canonique. Le premier
cas est l'exemple construit par Kac Paijutkin dans [16].

Appendice

Représentations des unitaires multiplicatifs

Dans cet appendice nous étudions la notion de représentation et de coreprésentation
pour un unitaire multiplicatif V. Si V est régulier nous définissons les C*-algèbres pleines
Sp et Sp associées à V. Si V est de plus irréductible, nous montrons que V est en fait un
multiplicateur du produit tensoriel Sp ® Sp.

max

Les représentations sont définies à l'aide de la relation pentagonale (cf. [19] et [18]):

DÉFINITION A. 1. — Soit V un unitaire multiplicatif sur H. Une représentation de V dans
un espace de Hilbert K est la donnée d'un unitaire We^f(K®H) tel qu'on ait l'égalité
^12^13^23==^23^12 (d^S ^ (K 0 H ® H)).

Une coreprésentation de V dans un espace de Hilbert K est la donnée d'un unitaire
We ̂  (H ® K) tel qu on ait l'égalité V^ W^ W^ =W^ V^ (dans î£ (H 0 H ® K)).
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Exemples de représentations A. 2. - à) Si Ve^f(H g) H) est un unitaire multiplicatif,
l'identité de H est une représentation et une coreprésentation de V dans C appelées
représentation et coreprésentation triviale. On appelle caractères (resp. cocaractères)
de V les représentations de dimension 1 i.e. les unitaires WeJêf(H) tels que
V(W g) 1)V* =W ® W (resp. V* (1 ® W)V=W ® W).

b) L'unitaire multiplicatif V lui-même est une représentation et une coreprésentation
de V dans H appelées représentation et coreprésentation régulière.

c) Les représentations de l'unitaire multiplicatif Vç associé au groupe localement
compact G (exemple 1.2.2), coïncident avec les représentations unitaires de G.

d) Soit (K, W) une représentation et Ho un espace de Hilbert. On appelle amplifiée
gauche (resp. droite) de (K, W) par Ho la représentation (K(X)Ho,Wi3) (resp.
(Ho ® K, W^)). Toutes les représentations de l'unitaire multiplicatif 1 eJ^(H ® H) sont
des amplifiées de la triviale (on a: ̂ l2^l3=^l2 donc W^= 1).

Si V e ̂  (H g) H) est un unitaire multiplicatif et W e ̂  (K ® H) est une représentation
(resp. We^?(H (g) K) est une coreprésentation) de V, W^i eJ^(H ® K) est une corepré-
sentation (resp. W^i e ^f (K g) H) est une représentation) de £V*S. On réalise ainsi
une correspondance biunivoque entre représentations (resp. coreprésentations) de V, et
coreprésentations (resp. représentations) de SV* S.

Si V et V7 sont deux unitaires multiplicatifs équivalents, les représentations (resp.
coreprésentations) de V et V sont en correspondance biunivoque.

é) On dira que les représentations W et W dans K commutent si W^ et W^ com-
mutent. Dans ce cas l'unitaire WW est une représentation dans K appelée représentation
produit de W par W.

Soient (K, W) et (K', W) deux représentations. Alors les représentations amplifiées
(K (g) K', W^) et (K ® K', W^) commutent. Leur produit (K ® K', W^ W^) est appelé
produit tensoriel de (K, W) par (K', W).

Les notions analogues pour les coreprésentations de V se définissent de la même
manière.

/) Soient (K, W) et (K7, W) deux représentations (resp. coreprésentations). Un
opérateur Te^(K,K7) est appelé opérateur d'entrelacement de W à W si
(T(x) 1)W=W'(T® 1) (resp. (1 (x)T)W=W'(l ®T)). Les représentations (resp. corepré-
sentations) (K, W) et (K7, W) sont dites équivalentes s'il existe un opérateur d'entre-
lacement U G ̂  (K, K7) unitaire. Remarquons que les amplifiés gauche et droit sont
équivalents. Le produit tensoriel de (K, W) par la triviale T est équivalent à W. Le
produit tensoriel de la représentation (K, W) par la régulière V est équivalent à l'amplifié
de la régulière; le produit tensoriel de la coreprésentation régulière V par (K, W) est
équivalent à l'amplifié de la régulière.

Pour toute représentation (resp. coreprésentation) X de V et tout œeJ^(H)^ on pose
px (œ) = (id (g) œ) (X) (resp. Lx (œ) = (œ g) id) (X)).
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PROPOSITION A. 3. — Soit V un unitaire multiplicatif. Soit X une représentation (resp.
coreprésentation) de V dans l'espace de Hubert K.

a) L'espace Âx == { Px C®)/® 6 ̂  (H)* } (resp. Ax = { Lx (œ)/© e J^f (H)^ }) est une sous-
algèbre de S {K).

Supposons de plus que V est régulier.

b) L'adhérence normique de Âx (resp. Ax) est une sous-algèbre involutive §x (resp. Sx)
de J^(K).

c) 6^2 a X e M (§x 0 ̂  (H)) (r^^. X e M (Jf (H) ® Sx)) et l'adhérence de l'espace vecto-
riel engendré par

{(x®l)X(l<g)^)/xeSx^e^(H)}(r^.{(x®l)X(l®^)/xeJf(H),^eSx})

est §x ® ̂  (H) (resp. Jf (H) ® Sx).
ûf) Ow û XeM(§x8)S) (resp. XeM(Sg)Sx)) et l'adhérence de l'espace vectoriel

engendré par { (x® 1)X(1 ®^)/xe§x, y e S ] (resp. { (x® 1)X(1 ®^)/xeS, ^eSx}) ̂
§x®S(r^/?. S® Sx).

Preuve. - a) Pour œ, o/eJ^H)^ on a

Px (®) Px (œ') = Px W (resp. Lx (œ) Lx (œ7) = Lx W) où \|/ e ̂ f (H)^

est donnée par \|/ (x) = (© ® œ') (V (x ® 1) V*) (resp. \|/ (x) = (œ ® œ7) (V* (1 (x) x) V)).
ft) On procède comme dans la proposition 3.5. L'adhérence normique dans ^(K)

de l'espace vectoriel engendré par {(id ® œ®G/) (X^V23^2^23)*^ œ,œ /eJ^(H)^}
est Sx. OrX,3V23XÎ,2:,3=X,3V,3S,3XÎ3. Donc

(id (g) œ ® o/) (Xi3 ¥23 X^ 2:23) = (id ® œ') (X (1 ® ̂ ) X*)

où y== (id (x) œ) (S V). On conclut grâce à la régularité de V.
L'assertion resp. résulte de celle-ci en remplaçant V par EV^S.
L'assertion c) se démontre comme 3.6 a) et b). L'assertion d) s'en déduit (cf. démons-

tration de 3.6 c) et d)). •

Remarque A.^. — On déduit immédiatement de A.3d) qu'avec les notations de A. 3,
XeM(JT(K)®S) (resp. X e M (S 00 Jf (K))) et que l'adhérence de l'espace engendré
par {(x®l)X(l®^)/xeJf(K),^eS} (resp. { (x® 1)X(1 ®^)/xe§, ^eJf(K)}) est
Jf (K) g) S (resp. S (x) jf (K)).

DÉFINITION A. 5. — Soit V MTÎ unitaire multiplicatif. Pour œe^f(H)^ posons
|[ œ ||p= sup { | [ px (œ) ||/X représentation de V} (resp. \\ œ ||p== sup { | | Ly (œ) ||/Y coreprésen-
tation de V}). Notons Sp (resp. Sp) le séparé complété de c^f(H)^ pour la semi-norme
\\.\\p(resp. [|.||p).

Notons que pour toute représentation (resp. coreprésentation) X de V on a
II px (œ) II ̂  II œ II (resp. Il Lx (œ) II ̂  II œ ||). On a donc II œ 11^ II œ II (resp. Il œ ||̂  II œ ||).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



480 S, BAAJ ET G. SKANDALIS

COROLLAIRE A. 6. - a) Les espaces Sp et Sp sont naturellement munis de structures
d'algèbres de Banach.

Supposons V régulier.
b) L'algèbre §p (resp. Sp) est une C*'algèbre; pour toute représentation (resp. coreprésen'

talion) X, px (resp. Lx) est une représentation involutive de §p (resp. S ).
c) II existe un (unique) unitaire V'elS^Sp^S) (resp. V7'e M (S ® Sp)) tel que

pour toute représentation non dégénérée n de §p (resp. Sp), l'unitaire X=(TI®L)(V')
(resp. (p ® 71) (V")) soit une représentation (resp. coreprésentation) de V telle que n == px
(resp. 7t==Lx).

d) Les représentations (resp. ^représentations) de V sont les représentations non dégé-
nérées de Sp (resp. de Sp). Plus précisément, la correspondance W -^ p^y (resp. W -^ L )̂
est bijective.

e) Munie du coproduit S donné par 8(((o®id)(V"))^(œ®id®id) (V^V^) (resp.
8((id0(ù)(V'))-(id®id®œ)(Vl3V23)), la C^-algèbre Sp (resp. §?) est une C^algèbre
de Hopf bisimplifiable.

Preuve. - a) Pour œ, œ7 e^f(H)^ on définit œ^œ'e^(H)^ (resp. œ î œ' e ,êf (H)^)
en posant œ ̂  œ' (x) ̂  (œ ® œ') (V (x ® 1) V*) (resp. œ ï œ^ (co ® œ') (V* (1 g) x) V)) On
définit ainsi un produit associatif sur §^ (resp. Sp). Par A. 3 a) on a

II œ ̂  o/1|^ II (o \\p II œ' [|p (resp. || œ i œ' ||̂  || co \\p || œ7 \\p).

b) Par A. 3 b) l'image de Sp par toute représentation px est une C*-algèbre. Puisque
la somme de telles représentations est une représentation, Sp admet des représentations
isométriques. En prenant la somme de deux représentations fidèles, on voit que Finvolu-
tion ne dépend pas de la représentation. Donc Sp est une C*-algèbre.

L'assertion resp. résulte de celle-ci en remplaçant V par EV*S.
c) Soit X une représentation de V telle que px soit fidèle. Comme (px®L) est une

représentation fidèle du produit tensoriel (spatial) §p ® S, le c) résulte de A. 3 c) et d).
d) Si n est une représentation non dégénérée de Sp, on pose X==(7t(g) L)(V) et on

vérifie aisément que n et px coïncident.
e) Soit n une représentation fidèle de Sp et posons Y == (p ® 71) (V"). Alors Y' == Y^ Y^

est une coreprésentation de V (dans H^ ® H^). Il existe un unique homomorphisme
8:5p^M(Sp®Sp) tel que V^eSp, LY(Jc)-(7c®7r)°§(jc).

Remarquons que 8 est caractérisé par l'égalité (id 0 8) (V") = \'^ V^. On a alors :

(id g) id ® 8) - (id (g) 8) (V") - V^ V/3 V^ - (id ® 8 ® id) ° (id ® 8) (V").
Le fait que pour x, y ç S p , 6(x)(l 0y) et 6 ( x ) ( y ( g ) 1) appartiennent à Sp®Sp et que

S? est bisimplifiable résulte de A. 3 c) et d) (cf. la démonstration de 3.7).
L'assertion «resp. » se déduit de celle-ci en remplaçant V par SV* £. •
Remarquons que la C*-algèbre de HopfSp est en fait une C*-algèbre de Hopf «pleine»

i.e. le coproduit prend ses valeurs dans M(Sp ® Sp+Sp ® Sp; Sp ® Sp). En effet, si
max max max
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î i^7ti®7t2 est une représentation fidèle de Sp ® Sp, Y^tp^TtiXV^Cp®^)^) est
mnx

une coreprésentation de V. Il en va de même pour la C*-algèbre de Hopf Sp,
Traitons maintenant le cas des unitaires multiplicatifs irréductibles. Soit (H, V, U) un

système de Kac,

LEMME A. 7. - Soient (K, X) une représentation et (K\ Y) une coreprésentation de V,
on a'.

a) Les unitaires V^ et ¥33 commutent; les unitaires V^3 et X^ commutent,
b) X^^-^X^X^ et ̂ Y^-Y^Y^^
c) Si K^K' et si les unitaires X^ et Y^ de oâf(H g) K ® H) commutent, il existe un

unitaire W e ̂ f (K) ^/ ̂  X^ (W ® 1) Yîi - Y^ Xu (e ̂  (K ® H)).
rf) On a alors X^(l ®U)Y2i(l ®U)-(1 ®U)Y^(1 ®U)(W® 1)X^.

Pn?îm?. - a) Dans J^(H(g)H®H®K'), l'unitaire V^ commute à ¥23 (6.5c) et à
Y34 donc à Y^. Dans ^ (K (g) H îg) H ® H), l'unitaire ^34 commute à ¥33 (6.5 b) et à
Xi2 donc à Xi3.

b) DansJSf (K®H®H®H),ona ;

Xi2 X^4 ¥34 5SS ¥24 Xi2 ¥$4 ¥34

=V24Xi2V34V24V23 (Proposition 6 . 1 formule (2))

-V34V23V24X,2V24V23

-V34V23Xi2Xi4V23-^34Xi2Xi3Xi4

Donc Xi4 ¥34=^34X13X14.
On a de même dans X (H ® H ® H ® K7) :

Vl2Yl4Y^4=3^2VÎ3Y34Vl3-V23VÎ3Y34Vl3V23^,S^Yl4Y24Y34Vl2

Donc^Y^^^^^
c) On a XÎ3Y3i Xl3Y^V23==XÎ3Y3l X^Y?!-^ Y3iV23Xi2Xi3Y^-V23

XT3Y3iXi3Y3i. Appliquant id®œ0id aux deux termes de cette égalité, on en
déduit que Xf^ 1X1^21 commute à l®À,(œ) pour toute forme œ. De même
Xf2Y2iXi2Y2i commute à 1 ®R(œ) pour toute forme œ. Il existe donc W6^(K) tel
queXÎ2Y2iXi2Yîi-W®l.

^Posons Y-( l®U)Y2i( l®U). Par b) on a V23Yl3== t^3Y2lV23. Dans
J?(K® H® H), on a:

X^Y^CW® 1 ® ^X^-Y^X^tW® 1 ® ̂ X^Y^iX^Y^X^
î=^13Y2lXl2Xi3Y2l==Yl3Y2lV23Xl2VÎ3Y2l

=SV23Y,3X,2YÎ (3V23Y,3-V23X^V23Y,3-X^Xl3Yl3

Donct,3(W®l®l)X,3-X^Yi3. •
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PROPOSITION A. 8^ - (cf. [8], corollaire 2.2) 5^ (H, V, U) un système de Kac. Il existe
un unitaire Vp6M(Sp g) Sp) ^/ ^Mé? ̂  (K, X) est une représentation et (K, Y) une corepré-

max

sentation de\ telles que les unitaires ̂  et Y^ de J^ (H g) Kg) H) commutent on ait
Xi2 ((Px ® Ly) (V^) g) 1) Y^ = Y^ X^ (e ̂  (K g) H)).

Preuve. - Soit a=7rg)7c une représentation non dégénérée fidèle dans l'espace de
Hilbert K de Sp g) Sp. Posons X= (n g) L) (V) et Y= (p g) 71) (V). Alors

max

X6M(it(Sp) ® L(S)) c M(o(§p ® Sp) ® Jf(H))
max

et

YeM(p(S) ® 71(8^)) c M(Jf(H) ® a(S^ ® S^)).

Donc, avec les notations du lemme A. 7, W ® 1 e M (o (Sp ® Sp) g) Jf (H)). En particu-
max

lier, WeM(a(Sp ® Sp)) et il existe (un unique) Vp€M(Sp g) Sp) tel que a(V,)=W.
max max

L'unitaire Vp ne dépend pas du choix de a, comme on le voit, par exemple, en prenant
la somme de deux représentations a et a'. •

Remarque A. 9. - Les propriétés c) et d) du lemme A. 7 expriment que les relations
Vi2 Vi3V23=V23V^ et V23V^Vi3=Vi3V23 (et V^V^Vi^V^V^) ont lieu respec-
tivement dans ^ (Sp ® H (g) Sp), ^ (Sp g) Sp g) H) et ̂  (H ® Sp g) S^),

max max max max

Représentations covariantes. - Soit V un unitaire multiplicatif régulier. Le coproduit
ô : S -> M (§ ® S; S g) S) est une coaction de S dans elle-même. Rappelons qu'une repré-
sentation covariante pour cette coaction dans l'espace de Hilbert K est un couple
(7i, u) où n : S -^ ^ (K) est une représentation et ue ̂  (K g) S) est un unitaire. La repré-
sentation K est en particulier une représentation de Sp et définit donc un unitaire
Y==(pg)7i)(V)eJSf(Hg)K). PosonsX=(idg)L)(M)e^f(Kg)H). On a:

0) X^Xi3V23=V23X^e^(Kg)Hg)H)

(2) V,,Y,3Y23=Y23V^e^(Hg)Hg)K)

La propriété de covariance (définition 0.3) donne alors :

(3) Y^V,3X23=X23Y^e^(Hg)Kg)H).

Définissons alors une représentation covariante dans un espace de Hilbert K de l'uni-
taire multiplicatif V comme une paire XeJ^(Kg)H) et Yej^(Hg)K) satisfaisant les
conditions (1), (2) et (3) ci-dessus.

4e SÉRIE - TOME 26 - 1993 - N° 4



UNITAIRES MULTIPLICATIFS ET DUALITÉ 483

PROPOSITION A. 10. - Soit (X, Y) une représentation covariante dans l'espace de
Hilbert K du système de Kac (H, V, U).

a) La représentation X et la coreprésentation Y sont stablement équivalentes à la
régulière.

b) L'unitaire W = (px ® Ly) (Vp) e ̂  (K (g) K) est multiplicatif régulier.

Preuve. - a) De (3) on déduit que X^ est équivalente à ^3X33 donc à Vi3
(par l'égalité ^3X23 (U g) 1 ® OX^i (U ® 1 ® 1)=(U (x) 1 (g) 1)X^ (U ® 1 (g) l)Vi3 cf.
remarque A. 9) et que Y^ est équivalente à Y^V^ donc à V\3.

b) On a Wi3=Xf2Y23Xi2YÎ2(e^(K®H(8)K)). Dans ^(H®K®K) on a
l'égalité : Yi2 Yis W23 = W23 Y^. En effet on a dans ^ (H (g) K g) H g) K)

Yi2 W24 Y^2 = Y^2 X23 Y34 X23 Y^ Y^2

=YÎ2X2*3Y34X23Y,2Y^=(Y,2V,3X23)*Y34(Y,2V,3X23)Y3C4

= X?3 Yl4 ̂ 34 ̂ 23 Y?4 = Yl4 ̂ 24.

Enfin, on a dans ^ (K (g) H ® K (g) K),

W34W,3WÎ4=W34(XÎ2Y23X,2Y23)W3;4

=Xît2(Y23Y24)X,2(Y23Y24)îl6

=W,3Y23W,4Y23=W,3W,4.

On en déduit que W est multiplicatif.
L'adhérence de l'espace engendré par

{(x®Y)(X®j/)(l®Â;®l)/jc,^eJf(K),Â:eJf(H)}

est Jf (K ® H (x) K) (A. 3c)). Comme

(x®Y)(X®^)( l®Â;®l)=(x(2) l (8) l )Xi2Wi3Y23(l®Â:®^),

l'adhérence de l'espace engendré par

{(x g) l)Wi3 (1 (Sy)/xf=^ (K (x) H), .yeJf (H (g) K)}

est Jf (K (g) H (g) K) donc W est régulier. •
Sous les hypothèses de la proposition A. 10, les sous-espaces vectoriels fermés engendrés

par
{(1 (g)/OX(Â:(g) 1), AeJf(H), Â;eJf(K)}

et
{(1 (Sk)Y(h(S 1), Aejr(H), À:eJf(K)}

sont denses dans Jf (K (g) H) et Jf (H (g) K) respectivement vu que X2i est une coreprésen-
tation de l'unitaire multiplicatif régulier V et Y2i est une représentation de l'unitaire
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multiplicatif régulier V. De l'égalité

X i 2 ( l ® U ® l ) Y 2 3 ( l ® U ® l ) = ( l ® U ® l ) Y 2 3 ( l ® U ® l ) W i 3 X i 2

(lemme A. 7 d) on déduit alors que W est birégulier.
Supposons de plus qu'il existe IT e ï (K) tel que
1) U'2-1 et W^(l ® lT)W2i (1 ® IT) est multiplicatif.
2) W23 et W^ commutent.

PROPOSITION A. 11, — Sous ces hypothèses, l'unitaire multiplicatif^ est un multiple
deN.

Posons X-(U ® l)X2i (U ® 1) et X-(l (g) U^; (1 ® U').

LEMME A, 12. — On a les formules suivantes :

(1) ^V^-V^

(2) Xl2Vl3=: :v l3X23Xl2•

(3) Yl2Vl3X23 ; ;=X23Yl2

(4) Y23X,2-X,2Wi3Y23

(5) X23X,2W,3-W,3X23

(6) X,2W23-W23X,2.

Preuve. - (l) est le lemme A. 7 a), (2) et (4) résultent respectivement des assertions b)
et c) du lemme A. 7 et (3) est la propriété de covariance. Considérons V comme multiplica-
teurs de § (g) S; notons Ly (resp. px et Xx) la représentation de S (resp. S) dans K telle
que (p ® Ly) (V) == Y (resp, (px ® L) (V) == X et, pour x e §, À,x (x) ̂  U' px 00 U'). Alors

(px8)Ly)(V)-W, (?ix®L)(V)=X2i et (Xx®Ly)(V)-W2i.

Comme ^l2W23ss:W23W^2, ^(s) et ^(S) commutent d'où la formule (6). De la
multiplicativité de W il résulte que W23Wl2W23?:s :W^3W23 i.e.

(Xx ® Ly) (V)32 (px ® Ly) (V)^ (Px 0 Ly) (V)i3 - (Px ® Ly) (V)i3 (^x (8 Ly) (V)32

et, L et Ly étant stablement équivalentes

(?.x 0 L) (V)32 (px ® L) (V)^ (Px ® Ly) (V)i3 = (px ® Ly) (V)i3 (Xx ® L) (V)32

d'où la formule (5). •

Démonstration de la proposition A. 11, — A l'aide de ces formules on trouve

Xi2X34Y34Y,2X,2X34Vi3-Xi2X34Y34Yi2V,3X23Xi2^ (par (1) et (2))

-X,2X34X23W24Y34Y^Xi2X34 (par (3) et (4))

-W24Xi2X34Y34Y,2Xi2X34 (par (5) Ct (6))
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Autrement dit (t® OV^W^O® 0 où ^=JCYX. Il en résulte que les unitaires
multiplicatifs V et W sont stablement équivalents. Il en résulte que W détermine une
représentation du produit croisé réduit de S par à i. e. de Jf (H), d'où le résultat. •

Remarques A. 13. — à) au paragraphe 4, noua avons classifié les unitaires multiplicatifs
compacts réguliers à l'aide de C*-algèbres de Woronowicz et d'une multiplicité. Il est
facile de décrire les C*-algèbres de Woronowicz à l'aide d'un unitaire multiplicatif
(compact et régulier) et d'une (classe d'équivalence faible de) coreprésentation. Soit
(A, 8) une C*"algèbre de Woronowicz. On définit l'opérateur Vo e ̂  (H ® A) en posant
Vo (n (x) e 8) y) = (ït ® id) (8 (x)) (e ® y) (x, y e A). Si cr est une représentation fidèle de A
l'unitaire X==(id® <î)(Vo) est une coreprésentation de V, il lui correspond donc une
représentation Lx de la C*-algèbre Sp. Il est facile de voir qu'on a a (A) == Lx (Sp) == Sx.
Donc A est un quotient de Sp. Comme le diagramme

Sp^Sp(SSp

l l
5

A -^ A ® A

commute, on en déduit que la représentation (cr ® a) ° ô est faiblement contenue dans a.
Réciproquement, si or est une représentation de Sp telle que (cr ® a) ° 8 soit faiblement
contenue dans a, a (Sp) est une C*-algèbre de Woronowicz.

b) En regardant les représentations covariantes, on peut définir le produit croisé
«max» d'une C*-algèbre munie d'une coaction de S.

c) On peut aussi généraliser à notre cadre les notions de moyennabilité (cf. [51] et [9]) :
un unitaire multiplicatif est dit moyennable (resp. cômoyennable) si la représentation p
(resp. L) est isométrique. On démontre alors facilement que :

— pour qu'un unitaire multiplicatif régulier soit moyennable (resp. cômoyennable) il
faut et il suffît que la représentation (resp. coreprésentation) triviale soit faiblement
contenue dans la régulière.

— si un unitaire multiplicatif régulier est moyennable (resp. cômoyennable) la C*-
algèbre §=§? (resp. S=Sp) est nucléaire.

— si un unitaire multiplicatif régulier est moyennable (resp. cômoyennable) les produits
croisés réduits et «max» coïncident. En particulier, si (H, V, U) est un système de Kac
moyennable ou cômoyennable Sx^axS^^maxS^SxS^Jf (H). On en déduit que les
représentations covariantes de V (au sens de A. 10) sont classifîées par leur multiplicité
i. e.

K^HOHo, X=Vi3e^(H®Ho(S)H), Y==V^6^(H®H®Ho) ,W-V®lHo®Ho-
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