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SUR LES

PARAMETRES DIFFERENTIELS DES FONCTIONS

LES LIGNES ISOTHERMES PERMANENTES,

Psar M. E. COMBESCURE,

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE MONTPELLIER.

PREMIERE PARTIE.

Remarques sur quelques formules relatives aux déterminants.

1. Soit
a a ... an? | (aa) (ab) ... (au)
bi by ... byl | (ab) (bb) ... (bu)
=] =R
Y O
wou, ..U, (au) (bu) ... (uu)

le carré d’un déterminant dans lequel les éléments a,, a., ..., a,, b,,
b,, ..., sont des quanlités quelconques, et oui, pour abréger,

(aa) =a} + @} +...+a?, (ab)=ab +ab +...+ab, ....

Le déterminant R peut se représenter par les n formes quadra-
tiques . o
; JR )
=R =" g +... ?
R=R 3(ad] at +

v désignant un quelconque des nombres 1, 2, ..., n; et si 'on pose

o ()I)‘+a()bg+ +aé—b"
w = GGy Tl T Ty
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d’ot1 résulte
(1) () __ d ((1’)) ,

ab -+ r!;a - ()t

zétant une variable indépendante quelconque, on a

dai _ORM y IRO) ¢y ORD
(1) 2R-o—t—__ dar r+ 95, ry e Ji r.

Si I'on introduit une autre variable indépendante (s) et que I’on
considere I’équation analogue a (1), savoir :

da; _ ORMD (,) L 9R@ OR ) _ . OR OB
ds — da; b, e T Ju;

(11) . 2R

onaura, pourz=1, 2, ..., n, deux systemes comprenant chacun n équa-
tionslinéaires par rapporta a,, a,, ...; by, ba, ...5 1y, Us, ..., €t sil’on
regarde toutes les autres quantités comme connues, les conditions pour
que ces équations puissent avoir lieu en méme temps seront

) (G ) (05210 20 b s (0 50— 5250
h et k désignant deux quelconques des lettres a, b, ..., u.

Jai élabli ces formules (avec des notations différentes), dans le
glome IV (17 série) de ce journal. On connaissait depuis longtemps la
forme des équations (1) et (1'), lorsque a,, a,, ...; b,, by, ... étaient,
dans un certain ordre, les dérivées partielles de » fonctions de » va-
riables indépendantes; mais, méme dans ce cas spécial, on n’avait
pas établi, dans leur généralité, les équations qui correspondent & (2).

Cas des déterminants fonctionnels: premiére forme.

2. Lorsque, considérant n fonctions @, y, z, ..., « des n variables
indépendantes, «, 3, 7, ..., v, on suppose

3

a=52 a=2 S
1—0a7 z—-a‘;’ L) a,,-——a-aa
__Ox oy __Ou

bl—-—'(‘)"@'7 b:——’a—57 ey b,,-——'aB?

0x oy
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de sorte que

dx?  Qy? ou? 0z Oz du du

((L(():d“_z -(r“‘z—l—...—i—a?’ (ab)—‘az?)ﬁ‘}—'_i——d;?)ﬁ, reey

en supposant que ¢ et s désignent deux quelconques des variables «,
B, ..., v, la combinaison de '

9o =2
avec ’
9ay __ 9b, = 9tz _ 0b,
0B T O0x’ BT 0x’
fournit
@ __ 1[0(ad)  dfac) d(be)
(3) Ya fz[ o7 TTOB T Tox )’

ce qui donne I’expression des 7, au moyen des dérivées partielles de
(aa), (ab), .... :

Si I’on introduit ces expressions dans les équations (2), il est facile
de voir qu’elles sont les équations distinctes que I'on obtient. Par
exemple, pour (rois fonctions =, y, z de «, f3, 7, on a seulement six
équations distinctes qui, abstraction faite du facteur R, aménent aux
premiers membres de(2) lessix quantités comprises dans les deux types

1 0%aa) 1 0 d(ab) . 0(ac) 9 (be)
( [~ I

2 0BJdy 2 da | 0Oy 0B o«

(4)

0*(aa)

1 0*(bb)  0*(ad)
2 Jp?

I
2 0a!  dadp’

—t

les seconds membres ne renfermant que des dérivées premiéres.

SiI'on voulait introduire dans le calcul, comme éléments essentiels,
les quantités

(a)—f)fi_[_g_’.x:_;_ .4_2&2 (f)—gﬁ()@_4_0_“0ﬁ+ it v
=2 T T ) =% o o dy T dwow

qui constituent ce que ’on appelle [du moins les (ae), (£f), ..., (vv)]
les paramétres différentiels du premier ordre des fonctions a, 3, 7, ...,
v, il suffirait d’employer les formules connues qui permettent d’ex-

primer les (ab) en fonction des («£) et de substituer dans les formules
52.



fi2 E. COMBESCURE.
(1), (2), (3), (4), en supposant que et s désignent toujours deux
quelconques des variables «, 3, ..., v; mais il est plus simple de re-

venir aux relations du n® 1.

Déterminants fonctionnels : deuxiéme forme.

3. Je poserai

_ Ox 0= _ Oz
A=z BTy T g’
_ B, _ 9B . 0B
P=gz B=gp o B=g0
*()U __’)U . 0 == i)_zi
U:———()‘;’ Uy = ()}’" H "= o

Cela étant, si, dans le déterminant R, n°1, on suppose

A== 0Ly, A== 0Oy oy Wy == Cly,
blzg” bz'_':f)z, “ ey b,,:ﬁ;‘.f)“,
en sorte que

(aq) = (aa) = 9a + L .+ da?
- T2t T 9T T ow
. Qo 0B . Oa OB Oa P
[ab) = (af) = "= =T 4 = 54, — ey
(ab) = («B) Jdz dxz ' Oy dy T G a

en prenanl

le X se rapportant aux indices et # étant une quelconque des variables
¢ f3, ..., v, les formules (1), (2) subsisteront comme toujours, et la
question est d’exprimer actuellement les 7} au moyen des (aa) («f) et
de leurs dérivées premieres. On a pour cela les relations

(—)ﬁ-—-—?ﬁ—-o Q—:ﬂ—%mo Joy oy
0),. oe 7 0z ow o ()u 5]}-—-0,....

En prenant «, 3, ..., v pour variables indépendantes, ces relations
reviennent aux suivantes, oli la premitre, qui est identique, a été in-
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troduite auxiliairement,

o du, | dex, 0=, o\
l()x"l"ﬁld_ﬁ‘—ﬁ-'...—i-dlg_*u—_(lda +Bl {3 *le)_o,
O, 5 2{1 . 0z, da, 3 Ooc, L o\
t() 2()6 - U2 P ' P 57 0@ 'Y =0,
0 . da, [ Oz, Oty o\
ot,,—()a~+@n-(-)-é—+...-1~v,,3;-'——(al'o—cz"i—@n%%- ldu>—--0)

et on a d’autres groupes analogues. En multipliant ces équations par
Yis Y2r weer Yny OU Y est une quelconque des variables «, f3, ..., v, et
ajoutant les produits, on aura la premiére du groupe suivant, les autres
¢équations étant obtenues par un procédé analogue,

Ou e, Oz, ) 5 )
() 57 = @) 55 -+ () 5f —erd =Bl —. . —uil =o,
Jda, g2 ()/, () (%) s
() 5 + (BY) afjl Hoe () 2 g — e — =,
(1) 0o () Qo (v7) 0% ) R
LY Do ()(3 .. Uy v 0l ya n g .. nwlig =0

Enfin, » étant une autre quelconque des variables indépendantes, en
multipliant ces équations par »%,, %,, ..., %, et ajoutant, on obtiendra

(8) (a) riz + (By) i + (uy) ) — (o) 2 — (Bo) % — . — (vz) i = o
Cette équation multiple, dans laquelle deux ou trois des quatre
lettres «, [, 7, » peuvent coincider, servira, ¢n 'y joignant

_{_ ’4“) — .(.)_(f_@_),

0
! fr T 0t

af
a résoudre la question particuliere, que I'on s’é(ait posée d’exprimer
les ) par les («f3) et leurs dérivées premiéres. Je ne m’occuperai pas
des formules définitives propres a ce dernier objet; je ferai remarquer
seulement que les premiers membres des équations (2) ne conserveront
plus la forme caractéristique qui convient au cas en quelque sorte in-
verse du n°2 [la forme (4) pour trois variables par exemple]. Or comme,
daus les recherches particulitres qu’on peut aveir en vue, la partie la
- plus importante en général est celle qui correspond aux dérivées de
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I'ordre le plus élevé, il m’a paru au moins curieux, sinon nécessaire,
d’examiner comment on pouvait conserver cette forme. Cest ce qui
va faire I'objet des paragraphes suivants.

J’ajouterai seulement ici ’expression des parametres différentiels du
second ordre, qui ont laforme la plus simple possible quand on y laisse
subsister les 7). L’expression

PR N
205——-() 1+d‘}""+“'+ oa
ou
Aza—-da‘—i—%—a-...—kgf‘—"
0x dy du

devient tout de suite, en effet, quand on prend «, 3, ..., v pour va-
riables indépendantes,

Azo’ — raa -+ r’@) 4L+ r(U)

Formules nouvellés concernant les paramétres différentiels.
Introduction des signes d’opération.

4. Soient toujours «, 3, ..., v, n fonctions des n variables indé-
pendantes x, y, =, ..., u, et

do O 0a 0?a

“’:()—x—, a-.»:@,; te0) 0111:5-;57 “”:W,

Désignons par A, B, C, ..., U les opérations

J d a
A:aI'J;—l‘Qz"T‘i-""{"“nd“"u’ B= ﬁl

0'7‘ ‘i"@z "+pn—‘”

ox ou

de fagon que
Aa=al+a} +...+apr=(aa), .

AB=Ba=afi+mbit+...+~tPu=(af)...,

En posant encore

o O2 .. O |? (o) (af) ... (o)

B B oo Ba| _|(aB) (BB) ... (B)

X e .« .

Ui Uz el U (av) (Pv) ... (wv)
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et tenant compte des relations ordinaires

S TP R GO ro -y R it P Ty R
1 R OR 1 OR
() 3 oTeg) (=8 Grggy T ()5 Gy = o

on voit immédiatement que, pour une fonction quelconque ¢ des va-
riables e, 3, ..., v, ona

Jdo oR

I I
R e = a2 T a Bt 3la] U %
en ohservant que
0 d 0
Acp:(acoc)—(ﬁ;—i—(a@)a%—i— ..—t—(o:u)()—-i,

formules qui servent au passage de la différentiation partielle aux opé-
. . . 9 .
rations, ou viceversa. En changeant dans la premiere ¢ en 5%’ on obtien-

drait aisément les expressions d’une dérivée seconde en opérations
doubles, ou vice versa. Mais je n’insisterai pas sur ce point, qui se rat-
tache spécialement au calcul des opérations, dont les géometres anglais
principalement se sont occupés & un point de vue tres-général.

Fonctions auxiliaires.

5. Si P’on fait
7Bo + 9y Bas—+. ..+ y.Baty =R

ou, pour abréger, .
ZyBa= Réf:’,

le = se rapportant aux indices 1, 2, ..., 7, comme cela sera sous-
entendu désormais, on a, parle développement immédiat,
E}Hde:Z@xCdl, c’est-a-dire B.(;;‘\: R;;).
D’autre part, les indices numériques marquant toujours. les dérivées
partielles par rapporta o, y, ..., on a
(AB)i=AB - Bay;
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d'ol résulte o
S.AB + Sy Bay= Sy, (AB) = CAB.

Ainsi
RE-+ RE=C(aB), RU+RY=A(fy), RY+RE=B(zy).

En joignant & ces équations celles-ci :

RE=R{, RO=RE, Ri=RE,
on en tire
() R = [C () + Bay) — A ()],
et en particulier
(6)  RiY=B(aB)—$A(BB), RY=14B(az), R =14/ aa).

On peut done exprimer sous forme tres-simple les R, ..., parles
dérivées premieres des («f3), ou viceversa. Et 'on peut observer la par-
faite analogie de I’équation (6) avec les formules (3) dun° 2.

On peut aussi observer, en passant, que si I’on posait

()0 ()7n
ﬁn : =+ @J().Z‘ [t I‘é:), tecn
ce qui s’offrirait naturellement, d’apres le n° 1, si ’on voulait prendre
Z,y, ..., uwpour les variables indépendantes, on pourrait écrire cette
relation sous la forme

()-’7.1 ()a‘ (z)
_——t Pyt .=,
e ox 2 oy pu?
¢’est-a-dire
Bal = I‘u(";) Py
4

et il en résulterait
R =yl + yarl 4yl
Equations linéaires.

6. Considérons les équations de définition

Ao+ oA .. ap Ao = R,
BiAda+ BoAca+ .. .-+BaA o= BM )

iAo+ iAoy .. U Ao = R
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En les résolvant par rapport & Ac,, Acy, ..., Ax,, on en tirera des
expressions de la forme

Aay= b + Bitb+...+ 0,0,

A“u: Sy Mo = Bz'lﬂ:'l". o+ 00,

car on déduira de la

o Aoy=(ax)do + (2B )b +. ..+ (av)O,

En tirant de ces dernieres les valeurs de ., 4, ..., ©, on aura done

( oR o 1 JOR 1 OR
RAo =] B g 1 R pe 1 (@)
“ [ 0(oaa) e +2d(oc )R"“Fi - +2()(av)R“"]a'
1 OR ,‘ 0 1 OR
- ,R() (=) . I ()
(7) 5o ™+ g R St R e
e I T TR T S
1T OR Ly 1 OR ey IR ()
[2()(0(11) e 3 3G0) N T Jiw)lw]‘

_ [ oR (@ 1 OR () 1 OR ‘a) |
RBD{;———_ o(a“) Ru?‘—‘_;()(dﬁ) Rﬁ(& +...+;—0'*(~0ﬂ';)‘REUJGC(
_l oR (@ oR () 1 JR (@) ]
(7) TlEatee te t oareE e TR arE) e P
R S
[r OR w1 R IR Wl
\ + (20 (o) “5+20(ﬁu)135 ’ Jd{vy) ® o

formules ol 'on doit écrire successivement c,, 32, ..., va; puis ay,
Bys +es Vs ... au lieu de «y, 3, ..., vy et Pon aura d’autres for-
mules pareilles par des transpositions de lettres. 1l est facile de voir
que l'intégration de ces équations, quand les Ry, etles(«3) sont connus,
peut étre ramenée & I'intégration successive d’équations que 1'on peut
traiter comme aux différentielles ordinaires. '

Ann. de UEc. Normale. 2% Série. Tome VII. — DicemBre 1878. 53
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Sommes symétriques.

7. En multipliant 'expression précédente de A, par A«, et prenant

le 2, on aura
REAa,Acx._~2 o(m R“R,

3, se rapportant & toutes les combinaisons avec répétition des lettres
N R
En multipliant de méme par A «, les deux membres de I'équation (7'},

on en conclura

1 oR

- . (@) la) (&) p(a)
RzAdlel— — ,.L-()(_EL—)' (Rm Rﬁ‘ +Rm. Bp; ).$

et Pon trouvera, par le méme procédé, la formule générale qui com-
prend les deux précédentes

oR
ud(et)

(8) RZHalKﬁ,___ ([{S"Riﬁf) -+ l{::) Ri?))’

les lettres H et  se correspondant, ainsi que K et z.

On remarquera que quelques-unes de ces sommes symétriques
peuvent s’écrire d’une maniére un peu différente, en ayant égard aux
relations

Aa,=14(aa), Ba+AB=(af),
En multipliant ces relations deux 4 deux, on en conclut effectivement

. _[o(lax))?, [0(aa)]? RAPZANE
42Aa.m,_[ L ]+[ = ] T [fou ]
2(as) (8!

2

§3AeBp =222 Off’) s

0% Jdu Ju
zZAa.Ba.-&—zZArx,Aﬁ. ( ) (df) ...+£)—(J%i-“)()(;f‘,
(e

3(Ba )7+ 2(AB ) +22AB B = [

(){; ]’+...+ [0—((—)?—)]2,
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Relations différentielles entre les fonctions auxiliaires.

8. Svit fune fonction quelconque des variables @, y, ..., ©. On a

Af=oafi+arfit+...+ cufr,
Bf=Bfi + Bufi e o+ B

BAf— ABf=(Ba,—AB.)fi-t. ..+ (Botn—AB.) fa.

- En changeant successivement, dans cette derniére relation, fen /],
fay «+ o2 Jnr 00 en déduit

d’olr

Zoa(BAA—ABf) = (B, —AB)ASfi+ ..+ (Ban— AB)A foe
Ainsi
Zoc.(BAﬁ ABf)=3(Ba,—AB)AS,
(BAfi —ABf)) =Z2(Ba,— AB)Bf,
(BAf. ABf)=Z2(Bx,—AB,)Cf,

...................................

II

Il

Sil’on observe que, par exemple, on a
aBAfi=B(aAf) —BuAf,
ces relations peuvent s’écrire
BIouAfi—ASaBfi=23BaAfi—SAxBfi— SABAFS,
B3B8 Afi—ASBBfi= SBBAfi+SBaBfi—23ABBf,
BZy.Af AZSyBfi= 3BaCfi—SABCfi+ ZByAfi—3AyBf,

...............................................................

Lorsque fdésigne 'une quelconque des variables «, 8, ..., %, on a
donc
BR‘:& - An:; = 22B“1A%| —_ ZAOC;BZ, — ZAﬁxA'/q N

BRY, — ARy = ZBRAz + 2B Br, — 22AB B,
BI%Z;—AR;? = ZBaCz — 2ZA3,Cu -~ ZBy Az —ZAy. Bz,

......................................................

(9]

En ayant égard & la formule (8), on pourra écrire la troisieme de
53.
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ces équations sous la forme

d(et)

| R(ory —ar) =1 Y O (RO R+ RRY — BB — RIS

, ) (%) ‘(~) (%) (1) p i) () p (e
+RPRY +RPRY —RYRY — RIR.C)-

On peut, dans cette formule, faire coincider 7 avec « ou 3 et = avec

une quelconque de

ces lettres.

Conditions d'intégrabilité des équations linéaires du n° 6.

9. Les relations

(9) ou (10) expriment précisément les conditions

de la coexistence des n systemes d’équations simultanées

A,
Be,

= oo +ﬁnﬁ> -+ ..+ u0,
=ad  FBW A+,

Ua,: ot,J.o(""") -+ B“U]o(n—l) -+ U|T)("_')’

Ada

= oty -+ ﬁz'lﬂ) .. ..+ Ug'(;),

Baz:—' O(z«.lu’ -+ Bz’lﬂ)’ I e o Ug'(j’,

A“n = “u!‘j‘ﬂ I Uﬂﬂ(‘.),
B“n: drz°}‘~‘>l Rl o Un@"

e

Uac,,:‘ an,JL.,(n—l) e U,;’O(""‘),

ol les quantités o,

W, ..., 0, eensées connues, ont les valeurs trouvées

aun® 6, et de méme les expressions analogues A/, b/, ..., &1, (...
On tire, en effet, des équations proposées, pour les conditions en ques-
tion, des relations telles que |

BAx, — ABoa =

(Bfo 4. .. 4 v, BO) — (A" +. . .+ v, AV
+ (B +.. .+ OBy — (M Aoty 4. ..+ O Ay, ).

Les n équations obtenues en mettant successivement dans cette der-
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niére, & la place de I'indice 1, les indices 1, 2, ..., n, peuvent étre
remplacées par les » équations provenant de la combinaison

‘Sp.(BAa,— AB2,),

dans laquelle p désigne successivement les » variables «, f3, ..., v. On
a ainsi

20((BAa;— AB o) = (ap) B + ...+ (vp) BO — [(2p) AN/ ...+ (up) AT]
+ZpBoy+.. 4+ V2pBu— (A" Zp Ao +...+0' ZpA v

Or de la relation (n° 6)

RE = (ap)o + (Lp) Wb +.. . + (wp)©
résulte

BR; = (2p)Bob +. . .+ (vp)BO + A B(op) +.. .~ OB (up);

de sorte que le second membre de I’équation précédente, en ne faisant
attention qu’aux termes qui introduisent des dérivées secondes de (x«),
(«f), ..., contient seulement en fait de pareils termes BRy — AR : ce
qui est précisément la partie qu’introduit au premier membre I'expres-
sion 2p,(BAa, — ABa, ), d’apres le numéro précédent. On démontrerait
aisément que les parties du premier ordre sont aussi les mémes dans
les deux membres : de facon que les conditions d’intégrabilité, qu’on
trouverait par le procédé habituel, qu'on vient d’employer, deviennent
identiques quand on tient compte des relations (g) ou (10), qui peuvent
dées lors les remplacer.

Remarques sur ces conditions.

10. Lorsque, dans les formules (9) ou (10), on substitue les expres-
sions (7) des R, les équations ainsi obtenues ne sont pas toutes dis-
tinctes. Ainsi, pour » = «, la premiere devient

1BA(xa) — L AB(aa) = ZBayAa,— ZA o, A,

, . \ R Loy . d(a
¢quation ol n’entrent en réalité que des dérivées premieres ——%f—)a e
et qui doit étre identique entre ces dérivées. C'est ce que I'on vérifie,

en observant qu’on peut I’écrire
+BA (o) — 4 AB(aa) =21 (aa) (Ba,— AB)).
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Or, en supposant /= (««) dans la troisieme équation du commencement
dun° 8, 'équation précédente devient manifestement identique.
Pour x = 8, la premidre équation (g) devient- '

BA(2B) — L AA(BR) —+BB(ax) =23BaAB — ZAaBR— ZABAR;
et, comme on aurait aussi
AB(af) —+AA(BB) —+BB(aa) =22 ABBay — 2BaAe, — 2B Ba,

il en résulte
BA(«B) — AB(af)=2BaBa — ZABAB.
Le premier membre est du premier ordre par rapport aux dérivées

0| ae)
Jdx

On peut le vérifier en observant que le second membre revient &

s +++3 il en est de méme du second, et I’équation est identique.

S(Ba+AB) (Ba—AB) ou E(Bxzi— AB)(28),
¢’est-d-dire en supposant /= («f3), dans la formule rappelée du n° 8,

BA(af) — AB(af8).
) 0(zz)

Celte equation, ot n’entrent que des dérivées premitres —5— -+

peut servir, si I’on veut, & de certaines transformations ou & un calcul
particulier des sommes =B«,Be,, ....

Les deux équations ci-dessus rentrant 'une dans 'autre, on peut
leur substituer, pour plus de symétrie, I’équation unique provenant de
leur somme, savoir :

BA(2f) + AB(2B) — AA(BR) — BB(aa)
=42BaAB —2ZAa,BR — ZABABR — 2B« Ba,
ou encore
BA (3) + AB(oB) — AA(BB) — BB «a)
= 63BaAB — 3 (B ) (o) — & 3 aa). (BB):,
en tenant compte de la remarque de la fin du n° 7.
Pour x =, la premiere équation (g) donne
BA(ay) — 4 BC(aa) — £ A[A(By) + B(2y) — C(aB)]
=22Ba Ay — ZAaBy — ZAL Ay
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mais la troisieme (g), pour » = «, devient

7 BC(axt) — 3[C(eB) + B(ay) — A(fy)]
=32Ba«Co, — Z2ABCoti +3ZBy A, — 2Ay, Ay,

équation qui, ajoutée a la précédente, fournirait I’équation idenlique
entre les dérivées premieres

BA oy} — AB(ay) = (B, — AB,) (Ay, =+ Car,).

On peut donc conserver 'une ou 'autre seulement des équations
précédentes, la derniere par exemple, ou encore remplacer celle-ci par
celle qu'on obtient en lui ajoutant I’équation qu’on déduit de I’équa-
tion en question, moyennant I’échange de {3 et 7, et B et C.

Avec trois lettres «, {3, 7, on donne donc lieu ainsi & six équations
distinctes seulement, comprises sous deux types différents. Cela sup-
pose toujours que les fonctions auxiliaires R ont été partout éliminées
au moyen de (6), (6’) du n® 5. Quand on conserve les inconnues auxi-
liaires, qui ont pour effet de ramener au premier ordre le nombre total
des équations, certaines des équations rejetées doivent étre conservées,
comme cela arrive lorsque 1’on représente par des lettres indépendantes
les dérivées partielles d’une ou plusieurs fonctions.

Paramétres différentiels du second ordre.

11. Des équations

coty = oy - o= A,
f)lan -+~ @2“1‘-'"}" .ot ,Bucxm: Be, .

Uiy Ut e e+ Upa = Ua,

on tire

= YR IVR IYR | )
\/RG(”—-—E‘—AOCI—P—%:BOQ"F -+ ol UJCI’
m ()\/T{_\ ()\/T{B ()\/EU
yRo= Do Aoy 7)31— oy + oo %y
..... e
- VR IVR IVR
y/kdm-——'-‘j-‘;n-\D!I—F'—(—)‘,T"-BD!;+...+ oo, UZ,,
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et 'on a des expressions analogues pour &g, O3, - - .. Sil’on pose gé-

néralement

A, e 02 0? + - ﬁ’_
ST T T

on aura, d’apres ces équations,

o TOYR, OVR Eom,
\/I{A,z_zd—%-Ax.—*— SE Bt YU,

le ¥ étant toujours relatif aux indices. En mettant, dans cette équation,
les expressions (7), (7') de A«,, B, etles analogues, on en conclura
immédiatement

,. _ IR
(11) RAja= u()(e:)R“ )

le 2, se rapportant & toutes les combinaisons deux & deux, avec répé-
tition, des n lettres «, f3, ..., v.

On observera, en passant, que, en ayant égard aux relations
telles que

WPINT{ OR 1 OR_

ot 4 = — @ —“+ _l. _._Q.!i'__. v
Jay  Olaa) T A[aB) T T 5 0z

les expressions ci-dessus de «,,, a5, ... peuvent étre rendues linéaires
relativement & o,, f3,, ....

Paramétres différentiels du second ordre des paramétres
du premier ordre.

12. D’apres une propriété connue des déterminants, on tire des
expressions ci-dessus de a;,, 5, ...

) ) , R . oR R
R(2?, +a,,—!—...+a.,,)=(—)@ (Ao ) 4.+ IoD) (Ua )’—{-mAa,Ba.—}«...;
d’ailleurs, de

Aoy =} (aa),

on tire, par la différentiation immédiate,

Aoy +a?, 4+ ad, + .l :—;—(\aa},,,
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Cela, rapproché de I’équation précédente, fournit tout de suite
R
[12) R34 () — A A ] :Egt[—disc)lEalIZf]'

le =, affectant toujours les lettres «, B8, ..., v et en méme temps les
opérations correspondantes A, B, ..., U.

Des mémes expressions déja invoquées de o, , «,., ..., et des ex-
pressions analogues de £3,,, 8,5, ..., on tire aussi

B.(d“ﬁu +O!116u+- . e~ alnﬁln)

R JR 1 OR
= — A f p, SRS - UZ, ' -
a AP+ +d(uu)UJUB+

()(aﬂ) 2 0{“@) (Aaprl_*_Aﬁ]B“J-‘"...:

d’ailleurs, a cause de

Bo,+ AR = (28),

on a :
Bom+ A?’u -+ 2(“::Bn -+ dm@.: -+ ... “l"f‘l") = (5‘15?'“'

On conclut de la ‘ ‘ ,‘

" OR
( (o) — Bz — AAR] = -
(13)  R[Au(eB) — BAsx — AAB] Eu[‘o(a)
formule qui redonne la précédente en faisant coincider a et 2, et, en
méme temps, les opérations correspondantes A et B.

On peut présenter sous une autre forme les équations (12) et (13).
Je m’occuperai seulement de la seconde, la premiére pouvant étre con-
sidérée comme un cas particulier de celle-ci.

En ayant égard a I’équation (8), I'équation (13) peut s’écrire

R:[A, () — BAsz — AA,B] '

_ 1 OR 1 IR @)@ |, pa) p® |, pe p® () (&)
= ?‘ZW, 2 0ler] 5 3me (R R+ RO R+ RYRY + R RY).

S (Eax 1B + EB 1) |,

Si l'on représente, pour un moment, par a, le déterminant mineur,
pris avec un signe convenable, que I’on obtient en effacant dans R la
ligne et la colonne qui se croisent 2 ’un des éléments (e¢) ou (ee) (dé-
terminant qui peut ainsi étre obtenu de deux manieres si ¢ et ¢ sont dif-
férents), il est clair que le second membre de 'équation précédente
revient &

2 B e A R R

w

pourvu que &, ¢, 1, z désignent séparément et successivement chacune

Ann. de I’ Ee. Normale. 2¢ Série. Tome V1. — Diceynne 1858. ’ 54 )
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des n lettres «, 3, ..., v, dans cette somme quadruple, sous la con-
dition
Aoy, == Ay @y = Ay«
Sous ces mémes conventions, on peut écrire, d’apres 'équation (11,
R2A, 0t Ay B = B, Oy @ R R,
D’apres cela, on aura

SR2[AL (af) — AAB — BAra — 2A,00AB] = B (@t — @y )R RE.

Sil’onéchangecett, eten méme temps n et %, l'expression (@.,@p—aen auy)
reste ]a méme, en sorte que 'on a toujours au second membre

(@ully — @ a) (RERD + RERE )

mais, en échangeant ¢ et x, la méme expression change de signe, de
fagon qu’ii s’introduit au second membre

(00— @iy @) (REORE 4+ REORE — RERE — RO R,

o , . . 0°R ,
Enfin (a.a,, — agay) est égale, suivant les cas, &4 R aTaT () OU

la moitié de cette quantité, a cause que R est un déterminant symé-
trique. En ayant égard & I’étendue que doivent parcourir les lettres e, ¢,
7, %, O Voil aisément que I'on peut prendre dans tous les cas

%R[A,(aﬁ) —_ AA-‘@— BA:O‘— ZAadAzﬁ]

(13) _ 'R @ 1® , @@ n@ @  p @)
—Z ()(&IL) /\7);5) <RWx RW- +RL‘A Rm _-Rz:q Ru — R, Rm, )1

le second membre comprenant toutes les dérivées secondes distinctes,

. ; . , . OR .
sous la condition qu’ayant pris le terme répondant Iayorm) P

exemple, il faut alors exclure ce qui proviendrait de 5——23—— et de
(wz) 0 (en)

2*R '

d{en) 0(wx)

En faisant coincider e et 2, on aura

R .
! 1RTL — — 27— (2) p(a) (2) ()
(12"} tR[2As(ax) — AAsa A,az]_E I (RSPRY—RVREY) .
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Développement des principales formules pour le cas des trois fonctions.

13. Comme, pour I’application aux lignes isothermes; il sera néces-
saire d’avoir sous les yeux les formules développées, je vais écrire ici
les plus essentielles de ces formules, pour le cas de trois fonctions

¢, f3, 7 des variables indépendantes «, y, =.

Peur simplifier autant que possible I’écriture, je poserai

() = 07 0202
)= 0z dyr  dzr T 7
; @ 0z | o
oy UF° 9 P
(B3)= oz 0y ton— "
L A/ A
(ry) = Jox? + Jdy? BEPFTR
030y 0B dy 0B oy _
B =% 95 "oy oy "oz 0 ="
0y O Oy Oa | Oy da
(r2)= 5% 9= * oy oy T 05 9z =
0z 0P doe 0B 0 0B
(B)=920z Yooy "oz 0"
Je ferai, pour la méme raison,
RE=p., Ri=pu, RY=pa, RY=pu, R=ps, BRY=ps,
R¥ =gq., R;i;’:q,,, 1\;5‘:: Giss ]{Lé = (u, RS{):q 30 {;?{J::qﬁ,

RL‘; = Tu, Bé{g) =TI, R(;g) = T R {) = T,

—_ 61l \
RS{{) =Tl R,{{ == Iy,

¢'est-a-dire que, dans les R;, l'indice supérieur « correspond a la
lettre p, B ¢, v & r, et les indices inférieurs aux mémes lettres o, 3, 7,

suivant leur rang alphabétique.
Moyennant cette notation, on aura

[ pn=1AL, q==1Am,

a) «pa=14B{, qu=1%xBm,
pa=130Cl; q:s=3Cm;
pa==Bv — Am, ¢u=Ay—3Bl,

b) « pu =Cp—An,

pu=1(Bp-+Cv—AR),

gun=Cr—3$Bn,

gu=1%(A2A+Cy —Bp),

ro==tAn,
ro==+Bn,
) St : Cn;

ro=Ap—1Cl,
r,=BA—3Cm,
= t(AA+ By —Cyj,
54.
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ce dernier groupe pouvant étre remplacé par

()

( A)\:q;g—l-l’.g, AV"I.L:I‘“—FP\:H szpm"f"QHs
B)\342n+/’22, Bu=r,-+ p.a, By =pn—+qu,
2 C)\qus—l—l':a, C{J-:l’la’*‘Psa’ Cy = P+ G-

On a ici

R =Imn — IR — mp?— ny* + 2,

et les équations (11), (12'), (13') deviennent

(e)

(d)

(e)

s RA:a = (mn—3)p,+2(pw — I} )pax
+ (In — ) pu—+2(lv —mp)ps

( + (Im — V) pyy+2(dp—nv ) pu;
%R( Al —AANjo— Ay?) =1 (P:;,—Pnpxs)—"'27\ (Pana_Pqu)
—}-—In(pfa—--p“])u) +2[~L(Pzzpts_}712pza)

C+n (P 2 —Pu[’n) -+ 2v (P:m[)lc “"Pmpm);
._L,[{(AQV"’AA:LJ)—"BAgd—“zAszzﬁ)

= (2]723q23“'_1722q:m‘— Paoq-m) + 22 (Pu(]za ~+ Pugu — Pz -— Puaqiz)
4+ m(2pisqi— PuQe— Pusqi) + 20 Pu Qs + PiaQa — PiaQan— P:sqvxz)

n (2an:2 — Puqe— P2aqu) + 2V (PssQl? + Puqs— P2 — pm(]u) .

L’équation (10) donne les six équations du groupe ( /), réductibles

a trois en se conformant aux remarques du n°10. Je n’ai écrit que la
premiere, les autres s’en déduisant par des transpositions de lettres,
telles que I'échange de o et 3, par exemple, entraine ceux de / et m,

et p, petg, et desindices 1 et 2. Yindique par (g) cette substitution

simultanée :

vk

| R(Bpiu— Apz) ou R[{BCI— A (Bp + Cv — Ad)]

)
(mn —N ) (sz‘st—PmQH -+ P hz"—pmrn)
n 2) (pnp;n:; — P23Gi1a = Pialaz— Paa "a)
im —v*) (stpaz—[)aa(lm*'[?m Pag== Paslis)

v — H’L[J.) (pupg;;-i— PupPis— Pssqu— Puqis—+ Pl Pulan— Palip—

R(J. — ny ) (pnpn-i- PupPu— Puqu— Puqi—t Pula— Paly );

+
-+
“+ (v — I} ) (pups—+ Pis — pugie— Puqu— Piuln—+ puln-— puls— Pl
-+
-+

]hs"n)
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R(Cpi-—Aps) ou R[3CBI— ;A (Bp + Cv — A2)]

) = (S> effectuée sur le second membre de (1),
' R(Ag:;s— Bgis) ou R[+ACm — {B(A2 +Cv — Bu]]

£ = (g) effectuée sur le second membre de (f},
s R(Cq:— Bgqis) ou R[$CAm — {B(AX + Cv —Bpu)]

) ( = (;‘) effectuée sur le second membre de (f)),
5 R(Bri;—Cr.) ou R[}BAn — {C(AX+Bu — Cv)]

(f2) ( = (;‘> effectuée sur le second membre de (f),
(f) = (9 effectuée sur le second membre de (f2').

Comme on peut déduire ces équations de I'une quelconque d’entre
elles, il en résulte certains moyens de vérification.

- La méme équation (1o) donne enfin cet autre groupe d’équations,
réductibles & trois,

R(Apn—Bp.) ou R(ABy — t:AAm — ! BBI)

= (mn — A2 ) (2P|2q[l—Pf2 —PHle)
+ (In — ) (2Pnqe— pi, — Pugs)
(8) ‘0 (Im —v*)(2pugu— pi,— Puga)
-+ ([JV — 1) (2P22Q|3+ 2Puqiz— 2PnPr— Pun— PwQez)
+ (v — mU) (2piaqu—+ 2Puqu— 2Pupr— Pun-— Pz
-+ (7[! — ny ) (2P22QH + puage— zpnpu_})nqn:‘ ’
S R(Bgi— Ag¢.) ou R(BAy — AAm — ;BBI)
[ o'
'8’ ‘ = (5> effectuée sur le second membre de (g),
S R(Ap:;— Cp.) ou R(ACp — $AAn — ;CCI)
(8] ( < ) effectuée sur le second membre de (g),
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( R(Cri,— Ars) ou R(CAp —3AAR — $CCI)

81 = (;‘) effectuée sur le second membre de (g1,
R(Bq:— Cgu) ou R(BCA— +CCm — {BBn)
2] = <j> elfectuée sur le second membre de (g’),
S R({Cro— Bry) ou R(CBA—+CCm — {BBn)
(g2)

. g , .
‘( = <7> effectuée sur le second membre de (g:}.

Il importe de remarquer que les six équations (4), (e) peuvent rem-
placer les six équations (f), (fi), (f2), (g)» (&) (82)s C'est-d-dire
expriment, sous une forme nouvelle, les conditions d’intégrabilite,
pourvu que dans les trois équations (¢) et dans les six (d), (¢) on in-
troduise les expressions (a) et (b) des p, ¢, r, ou qu’on tienne compte
de toute autre maniere de ces dernieres relations. On peut se con-
vaincre de ce fait en faisant attention aux dérivées secondes de /, m, n,
%, 11, v, qui s’introduisent aux premiers membres de ces deux systemes
d’équations.

Rayons principaux de courbure.

14. On adonné des formes assez variées a I’équation qui détermine
les rayons principaux de courbure d’une surface. On n’a pas, que je
sache, signalé la suivante.

Soit — o linverse de I'un quelconque des rayons principaux de
courbure de la surface

Sz, r, 3) =a=const.,

rapportée 4 des axes rectangulaires. En désignant par &, «,  les cosi-
nus de direction de la normale, on a les équations ordinaires pour les
lignes de courbure

(0 +&)de 4+ Edy + 4 dz=o,

mdr 4 (w—+05) dy + 15103 =0,

Lidxe - Gudy =+ (o -i- L) ds == 0
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d’olt
o+ & £, &
mh @ = 72 N3 = o0,
¢ g o+ C,

les indices marquant les dérivées partielles par rapport & x, y, s.
A cause de
E'.‘ -+ -/1‘2 4 c‘.’: I,
le déterminant fonctionnel = ==&,+,%, est identiquement nul, et 1é-
quation précédente revient 3
W A= (B4 e+ o) o + Evng ~+ E G+ 128 — Eanny — Ea by — miala=o.

En faisant toujours

e+ ol +al =1,
de sorte que

24} 22}

.__54":1
A A &

et, par suite, .

¢ i ! L -—l—\a
5WW“Qﬂ“gwﬂ Q&” ’

les deux premiers termes de I’équation en « deviennent

o)

A— ()+ ._()_+ _Q..
=%z Ty Tz

ol, bien entendu,

Le terme indépendant de o, dans la méme équation, peut ensuite s’é-
crire

1 2 2 2
= (ot Otas =+ atugotyg + Gttty — o}, — o ; — ot}

l
-+ g‘z‘l;(llez"{"' 06313) -+ g'% (Oﬂlln“}‘ 063[3) —.{— .:_;3.2 (“lll+ dzlzj:
—_ ":% (Oﬁzls—l— 0‘312) - ‘?f; (ocll;—f-ocsl,)_— g.!liz (“llz-!-a;l.:‘.

N

En ajoutant, dans la seconde ligne, un terme a chaque parenthése,
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2,0, pour la premiére, etc., cela, abstraction faite de la premiere
ligne, revient a
Az.’z

Al

!
— 5 (051051« -+ o0+ 0‘30((3\}

2
—_— :)-—F (a,om—l— Oy Hoya —+ “3“23)

b,
T (ot oty —+ o2ty + 0Ly ota) -

¢’est-a-dire &
AQ“

Zl_ﬂAl I+ 02+ 1)

I
— (
Quant & la partie, mise de coté tout a 'heure, elle peut s’écrire

1 . N . .
=7 [Aso?— (&}, + ai, + o}, + 22}, + 2a}, + 22},)].

Mais de

A gy /= %,,

résulte
Ao+ o}, +at, +al, =il
L 4

et, en lui ajoutant les deux équations analogues, on pourra prendre,
au lieu de I'expression précédente, celle-ci

;‘Z(Am_.;.A,/-l—AA,z).

On aura done finalement

. é—‘—-y___A —I—— O)__l_(lf_}_l':_*__Zi)_e_._l_[Azzz-—-j—Agl—l—A(IAQQ‘J:”,
V! V! 4e *L l

équation assez remarquable.

Remarques sur les surfaces paralléles.

15. Lorsqu’on suppose Z égal & 'unité, ¢’est-a-dire dans le cas de
do? do? Ot}

0w T s T
les surfaces () sont paralleles, et si ’on désigne par R, R, les rayons
principaux de courbure de 'une des surfaces particulieres (a,) de la
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strie, les rayons principaux de courbures pour une surface quel-
conque («) seront « — R, « — R,. L’équation en », de la fin du nu-
méro précédent, fournissant la somme des inverses de ces rayons, on
aura, dans le cas présent,

T 1

Aa= —p+ —x°

c¢’est-a-dire 'importante formule de M. Bertrand. Si I'on prend pour
coordonnées le parametre « et les parameétres p, ¢ des deux séries de
surfaces développables, qui forment avec « un triple systeme ortho-

2 -+ 9 reviendra simplement
oy T %0z I

... 0 , . . 12 . ,
icia 5—- En I'appliquant dans ce sens a I'équation précédente, et ob-

N 0
gonal, 'opération A ou 2, 55 +

servant que R, R, sont indépendants de ¢, on en déduira

T I

— Al = w—R) -+ =R

2. 2
A.AAQOC— (a——ﬂ)“ -+ (a.—}{l)z.'

L’élimination de R et R, entre ces deux équations et celle qui pré-

cede fournira
AAA o+ 3N o ADNya+ Ayad = 0.

Mais, tant pour enlever la restriction apportée ici au sens de I'opé-
ration A que pour rendre cette équation applicable au cas ol o de-
viendrait imaginaire, on peut procéder comme il suit.

Puisque / est constant, on a

Ao, =o,
d’olt
Ao+ al, —+a, +a}, =o,

Act, + oacty = a0+ gtz =— O.
De 1a résulte d’abord
AAso—+ o ol + ol + 20l + 207, +2a;,=0,

et ensuite

AAANa =20, +...+ 3o (a},+al,) +. ..+ Bousas o)
v Ann. de ’Ec. Normale. 2¢ Série. Tome VII. — DrcEmsre 1878. 55
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En retranchant des deux membres 'identité
Oy Clix Oag !
6 | o oy Ay ———‘6(06n06ud.m— ozuaiz - dzt“f; - Ofaaa'fg +205110(|aa'23)

Kz Oy Has
dont le premier membre est ici zéro, on aura
AN =2 | +al, +al, — Booman + 30 a.{al, + o}, + a3, )]
Sil'on a égard a I'identité bien connue ‘
zxi‘x +0£§,+06§3— 30!.‘05910!33:A20¢.(0£f, -+ 0!32 +d§3 — Oy Oy — Oy Az — 0‘22“33),

et que, en vertu de 'une des équations qu’on vient d’écrire, on rem-
place a, + a2, + aj,, par — & (Aya + af, + @3, + a};), on recon-
naitra tout de suite que I’équation ri-dessus revient &

AAA a +3A . AN o+ AyaP=o.

J’aurais pu rattacher cela 2 une transformation un peu plus générale;
mais, n’ayant pas & faire usage de la formule a laquelle je fais allusion,
je me borne & ce cas particulier.

Enfin je rappellerai, toujours & propos des surfaces paralleles, que
les variables p et o, dontil a été question au commencement du présent
paragraphe, donnent lieu aux relations

o o % M
0z " 0yt 0z (a—R)P
d0g*  dg*  0Jo? N

9z op T iE T [a— R,

M et N étant des fonctions de p et o seulement. Ces formules se dé-
duisent facilement des formules de Lamé [Coordonnées curvilignes, p. 76
et 78, équations (8) et (g)]. On peut aussi les établir de diverses ma-
nieres, comme, par exemple, je ’ai fait an tome V (2° série) des
Annal di Matematica.

FIN DU TOME SEPTIEME.



