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TERME GENERAL
D'UNE SERIE QUELCONQUE,

DETERMINLEE

A LA FACON DES SERIES RECURRENTES,

Par M. Disini ANDRE,

ANCIEN ELEVE DE I'ECOLE NORMALE.

INTRODUCTION.

§ I. — Objet du présent Mémoire.

1. Parmi les différents moyens de déterminer une série, 'un des
plus simples évidemment consiste & donner, ecn méme temps que les
valeurs de ses premiers termes, une relation du premier degré liant
chaque terme de la série & un ou plusieurs des termes précédents.
Dans ce Mémoire, nous supposons une série quelconque déterminée de
cette fagon, et nous nous proposons de trouver 'expression de son
terme général.

§ II. — Ordre suivi.

2. Nous précisons d’abord ce que nous entendons par relation du
premier degré liant chaque terme & un ou plusieurs des précédents;
et nous montrons qu’il existe un trés-grand nombre de séries qui se
présentent & nous déterminées spontanément par les valeurs de leurs
premiers termes, et par une relation du premier degré.

Nous rappelons qu’on a déja obtenu P'expression du terme gé-
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néral de séries ainsi déterminées, mais seulement pour des formes trés-
particulieres de la relation du premier degré; et nous donnons une
expression de ce terme général qui convient & toutes les formes pos-
sibles de cette relation.

Nous faisons remarquer ensuite que, dans les applications de notre
expression du terme général, les différences dans le résultat final pro-
viennent surtout des différences de forme de la relation du premier
degré. Nous sommes ainsi conduits & énumeérer et a classer ces formes :
nous les trouvons au nombre de huit.

Enfin nous considérons successivement les huit formes que peut
affecter la relation du premier degré; pour chacune d’elles, nous cher-
chons ce que devient notre expression du terme général; et, pour cha-
cune d’elles aussi, nous appliquons nos résultats & la détermination du
terme général d’une série particuliere donnée.

§ HI. — Méthode employée.

3. Bien que, par son objet, ce Mémoire appartienne & 1’Algeébre,
notre méthode pour déterminer le terme général est bien moins algé-
brique que combinatoire. Elle donne ce terme sous la forme d’une ou
plusieurs sommes de produits dans chacun desquels les facteurs doivent
satisfaire & des conditions que nous faisons connaitre. Le probleme de
la détermination du terme général, dans la pleine généralité que nous
donnons & la relation du premier degré, nous semble tres-difficilement
abordable par les procédés de I’Algebre ordinaire.

CHAPITRE 1.

DETERMINATION DE LA SERIE.

%. Détermination de la série. — Nous supposons, avons-nous dit,
une série quelconque, déterminée par les valeurs de ses premiers termes
et par une relation du premier degré liant chaque terme & un ou plu-
sieurs des précédents.
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Il est inutile d’expliquer ce qu’on entend par valeurs des premiers
termes. ,

Pour ce qui est de larelation du premier degré, il faut 1'entendre
dans fe sens le plus étendu, ou, pour nous exprimer mieux, il faut en-
tendre que chaque terme de la série est égal & une quantité quelconque,
constante ou variable, plus la somme d’un nombre quelconque con-
stanl ou variable des termes précédents, multipliés respectivement
par des coefficients quelconques constants ou variables.

Sinous désignons le premier terme de la série par U,, le second par

Us,, et en général le n**e par U,, notre relation pourra toujours se
formuler ainsi :

771
Un = Up+ 2] A]E.") Un—l‘ s
d
I

u, étant une quantité connue fonction de »; 2, un nombre entier connu
fonction de n et au plus égal & n — 1; AY' un coefficient connu fonction
des entiers n et £.

Nous pouvons remarcuer, dés i présent, qu’on aura toujours

U =u,.

Pour abréger, nous désignerons souvent la relation du premier degré
par ces mots « laloi de la série », ou, plus simplement, « laloi ».

5. Exemples de series ainsi dcterminédes. — Les Mathématiques nous
présentent une foule de séries qui s’offrent & nous déterminées sponta-
nément par les valeurs de leurs premiers termes et une relation du
premier degré. Telles sont :

Les séries récurrentes proprement dites, rencontrées par Cassini ('),
nommées par Moivre (*), éludiées par lui d’abord, puis par Euler (*),
par Lagrange ("), etc., et dont'chaque terme est la somme d’un nombre
fixe des précédents, multipliés respectivement par des coefficients
constants;

VY Histoire de I’ dcadémie royale des Sciences, année 1680, p. 309.
*) Miscellanea analytica, p. 27.

3) Introductio in Analysin, t. 1, Ch. XIII et XVII,

*) OBuvres, t. 1, 111, V.

Adnn. de I'Ec. Normale. 2¢ Série. Tome VII. — NovEMBRE 1878, 48
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Les séries considérées pour la premiere fois par Lagrange ('), ou
chaque terme est égal & une quantité connue, plus la somme d’un
nombre fixe des termes précédents, multipliés par des coefficients con-
stants; :
Celles des séries, sommées par Stirling (*), dans lesquelles chaque
terme est la somme d’un nombre fixé des précédents, multipliés res-
pectivement par des quantités variables.

Il en est de méme des séries qui ont pour termes :

Les intégrales qui se ramenent & d’autres analogues a P'aide de I'in-
tégration par parties;

Les termes des réduites successives des fractions continues;

Les intégrales nommées Y,, Z,;

Les fonctions X, de Legendre;

Les nombres de Bernoulli;

Les dérivées successives des fonctions algébriques;

Sinna et cosnax considérés comme fonctions de sina seul ou de
cos x seul;

Les sommes des puissances semblables des n premiers nombres;

Les sommes des puissances semblables des racines d’une équation;

Ete., ete....

Parmi toutes ces séries, les plus connues sont les séries récurrentes
proprement dites. Cest pourquoi, quand une série est déterminée par
les valeurs de ses premiers termes et par une relation du premier degré,
nous disons, comme dans le titre de ce Mémoire, qu’elle est déterminée
& la facon des séries récurrentes, quoique notre relation du premier
degré soit infiniment plus générale que celle qui convient aux séries
récurrentes proprement dites.

(") Sur Pintégration d’unc équation différenticlle, etc. ( Oliugres), t. 1, p. 23.
(*) Methodus differentialis, ete. Londini, 1764.
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CHAPITRE II.

EXPRESSION DU TERME GENERAL.

§ 1. — Expressions particuliéres.

&>

6. Scries dont on a déja obtenu le terme géneral. — Les seules séries,
déterminées comme nous le supposons, dont on ait obtenu directement
le terme général, sont les séries récurrentes proprement dites, et les
séries considérées pour la premiére fois par Lagrange, ¢’est-a-dire des
séries olt la loi affecte une forme extrémement particuliere; encore,
pour ces deux especes de séries, n’a-t-on obtenu I'expression du terme
général que dans le cas ol I'on sait résoudre une certaine équation al-
gébrique.

7. Seéries récurrentes proprement dites. — Moivre a montré le pre-
mier (') qu’une série récurrente proprement dite n’était autre chose
que la suite des coefficients du développement, suivant les puissances
croissantes de la variable, d’une certaine fraction rationnelle, qu’on
appelle la fraction génératrice de la suite considérée. Lagrange, de son
cOté (%), a nommé cquation géndratrice de la suite Uéquation algé-
brique et entiére que I'on obtient en remplacant dans la loi de la série
les termes U,, U,—,, U,—,, ... , respectivement par z”, 2", 2”72, ....
D’ailleurs on peut voir facilement que le premier membre de I’équation
génératrice ne differe du dénominateur de la fraction génératrice

I
que par le changement de x en —-

On n’a pas donné d’expression du terme général pour le cas our I’é-
quation génératrice ne peut pas étre résolue complétement. Dans le
cas ol1 cette résolution compléte est possible, on a trouvé I’expression
fort remarquable que nous allons rappeler.

(") Miscellanea analytica.
(?) Mémoire sur Uexpression du terme général, etc. (OEuvres), t. V, p. 625.

48.
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Si Uon désigne par a l'une quelconque des racines de I’équation
génératrice, par « le degré de multiplicité de cette racine, et qu’on

étende 2 toutes les racines lez ci-dessous, on a identiquement

Unzz CPa(n)an,

9, (n) étant un polyndme entier en n, du degré oz — 1.

Ce résultat a été"établi par Moivre (') dans le cas ou I'équation gé-
nératrice n’a que des racines simples; il a été développé ensuite par
Euler (3), et enfin démontré complétement par Lagrange (*), qui s’est
surtout occupé du cas des racines égales.

8. Séries de Lagrange. — Ce sont, comme nous I"avons vu, des séries
récurrentes proprement dites, au second membre de la loi desquelles
on a ajouté une quantité connue. Lagrange a donné (*) I'expression
de leur terme général, sous une forme absolument analogue a la pré-
cédente; mais pour le cas seulement ou I’équation génératrice, qu’on
obtient en supprimant la quantité, peut étre résolue complétement.

§ II. — Expression générale.

9. But qu’'on se propose. — De la fagon dont notre séric est déter-
minée, il suit immédiatement que son terme général U, est une fonction
rationnelle et entiere des quantités connues w, et des cocfficients A,

dans lequels I'indice v ne dépasse pas n. Donner le moyen de former
cette fonction, tel est le but particulier de ce Chapitre et 'objet principal
de tout ce travail.

Sil’on remarque qu’a chacun des termes U,, U,, Uy, ..., U,, qu'on
peut regarder comme autant d’inconnues, correspond une équation du
premier degré fournie parla loi de la série, on voit que le probleme

Y Miscellanca analytica.

(')

(%) Introductio in Analysin, t. 1, Ch. XIIL.

(*) Mémoire sur I expression du terme général, ete. (Oduvres), t. V, p. 625.
(*)

3
*) Sur Uintégration d’unc équation, etc. (OEuvres), t. 1, p. 21.
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actuel revient & déterminer la derniere U, des inconnues d'un systeme
de n équations du premier degré a n inconnues.

On peut done écrire immédiatement cette expression de U, sous la
forme d’un quotient de deux déterminants. Mais ces délerminants sont,
en général, d’une structure si particuliere, qu’il y a d’ordinaire grand
avantage a développer 'expression de U,,.

Ce que nous cherchons, ¢’est la fagon d’écrire ce développement lui-
méme directement.

10. Lemmes. — Pour obtenir '’expression générale de U,, nous éta-
blirons d’abord les trois lemmes suivants :

I. Chaque terme du développement de U, est égal a1’'une quelconque
u, des n quanlités connues u,, u,y, Uy, ..., U, multipliée par un ou

plusieurs des coefficients Al”, et, par conséquent, peul s’écrive

(1) g (na) p (n0)
ALOALT AR,

II. Si l'on regarde chaque coefficient A comme du degré =, el
chaque quantité connue u, comme du degré p, 'expression de U, est
homogene et du degré n, de facon que, dans le produit précédent, les
indices inférieurs des coefficients satisfont toujours a I’égalité

I+l +liy-+...=n—p.

III. Enfin, si les coefficients A;:‘”, AP, AP, ..., qui entrent
comme facteurs dans le produit précédent, y sont rangés dans un ordre
tel que leurs indices supérieurs aillent constamment en croissant, les
indices supérieurs et les indices inférieurs sont reliés entre eux par la
relation générale 4
ne=rl -+ n._.

De ces trois lemmes, le premier peut étre regardé comme évident.
Les deux autres, d’apreés la forme générale (4) de la loi de la série,
subsistent pour U, dés qu’ils sont vrais pour tous les termes précédents :
étant vrais 'un et I'autre pour U, et U,, ils sont donc tous les deux
d’une généralité absolue.
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11. Expression de U,. — Il suit de Ia que, si 'on désigne par ¥ (», p)
le coefficient de u, dans le développement de Uy, on a identiquement

V(n, p) = ZAZ“) APTASY

. - —1 7 \ \ .
la caractéristique Z s’étendant A tous les systemes possibles de valeurs

des entiers n,, ng, 1y, ..., kyy ks, £y, ..., qui satisfont a ces condi-

tions :
ki +Fki+by+...=n—p,

ny= I+ p,
o=, + N,

o <l <My

Le coefficient ¥ (n, p) doit étre regardé comme égal & I'unité.
En résumé, on a identiquement

n

U= z Y (n, p)u,.
/
T
Telle est notre expression du terme général. Ordonnée par rapport
aux z quanlités connues u,, Uy, Us, . .., U, elle peut s’écrire des que
I’on connait ces » quantités ainsi que la loi de la série.

CHAPITRE III.

CLASSIFICATION DES DIFFERENTES FORMES DE LA LOI DE LA SERIE.

12. Utilité d’une classification. — IL’expression du terme général
que nous venons d’obtenir, & cause méme de sa complete généralité,
veut, pour étre bien comprise, étre appliquée & de nombreux exemples.
Or, dans les applications, les différences qui se présentent, spit dans
le mode du calcul, soit dans la nature du résultat, proviennent surtout
des formes différentes que peut affecter la loi de la série. Pour faire
des applications dans tous les cas qui se peuvent présenter et n’en faire
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qu’une dans chacun, il est donc utile d’énumérer et de classer les diffé-
rentes formes que peut prendre laloi de la série.

13. Caractéres servant a la classification. — Dans la formule

hn
Un: U, + 2" Ain) Uu—-ln
I

qui exprime, de la maniere la plus générale, la loi de notre série, il
entre trois arguments distincts, savoir : n et k dans le coefficient A™,
n dans la limite 2,,.

Il se peut que A{” dépende ou ne dépende pas de n, dépende ou ne

dépende pas de £. 11 se peut de méme que X, varie toujours avec n, ou
qu’il devienne, & partir d'une certaine valeur de n, absolument
constant.

En d’autres termes, si nous supposons écrites, les unes sous les
autres, les égalités successivement fournies par la loi de la série, et
que nous considérions le tableau ci-dessous,- formé par les coefficients

A(‘2)’

A(l-'!)’ A(23)’

A(‘“, A(zu’ A(f),

ey ey ey
il se peut faire que les coefficients d’une méme colonne verticale
soient différents d’une ligne & l’autre ou tous égaux entre eux; que les
coefficients d’'une méme ligne horizontale soient aussi différents ou
égaux; enfin que les lignes horizontales aient une longueur perpétuel-
lement variable, ou bien, 4 partir d’une certaine valeur de n, absolu-
ment constante.

Ces différentes manicres d’étre de la loi relativement & nos trois ar-
guments sont autant de caractéres qui nous permettent d’effectuer
notre classification. Ils nous conduisent naturellement & reconnaitre
que la loi de la série peut affecter huit formes distinctes.

Seulement, pour que, dans la série de ces huit formes, les formes les
plus voisines correspondent, autant-que possible, aux modes de calcul
et aux résultats les plus analogues, il convient d’examiner, parmi les
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trois arguments, quels sont ceux qui, par leur différent mode d’action

sur la loi, apportentla plus grande différence dans le calcul et dans le
résultat.

Que le coefficient AY” dépende de n ou n’en dépende pas : voila la
source de la différence la plus profonde; que A{” dépende de £ ou n’en

dépende pas : c’est Porigine d’une différence nouvelle, beaucoup
moins marquée; que X, varie perpétuellement, ou, & partir d’un cer-
tain instant, devienne constant : telle est la cause d’une troisicme dif-
férence, la plus faible des trois.

14. Tableau des huit formes de la loi. — Les considérations qui
précedent nous conduisent & former le tableau suivant :

| A, varie toujours...... 1"forme.

(n) 44 2
s A" dépend de £....... [ ), devient constant.... 2¢ forme.

Al dépend de 7n.......

), varie toujours...... 3¢ forme.

() 5 . ) e Van
( A" ne dépend pas de £ ? ), devient constant.... 4 forme.
), varie toujours...... 5¢ forme.

n) A4 . n
, S A;) dépend de £....... i ), devient constant.... 6° forme.
A ne dépend pas de x. . .

' A ne dépend pas do & ), varie toujours...... 7¢ forme.
k pent p " | 3, devient constant.... 8° forme.

Nous allons étudier successivement ces huit formes de la loi de la
série. Dans chacune d’elles nous chercherons d’abord ce que devient
notre expression du terme général; ensuite, nous appliquerons le ré-
sultat obtenu & la détermination du terme général d’une série particu-
litre donnée.

CHAPITRE IV.

APPLICATIONS.

§ I. — Lois de la premiére forme.

15. Généralités. — Sous cette premiere forme, la loi de la série dé-
pend en réalité des trois arguments. Le terme général est donné par
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notre formule générale (r1). Si I'on n’introduit aucune particularité
dans la loi, cette formule ne donne lieu a aucune simplification.

Bon nombre de quantités forment des séries qui présentent une loi
de la premiere forme. Telles sont les sommes des puissances sem-
blables des n premiers nombres entiers; les coefficients d’une équation
considérés comme fonctions des sommes des puissances semblables de
ses racines; les nombres des substitutions irréductibles, ete., ete.

Nous allons faire une application de notre théorie & la détermination
du nombre des substitutions irréductibles de n lettres.

16. Application aw nombre des substitutions irréductibles. — L
nombre des substitutions irréductibles de » lettres n’est autre chose ('
que celui des permutations de n lettres, o aucune lettre n’occupe L
place que lui assigne son rang dans I'alphabet.

Soient, en général, P, le nombre total des permutations de » lettres,
et I, le nombre des substitutions irréductibles de n lettres. Si I’on dé-
signe par C;, le nombre des combinaisons simples de 2 lettres » a r, on
voit trés-facilement que le nombre des permutations de 7 leltres, ol
aucune lettre n’est i sa place, est I,; olt une lettre est & sa place, est
Cil,—y; ol deux lettres sont & leurs places est C2I,_,; ol trois lettres
sont & leurs places est C2I,_,; et enfin ol toutes les lettres sont & leurs
places est C;I,, si 'on regarde I, comme égal a unité.

Il s’ensuit immédiatement que 'on a

o

st o= C Iy = P,

4
n

Lo G L -

St nous posons
Iu: Un:
nous voyons que U, est le terme général d’une série déterminée a la
facon des séries récurrentes, et dont la loi est de la premiere forme.
Nous voyons en méme temps que nous avons, pour cette série :

u, =— P,, — 1,

o TR — I,

A = —
a n

("} J.-A. Sereer, Algébre supéricure, t. 11, p. 221.
Ann. de l'Eec. Normale. 2¢ Série. Tome VII. — Novexsne 1858, 49
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Tirons de ces données I'expression de W (7, p). Nous trouvons
d’abord
\ ky Nk ks
v (."'y pl == E (u ])J Cr[: Cn2 Cni e C".«’

avec cefte condition unique que les indices supérieurs satisfassent 2 Ia

relation
Fo byt ey oo o= n — p.

oh ot g ! n,! n,! nyl n!

S T o (= k) Ve (e — R VR (g — )1 (g = Y

et nous savons que ’on a

Ry — fg==my, Ny —ly=ny, ng- ki==n, ...,

ny=n, R, —Fk=:p.

Si nous tenons compte de toutes ces relations, nous trouvons

ur/
F'{n, p) = 7121:,'/1,!&

le signe Z s’étendant & Lous les systemes possibles de valeurs des en-

‘g

AN

tiers ky, ko, £y, ..., ks, tels que on ait
vt ley = Tes - oo Iy == n— p

Considérons mainlenant & part cette expression

.._ll
Elr,llullu k!

ol le S‘ a I’étendue que nous venons de dire, et désignons-la par a,_,.
dawoed

La nature de cette quantité est telle que nous avons évidemment, quel
que soit ¢,

l
- (l( -+ Ay Ial-~3'{” “““ @2 0.

1 3
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Cette derniere égalité, et toutes celles qui n’en difterent que par la
valeur de z, sont évidemment satisfaites si I'on y remplace a par
{— 1) .

T telle est aussi la valeur de as.

Il s’ensuit que nous avons

W (n

[l

et, par conséquent,

n

U, — an At (Pp—1).
" o pl(n—=p)tt?

Ce résullat peut s’éerire successivement
n

n
. \
; — P , .
bn mzopd g;w—“ip‘)i - L= ’/\‘" e (‘: r.
E : n-— E |
. p I)
1

S
| I A
{1, = nlzl 7

Cette derniere égalité nous donne

N
=Y

17. Cette formule, qui nous donne I, ('), est un cas particulier d’une
formule plus générale, établie par Laplace & 'aide d’un procédé qui ne
ressemble en rien au notre. Laplace ne s’est pas arrété d’ailleurs a ce
cas particulier, qui est cependant intéressant. De la solution que nous

(') Théorie analytique des probabilités (OEupres), t. VII, p. 242.
49-
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venons d’exposer, on déduit tres-facilement les formules que voici:

an—1

L, = S‘ (2n—t]Lu-c+1,
d‘

1

an
| P Z lon — 1) Ly,
e
Liownlo +{—1n
Liz=in—x) ly =+ L),

n! &
I = —- — zre-*dz.
¢
o -

De ces cing formules, les deux premitres manifestent une différence
caractéristique entre I,,.ct I,,,,; la troisieme, montrant aussi celte
différence, donne un moyen de caleuler I, qui parait le plus rapide
qu’on puisse trouver; la quatrieme montre ce fait curieux que I, est
toujours divisible par n — 1; la cinquieme, enfin, établit une relation
entre le nombre 1, et la valeur d’une intégrale définie bien connue.

§ II. — Lois de la deuxiéme forme.

18. Generalites. — Lovsqu’elle affecte cette seconde forme, la loi de
la série dépend du premier argument et du second; mais elle ne dé-
pend pas du troisieme. En d’autres termes, a partir d’une certaine
valeur de n, la limite 3, prend une valeur constante 2.

Le terme général est donné par notre formule générale (11); et, si
'on n’introduit dans la loi aucune nouvelle particularité, cette formule
ne présente pas de simplification.

Il existe une foule de quantités formant des séries qui, se présentant
a nous déterminées & la facon des séries récurrentes, nous offrent une
toi de cette deuxiéme forme. Telles sont les intégrales finies ou indé-
finies qui se ramenent & des intégrales analogues & I'aide de I'intégra-
tion par parties; les numérateurs et les dénominateurs des réduites
successives de toutes les fractions continues; les intégrales qu'on dé-
signe par les notations Y, Z,, les fonctions X,, de Legendre, les dérivées
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successives des fonctions algébriques, la plupart des séries sommées
par Stirling, etc., ete.

Nous allons prendre pour exemple particulier une série dans la-
quelle 1 est égal & 3, et dont le terme général se présente sous une
forme extrémement simple.

19. dpplication a une série particulicre. — Soit la série dont la loi
est définie pour toutes les valeurs de n supérieures & 3, par I'égalité

nin 1)

Up=e'U+ e U+ e Uy +e ° 5
et o I'on a, pour les trois premieres valeurs de z,

[L -z e,
U‘I =z et U( -+ 6‘:\,
Uy == e3 Uy —+ et U, - et

nin v

Dans cet exemple, u, est constamment égal & ¢ * ; et, pour toules

les valeurs de n ol ils existent, les coefficients A, A", A" sont
respeclivement égaux a e, e*"~', ¢#~*, le nombre ¢ élant d’ailleurs
quelconque. ‘ -

Nous avons, comme d’ordinaire,

n) nyl (ny)
Wi(n, p) = E Af{‘ )Aiﬁ Al

le signe 2 ayant, dans cette formule, son étendue habituelle, les iu-

dicesy satisfaisant aux relations connues, et les facteurs A possédant les
valeurs que nous venons d’indiquer.
On voit tres-facilement que chacun des produits soumis au 2 pré-
alntn_plipn
cédent est ¢gal 4 e * » . Si donc on appelle z, le nombre de ces
produits, on a

nln—4 1)y —plp-4n
Vi p)=ze

et tout revient & délerminer z,,.
Pour y parvenir, considérons les produits, non encore effectués, dont
la somme constituait ¥ (z, p). Ceux d’entre eux qui possédaient le plus
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de facteurs en possédaient évidemment » — p; et ceux qui en présen-
taient le moins en présentaient w,, ce nombre w, étant la partie en-
tiere du quotient de » — p —+ 2 divisé par 3.

Le nombre des produits présentant z facteurs est égal au nombre des
manieres dont on peut obtenir la somme n — p, par le jet de t dés,
offrant chacun trois faces, marquées respectivement 1, 2, 3.

Or, comme nous l’avons dit dans uotre Mémoire sur les combinaisons
réguliéres et leurs applications ('), ce dernier nombre n’est autre que
celui des combinaisons régulieres d’ordre 2, de t objets, pris n —p—1
an—p— ¢ c'est-d-dire qu'il n’est autre, pour employernotre notation
habituelle, que

(t,n—p—t)a

Donc nous avons

n—p
zp::Z (t,n—p—ta
¢ .
“p
[l en résulte immédiatement
nlnen=piptn &
Vin,p)=e 2 y(l,n—«—pw t)s
dord t .
: =
pip-1)
et, par conséquent, si nous nous rappelons que u, est égal a ¢ * et
si nous regardons (o, o), comme égal & I'unité,

nin-1j n-r

U,==e * SP z[ (t,m—p -~ t)a .

op

Mais c’est une propri¢té des combinaisons régulieres du second
ordre, que 'on ait identiquement

noone-p 0
(R —2t—1,2t) - (0 —2f—1,21+2),],
l

EF 2; (tyn-—p—1t)=

op

0 étant la plus grande valeur de t, qui n’annule pas & la fois les deux
expressions

(n--20—1x,21) (R—20—1,2f+ 2).

(') dnnales scientifiques de I’ Ecole Normale, année 1876, p. 152.
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Nous avons done, en définitive,

nln+41)
U,=e¢ * Z[(n— 20— 1,28+ (R— 2l —1,2f+ 2),].
t

C’est une premiere expression générale de U,,.

20. Pour en obtenir une seconde, rappelons-nous que (¢, n—p — ¢,
-est le coefficient de 2*=#-* dans le développementde (1+ « -+ 2%/,
¢’est-a-dire de 2" dans le développement de (x + 2*+ 2* ). 1l en ré-
sulte que, si nous posons

Z + 24 2P X,

le nombre =, sera ¢gal au coefficient de 2 dans la somme
Xn—-—p e Xn—-pm) . Xn»——p—:z_,*__ . __{__ Xm,,’
¢’est-a-dire dans I'expression

Xn=pt Xu/,
XL
Donc on obtiendra s, en prenant la dérivée (n— p) de cette ex-
pression, la divisant par la factorielle (» — p)! ety faisant 2 égal &
zéro. Donc on aura
lluz-l-v) " X" P Xn,
—— [ X
! // n—" ! 0

bl ¢

C’est une seconde expression générale de U,, qu’on peul mettre
aussi sous la forme d’une intégrale définie.

21. Dans cet exemple, il est & remarquer que les coefficients ¢”,
e, e?=% gassemblent dans chaque expression W, de maniere &y
former un produit unique qui se met en facteur commun. Il en est
ainsi toutes les fois que 'on a, en général,

A =g (n)g(n—1)o(n—2)...0(n— k1),

o (n) désignant une fonction quelconque de n.
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Les simplitications qu’apportent avec eux les coefficients de cette
nature expliquent pourquoi Stirling a surtout étudié les séries dont la
foi présente de tels coefficients.

§ III. — Lois de la troisiéme forme.

23. Géneralités. — Lorsque la loi de la série est de cette troisieme
forme, 2, et A dépendent I'un et 'autre de »; mais A}’ ne dépend
pas de k. Pour une valeur déterminée de n, le coefficient A{” a unc

valeur constante, indépendante de k, que nous désigncerons par A,
La lol peut s'écrire
7'[!
Uu = U, A<n)z Un——l-
k
1

Le terme général est toujours fourni par notre formule générale (11);
mais celle-ci, lorsque la loi est de cette troisieme forme, peut étre
exposée d’'une nouvelle fagon.

23. Considérons, en effet, le développement de W(n,p). Evidem-
ment I'un quelconque de ses termes est de la forme

/\("1‘ A(ni) A(”uj e,

les indices supérieurs étant des entiers tous différents, dont le der-
nier est égal & n, dont le premier est supéricur a p, mais non pas
4 p~+ X, etdont I'un quelconque n, surpasse le précédent d’un nombre
au plus égal a),,. Done

R\ ) V (n)) A(ny) Aln,
Vin, p;:/_‘Av: Al Atngs

. . ﬁ ’ . . ’ . .
chacun des produits soumis auz présentant des indices supérieurs qui

satisfont aux conditions énoncées, et leE s’étendant a tous les pro-

duits possibles qui offrent de tels indices.

24. Parmi les séries qui sont naturellement déterminées a la facon
tles séries récurrentes, il n’en existe pour ainsi dire ancune dont la
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loi affecte la troisieme forme. La loi de la série que nous allons prendre
pour exemple ne nous parait analogue & aucune loi connue.

25. Application & une série particulicre. — Soit la série définie par
les égalités suivantes :

"ﬁ
U= I, U,.= nz Un—b
k

dans la derniere desquelles & est égal & 1, 4 2 ou & 3, suivant que n est
un multiple de 3 moins r, un multiple de 3, ou finalement un mul-
tiple de 3 plus 1. :

Dans cet exemple, A™ est égal & n, de facon que ¥(n,1), c'est-
ia-dire la seule quantité a calculer, est la somme de tous les produits
possibles de nombres entiers croissants, dans chacun desquels le pre-
mier facteur est 2, 3 ou 4, le dernier n, et o chaque facteur de la
forme 3w —1 surpasse le précédent de 1, chaque facteur de la
forme 3w de 1 ou de 2; chaque facteur de la forme 3w + 1, de 1, de 2
ou de 3. On peut donc former ¥(r,1), et par suite U,, qui lui est
égal. La détermination du terme général est donc ainsi effectuée.

26. Mais, pour la série actuelle, on peut parvenir directement i
I'expression de U,, dans les trois cas olt n est de la forme 3w — 1, de
la forme 3w, ou de la forme 3w+ 1. Considérons pour cela les trois
égalités suivantes :

Ui = (305 - 1) Ujpes,
Use = 3¢ (Users + Uspa),
Userr = (3 1) (Usy + Usay + Usos ).

Nous en déduisons immédiatement

Use = (3 ¢¢)?Usas,
Usern = (3 + 1)*3 2 Usqs,
et 1l s’ensuit
Usgs = (3 +1)* (3o — 2)2 (3 — 5)%. . .1%. 3¢ 3(az—1).3(a— 2)...3.71,
Up=(3a)[(3a2—2)* (3a—5)...123(@ —1).3 (e —2). .3.1],
Upsmy = (3 — 1) [(Bexr —2)? (B3 — 5)%. .. 103 [ —1).3(x— 2). .. 3. 1].

Telle est la valeur de U, pour les trois cas qui peuvent se présenter.

Ann. de {’Ec. Normale. 2¢ Série. Tome VII. — Novensre 1878. 5o
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27. Cette possibilité d’évaluer directement ¥ (n, 1) est due a la na-
ture périodique de la loi de la série. En général, toutes les fois que
cette loi est trés-réguliere et qu’elle affecte cette troisieme forme, on
peut obtenir I'expression du terme général directement, par des con-
sidérations analogues aux précédentes. Ces résultats obtenus directe-
ment, lorsqu’on les égale aux sommes fournies par notre formule
générale, donnent des identités nombreuses, peut-étre difficiles & éta-
blir autrement.

§ IV. — Lois de la quatriéme forme.

28. Generalités. — Lorsque la loi affecte cette quatrieme forme,
A dépend de n, mais non pas de &, et ), devient constant & partir
d’une certaine valeur de n.

Soient A le nombre constant auquel 2, devient égal, et A™ la valeur,
indépendante de %, que prend A{” pour une valeur déterminée de n.

La loi de la série peut s’écrire
: I3
Uy =, A@ Y U
1

29. Quant & la quantité ¥ (n, p), nous avons vu, dans notre étude
de la forme précédente, qu’elle est égale &

EA("‘) A(n,) A(u‘,) RN

les indices supérieurs étant des entiers tous différents, dontle dernier
est égal & n, dont le premier est supérieur & p, mais non pas a p+2,,,
et dont 'un quelconque n, surpasse le précédent d’un nombre an plus
égal & 2,,.

Iei nous pouvons, des que n est assez grand, remplacer %, par ).

30. Parmi les lois des séries déterminées 2 la facon des séries récur-
rentes, celles qui affectent cette quatrieme forme ne se rencontrent pas
plus fréquemment que celles qui affectent la troisitme. Dans 'impos-
sibilité, absolue peut-étre, de rencontrer un exemple, nous avons di
en imaginer un.
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31. Application a une série particuliere. — Soit la série définie par
les égalilés suivantes :
a
U, = o ?
Ja- :{/t—z
. Ja
b= == U,
Va+ Ja
et, en général, pour toutes les valeurs de n supéricures a 2,
Va
U, = AT RIS (Ui + Upa)y
\/a + Va

égalités dans lesquelles @ est un nombre positif quelconque.
Dans cet exemple, évidemment nous avons

a
u, == e ——

ﬁ-&-(/c"z’

U, =o,

el, pour toute valeur de n supérieure a 2,

u, == 0,
o= 2,
Va
A(”) = Y nta— "
vya-+-""Va

Il s’ensuit que 'expression W(n, 1), la seule qu’il faille calculer pour
obtenir U,, est égale a

_Na Ve ..
n1-+-\l/z . ng -4-\7/5 ny -t ‘1/’{“1 -+ Ilg"l—:/a ny +y'{2 4 n;,+\x/6“ ?

le signeZ s'étendant & tous les produits de cette forme, tels que, dans

chacun d’eux, le premier indice supérieur coit égal 4 2 ou a 3, le der-
nier & n, et que chaque indice supérieur surpasse le précédent de une
ou de deux unités.

Comme U, est égal & u, W (n, 1), il suffit de multiplier 192 précé-

dent par u, pour obtenir précisément I’expression cherchée du terme
général U, de la série.
: 50.
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32. Cette série est assez remarquable; sa loi, en effet, est telle, qu’on
peut tres-facilement, d’abord établir que des termes consécutifs tendent
a devenir égaux a mesure qu’on s’éloigne du commencement de la série;
ensuite démontrer que U, tend alors vers une limite déterminée; enfin
obtenir la valeur méme de cette limite.

Considérons d’abord le coefficient A™, qui est égal a

__Va___,

/z—o-\x/a_'_ n+€/;‘
1l tend évidemment vers £ lorsque n croit au dela de toute limite; par
suite, chaque terme tend & devenir la moyenne arithmétique entre les
deux précédents; par suite, les termes tendent a devenir tous égaux.

Il s’ensuit évidemment que le terme général U, tend vers une limite
déterminée.

Passons maintenant a 1’égalité

(n+:/’d‘ + n-F"’/Z)Uu = '{/Z(UR_l -+ U"_2),

qui exprime la loi de la série, et, & ses deux membres, ajoutons la méme
quantité ""VaU,_,. Nous trouvons

("Va+""Ya)U+""VaU = (Va+""{a) U +VaU,,
et ce résultat nous montre immédiatement que I’expression
("Va+""Va)U,+""VaU,.,

est constante, quel que soit »; par conséquent, cette expression est
égale & .
(Va+ya)U,+ JaU,
c’est-a-dire & a.
Donc, pour toute valeur de n,

("a+""a)U,+""aU,_. = a.

Or, lorsque 7 croit indéfiniment, ““va et ""Va tendent chacun vers
I'unité; U, et U,_, tendent chacun vers la méme limite. Done

lim U,,:

wi
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33. Les transformations qui nous ont permis d’obtenir cette limite
nous donnent aussi le moyen d’arriver & une nouvelle expression de
U,. Nous en lirons, en effet,

n=1/~

\
U= U,‘_l -+

n+rT N2 n—-1, lz-i-c:z’

v+ V(Z"'i-

a

nouvelle loi qui nous donne, pour toutes les valeurs de =,

a

Uy == ey
ne-1/ N2
va+""Ja

et, pour toutes les valeurs de n supéricures a ’unité,

=1,
n-+x
AR == v
n {Z—*— Il+7/a
Il en résulte immédiatement
(=41

a
F(n P): —-I}II—PHW

P-1
et, par conséquent,

n

L (— 1) “+ya
['"_a P+ P2 II t41 t 42 ‘ 2
ZL va-+""Va Ja+""Va

§ V. — Lois de la cinquiéme forme.

34. Géncralites. — Lorsque la loi de la série affecte cette cinquigime
forme, la limite %, dépend de n, mais le coefficient A{” n’en dépend
pas; ce dernier varie seulement avec £. Si I’on considere une valeur
déterminée de £, A prend une valeur constante et indépendante de »,
que nous désignons par A,.

Le terme général est, comme toujours, donné par notre formule
générale; mais celle-ci, si I'on n’introduit dans la loi aucune nouvelle
particularité, ne présente point de simplification. Il suffirait de sup-
poser que ), croit toujours pour arriver & une formule beaucoup plus
simple.
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Il est tres-rare qu’une série, déterminée & la facon des séries récur-
renles, présente une loi de cette cinquieme forme. Nous allons donner,
comme application, une série assez simple, qu'on n’a point encore
étudiée. '

35. Application & une série particulicre. — Soit la série déterminée
par les relations
. n-1
Co=Y kU
k
U =1I.

Nous avons évidemment, dans le cas actuel, pour toute valeur de »
supérieure 4 'unité, '
U,==o0,

et, en général,
Mo=n—1,

Ay =k

A cause de 'absence des termes tout connus autres que «,, le calcul
se réduit simplement a la détermination de ¥ (n, 1). Or il est évident
qu’un terme quelconque du développement de ¥ (7, 1) est égal

1*,2%,3%, . (n —1)%,

1,2,3,...,n—r1 étant des valeurs particulieres de &, et e, 3,7, ..., m
_des exposants correspondants, entiers positifs ou. nuls, satisfaisant
d’ailleurs a I'égalité

te+2B+3y+...+(n—1)w==n —1.

Il importe seulement de savoir le nombre de fois z qu'un pareil terme
se présente dans ce développement. Ce nombre est évidemment celui
des permutations de . + 8 + 7 + ... + w nombres, dont  sont égaux
ar1,Bh2,v923,...,0an—1.Cenombre, on le sait, est égal &

(2+B4+y+...+0)!
alBlyl.  nl

Nous avons donc finalement, puisque U, est égal 4 ¥(n, 1),

a4+B 4.+ n)! .
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le signez s’étendant a toutes les solutions en nombres entiers nuls ou
positifs de I'égalité déja décrite
te+2B84...+(n—1jo=n—1.

36. Pour obtenir une autre expression de U,, remarquons que, dans
les différents termes duZ précédent, 'expression a + £+ 7 +...+ »

peut prendre toutes les valeurs 1, 2, 3, ..., » — 1, mais aucune autre.

A

La somme des termes ol cette expression est égale a ¢z, si nous posons
X=1z+ 222"+ 322" +. ..+ (n —1)? 2",

n’est autre que le coefficient de ™ dans le développement de X*. Done
U, est le coeflicient de "' dans X' + X2 4+~ ... + X', c’est-d-dire
Xr—X
~<~—7" Donc nous avons, en nous servant

des dérivées par rapport a x,

I e X2 — X
U"_'(n-—l)! <D’ X —1 )o’

et cetle expression, comme toules les expressions analogues que nous
obtiendrons par la suite, peut se mettre sous la forme d’une intégrale
définie.

dans le développement de

§ VI. — Lois de la sixiéme forme.

37. Géndralités. -— Dans le cas de cette sixieme forme, le coelli-
cient A"’ dépend de %, mais non pas de ~; lalimite A, devient, & partir
d’un certain rang, égale 4 la constante 2; et la loi méme de la séric
peut s’éerire

U/l—: Uy '{' P(Un—l ‘i"‘ PzUa—z+ ceee P), Un_';.,
P,, Py, ..., P, étant des constantes quelconques.

L’expression de U, peut étre considérablement simplifiée, si I'on
suppose que X,, avant de devenir constant, va toujours en croissant.
Comme il est évident d’ailleurs qu’on peut toujours prendre pour pre-
mier terme U, un terme assez éloigné pour qu’il en soit ainsi, nous
pouvons regarder cette condition comme toujours remplie.
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38. Supposons-la donc satisfaite et déterminons ¥ (n, p).

Evidemment cette quanlité est la somme de plusieurs produits de la
forme P P% Pt ... P, dans chacun desquelsles exposantse, 3, 7, ..., ©
sont des entiers quelconques, positifs ou nuls, satisfaisant a I'égalité

roe+2B8+3y+....+dw=n—p.

Celui de ces produits qui nous sert de type se trouve répété un nombre
de fois égal au nombre des permutations de e + £+ 7 +. . .+  lettres,
dont « sont égales A P,,BaP,,yaP;, ..., waP,. Or ce nombre de

permutations est-
. (oz—l—ﬁ—}—-y—i—...—}—m}!.
alBlyl. .ol

done, si nous convenons d’étendre leE ci-dessous a toutes les valeurs
entieres, nulles ou positives, des exposants qui satisfont 2 I’égalité
écrite plus haut, nous avons

. e+ B!, o
‘I(n.p):z( a?(j!...o)l ) P’ Pi...P.,‘a

de facon que U, est déterminé, puisque nous savons que
U=wv¥Y(nn)+u,.V(n,n—1)+w_..¥Y(n,n—2)+....

(Vest une expression simple et générale de U,.

39. Pour en obtenir une nouvelle, considérons I'expression précé-
dente de ¥ (n, p). Dans les différents produits dont elle est la somme,
Iexpression ¢ + 3 +...+ » n’est jamais ni supérieure & » — p, ni in-
férieure 4 ¢, ce nombre 6, étant la partie entiere du quotient de
n —p-+ X — 1 par X. La somme des termes ol a + 3 +...-+ » est égal
4 ¢, si nous posons

X=Pz + P2+ P2’ +...+Pi2",

n’cst autre que le coefficient de #” dans le développement de X‘.
Done ¥ (n, p) est juste le coefficient de 2”* dans la somme

Xn—p + Xn—p—t + Xn=p=2 4. ., +X0p,
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¢’est-d-dire dans le développement de

Xn—[l+( — X'),,

donc nous avons

’ 7 W
\I’/n,p):.—_—_—_—-x ])""11:&' prt— X" ,
\ e\ =),
done
Uy /o0 X2 — X Upen {2 NP X
U=u+ =D, e — et [yt -
t n 11 z X —1 , o1 p “X_I )

40. Ces deux expressions générales de U, ont chacune leurs incon-
vénients et leurs avantages. La premiere demande plus d’explications;
la seconde s’explique pour ainsidire d’elle-méme. La premiere exige un
calcul plus court, mais plus difficile; la scconde, un calcul plus long,
mais presque mécanique. La grande supériorité de la premiere, c’esl
qu’'elle pénetre bien plus avant dans la nature de la quantité a calculer.

Quoi qu’il en soit, ces deux formules donnent, pour ce cas, le moyen
d’écrire 'expression de U,, sans qu’il soit besoin de résoudre au préa-
lable la moindre équation.

41. Cest dans les séries dont la loi affecte cette sixieme forme que
rentrent la plupartdes séries récurrentes proprement dites, et des séries
considérées par Lagrange. On y pourrait ramener tres-facilement la
recherche des développements, soit de sinnx, soit de cosna, en fonc-
tion de sinz seul ou de cosz seul.

Nous allons appliquer ce qui précede a la détermination de la somme
des puissances semblables des racines d’une équation, c¢’est-a-dire au
probleme fameux, résolu pour la premiere fois par Waring.

42. Application au probléme de Waring. — On sait que, si I'on dé-
signe par S,, S,, S;, ... les sommes des puissances ™, 2°, 3¢, ... des
racines de 1’équation algébrique du degré m

™ +T|xm_l +T2xm—2 —-+... +Tm—(-x +Tm: 0o,

on sait, disons-nous, que S, est reliée aux quantités S précédentes,

Ann, de I’Ec. Normale. 2¢ Série. Tome VII. — Dicemure 1878. 51
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lorsque n ne surpasse pas m, par la relation
Syt T'8ues TSz + « oo Tus S+ 2T == 0,
qui est due A Newlon, et, lorsque n surpasse m, par I'égalité évidente

Su "l‘ ’1‘1 Su—-»l + T-.u Sn—-: i o ’-l‘m-—l Su——m—l—-l + ’rm Sn—m:‘- 0.

Nous en déduisons immédiatement

A=:m,
pl:"‘le Pﬂz:'-"“sz Pul:—',l'37 RS pm:—Tmy
uy=—1T, tto=— 2T, = —=3T,, ..., twu=—mT,,

et aussi
WUigq == 0,
quel que soit 'entier supérieur & zéro, que nous désignions par g.
Nous avons, par conséquent,

Si=— T Win,1)—2T.¥n,2) -3, V(n,3)—...—sT,Win,s,
s élant égal & n, si n ne dépasse pas m, et & m dans tous les autres cas.
Pour la série actuelle, nous avons d’ailleurs

i, B
Y(n, p) ::2(_. it A_.W;i.%!_j:_.!_ T . . ..

Il en résulte une premiere expression générale de S,,.

43. Pour en obtenir une seconde, considérons la formule générale
qui précede (39). En l'appliquant littéralement au cas actuel, nous
posons

X= — Tz + Tox? + T2 +. .. + Tha™),

et nous trouvons facilement

S

o pTI’ - Xon=p+1 X 0N
By = Zl, (n—p)! <D‘ X —1 )a’

s ayant la méme signification que ci-dessus (42), et 9, désignant la
partie entiére du quotient de n —p + m — 1 par m.
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44. Revenons & la premiere formule (42) trouvée pour S,. Quel que
soit p, W(r, p) y est multiplié par — pT,; par suite, dans S, effectuée,
tous les termes seront des produits T% T, T5 . . ., tels que

too+ 26+ 3y +...=n.

Il est évident, de plus, qu’on y trouvera tous les produits de cette
forme, dont les exposants satisfont & cette condition. Mais combien de
fois y rencontrera-t-on chacun d’eux? Pour répondre a cette question,
soit

g op’ s

']'1/ 'I rl T:/

I'un quelconque de ces produits, olt nous ne marquons que les T dont
’exposant n’est pas nul. Kvidemment ce produit ne se présentera que
dans les termes '

—q'TyV¥W(n,q), —rT.V¥n,r), —sTe¥(n,s)

Or les nombres de fois qu’il entre dans ces différents termes sont
respectivement
\ (q —1—+r—+s)!
I e ¢ \qrbr=ts
¢'(=1) (g—1)Trist ’
. , (gq+r—1+s)!
CL ftreas VA /
S s Sy S YR
§' (= p)ars (_4‘..__{1 +r+s ‘.ﬁ .
!

' glri(s—1)l ?
donc le nombre de fois qu’il entre dans S, est égal a

g+r—+s—i;!

4 4 ! I‘S(
(qq" —+ rr’' 4 ss') (— 1)+ Trist

Mais ce résultat est général, et la somme gg'+ 7' + ss" est égale a n;
donc finalement

S, = "’Z(-— 1 )m+$+...+m (05 -+- il—iéx .. '._.*_;:)'I_ l)l T‘f ]’3 T

la caractéristiqueEs’étendant a tous les systemes de valeurs des nom-
bres o, £, ..., w, tels que I’on ait

1o-+203 43y +...+~mw=n.
51,
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Celte troisime expression de S, est justement la formule de Wa-
ring (').

45. Dans cette formule de Waring, considérons 'un quelconque
des produits soumis auz. Soit ¢ la valeur de o+ f3+...+ o dans
ce produit. La somme de tous les produits, ol cette valeur est laméme,
n’est autre que le coefficient de ” dans le développement de —;—X‘, le
polynome X étant défini comme plus haut (43). Or ce nombre ¢ prend
dans cez toutes les valeurs entieres non supérieures & =, mais non
inférieures & 6, ce nombre 9 étant la partic entiere du quotient de
n -+ m—r1 par m. Done leZtout entier est le coefficient de z” dans le
tléveloppément de

'Xn K-t Xn-2 XO
— -+ LI st
n n—1  n—2 0

Donc on a, en désignant par la caractéristique D la dérivée n'™°

par rapport a @,
It n X X n-t X0\
=[G s )

2\ n n—i 7

Appelons Y la dérivée premitre, par rapport & 2, du polynome X;
nous pouvons écrire immédiatement

1 et Xu _— XO-I X
Sn—-— —_—-‘(Il—l)! [])x (—“‘——X — 1 Y)Jo'

(’est une quatrieme expression générale de S,.

§ VII. — Lois de la septiéme forme.

46. Généralités. — La loi affectant cette forme, A{"’ ne dépend ni

de n ni de k; en d’autres termes, tous les coefficients sont égaux i une
méme conslanle a; mais A, est fonction de ». La loi de la série peut

(") Meditationes algebraicee, in-4°, Cantabrigiee, 1782. — Probl. I, p. 1.
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s’écrire
7‘".

n
Uh=u,+a Z U,—i.
>

I

Le terme général s’exprime toujours a 'aide de notre formule géné-
rale, et, si 'on ne fait aucune hypothese sur la nature de 2,, considéré
comme fonction de n, cette formule ne se simplifie point.

On trouve peu de séries dont la loi ait cette forme. En voici une
assez simple.

47. Application & une série particulicre. — Soit la série déterminée
par les égalités

n~—1

=1, U,,:.—_aZAU,‘-/. .

Nous avons évidemment
U.= l_{f(n, 1),

et, d’apres sa définition, ¥(n, 1) est la somme de termes égaux aux
diverses puissances de @, depuis la premiere jusqu'a la (n — 1,f0e.
Combien de fois a’ se trouve-t-il dans cette somme? Autant de fois qu'il
y a de manieres d’obtenir la somme = — r, par le jet de ¢ dés, présen-
tant chacun » — 1 faces, marquées 1, 2,3, ..., n — 1.

Ce nombre est celui des combinaisons régulieres, d’ordre n — 2, de
¢ lettres, prises n — 1 — ta n— 1 —¢. Orle nombre de ces combinai-
sons régulieres, & cause que I’ordre en est supérieur ou égal au nombre
des lettres de chaque combinaison, se confond (') avec celui des com-
binaisons compléetes de ¢ lettres n — 1t —¢ & n — 1 — ¢, lequel, & son
tour, n'est autre que le nombre des combinaisons simples de n — 2
lettres ¢— 142 ¢ — r; donc, st nous désignons ce dernier nombre par
C.~', nous avons

n—r
2 t=1
"= Cu—'za[' ¢
¢
I

Telle est I'expression de notre terme général.

(") Poir notre Mémoire sur les combinaisons réguliéres, cité plus haut.
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8. Cette expression peut s’écrire

n-x

U=a) Ca-
B ; et ?
I

et, comme le nouveauz est juste égal a (1 + a)"*, nous avons
Ui=a(1 +a)—.

49. Grace & cette particularité que A, est égal & » — 1, on peut ob-
tenir directement ce dernier résultat. La loi de la série se transforme,
en effet, tres-facilement en celle-ci :

U= (1 - a)Up_.
Or cetle derniere formule, jointe aux deux égalités
U=1, U,=dal,

nous donne immédiatement

U,—=a (1 -}~ a)"—’.

50. Ilest & remarquer que, si I'on ignoraitla formule du bindéme, on
la trouverait en égalant nos deux expressions de U,,.

§ VIII. — Lois de la huitiéme forme.

51. Genéralités. — Dans ce dernier cas, la loi de la séric ne dépend
d’aucun des trois arguments; en d’autres termes, dans le tableau des
coefficients (13), les termes sont tous égaux, soit dans les colonnes
verticales, soit dans les lignes horizontales; et, de plus, la longueur de
ces dernieres, & partir d’'un certain moment, devient absolument con-
stante, aprés avoir, comme nous pouvons toujours le supposer, été
jusque-la constamment en croissant.

Si nous désignons par=: la valeur constante de },, et par a celle de

A{”y1a loi de la série peut s’écrire alors

n
U= u, + az Uns.
k
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52. Le terme général U, prend, dans ce cas, une forme tres-simple.
On a toujours, nous le savons,

n
U,‘:E u,Win,p).
. P
Or, dans le cas actuel, ¥ (n, p) est évidemment la somme de termes
tous égaux i des puissances de a, dont le plus fort exposant est n —p,
et le plus faible 0,, ce nombre §, étant la partie entiere du quotient de
n— p 4+, — 1 divisé par ).

Combien de fois le terme a‘ entre-t-il dans cette somme? Autant de
fois qu’il y a de manieres d’obtenir la somme n — p parle jet de ¢ dés,
présentant chacun A faces, marquées respectivement 1, 2, 3, ..., 2.
Mais ce nombre de manitres est égal a (¢, n — p —¢)y_,, si, conformé-
ment 4 notre notation habituelle, nous désignons par cette expression
le nombre des combinaisons régulieres, d’ordre A — 1, “de ¢ lettres,
n—p—tan—p—t;donc nous avons identiquement

n-—p ’
Vin, p) :Zta‘(t, n—p—th_,

0,

el, en portant cette expression dans la valeur précédente de U,, nous
obtenons I'expression générale de U,, ordonnée suivant les quantités
CONNUES Uy, Uyy Usy + oy Up-

53. Nous pouvons obtenir une autre expression générale de U,. En
effet, af(¢, n— p — t),-, n'est autre chose que le coefficient de 27
dans le développement de (ax + ax® + ax® +....+ ax’)’, c'est-i-
dire, si nous appelons X le polyndme entre parentheses, dans le déve-
loppement de X*; donc W(n,p) est le coefficient de 2”7 dans 'ex-
pression N

X - Xt - Xp =2 - X,
¢’est-a-dire dans
Xo—prt — X5

=T

U, = \ Up <D.._,,X"—1'+ﬂ:§9—,.~- .
”MZ/'G_:;T’ s X1 )a

et, par suile,
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5%. La loi des séries-récurrentes proprement dites et des séries de
Lagrange, toutes les fois qu’elle n’est pas de la sixieme forme, appar-
tient 3 la huitieme. La loi des séries de Cassini est toujours de la bui-
tieme. Nous allons considérer une série analogue aux séries de Cassini.

55. Application & une série particuliere. — Soit la série dont chaque
terme est égal 4 la somme des trois précédents multipliés par a. Sup-
posons les trois premiers termes donnés par les égalités

U=,
U.,::aU.,
Uﬂ:a(U-‘*‘ Ug).

Le terme général sera identique 2 W (n, 1). Si nous appliquons la pre-
miere formule, nous aurons

n—r1

U.= E at(t,n—1—1),
t
0,

9, étant la partie entiere du quotient de n + 1 par 3. Sinous appliquons
la seconde, nous avons

. 1 »u—-lX” ____XOl‘
U"“—(n—-l‘)l<D’ X— >¢'

Telles sont nos deux expressions de U, .




