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TERME GÉNÉRAL

D ' U N E SÉRIE Q U E L C O N Q U E ,
DÉTERMINÉE

A LA. FAÇON DES SÉRIES RÉCURRENTES,

PAR M. DÉSIRÉ ANDRÉ,
A N C I E N É L È V E DE L ' É C O L E M O H M A L E .

INTRODUCTION.

§ I. — Objet du présent Mémoire.

1. Parmi les différents moyens de déterminer une série, l 'un des
plus simples évidemment consiste à donner, en même temps que les
valeurs de ses premiers termes, une relation du premier degré l i an t
chaque terme de la série à un ou plusieurs des termes précédents.
Dans ce Mémoire, nous supposons une série quelconque déterminée de
cette façon, et nous nous proposons de trouver Pexpression de son
terme général.

§ II, — • Ordre suivi.

2. Nous précisons d'abord ce que nous entendons par relation du
premier degré l iant chaque terme à un ou plusieurs des précédents;
et nous montrons qu'il existe un très-grand nombre de séries qui se
présentent à nous déterminées spontanément par les valeurs de leurs
premiers termes, et par une relation du premier degré.

Nous rappelons qu'on a déjà obtenu l'expression du terme gé-
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néral de séries ainsi déterminées, mais seulement pour des formes très-
particulières de la relation du premier degré; et nous donnons une
expression de ce terme général qui convient à toutes les formes pos-
sibles de cette relation.

Nous faisons remarquer ensuite que, dans les applications de notre
expression du terme général, les différences dans le résultat final pro-
viennent surtout des différences de forme de la relation du premier
degré. Nous sommes ainsi conduits à énumérer et a classer ces formes :
nous les trouvons au nombre de huit.

Enfin nous considérons successivement les huit formes que peut
affecter la relation du premier degré; pour chacune d'elles, nous cher-
chons ce que devient notre expression du terme général; et, pour cha-
cune d'elles aussi, nous appliquons nos résultats à la détermination du
terme général d'une série particulière donnée.

§ III. — Méthode employée.

3. Bien que, par son objet, ce Mémoire appartienne à l'Algèbre,
notre méthode pour déterminer le terme général est bien moins algé-
brique que combinatoire. Elle donne ce terme sous la forme d^une ou
plusieurs sommes de produits dans chacun desquels les facteurs doivent
satisfaire à des conditions que nous faisons connaître. Le problème de
la détermination du terme général, dans la pleine généralité que nous
donnons à la relation du premier degré, nous semble très-difficilement
abordable par les procédés de l'Algèbre ordinaire-

CHAPITRE I.
DÉTERMINATION DE LA. SÉRIE.

4. Détermination de la série. — Nous supposons, avons-nous dit,
une série quelconque, déterminée par les valeurs de ses premiers termes
et par une relalion du premier degré liant chaque terme à un ou plu-
sieurs des précédents.
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II est inutile d'expliquer ce qu'on entend par valeurs des premiers
termes.

Pour ce qui est de la relation du premier degré, il faut l'entendre
dans le sens le plus é tendu, ou, pour nous exprimer mieux, il faut en-
tendre que chaque terme de la série est égal à une quanti té quelconque,
constante ou variable, plus la somme d'un nombre quelconque con-
stant ou variable des termes précédents, multipliés respectivement
par des coefficients quelconques constants ou variables.

Si nous désignons le premier terme de la série par U < , le second par
U.ji, et en général le n1^ par U^, notre relation pourra toujours se
formuler ainsi ;

^n

IL==^+V A^U,—VA^U,-^

Un étant une quantité connue fonction de n; \n ^" nombre entier connu
fonction de n et au plus égal à n — i ; A^ un coefficient connu fonction
des entiers n et /c.

Nous pouvons remarquer, dès à présent, qu'on aura toujours
U, == u,.

Pour abréger, nous désignerons souvent la relation du premier degré
par ces mots « la loi de la série » , ou/plus simplement, & la loi » .

5. Exemples de séries ainsi déterminées. — Les Mathématiques nous
présentent une foule de séries qui s'offrent à nous déterminées sponta-
nément par les valeurs de leurs premiers termes et une relation du
premier degré. Telles sont :

Les séries récurrentes proprement dites, rencontrées par Cassini ( f ) ,
nommées parMoivre ( 2 ) , étudiées par lui d'abord, puis par Euler ( 3 ) ,
par Lagrange ( / < ) , etc., et dontchaque terme est la somme d'un nombre
fixe des précédents, multipliés respectivement par des coefficients
constants ;

( ï ) Histoire de V Académie roycile des SdenceSy année 1680, p* 309.
( î i) Miscellcinea. analytica^ p, 27.
(3 ) Introductio in Analysin, t. I, Ch. Xïll et XVII,
( 4 ) OEwrcs^, \y ÏII, V.

Ann. de î ' É c , Normale, a® Série. Tome VII. — NOVEMBRE 1878. 48
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Les séries considérées pour la première fois par Lagrange ( 1 ) , où
chaque terme est égal à une quantité connue, plus la somme d'un
nombre fixe des termes précédents, multipliés par des coefficients con-
stants;

Celles des séries, sommées par Stirling ( 2 ) , dans lesquelles chaque
terme est la somme d'un nombre fixé des précédents, multipliés res-
pectivement par des quantités variables.

Il en est de même des séries qui ont pour termes :
Les iniégrales qui se ramènent à d^autres analogues à Faide de l'in-

tégration par parties ;
Les termes des réduites successives des fractions continues;
Les intégrales nommées Y^, Zy;
Les fonctions X^ de Legendre;
Les nombres de Bernoulli;
Les dérivées successives des fonctions algébriques;
Sïnnx et cosnœ considérés1 comme fonctions de sin.r seul ou de

cos.y seul ;
Les sommes des puissances semblables des n premiers nombres;
Les sommes des puissances semblables des racines d'une équation;
Etc., etc..;.
Parmi toutes ces séries, les plus connues sont les séries récurrentes

proprement dites. C'est pourquoi, quand une série est déterminée par
les valeurs de ses premiers termes et par une relation du premier degré,
nousdisons» comme dans le t i tre de ce Mémoire, qu'elle est déterminée
à la façon des séries récurrentes, quoique notre relation du premier
degré soit infiniment plus générale que celle qui convient aux séries
récurrentes proprement dî tes<

(') Sur Vintégration (Vune équation différentielle'y etc. [OEicvres}^ t. I, p. a3.
( 3 ) Methodus dîjferentiali^ etc. Loridini, 1764.
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CHAPITRE II.
EXPRESSION DU TERME GÉNÉRAL.

§ I, -— Expressions particulières.
,it1

6. Séries dont on a déjà obtenu le terme général. — Les seules séries,
déterminées comme nous le supposons, dont on ait obtenu directement
le terme général, sont les séries récurrentes proprement dites, et les
séries considérées pour la première fois par Lagrange, c'est-à-dire des
séries où la loi affecte une forme extrêmement particulière; encore,
pour ces deux espèces de séries, n'a-t-on obtenu l'expression du terme
général que dans le cas où l'on sait résoudre une certaine équation al-
gébrique.

7. Séries récurrentes proprement dites. — Moivre a montré le pre-
mier ( < ) qu 'une série récurrente proprement dite n'était autre chose
que la suite des coefficients du développement, suivant les puissances
croissantes de la variable, d'une certaine fraction rationnelle, qu'on
appelle h fraction génératrice de la suite considérée- Lagrange, de son
côté ( 2 ) , a nommé équation génératrice de la suite Féquation algé-
brique et entière que l'on obtient en remplaçant dans la loi de la série
les termes U/,, U,^, U^a» • • • /respectivement par^ ̂ -1, ̂ -2, ....
D'ailleurs on peut voir facilement que le premier membre de l'équation
génératrice ne diffère du dénominateur de la fraction génératrice
que par le changement de x en - -

On n'a pas donné d'expression du terme général pour le cas où l'é-
quation génératrice ne peut pas être résolue complètement. Dans le
cas où cette résolution complète est possible, on a trouvé l'expression
fort remarquable que nous allons rappeler.

( ( ) Miscellanea analytica.
PI Mémoire sur V expression du terme général, etc* (QEuvres)^ t. V, p. 6a5.

fQ48*
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Si l'on désigne par a l'une quelconque des racines de l'équation
qénératrice, par a le degré de multiplicité de cette racine, et qu'on
étende à toutes les racines leV ci-dessous, on a identiquement

Vn^^^{n)a\

ya(^) étant un polynôme entier en n, du degré a — i .
Ce résultat a été^établi par Moivre ( f ) dans le cas où l 'équation gé-

nératrice n'a que des racines simples; il a été développé ensuite par
Euler ( 2 ) , et enfin démontré complètement par Lagrange ( 3 ) , qui s'est
surtout occupé du cas des racines égales.

8. Séries de Lagrange. — Ce sont, comme nous l'avons v u , des séries
récurrentes proprement dites, au second membre de la loi desquelles
on a ajouté une quanti lé connue. Lagrange adonné ( 4 ) l'expression
de leur terme général, sous une forme absolument analogue à la pré-
cédente; mais pour le cas seulement où l'équation génératrice, qu'on
obtient en supprimant la quantité, peut être résolue complètement.

§ II. — Expression générale.

9. But quon se propose. — De la façon dont notre série est déter-
minée, il suit immédiatement que son terme général Vn est une fonction
rationnelle et entière des quantités connues u^ et des coefficients A^?
dans lequels l'indice v ne dépasse pas n. Donner le moyen de former
celte fonction, tel est le but particulier de ce Chapitre et l'objet principal
de tout ce travail.

Si l'on remarque qu'à chacun des termes Ui , Us, Ua, ..., U,,, qu'on
peut regarder comme aulant d'inconnues, correspond une équation du
premier degré fournie parla loi de la série, on voit que le problème

( ' ) Miscellanea analytica^
(2) întroductio in Ânalysirty t. I, Ch. XIÏL
( 3 ) Mémoire sur r expression du terme général, etc. (O.^wres}, t. V, p» 625.
(4 ) Sur l'intégration d'une équation y efcc, [QEwres)y t. I, p. ai»
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actuel revient à déterminer la dernière U^ des inconnues d'un système
de n équations du premier degré a n inconnues,

On peut donc écrire immédia tement cette expression de IL sous la
forme d'un quotient de deux déterminants. Mais ces déterminants sont,
en général, d'une structure si particulière, qu'il y a d'ordinaire grand
avantage à développer l'expression de Vyr

Ce que nous cherchons, c'est la façon d'écrire ce développement lui-
même directement.

10. Lemmes. — Pour obtenir l'expression générale de U,,, nous éta-
blirons d'abord les trois lemmes su ivants :

I. Chaque terme du développement de Vn est égal à l'une quelconque
Up des n quantités connues u^ u^, ^3, ..., u^ multipliée par un ou
plusieurs des coefficients A^, et, par conséquent, peut s'écrire

A(" i ) A ("a) A/^5 ,,
A^ A^ Â/f, •••^-

II. Si l'on regarde chaque coefficient A^ comme du degré. >c , et
chaque quantité connue Up comme du degré p , l'expression de U,, est
homogène et du degré n, de façon que, dans le produit précédent, les
indices inférieurs des coefficients satisfont toujours à l'égalité

/f, -+- h\ 4- h\ -t-... == n — p.

III. Enfin, si les coefficients A^\ A^\ A^, ..., qui entrent
comme facteurs dans le produit précédent, y sont rangés dans un ordre
tel que leurs indices supérieurs aillent constamment en croissant, les
indices supérieurs et les indices inférieurs sont reliés entre eux par la
relation générale

iit=- /rf4- n(-^

De ces trois lemmes, le premier peut être regardé comme évident.
Les deux autres, d'après la forme générale (4) de la loi de la série,
subsistent pour U^ dès qu'ils sont vrais pour tous les termes précédents :
étant vraîs l'un et l'autre pour Ui et Ua, ils sont donc tous les deux
d'une généralité absolue,
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-11. Expressionde U^ — II suit de là que, si l'on désigne par¥(7i, /?)
le coefficient de Up dans le développement de U^, on a identiquement

W ! ^\ ^ A ^*^ A ̂  A^

^^^^ Kl Kî "3 " * '

la caractéristique V s'étendant à tous les systèmes possibles de valeurs
des entiers n^ n^ 7/3, . . . , k^ k^ ^3, . . . , qui satisfont à ces condi-
tions :

/^ + /t., 4- /fg -i- .. . ==: n —- p,
ni == /r, 4- /?,
ni=kt -4-^-1,
o <fr<<;^.

Le coefficient ¥(n, p) doit être regardé comme égal à l'unité,
En résumé, on a identiquement

n' .u,==y ¥(^P)^.
£usÀp
I

Telle est notre expression du terme général. Ordonnée par rapport
aux n quantités connues u^ u^ ^3, ..., Un, elle peut s'écrire dès que
l'on connaît ces n quantités ainsi que la loi de la série.

CHAPITRE III.
CLASSIFICATION DES DIFFÉRENTES FORMES DE LA LOI DE LA SÉRIE.

12. Utilité d'une classification. — L'expression du terme général
que nous venons d'obtenir, à cause même de sa complète généralité,
veut, pour être bien comprise, être appliquée à de nombreux exemples.
Or, dans les applications, les différences qui se présentent, spit dans
le mode du calculi, soit dans la nature du résultat, proviennent surtout
des formes différentes que peut affecter la loi de la série. Pour faire
des applications dans tous les cas qui se peuvent présenter et n'en faire
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qu'une dans chacun, il est donc utile d'énumérer et de classer les diffé-
rentes formes que peut prendre la loi de la série-

13. Caractères seyant à la classification. — Dans la formule
^

U.=^+V A^U/^,
! i

qui exprime, de la manière la plus générale, la loi de notre série, il
entre trois arguments distincts, savoir : n et k dans le coefficient A^?
n dans la limite ^.

II se peut queA^ dépende ou ne dépende pas de n, dépende ou ne
dépende pas de 7c. Il se peut de même que \n varie toujours avecji, ou
qu'il devienne, à par t i r d'une certaine valeur de riy absolument
constant.

En d'autres termes, si nous supposons écrites, les unes sous les
autres, les égalités successivement fournies par la loi de la série, et
que nous considérions le tableau ci-dessous, formé par les coefficients

A Î 2 )A 1 ,
A ( 3 ) A ( 3 )
""• l 5 "2 ?

A ( 4 ) A ( 4 ) A l * )Ai /, As y A 3 ,

, , . , • • • > . . * ,

il se peut faire que les coefficients d'une même colonne verticale
soient différents d'une ligne à l'autre ou tous égaux entre eux; que les
coefficients d'une même ligne horizontale soient aussi différents ou
égaux; enfin quêtes lignes horizontales aient une longueur perpétuel-
lement variable, ou bien, à partir d'une certaine valeur de n, absolu-
ment constante.

Ces différentes manières d'être de la loi relativement à nos trois ar-
guments sont autant de caractères qui nous permettent d'effectuer
noire classification. Ils nous conduisent naturellement à reconnaître
que la loi de la série peut affecter huit formes distinctes.

Seulement, pour que, dans la série de ces huit formes, les formes les
plus voisines correspondent, autant que possible, aux modes de calcul
et aux résultats les plus analogues, il convieyit d'examiner, parmi les
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trois arguments, quels sont ceux qui, par leur différent mode d'action
sur la loi, apportent la plus grande différence dans le calcul et dans le
résultat.

Que le coefficient A^ dépende de n ou n^en dépende pos : voilà la
source de la différence la plus profonde; que A^ dépende de k ou n'en
dépende pas : c'est l 'origine d 'une différence nouvel le , beaucoup
moins marquée; que \n varie perpétuellement, ou, à partir d'un cer-
tain instant, devienne constant : telle est la cause d^une troisième dif-
férence, la plus faible des trois.

14. Tableau des huit formes de la loi. — Les considérations qui
précèdent nous conduisent à former le tableau suivant :

Aj;'0 dépend de n

is de n. '

A^ dépend de ^ . . . . . . .

Ai"5 ne dépend pas de Â-.

Â,^ dépend de ^......

A^0 ne dépend pas de h.

\, varie toujours. . . . . . ï1111 forme
\ devient constant. * . . a/" forme
^ varie toujours. . . . . . 3e forme
\ devient constant*... 4e forme

\ varie toujours. . . . . . 5e forme
^ devient constant. . . . 6e forme
\ varie toujours . . . . . . 7e forme
\ devient constant.... 8e forme

Nous allons étudier successivement ces huit formes de la loi de la
série. Dans chacune d'elles nous chercherons d'abord ce que devient
notre expression du terme général; ensuite, nous appliquerons le ré-
sultat obtenu à la détermination du terme général d^une série particu-
lière donnée.

C H A P I T R E IV.
APPLICATIONS.

§ I. — Lois de la première forme.

15. Généralités. — Sous cette première forme, la loi de la série dé-
pend en réalité des trois arguments. Le terme général est donné par
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notre formule générale (11). Si l'on n'introduit aucune particulari té
dans la loi, cette formule ne donne lieu à aucune simplification.

Bon nombre de quantités forment des séries qui présentent une loi
de la première forme. Telles sont les sommes des puissances sem-
blables des n premiers nombres entiers; les coefficients d'une équation
considérés comme fonctions des sommes des puissances semblables de
ses racines; les nombres des substitutions irréductibles, etc., etc.

Nous allons faire u n e application de notre théorie à la détermination
du nombre des substitutions irréductibles de n lettres.

16. Application au nombre des substitutions irréductibles. — Le
nombre des substitutions irréductibles de n lettres n'est autre chose ( ^ ;
que celui des permutations de n lettres, où aucune lettre n'occupe 1.
place que lui assigne son rang dans l 'alphabet.

Soient, en général, P^ le nombre total des permutations de n lettres,
et L le nombre des substitutions irréductibles de n lettres. Si l'on dé-
signe par C^ le nombre des combinaisons simples de m lettres n à n, on
voit très-facilement que le nombre des permutat ions de n lettres, où
aucune lettre n'est à sa placer est T^; où une lettre est à sa place, est
CiL-o où deux lettres sont à leurs places est C,2!,̂ ; où trois lettres
sont à leurs places est C^I^^; et enfin où toutes les lettres sont à leurs
places est C^Io, si l'on regarde Io comme égal à l 'unité.

Il s'ensuit immédiatement que l'on a

Si nous posons

L -4- C; I...... -4- G; 2/^ -+-. . . -r- C;;I, ̂  Ï\.

j ̂  m L ̂  y

nous voyons que U,, est le terme général d 'une série déterminée à la
façon des séries récurrentes, et dont la loi est de la première forme.

Nous voyons en même temps que nous avons, pour cette série :
Un ! == Pn — i,
^ .̂  ^ _ ^
^ ( " ) „- r^A^ ...,- ^ .

( ' ) J."A. SERÏUST, Algèbre supérieures t. H, p. aai.
Ànn. deVÉc, Normale, ï^ Série* Tome VU, — NOVEMBRE t8-;8. 49
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Tirons de ces données l'expression de ¥ ( 7 ? , p ) . Nous trouvons
d'abord ^^'^^s^1^^^0^"0^
avec cet te condition unique que les indices supérieurs satisfassent à la
relation

/f, 4- ffî -4- li\ -+-. . . + /f, == n- — p.

Or

p/;i pZi pL p/' ___Z?''JL _ ___J121 ^ ^.^.rhl „. ^ ns]^L", L". "/'. • ' • \l:r= A', i (n,"- ^) i ̂ î (7i^/fJ1 ̂ i(n3 ~~/rJ1 ' t " ^i ̂ ;r. ̂ yî'

et nous savons que l'on a .. • •

7?2 -— '̂2 ̂  ^ 1 » ^3 —— ^3 -'-̂  ^2» ^-4 —— /t"1/. ̂  ^3ï • • - y

/7j == 72, n, — ^'•1 ̂ p.

Si nous tenons compte de toutes cesrelalions? nous Irouvoris

il̂ » ̂ .n! V _ (WI) '^^P)-^^^j^^^^

ie signe ^ s'étendant à tous les systèmes possibles de valeurs des en-
tiers A i , k^ /^ .. < , /^, tels que l'on ait

/f, -..,̂  If 3 4-. /fg -.1-,-. . , -...{... /(^ .̂r ^ .̂... p^

Considérons maintenant à part cette expression

V (-^
Z^k,\h\\k^...k,\'

où le y a retendue que nous venons de dire, et désignons-la par a^.p-
La nature de. celte quantité est telle que nous avons évidemment, que l '
que soit ^

! r 1 1 r i . ! : . s !
(^ 4. — ̂ ^ ..̂  ... ^^ „{„ ^^^ 4, ^ ^ ^ 4,, ^ .̂.,.,, ̂

» * , 2 3 i , , , « 3 * £ 1
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Celte dernière égalité, et toutes celles qui n'en difïèrent que par la
valeur de î, sont évidemment, satisfaites si l'on y remplace 09 par
,'_ ^o
—^—, telle est aussi la valeur de ae.

Il s'ensuit que nous avons

¥ (n, p] ==(— îY~~P

et, par conséquent,

IL-^zîV ^~. IJ,^(p..I).
Z^!(/ï-^)î v 7

Ce résultat peut s'écrire successivement

n n•c-̂ l ( . \ii"-p 'v^\u,..-..=^!y -=-n / y ;-,)"..c:-".^(".-/>)i ^i.'i i

"•-"'s'^ —•r.
--••s/11, , :" /î î - i j

"ÏF

Cette dernière égalité nous donne

^ (_ ï V
j ̂  ~^. ïi\ y- ——— •^ n

17. Cette formule, qui nous donne L ( s ) ? 'est un cas par t icul ier d ' une
formule plus générale, établie par Laplace a l 'aide d'un procédé qui ne
ressemble en rien au nôtre. Laplace ne s'est, pas arrêté d'ailleurs à ce
cas particulier, qui est cependant intéressant. De la solution que nous,

Théorie awlylir/ue des probabilités [OEw>res\^ t VII, p. %4^
49.
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venons d'exposer, on déduit très-facilement les formules que voici :
9.n — i

î,/, == y (2 n.— ^ 15 i^-t -+-1,
i

•inL«+.=-= y [2/ î- ̂ s^,i
L ~ : n i / ^ > -}- (—-i / ' ,
]„---= (n — i j (2,,.,, ^ ],,.,.,),

ni r1

•L1 „ :-. — — ^ ^" e iii~3!~1 û? .̂
^ . . .

De ces cinq formules, les deux premières manifestent une différence
caractéristique entre la,; •et Is/z+i ; la troisième, montrant aussi celte
différence, donne un moyen de calculer ïn qui paraît le plus rapide
qu'on puisse trouver; la qua t r ième montre ce fait curieux quel,, est
toujours divisible par n — î ; la cinquième, enfin, établit une relation
entre le nombre I,Jet la valeur d'une intégrale définie bien connue.

§ II . — Lois de la deuxième forme.

18. Généralités. — Lorsqu'elle affecle cette seconde forme, la loi de
la série dépend du premier argument et du second; mais elle ne dé-
pend pas du troisième. En d'autres termes, à partir d'une certaine
valeur de TZ, la l imite \n prend une valeur constante X.

Le terme général est donné par notre formule générale ( î i ) ; et, si
l'on n'introduit dans la loi aucune nouvelle particularité, cette formule
ne présente pas de simplification.

Il existe une foule de quantités formant des séries qui, se présentant
à nous déterminées à la façon des séries récurrentes, nous offrent une
loi de cette deuxième forme. Telles sont les intégrales finies ou indé-
finies qui se ramènent à des intégrales analogues à l'aide de l'intégra-
tion par parties; les numérateurs elles dénominateurs des réduites
successives de toutes les fractions continues; les intégrales quon dé-
signe par les notations Y^ Z^ les fonclionsX^ de Legendre, les dérivées
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successives des fonctions algébriques, la plupart des séries sommées
par Stirling, etc., etc.

Nous allons prendre pour exemple particulier une série dans la-
quelle X est égal à 3, et dont le terme général se présente sous u n e
forme extrêmement simple.

19. Application à une série particulière. — Soit la série don f i a loi
est définie pour toutes les valeurs de n supérieures a 3, par l'égalité

n '' ii • -'- i )
IL •= e11 U/(-.i 4" <^--1 U/^ + <?3/^~3 L\._3 -4- e~~~;

et ou l'on a, pour les trois premières valeurs de n,

\],—-e,
U,== ^Ui -4" e\
U;»=:^U,-h- ^ U i -1-" e".

f l ' l î • ! - î l

Dans cet exemple. Un est constamment égal à e a ; et, pour toulcs
les valeurs de n où ils existent, les coefficients A^0, Â^ 3 , A^ sont
respectivement égaux à er\ e2"'"""1, e3^""3, le nombre e étant d 'a i l leurs
quelconque.

Nous avons, comme d 'ordinaire ,

•u/f», ^ — V A ^ ' ^ ^ A ^i (n, p ) — ^ A^ A,^ A^ . .. ,

le signe > ayant , dans celte formule, son étendue haijituelle, les hi-
dicesy satisfaisant aux relations connues, elles facteurs A possédant les
valeurs que nous venons d ' indiquer.

On voit très-facilement que cliacun des produits soumis au y pré-
f i < n •i- ïl ptff "i- n •

cèdent est égal à e' 9- ' . Si donc on appelle z^ le nombre de ces
produits, on a

n{n•+ i) - - } ) ( { ) -)- n
^ V { n , i p " ) ^ z ^ € ' " ; - ,

et tout revient à détwîliner Zp.
Pour y parvenir, considérons les produits, non encore effectués, don t

la somme constituait W{n,p). 'Ceux d'entre eux qui possédaient le plus
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de facteurs en possédaient évidemment n — p ; et ceux qui en présen-
taient le moins en présentaient c^, ce nombre o>p étant la partie en-
lière du quotient de n — p -4- ^ divisé par 3.

Le nombre des produits présentant t facteurs est égal au nombre des
manières dont on peut obtenir la somme n — p, par le jet de t dés,
offrant chacun trois faces, marquées respectivement 1 ,2 , 3.

Or, comme nous Pavons dit dans notre Mémoire sur les combinaisons
régulières et leurs applications ( 1 ) , ce dernier nombre n'est autre que
celui des combinaisons régulières d'ordre 2, de t objets, pris n — p — t
^n — p — t, c'est-à-dire qu^il n^st autre, pour employernotre notat ion
habituelle, que

[ t , n - p - t } ^
Donc nous avons

^S^^/^^

II en résulte immédiatement
n^n•^ï_^P(/)^••l) na-^>

W (n, p] == ^—•———-—- ^ ̂  _ p _ ̂

Up

LlL±D
et, par conséquent , si nous nous rappelons que Up est égal à e ï et
si nous regardons (o, 0)3 comme égal à l 'unité,

^ ̂  ^
" U/,=e 2 y y ( t , n — p — t ) , .

• ^ • ! ^ ^ ^ ^ ^suép ûwàt *
1 ",,

Mais c'est une propriété des combinaisons régulières du second
ordre, que l'on ait identiquement

n fi — p 0

y y (/, tz — p — i? )., = y [(^ — 2 i — i, 2 /• )., -i- [n — a ^ — i, a lî -4- 2),],
^W/î Aimai _ jfaM^^ •
i b)p 0

5 étant la plus grande valeur de ty qu in^annu le pas à la fois les deux
expressions

[n^^l^î^i\^ (n ̂ ^t^ï^t ̂  a).^

Annales scicntî/îques de i''École 'Normale y année 1876, p. î5%,
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Nous avons donc, en définitives
n (/?+•!) 0 .

Un --= é? 2 ^ [('Jl — 2^ — I, 2 ^ ) 2 -4- {H — ïl— î , 2 f. -+- 2)2].

o

C'est une première expression générale de U^.

20. Pour en oblenir mie seconde, rappelons-nous que {t, n—p— i^
•est le coefficient de £cn~p'~t dans le développement de ( î -+- oc -^ ^2/,
c/est-à-dire de ^"^ dans le développement de {oc -+- ̂  + ^3;/. 11 en ré-
sulte que, si nous posons

X 4- .r2-!- ̂ rr: X,

le nombre Zp sera égal au coefficient de oc'1^ dans la somme

X"-/ .̂- X"-^-' 4- X""^-2-}-... + X"r,

c'est-à-dire dans l'expression
X^-î-' -. X01/-
~ ~ X ^ " " ï " B

Donc on obliendra Zp en prenant la dérivée (n — py'^^' (-IQ cette e x - ,
pression, la divisant par la factoriélle {n —-/;)! et y fa isant se égal \\
zéro. Donc on aura

u ̂ "^Y ^ , ^,y.-..,x-^'-x<•).•^u" '""e Lp '(n^p)i L r —x~^—J;
ï

C'est une seconde expression générale de U/,, qu'on peut mettre
aussi sous la forme d'une intégrale définie.

21. Dans cet exemple, il est à remarquer que les coefficients e'\
c2^, e^1^ s'assemblent dans chaque expression ¥, de manière à. y ,
former un produi t unique qui se met en facteur commun. Il en est
ainsi toutes les fois que l'on a, en général,

A^ -"̂  y (n) (f [n — î ) 9 [n — 2 ) . . . 9 (n — h -4- î ),

y(n) désignant une fonction quelconque de n. ,
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Les simplifications qu'apportent avec eux les coefficients de celle
nature expliquent pourquoi St i r l ing a surtout étudié les séries don t la
ic i présente de tels coefficients.

§ III. — Lois de la troisième forme.

22. Généralités. -— Lorsque la loi de la série est de cette troisième
forme, ).̂  et A^ dépendent l 'un et l 'autre de n\ mais A/"' ne dépend
pas de k. Pour une valeur déterminée de n, le coefficient A [n) a une
valeur constante, indépendante de A-, que nous désignerons par A^.
La loi peut s'écrire

IL^^+A^VU/, .^.

Le terme général est toujours fourni par notre formule générale (i î ) ;
mais celle-ci, lorsque la loi est de cette troisième f o r m e / p e u t être
exposée d'une nouvelle façon.

23. Considérons, en eflel, le développement de ¥(/%,/;). Évidem-
ment l'un quelconque de ses termes est de la forme

A C ^ A W A M . . . ,

les indices supérieurs étant des entiers tous différents, dont le der-
nier est égal à n, dont le premier est supérieur à p, mais non pas
à p -h \n^ ^ dont l'un quelconque n^ surpasse le précédent d^un nombre
au plus égal à X^. Donc

W[n, p} ==VA<".) AM A^ . ..,

chacun des produits soumis a u ^ présentant des indices supérieurs qu i

satisfont aux conditions énoncées, et \o\ s 'étendant à tous les pro-
duits possibles qui offrent de tels indices.

24. Parmi les séries qui sont naturel lement déterminées à la façon
des séries récurrentes, il n'en existe pour ainsi dire aucune dont la
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loi affecte la troisième forme. La loi de la série que nous allons prendre
pour exemple ne nous parait analogue à aucune loi connue.

25. Application à une série particulière. — Soit la série définie par
les égalités suivantes :

U , = i , IL=^Y Vn^z^/,

dans la dernière desquelles $ est égal à i^ à a ou à 3, suivant que n est
un multiple de 3 moins i, un mult iple de 3, ou finalement un mul-
t iple de 3 plus î .

Dans cet exemple, A^ est égal à n, de façon que ^(/^i), c'est-
à-dire la seule quantité à calculer, est la somme de tous les produits
possibles de nombres entiers croissants, dans chacun desquels le pre-
mier facteur est 2, 3 ou 4, le dernier n, et où chaque facteur de la
forme 3 a ) — i surpasse le précédent de î , chaque facteur de la
forme 3cx) de i ou de 2; chaque facteur de la forme 3ûo + ï, de î , de ^
ou de 3. On peut donc former ¥(n, i) , et par suite U/2, qui lui est
égal. La détermination du terme général est donc ainsi effectuée.

26. Mais, pour la série actuelle, on peut parvenir directement a
l'expression de U^, dans les trois cas où n est de la forme 3œ — r , de
la forme 3ûo, ou de la forme 3 û o + f . Considérons pour cela les trois
égalités suivantes :

U3^=(3a-i)U,^,
U^==3a(U3^+U3^),

Ua^i == ( 3a -4- î ) (Uaa -+- V^-i -1- Usa-a).

Nous en déduisons immédiatement
Uâa^^U^,

Uga-H === ( 3 ffC •4- Ï )' 3 a Uga-s?
et il s'ensuit

V^^{3cc^ï)î(3oc•-^y(3a—5]2.^l\3a: 3(a— ï) .3(a ~ 2),. .3. r,
V^^: ( 3 < 7 - ) 2 [ ( S a — 2)2 ( 3 a — 5 ) 2 . . . ï 2 3 ( a — ^ ) . 3 ( a — 2 ) . .3 . ï ] ,

U3^=(3a—x)[(3a—2)2(3a--5)2 . . , ï2 .3(a—T).3(a"-2). , .3. I ] .

. Telle est la valeur de U^ pour les trois cas qui peuvent se présenter.
Ann. de l'Éc, Normale, 2e Série. Tome VII. — ÎNOVEMBKE 1878. 5o
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27. Cette possibilité d'évaluer directement ¥ (n, i) est due à la na-
ture périodique de la loi de la série. En général, toutes les fois que
cette loi est très-régulière et qu'elle affecte cette troisième forme, on
peut obtenir l'expression du ternie général directement, par des con-
sidérations analogues aux précédentes. Ces résultats obtenus directe-
ment, lorsqu'on les égale aux sommes fournies par notre formule
générale, donnent des identités nombreuses, peut-être difficiles à éta-
blir autrement.

§ IV. -— Lois de la quatrième forme.

28. Généralités. — Lorsque la loi affecte cette quatrième forme,
A^ dépend de n, mais non pas de k, et ^ devient constant à par t i r
d'une certaine valeur de n.

Soient 1 le nombre constant auquel )^ devient égal, et A^ la valeur,
indépendante de k, que prend A^ pour une valeur déterminée de n.
La loi de la série peut s'écrire

U//:=^•4-A(rt)<VlL«<,.
i

29. Quant a la quantité V {n,p}, nous avons vu, dans notre é t u d ^
de la forme précédente, qu'elle est égale à

VAWA^AM.. . ,

les indices supérieurs étant des entiers tous différents , d o n t le dernier
est égal à n, dont le premier est supérieur à p , mais non pas à/? -+- ).,/,,
et dont l'un quelconque n^ surpasse le précédent d'un nombre au plus
égal à X,^.

Ici nous pouvons, dès que n est assez grand, remplacer ^ par )..

30. Parmi les lois des séries déterminées à la façon des séries récur-
rentes, celles qui affectent cette quatr ième forme ne se rencontrent pas
plus fréquemment que celles qui affectent la troisième. Dans l'impos-
sibilité, absolue peut-être, de rencontrer un exemple, nous avons dû
en imaginer un.
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3 1 . Application à une série particulière. — Soit la série définie par
les égalités suivantes :

^ __ aUi —. ————.,
^ a -\- \/a

__ ^/a
t, —• ^-=——— U»,

\/a -+- \/a

et, en général, pour toutes les valeurs de n supérieures h 2,
/?/—

l'« =: ^——^^ (U/t-i H- U/,-.:;),Va
" ' n /ï-t-i/'" /̂ '4•";>7•:::=•^a -h v'^.//T -L- i rt

égalités dans lesquelles a est un nombre positif quelconque.
Dans cet exemple, évidemment nous avons

au, :,- ——-——,,
\1 a -i- / a

Ui = o,

el, pour toute valeur de n supérieure à 2,
{ { „ =:= 0,

In == 2,

A(")^~__^__.
^^a^^v'a

11 s'ensuit que l'expression ^{n, i) , la seule qu' i l faille calculer pour
obtenir U^, est égale à

V /ïv/a -̂«—1^ .̂ _'̂ »z ̂ ^^-^^ /, ,̂  ̂  /^^ ,;̂  ̂  ̂ ^ • • • .
le signe y s'étendant à tous lesproduits de cette forme, tels que, dans
chacun d'eux, le premier indice supérieur soit égal à 2 ou à 3, le der-
nier à n, et que chaque indice supérieur surpasse le précédent de une
ou de deux unités.

Comme Un est égal à a ,¥(/?, r ) , il suffit de multiplier le^ précé-
dent par u\ pour obtenir précisément l'expression cherchée du terme
général U// de la série.

5o.
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32. Cette série est assez remarquable; sa loi, en effet, est telle, qu'on
peut très-facilement, d'abord établir que des termes consécutifs tendent
à devenir égaux à mesure qu'on s'éloigne du commencement de la série ;
ensuite démontrer que Un tend alors vers une limite déterminée; enfin
obtenir la valeur même de cette limite.

Considérons d'abord le coefficient A^, qui est égal à

yq/2+^+n^*
11 tend évidemment vers j lorsque n croit au delà de toute limite; par
suite, chaque terme tend à devenir la moyenne arithmétique entre les
deux précédents; par suite, les termes tendent à devenir tous égaux.

Il s'ensuit évidemment que le terme général IL tend vers une l imite
déterminée.

Passons maintenant à l'égalité

[^a + n+Ïa)V^ = ̂ a[V^, + U^),

qui exprime la loi de la série, et, à ses deux. membres, ajoutons la même
quanti té ̂ aU/^i. Nous trouvons

(^{/a + ̂ ) IL + "^ U^ === (ya + "^a) U^ + Va V,^

et ce résultat nous montre immédiatement que l'expression
/ n-\--t 1— ;î4-2/—\ rT /2-î-I/—TT[ ya^ v/a)^L+ /a Un-»

est constante, quel que soit n', par conséquent, cette expression est
égale a »

( ^ + ^ a ) U 2 + ^ U ^
c'est-à-dire à a.

Donc, pour toute valeur de n,

[^a + "^/a) U. 4- "^aU^ == a.

Or, lorsque n croît indéfiniment, ̂ a et ""^a tendent chacun vers
l 'unité; IL et Un-r tendent chacun vers la même limite. Donc

lima:——
0
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33. Les transformations qui nous ont permis cTobtenir cette l imite
nous donnent aussi le moyen d'arriver à une nouvelle expression de
U^ Nous en tirons, en effet,

n - - ""hv/a ^
^ +"7^ "4" ̂ a^'1'^

nouvelle loi qui nous donne, pour toutes les valeurs de n^

n ~t" i /— n •+- ?./Va 4- ^a

et, pour toutes les valeurs de n supérieures à l'unité,
À/, = i,

n -i- r;"~
Ac^- __^L_,.
-a ' ——•""" /Z.H/- /^?./~v ^ -i- va

11 en résulte immédiatement

^(^P)^;-.)"-^^^^'p+i
et, par conséquent,

r - V r^-'J""' TT ""^ T
1 " - "-L, "^a + "^a11'( -^^û + ' "^ "x L • /^-f-1 "J

g •V. -„ Lois de la cinquième forme.

34. Généralités. — Lorsque la loi de la série affecte cette cinquième
forme, la limite \n dépend de n, mais le coefficient A^ n'en dépend
pas; ce dernier varie seulement avec k. Si Fon considère une valeur
déterminée de/c, A^ prend une valeur constante et indépendante de n,
que nous désignons par A^.

Le terme général est, comme toujours, donné par notre formule
générale; mais celle-ci, si l'on n'introduit dans la loi aucune nouvelle
particularité, ne présente point de simplification. Il suffirait de sup-
poser que \n croît toujours pour arriver à une formule beaucoup plus
simple.
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Il est très-rare qu'une série, déterminée à la façon des séries récur-
rentes, présente une loi de cette cinquième forme. Nous allons donner,
comme application, une série assez simple, qu'on n'a point encore
étudiée.

35. Application à une série particulière. — Soit la série déterminée
par les relations

n — ï

a^V^u^i,^
U^ == I *

Nous avons évidemment, dans le cas actuel, pour toute valeur de n
supérieure à l'unité,

et, en général,
Un •== 0,

?.„ =-= n — ï ,
Ak = 1i\

A cause de l'absence des termes tout connus autres que u^ le calcul
se réduit simplement à la détermination de ¥(z2, ï). Or il est évident
qu'un terme quelconque du développement de ^(n, i ) est égal à

I^.^.S^. . . ( T î — ï ) 2 " ,

i , 2, 3, ..., n — ï étant des valeurs particulières de k, et a, f3, 7, ..., w
des exposants correspondants, entiers positifs ou nuls, satisfaisant
d'ailleurs a l'égalité

T a 4- ï ? 4- 3 y -r- , .. -+• ( n — r ) Q) --: 71 — r .

Il importe seulement de savoir le nombre de fois z qu'un pareil terme
se présente dans ce développement. Ce nombre est évidemment celui
des permutations de a •+- ^ •+• y -+• • * . . -4- co nombres, dont ce sont égaux
à i , /3 à 2, 7 à 3, ..., o) à n — ï. Ce nombre, on le sait, est égal à

(a-î- (3 4-y -t-.. .4- o)) !, . ^ ^ ^^ ._^_ .

Nous avons donc finâlementy puisque U^ est égal à W{n, i ) ,
T T V (a + (3 •+---"+" &)H , . / \ ,. U^ -;=: \ \————^..^—————^——^ 12<r., ^2^ . . ^ _ ï 2o.

^J al pî . , . & ) ! ' /
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le signer s'étendant à toutes les solutions en nombres entiers nuls OLI
positifs de l'égalité déjà décrite

ï a -4- 2 {S -h. . . -h ( » — i ) où == n — i.

36. Pour obtenir une autre expression de Vn, remarquons que, dans
les différents termes d u ^ précédent, l'expression a 4- p -h 7-{-...-4- w
peut prendre toutes les valeurs ï , 2, 3, * . . , n — ï , mais aucune autre.
La somme des termes où cette expression est égale à t, si nous posons

X =.:ï2.t•-+•22^2-^-32^3-^-. ..+ (n—ï) 2 ^" - 1 ,

n'est autre que le coefficient de x^' dans le développement de X^. Donc
L^ est le coefficient de a/'"1 dans X1 -f- X2 + < • • -4-X^'"1, c'est-à-dire

^u __ ̂

dans le développement de ^—^-- • Donc nous avons, en nous servant
des dérivées par rapport à x,

n .--„. __'__ /n"-' ^ — X A
{jlt~ (n-i)\ [ ^ 'X"=-Y;o'

et cette expression, comme toutes les expressions analogues que nous
obtiendrons par la sui te , peut se mettre sous la forme d'une intégrale
définie.

g VI. — Lois de la sixième forme.

37. Généralités. — Dans le cas de cette sixième forme, le coeffi-
cient A^ dépend de ky mais non pas de n ; la limite \n devient, à partir
d^an certain rang, égale à la constante X; et la loi même de la série
peut s'écrire

Vn -= Un -4- Pi U ,̂ 4- P. U^ + . . . . 4- PT. Vn~\,

Pô Pa, . . . , P\ é tant des constantes quelconques.
L'expression de U« peut être considérablement simplifiée, si ron

suppose que X/2, avant de devenir constant, va toujours en croissant,
Comme il est évident d'ailleurs qu'on peut toujours prendre pour pre-
mier terme U^ un terme assez éloigné pour qu'il en soit ainsi, nous
pouvons regarder cette condition comme toujours remplie.
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38. Supposons-la donc satisfaite et déterminons ¥( n, p ) .
Évidemment cette quantité est la somme de plusieurs produits de la

forme P^P^Ps •- P^> dans chacun desquels les exposants a, ;3, 7, ..., G)
sont des entiers quelconques, positifs ou nuls, satisfaisant à l'égalité

ra 4- 2 (3 -4- 3y -4".. . . -{- ?^) == /z — p.

Celui de ces produits qui nous sert de type se trouve répété un nombre
de fois égal au nombre des permutations dea+p-+-7+ . . .+û t ) lettres,
dont a sont égales a P^ /3 à P^, 7 à Pa, ... , cx> à P^. Or ce nombre de
permutations est

( a -4- (3 -4- y 4- • . . -^ ̂  ) !.^ p , y , _ ^ ?

donc, si nous convenons d'étendre Ie^ ci-dessous à toutes les valeurs
entières, nulles ou positives, des exposants qui satisfont à l'égalité
écrite plus haut, nous avons

W/,, .̂  __V (a "4" P -h • • • •4" ̂ i 1 î^ DP •D<-,.c ( yit P ] —— r •——————————-——— i A. . . . J.., îj—^ a î ( 3 1 . . . &) î * s "

de façon que Un est déterminé, puisque nous savons que

l]^=^F(^, ^) -4-?^- i¥ (7z ,7 î—i) + ^-2 ¥(7^ — a ) +... .

C/est une expression simple et générale de U,^

39. Pour en obtenir une nouvelle, considérons l'expression précé-
dente de ¥(n,/?). Dans les différents produits dont elle est la somme,
l'expression ce +• ? +...+ <x> n'est jamais ni supérieure à n —p, ni in-
férieure à âp, ce nombre Qp étant la partie entière du quotient de
n — p 4- X — i par X. La somme des termes où a •+• p -+-..--+- w est égal
à ty si nous posons

X==P^4-P3^2-+-P3^3-^-...4-P^•S

n'est autre que le coefficient de a^ dans le développement de X^.
Donc ¥(7%,p) est juste lecoefficient de o^ dans la somme

yn~~P ̂  X"-̂ l + X"^~2 •+-..* •+-X^,
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c'est-à-dire dans le développement de

x"-^+'— x°/'
X ^ 5

donc nous avons

W ( n p}-——I——fî)-^x/"'//"l~xv\^•^^^p)]^ --^——-J^

donc

U ~ „ + ̂ - m x2 ~ x0""1 \ ̂  un^ (^ x:î - x0"-6 \u.- ̂ + -^ ̂ _^^_^+ ̂  ̂  _^__ )^ . _

40. Ces deux expressions générales de U,, ont chacune leurs incon-
vénients et leurs avantages. La première demande plus d'explications;
la seconde s'explique pour ainsi dire d'elle-même. La première exige un
calcul plus court, mais plus difficile; la seconde, un calcul plus long,
mais presque mécanique. La grande supériorité de la première, c'est
qu'elle pénètre bien plus avant dans la nature de la quant i té à calculer.

Quoi qu'il en soit, ces deux formules donnent, pour ce cas, le moyen
d'écrire l'expression de U^, sans qu'il soit besoin de résoudre au préa-
lable la moindre équation.

Al. C'est dans les séries dont la loi affecte cette sixième forme que
rentrent la plupartdes séries récurrentes proprement dites, et des séries
considérées par Lagrange. On y pourrai t ramener très-facilement la
recherche des développements, soit de sïnnxy soit de cos^,^, en fonc-
tion de sin;x? seul ou de cos^ seul.

Nous allons appliquer ce qui précède à la détermination de la somme
des puissances semblables des racines d 'une équation, c'est-à-dire au
problème fameux, résolu pour la première fois parWaring.

42. Application au problème de Waring. — On sait que, si l'on dé-
signe par Si, Sg, 83, ... les sommes des puissances f^, ^e, 3e, ... des
racines de l'équation algébrique du degré m

^ 4- T. ̂ -' + T. x^ + . . . 4-T,n-1 x + T/« ==o,

on sait, disons-nous, que S,, est reliée aux quant i tés S précédentes,
Ânn, de l'Éc. Normale. 2e Séné. Tome VU. — DÉCBMIÏHE 1878. 5î
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lorsque n ne surpasse pasw, par la relation
Sn^TiS.-,+T.S^+...4-T^,S.+nTn=o,

qui est due à Newton, et, lorsque n surpasse m. par l'égalité évidente

S, +• T( S«-, -4- Ï\S«-2 4- ... 4- ï..-> S /̂,+.i -4- TmSn-m == 0.

Nous en déduisons immédiatement

A .̂ -: m,

î\ == - Tt, P. :.̂  - Ï2, ?3 == -~ Ta, .. ., P.. = - T.,

u, -=- - î T», u; = - aï.,, ^3 =-- - 3T3, . . ., ^« == — wT/»,

et aussi
Uni+ff ::=: ^y

quel que soit rentier supérieur à zéro, que nous désignions par q.
Nous avons, par conséquent,

S, ̂  ̂  T. Y(^, î ) - 2T, V^, 9,) - 3Ï3 ¥(^, 3) - ... - ̂ ¥(^r,

A- é tant égal a n, si TZ ne dépasse pas m, et à m dans tous les autres cas.
Pour la série actuelle, nous avons d'ailleurs

. •• Y(,^) ̂ (- ̂ - 4 ̂ .̂ ^^ T» T ^ . . . .

Il en résulte une première expression générale de S,z.

43. Pour ea obtenir une seconde, considérons la formule générale
qu i précède (39). En l 'appl iquant l i t téralement au cas actuel, nous
posons

X = — (ï\;r 4- Ts^2 + T^r3 4-. » . + T/,^"'),

et nous trouvons facilement

S - V - p r ï l ) ÏD-^"^^-^^^--^^:z-^[^ 'x-i ;/

s ayant la même signification que ci-dessus (42), et Qp désignant la
partie entière du quotient de n —p+ m — î par m.
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44. Revenons à la première formule (42) trouvée pour S,,. Quel que
soit p , W(n,p) y est multiplié par — pTp', par suite, dans S/; effectuée,
tous les termes seront des produits T^ T^ T g . . < , tels que

ia "4- 2 p -)- 3 y -+-...== /î.

Il est évident, de plus, qu'on y trouvera tous les produits de cette
forme, dont les exposants satisfont à cette condit ion. Mais combien de
fois y rencontrera-t-on chacun d'eux? Pour répondre à cette question,
soit

T 7 f'^r T s
1 </ J r' i s'

l 'un quelconque de ces produits , où nous ne marquons que lesï d o n t
l 'exposant n'est pas nul. Évidemment ce produit ne se présentera que
dans les termes

--r/TV¥(n,^), - r'T^F^, r 1 ) , -^¥(/^}.

Or les nombres de fois qu'il entre dansées différents termes sont
respectivement

^( .^^(g--1^^^^.
^^^ ^ q ^ ï ) l r \ s ï î

r'(^ r^^ [l±L=Ll±^l,î { îr q \ ( r - î ) \ s l 3

. /1 _ t^^ (î^Z î̂ ^.
' i ï) ^!r î^~i) I 9

donc le nombre de fois qu'il entre dans S^ est égal à

(^^^^^)(^,)^ii±^

Mais ce résultat est général, et la somme qq'^r rr'-h ss1 est égale à n\
donc finalement

S. ̂  »^(-, )•-..- l̂ .̂ F'.)' I" T.,... T,,

la caractéristique y s'étendant à tous les systèmes de valeurs des nom-
bres a, P, . . . ? oo, tels que l'on ait

ï ix 4- 2p+ 3 y -+-. . .4~ ^too === 71.
5i.
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Cette troisième expression (le S/; est justement la formule de Wa-
ring^).

45. Dans celle formule de Waring, considérons l'un quelconque
des p rodu i t s soumis au^ . Soit t la valeur de a 4- ? -h . . . 4- w dans
ce produi t . La somme de tous les produits, où cette valeur est la même,
n'est aut re que le coefficient de oc?1 dans le développement de ".-X^, le
polynôme X étant défini comme plus haut (43). Or ce nombre t prend
dans ce^ toutes les valeurs entières non supérieures a n^ mais non
inférieures à Q, ce nombre 9 étant la partie entière du quotient de
n + m — i par w. Donc \o\ tout entier est le coefficient de x ' 1 dans le
développement de

X" 'X"-' X"-2 X°— 4- ——— + ——— + ... 4- .
n n — i n — a ' 0

Donc on a, en désignant par la caractéristique D^ la dérivée n1^'
par rapport à oc,

i r / "̂  '* Y '<'-1 Y ° \ " iQ n » / A i_ A- > • A \^ ^ -————— i) i — 4-. —-.,,.̂ . 4, ... _^. .( n—i ) ! L " V ^ ^"-x & y j o
Appelons Y la dérivée première, par rapport a a?, du polynôme X ;

nous pouvons écrire immédiatement
T r / Y" Y0—' \ 'iS, = ———— 1)̂  {^—L^ Y) .( ^ - i j î L ' \ x-i y jo

C'est une quatrième expression générale de S^*

g VII. — Lois de la septième forme,

46. Généralités. — La loi affectant cette forme, A^'5 ne dépend ni
de n ni de 7c; en d'autres termes, tous les coefficients sont égaux à une
même constante a; mais X/, est fonction de n. La loi de la série peut

(') Meditcnioncs aîgcbraic€ey in-4°? Cantabrigiaî, 1782. — Prùbl. I, p. x .
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s écrire
ïn

Uu= Un -^- Ct\ IL-À.

Le terme général s'exprime toujours à Faide de notre formule géné-
rale, et, si l'on ne fait aucune hypothèse sur la nature de 5^, considéré
comme fonction de n, cette formule ne se simplifie point.

On trouve peu de séries dont la loi ai t cette forme. En voici une
assez simple.

47. Application à une série particulière. —Soit la série déterminée
par les égalités

u ,===i , U,,=:a> U/,_/,.
^k

Nous avons évidemment
IL==¥(^,

et, d'après sa déf in i t ion, WÇn, i ) est la somme de termes égaux a u x
diverses puissances de a, depuis la première jusqu'à la [n—j/1'"^.
Combien de foisa^ se trouve-t-il dans cette somme? Autant de fois qu'il
y a de manières d'obtenir la somme n — r , par le jet de t dés, présen-
tant chacun n — i faces, marquées i, 2, 3, ..., n — i.

Ce nombre est celui d.es combinaisons régulières, d'ordre n — 2, de
t lettres, prises n —- i — t à n — i — t. Or le nombre de ces combinai-
sons régulières, à cause que l'ordre en est supérieur ou égal au nombre
des lettres de chaque combinaison, se confond ( 1 ) avec celui des com-
binaisons complètes de t lettres n — i — t à n — i — /, lequel, à son
tour, n'est autre que le nombre des combinaisons simples de n— a
lettres t — ï à t — jr ; donc, si nous désignons ce dernier nombre par
Cil1,» nous avons

""-Xe12"'-
Telle est l'expression de notre terme général»

( ' ) Foir notre Mémoire sur les combinaisons régulières^ cité plus haut.
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î-8. Cette expression peat s'écrire
n — î

VIH^a^c!17:2ac~t'

et, comme le nouveau y est juste égal à (r -hr?)"""2, nous avons
U/,-=:<7(ï -{-^J""2.

49. Grâce à cette particularité que ̂  est égal à n — i, on peut ob-
tenir directement ce dernier résultat. La loi de la série se transforme,
en effet, très-facilement en celle-ci :

U,,= (ï -+-û)U,,«.i.
Or cette dernière formule, jointe aux deux égalités

U i = = i , U^^U,,

nous donne immédiatement
lL:-=a(ï -l-a)^2.

50. Il est à remarquer que, si l'on ignorait la formule du binôme, on
la trouverait en égalant nos deux expressions de IL,

§ VIII. — Lois de la huitième forme.

51. Généralités. — Dans ce dernier cas, la loi de la série ne dépend
d'aucun des trois arguments; en d'autres termes;, dans le tableau des
coefficients (13), les termes sont tous égaux, soit dans les colonnes
verticales, soit dans les lignes horizontales; et, de plus, la longueur de
ces dernières, à partir d'un certain moment, devient absolument con-
stante, après avoir, comme nous pouvons toujours le supposer, été
jusque-là constamment en croissant.

Si nous désignons par^à la valeur constante de X/,, et par a celle de
A^î la loi de la série peut s'écrire alors

U« == Un 4" a y U^.



TERME GÉNÉRAL D'UNE SÉRIE QUELCONQUE, ETC. 407

52. Le terme général U^ prend, dans ce cas, une forme très-simple.
On a toujours, nous le savons,

U.===y u^W[n,p),^p

Or, dans le cas actuel» ^V[n,p} est évidemment la somme de ternies
tous égaux à des puissances de a, dont le plus fort exposant est n — p ,
et le plus faible O p , ce nombre Op étant la partie entière du quotient de
n •— p 4- X — i divisé par \.

Combien de fois le terme a!- entre-t-il dans cette somme? Autant de
fois qa^il y a de manières d^obtenir la somme n — p par le jet de t dés,
présentant chacun ?i faces, marquées respectivement i, a, 3, ... , À .
Mais ce nombre de manières est égal à [ t , n — p — t^^, si, conformé-
ment à notre notation habituelle, nous désignons par cette expression
le nombre des combinaisons régulières, d'ordre X — i , " d e l lettres,
n — p — t à n—p — t; donc nous avons identiquement

n—fj

[n, f}}=:^ a^i, n—p— t}^
^

et, en por tant cette expression dans la valeur précédente de U,,, nous
obtenons l'expression générale de U,^ ordonnée suivant les quant i tés
connues u^ » u^^ u^, . . . , u^.

53. Nous pouvons obtenir une autre expression générale de IL. En
ejOTet, ^{ t , n— p — t}^^ n'eM autre chose que le coefficient clé oc^1'
dans le développement de {ax 4- ax2 4- ax^ -+-.-• .+• ax^)^ c'est-à-
dire, si nous appelons X le polynôme entre parenthèses, dans le déve-
loppement de X^; doncT(^ ,^ ) est le coefficient de ^"p dans l'ex-
pression

X"'^ -4- X^-1 -1- X"-^-2 4- . . . 4- X0^

c'est-a-dire dans
x.^^'—x^'^ ,̂_ ,

et, par suile,
•u-V -Jf^^D^^^^-^^L '"—^.(r^^în- x-i /.
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54. La lo i des séries récurrentes proprement dites et des séries de
Lagrange, toutes les fois qu'elle n'est pas de la sixième forme, appar-
tient à la huitième. La loi des séries de Cassini est toujours de la hui-
tième. Nous allons considérer une série analogue aux séries de Cassini.

55. Application à une série particulière. — Soit la série dont chaque
terme est égal à la somme des trois précédents multipliés para. Sup-
posons les trois premiers termes donnés par les égalités

U.=:i,
lL-=:aU,,
U:,==^(U.-+-[J2) .

Le terme général sera identique à ¥(/z, t) . Si nous appliquons la pre-
mière formule, nous aurons

"^s at^'n~~î^t^f

5, étant la partie entière du quotient de n 4- ï par 3, Si nous appl iquons
la seconde, nous avons

, / Y il Y 0 1 \n — _L— fD^1"-^^-^ .u«—-^_^ , ̂  ^_^ ^

Telles sont nos deux expressions de U,,.


