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SUR LES COURBES
DUES A LA COEXISTENCE

DE DEUX MOUVEMENTS VIBRATOIRES PERPENDICULAIRES,

PAK M. A. TERQUEM,
PROFESSEUR A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE LILLE.

PREMIÈRE PARTIE.
PRÉLIMrNA.IRES.

Les courbes dues à la coexistence de deux mouvements vibratoires
perpendiculaires ont été étudiées par MM. Lissajous et Melde. Le pre-
mier physicien, auquel on doit le moyen de les produire facilement à
l'aide de diapasons munis de miroirs, a indiqué les propriétés princi-
pales de ces courbes.

M. Melde, dans l'ouvrage die Lehre von, den Schwingungscurven
(Leipzig, i864), a repris cette étude, et l'a étendue aux courbes dues à
la coexistence de deux mouvements elliptiques ou d'un mouvement
elliptique et d'un mouvement rectiligne. Pour étudier les propriétés
géométriques des premières courbes, il est plus commode de conserver
les deux équations qui représentent les mouvements composants, et de
prendre par suite, comme variable auxiliaire, le temps.

Ces équations sont, comme l'on sait, les suivantes :
i^ a?=:acos2TCW [t -+- S],
1 ^ } Z == b COS27fft<.

L'une des molécules exécute m vibrations suivant l'axe des a?, et
l'autre n suivant l'axe des 2, perpendiculaire au premier, pendant un
certain intervalle de temps que l'on prend pour unité. La forme de la
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courbe que décrit une molécule possédant ces deux mouvements simul-
tanés dépend des. trois quantités m, n et ^, la différence de phase à
variant au maximum de o à — • M. Lissajous a en outre fait remarquer
que l'on peut remplacer l'un des deux mouvements pendulaires, celui
que représente l 'équation ( i ) , par exemple, par un mouvement de ro-
tation uniforme sur une circonférence de rayon a. On sait, en effet,
quesi unemolécule se m e u t s u r u n e circonférence d^unmouvementuni-
forme, sa projection sur un diamètre quelconque possède un mouve-
ment pendulaire ; la molécule devra donc, dans le cas actuel, décrire m
circonférences dans l'unité de temps; Farc y parcouru pendant le
temps t sera exprimé par

(3 ) y== i^ma[t 4-ô).

L'autre mouvement pendulaire concomitant, z = bcos^nnt, s'exé-
cutera suivant la perpendiculaire au plan de la circonférence menée
par le centre de cette dernière* On peut admettre, pour trouver le mou-
vement résultant, que le mouvement oscillatoire a lieu suivant les
génératrices du cylindre ayant la circonférence 2na pour base; par
suite la molécule vibrante, pendant l'unité de temps, fait m fois le
tour du cylindre, tout en exécutant n oscillations sur sa surface ( 4 ) . On
obtient ainsi une courbe tracée sur la surface du cylindre, que je dési-
gnerai sous le nom de courbe cylindrique, et dont la projection sur un
des plans diamétraux du cylindre reproduit la courbe plane due à la
composition des deux mouvements vibratoires perpendiculaires. Grâce
a cette construction, on peut éliminer, ainsi que l'a fait remarquer
M, Lissajous, l'influence due à la différence depha'se &; l a fo rme de la
courbe cylindrique ne dépend plus absolument que des valeurs de m ei
de n, c'est-à-dire des nombres des vibrations simultanées.

On pourra obtenir, en effet, en projection toutes les courbes planes
correspondant aux diverses valeurs de 5, soit en laissant le cylindre

( t ) Dans tout le reste de ce travail, laîeUre m indiquera le nombre des oscillations exé-
cutées suivant l'axe des x, ou le nombre de rotations suivant la circonférence de la base du
cylindre, et n le nombre d'oscillations effectuées suivant Faxe des z ou à la surface du cy-
lindre.



SUR US COURBES DUES A LÀ COMBINAISON, ETC. 351

immobile et faisant tourner le plan de projection, soit en laissant ce
dernier plan immobile et faisant tourner le cylindre.

On pourra donc, pour trouver l'équation de la courbe cylindrique,
poser à = o. Si l'on suppose déroulée la surface latérale du cylindre,
l'équation de celte courbe devient, en remplaçant f p a r sa valeur,

/ / \ i ^ T
4 , S = = 6 C O S 2 7 T — — — - — — 5' / m.iTva

ou encore
L nTZ =: b COS27T — — ?

ml

en posant ^na~~=l, longueur de la circonférence de base du cy-
lindre.

Pour construire cette courbe, il suffirait de construire n fois la courir
sinusoïdale :

Z =b COS27T ^-5c

avec c == —:, sur une surface plane indéfinie, puis d'enrouler cette sur-
Jî'

face avec la courbe tracée sur la surface du cylindre ; les diverses por-
tions de cette courbe se couperont en formant nécessairement une
courbe fermée, puisque ces n sinusoïdes sont tracées sur une surface
égale à m fois celle du cylindre.

Des propriétés de cette courbe cylindrique on peut déduire plus
simplement, que par l'emploi <;les équations ( i ) e t , ( 2 ) , un certain
nombre des propriétés des courbes planes résultant de la composition
de deux mouvements vibratoires perpendiculaires. Il faut donc, dans
ce but , chercher l'équation de la courbe tracée sur la surface déroulée
du cylindre, ou sur cette surface même, en prenant comme coordonnées
des portions de génératrices [z] et des arcs de cercles {y}. L'équation de
la courbe ainsi tracée sur la surface, déroulée indéfinie est celle d 'une
simple sinusoïde, c'est-à-dire

(5) '' Z = & C O S 2 7 T - /-

Supposons que l'on mène des parallèles à l'axe des ^, à des distances /,
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rî/,3/, . . . (7n— 1)1,ml ( ^ ) . La courbe représentée par l'équation (5)
est divisée ainsi en m parties, et chacune de celles-ci représente une
des portions de la courbe enroulée sur la surface du cylindre. Il suf-
fira, pour avoir l 'équation de chacune,de ces parties isolément, de
changer son équation, de telle sorte que y n'y varie plus que de o à /.

L'équation de la première partie est donc

, nr
Z^ == f) COS27Ï- ——;

ml

celle de la deuxième partie (on remplace jpary 4- l},
, /nr n \

Zî^b COS27T —— 4- — ,\ml m )

celle de la troisième partie devient, par la substitution dey 4- 2l à y,

, / nr in.\
Zs = 0 COS27T ——;-+- —— ,

\mi m ]

et celle de la m1^ partie sera
, FriY [m — i) n~\

^==6COS27T —~ 4- [—————— •\_ml m J

L'équation générale de la courbe tracée sur la surface du cylindre
sera donc

(6) [ z — z , } [ z — z . , } { z — z ^ . ..(^—^)===o,

y variant dans les-s^ z^ z^ ... , z^, seulement de o à / ; si y, du reste,
varie au delà de /, on retombe sur des valeurs de z déjà trouvées.

Je me propose, dans ce travail, d'étudier les propriétés princi-
pales des courbes cylindriques représentées par l'équation (6), d'en
déduire les propriétés des courbes planes obtenues en projetant les
premières sur divers plans diamétraux du cylindre, et enfin de donner
la description d'un appareil de démonstration, permettant de vérifier
expérimentalement les déductions de la théorie.

( 1 ) / est égal, comme on Fa vu, à 277^, longueur de la circonférence de la base du cy-
lindre.
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DEUXIÈME PARTIE,

ÉTUDE DES PHOPB.ÏÉTÉS DES COURBES CYLINDRIQUES.

Les valeurs des z^ ^2 ,^3 , - . . ? ^w» qui entrent dans l'équation (6) ,
peuvent être simplifiées; en effets dans les nombres fractionnaires^ tels
que ^m {n et m étahl premiers entre eux? et p un nombre quelconque

9y

infér ieur à m), on peutsnpprimer la partie entière et ne conserver que
la partie fractionnaire; on sait, en outre, que si Fou multiplie une frac-
tion irréductible ou un nombre fractionnaire ~" par les nombres sue-

fîti

cessifs r , 3, 3, ... , m — t y les restes de la division sont égaux à ces
mêmes nombres rangés dans un autre ordre.

' On pourra donc conserver l'équation (6),

(6) [Z— Z^}{Z — Zs) [ Z — 33). . . (2 — Zm} ==0,

pour représenter la courbe cylindrique; seulement les quantités -s,,, z ^ ,
^3, , . . 9 s^9 ont les valeurs suivantes :

,. nv y y"Zi == b cos27r — == b ces STT "- 5ml c

( }ï'v î \ f y* i \
^2=±^COS27T ——,4- — ) ===6 COS27T ["- -(- — ?ml m) \c m/

fnr a \ . ( y a\
^:== 6 CÛS27r —/-.-+- •— = écOS27T - -h — p\mZ w/ \c- wy

, / n v m — ï\ , [ y m — » \
^:=&COS27T — — . + — — — — p = ^ 6 c O S 2 7 T - 4 - — — — — •\ml m J \c m )

La courbe représentée par l 'équation (6) jouit de certaines propriétés
générales,, quels que soient m et n; d'autres propriétés particulières,
au contraire, varient suivant que m et n sont pairs ou impairs..

TaÉo'RÈME I. — Si la molécule vibrante/ait n oscillations sur la sur-
face du cylindre parallèlement à V axe de ce dernier, la courbe résultante

Ann. de l'Éc. Normale, 2e Séné. Tome VÏL — OCTOBRE 1878. 4^
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est formée de n parités identiques, quel que soit le nombre m de rotations
exécutées pendant le même temps.

*Si, en effet, dans l'équation (6), on y remplace y par y+ -^9 f ê tan t
un nombre inférieur a n, les quantités constantes ajoutées à la partie va-
riable 7Z^ dans les quantités ^, z^ z^ ... , z^ que je désignerai dé-

, . , . k k -4- T If 4- ?- !f -4- m — rsonnais par le signe ^", deviennent ^ ~y~^^ ~-^—î • - - 5 ——^——'
Si k est inférieur à 772, on peut poser k + p = w, et les restes des di-

visions sont k, k+ i , ... , m — i , o, i , 2, ... , k — i , identiques,
saufFordre, aux numérateurs des fractions qui figurent dans les^-.
Si À- est supérieur à m, on peut écrire h = mr+ y, supprimer le pro-
duit mr et ne garder que <7, ce qui ramené au cas précédent.

L'équation (6) ne changeant pas quand on remplace y par y 4- -^

les valeurs de z sont par suite les mêmes pour y, y + ̂ y+ ̂  î - * ^

y 4- ( n ~ ~ ~ ' ' f ] .^ la courbe que représente cette équation étant formée defti
n parties identiques, il suffira donc, dans l'équation (6), de faire varier y
de o a - pour avoir Félément constitutif de la courbe cylindrique,
puisque cette figure se trouve répétée n fois sur la surface du cylindre.

Comment construire facilement cette figure élémentaire? Dans l'équa-
tion (6) ou dans les ^ je pose c == m-, comme il suffit, ainsi qu'on

l'a vu , de faire varier y de o à -5 pour avoir ce que j'ai appelé h»
/ *

figure élémentaire, cela revient à faire varier cette quantité de o à — ^

puisque - == c-' Or c est la base de la sinusoïde primitive à tracer sur
la surface indéfinie du cylindre développé.

On obtiendra donc la figure que représente l'équation (6), quand y
varie de o à - ou à -6-? en traçant une sinusoïde quelconque

z == SCOS^TT r? coupant la courbe en m parties par des parallèles àc
l'axe des z équidistantes et faisant glisser les divers tronçons de courbe
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ainsi obtenus, de manière à les reporter tous entre deux droites paral-
lèles à l'axe des z^ séparées par un intervalle égal à — •

Ainsi, en résumé, le nombre de rotations m exécutées par la .ïiolé-
cule vibrante pendant l'unité de temps détermine la forme de \^fgure
élémentaire ou de Vêlement constitutif de la courbe cylindrique, quel
que soit le nombre d'oscillations exécutées à la surface du cylindre. Ce
nombre d'oscillations n indique combien de fois cette figure élémen-
taire doit être répétée à la surface du cylindre, quel que soit le nombre
m des rotations simultanées. Lesfig. i, 2,3, 4.» 5? 6, 7 et 8 (P/. ^repré-
sentent les figures élémentaires correspondant à ï , a, 3, 4» 5, 6, 7 et
8 rotations, quel que soit le nombre des oscillations; évidemment les
paramètres de la sinusoïde choisie sont complètement arbitraires, et
ne changent rien à la forme générale.

THÉORÈME II. — Dans la figure élémentaire, la parallèle à l'axe des z
menée par le milieu est un axe de symétrie.

Si, en effet, on a, (Tune manière générale, deux arcs de courbe sy-
métriques par rapport à une certaine droite, la symétrie subsistera en-
core si l'on fait glisser ces deux arcs de quantités égales vers cette
droite, même si on la dépasse. Or, à cause de la symétrie de la sinus-
oïde {fig^ i), par rapport à la ligne CD, les m tronçons de courbe
provenant de la division de la sinusoïde en m parties sont et resteront
dans des positions symétriques par rapport à cette ligne CD, si on les
fait glisser parallèlement à la ligne EFGHI, de manière que tous se
trouvent compris entre deux droites menées de part et d'autre de CD,
à des distances égales à —-; c'est ainsi, en effet, qu'on pourrait pro-
céder à la construction de la figure élémentaire.

Si, du reste, dans l'équation (6), on remplace y successivement par
-...„. 4- y et — — r^ on trouve pour z la même valeur.
2 / i t/ ' 2.H t/ A

THÉORÈME III. — Les parallèles AB, Ai Bi à l'axe des z qui limitent la
figure élémentaire sont des axes de symétrie? quand celle-ci est répétée
plusieurs fois, ou même si, n étant égal à i, elle se trouve tracée sur la sur-
face du cylindre.

Cela résulte de ce que chaque figure élémentaire est formée de deux
45.
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parties symétriques par rapport à une parallèle à l'axe des s. Où dé-
montre du reste que, dans l 'équation (6 )^ z conservera mênie valeur
quand on change y en —y.

THÉORÈME IV. — Si m est pair) la figure est symétrique par rapport à
l'axe des y,

En effet, si m est pair{Pi . I,fig. i), CD étant un axe de symétrie de îa
sinusoïde, les points de division de la ligne El, dans chacune des moi-
tiés EG et GI, tombent à la même distance des points E et G. Si l'on
fait tourner la courbe DHA^ de 180 degrés autour de El, elle devient
la courbe CHB^ identique à AFD. On peut admettre, comme on l'a vu
précédemment, que Fon forme la figure demandée en faisant glisser les
divers tronçons de courbes parallèlement à El, jusqu'à ce que le milieu
de chacun se trouve sur CD; les divers tronçons de courbe provenant de
CHB< se superposeront aux tronçons correspondants de ÂF.D; si donc
on effectue ensuite la rotation inverse de celle qui a été faite primitive-
ment , ces derniers deviennent les symétriques de ceux avec lesquels
ils coïncidaient". On peut démontrer du reste que, dans Féqualion (6),
les Zi sont égaux deux à deux et de signes contraires.

Les lignes CD, AB, A ,B^ étant, dans \wfig. a, 4, 6, 8, des axes de
symétrie ainsi que la ligne EF^ les points d'intersection E, F elG sont
des centres*

THÉORÈME V. — Si m est impair^ l'axe des y n'est plus un axe de sy-
métrie; mais il y a, sur l'axe des y et dans chaque figure y des centres

aux points y = 7e- et y = ——r J ^m J ^m

Pour démontrer cette proposition, il suffit de faire voir que si, dans
réquat ion(6) ,pour j= ̂  +y^ on a z =^ pour y = — -y , ,
on aura z = — Zç. : , , , . . . ,

Posons, pour abrégea ^^ == y $ les arcs dont .on aura^à prendre les

cosinus pour avoir la valeur des z^ seront, pour y = —^ + y ^ ,

,. , TT STT q7T • ( 4 W — 3 ) 7 TM -̂ ———,, m ̂ , — — — — ^ ̂  ^ — — ^ ^ , \Ĵ __.,.,.,,,.,..,_.,,L.,.

• ' .aw • ïm ï ^m . ? r l • aw
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Les coefficients de la f ract ion— sont donc ï y 5^ q» . . . , dm—3,a m ' ' ^ ' ' a '
de la forme [\p + i, p variant de o à m — i.

Si w est impair et égal à ^m! + i, on trouvera parmi ces nombres
4.̂  .4- !.== 2m — î y et 4 ^ + 5 = 2 m + 3 . Les arcs précédents
peuvent donc être séparés en deux séries, de la manière suivante :

7T 5 7T f 2 m —î ) 7T•O .4-———, m 4 - — — — y . <p 4-^———————i_5
am 2 m ? T ^^

' 3 7T '; 7T ' ( 9. m, — 3 ) 7T
y-4-7T 4 -——? Cû-r-rc^-—? . • . , 0 4- 7T •4- -————————•ïrn 2m a m

y» *Tt

En remplaçant — -h^ par — — y^ ce qui revient à changer seu-
i-i. îîl iLÏ. fît/

lementj^ en — y^ ou y en — y, les arcs. précédents deviennent

TT 5n . ( aw — îW_. (P+—, ^ .Q^—, . _ y 4,}—————L-5
2w a m * à m

3 7T 7 TT ( 2 m — 3 ) TT
^ m 4 - T T - 4 - — — 9 ^cp4-^^.^—5 . — m 4-7T-h "————————

a m T ^m '2 m

Si l'on retranche les arcs de la première moitié de TT, et ceux de la
deuxième moitié de 37T, on aura

[ ^ m — ï ) 7 T ( ^ m — 5 ) 7 T ' TT
m^\———————L-5 © 4-^———————L-,9 . m-^ - .———9
' a m T aw • 2m

("?.w—3)7r f î> .m—n) '5T 3?:
o 4» 77 4. ^——————L- ? © 4- 7T -4- ^———————9 . . » ^ y 4- 7T -4- —— »

2/n " a w " am

c'est-à-dire, dans un autre ordre, les arcs obtenus pour y = — -i-ji.

Les cosinus des arcs correspondant a y = -c- —y, seront donc égaux
/•»

et de signes contraires à ceux que l'on obtient en posant y •== .7— •+• y ^ .
Les zi pour ces deux valeurs dey étant égaux et "de signes contraires',
il en sera évidemment de même pour les valeurs de z. Le point
( ;3^o, j= 7^) est donc un centre; il en sera de même pour le\ ; ! . . ; 4r¥ l 1 1 ! 1 . . , ! ! 1 " ! ! . , ' •

( 'î \ ' !

point z = Of y^:^). ï à cause de Faxe de symétrie qui pîisse par le1 ' ! ! l^m 1 - 1 1 1 / 1 1 • • 1 ' , 1 1 ! ! 1 1 1 ! ! ! ! ! ! , 1 1 - 1 ! !
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milieu de la figure. On peut vérifier ce théorème sur les fig. T , 3,
5 et 7.

THEOREME VI. -— Valeurs de z pour y = o et y = - _ •

Supposons m pair. — Les arcs dont on aura à prendre les cosi-
nus pour avoir les valeurs de z correspondant à y = o seront les sui-

. 9.7T 4^ fî-[m—'I)7T

vants : o, —? —i . . . , —————*m m ni
Admettons que m = sm'y on pourra diviser par a, et Fon aura

ainsi :
TT 27r [m'—i)7r m' rr ^m'-+- ï )7r

0 • —7 5 " / 9 • • • 9 —————/——— ' ——7" 5 —————;———— ? ... ,' m m • 9 ^t' w' m'

(ïm' — ?.)7T f 2 W' — î 1 7T

m' W'

On peut grouper ces arcs de la manière suivante :

^TT — ——m tn
27r aTT

27T
. TT TT

TT — —,9 TT -+- ——
w m

II y aura deux points par lesquels il ne passe qu^une seule courbe
correspondant aux arcs o et;:; tous les autres seront l'intersection de
deux courbes ou des points doubles, puisque Fon a deux arcs différents
dont les cosinus sont égaux; par suite il y a deux points simples

mb, e t — — i points doubles, correspondant aux intersections
des diverses portions de courbes.

On n9 aura à prendre que les cosinus des arcs

7: 9. 7T f W' — T ) 77
0 q . ? •——————• 5 • » * f ———————————————-y-»——»... ^ J^ „

m' m m'

Les cosinus de ces arcs sont égaux deux à deux et de signes con-
traires, ce qu^il était facile de prévoir, vu la symétrie de la figure par
rapport à la ligne EF; de plus, si m^ est un nombre entier, c'est-à-

dire si m est doublement pair, le point z = cos^ = o se trouvera sur
!&

la ligne EF; il ne €y trouvera pas si m est simplement pair.
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/•»

Pour y == —? on aura pour z les cosinus des arcsv ^m r

TT 3-K ÔTT 2( / ÎZ — Î'ITT
—5 ———•«, —— 5 , . . , ———'———————— ?
^ W m W

qu'on peut grouper de la manière suivante :
7T TT STT • STT
— ? aï r—— —5 2 7 r — —m m m m

Tous les points seront donc doubles, c'est-à-dire rinter-section de
deux courbes; ces points correspondent du reste au milieu des arcs
dans lesquels la sinusoïde a été décomposée.

En s'arrêtant an milieu, puisque m est supposé pair, on devra
prendre les cosinus des arcs

TT STT STT (m—3)?r ( m — i ) 7 r
i

cosinus égaux deux à deux et de signes contraires; le nombre des va-
leurs de z est égal'à '—*

D 2

Si m est doublement pair, on n'aura pas^ == o; si m est simplement
ryirc . ipair, on aura z == ces —- === o, parmi ces valeurs.

En résumé, s'il y a m rotations, et que m soit pair, il y a dans chaque
figure élémentaire, sur l'axe de symétrie AB {fig. 2,4? 6,8 ), deux points
simples correspondant aux maxima z == ±1 b, e t— — i points doubles

2

ou intersections des diverses branches de courbes; sur F axe CD il y a
m intersections, ce qui donne, en somme, dans chaque figure élémen-
taire, (m — i) intersections sur les lignes AB et CD. Si m est doublement
pair, le point z === o se trouve sur la droite AB; si m est simplement
pair, ce point z = o se trouve sur la droite CD.

Supposons m impair. — Pour y == o, on a, comme précédemment, à
prendre, pour avoir les valeurs de z, les cosinus des arcs

27T 471" ' (%m — r)73' •0 , —— 5 . —— î • » . -» ——————————- • ^
m m m
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Sauf pour Farco, tous les autres points sont doubles, c'est-à-dire que
par chacun d'eux passent deux courbes; on devra donc s'arrêter au
milieu, et ne prendre que les arcs

27T 4^ ( w — l ) 7 T
0, —— 5 —— 9 « • » 9 ————————— 9

m m -" ' m

ce qui donne un point simple z = h, et —— points doubles.
"2

Pour y^-^-î les arcs dont on prendra les cosinus seront •^•» -^T?v 2 m " m m

-JE, .,., ^ t^ 1 — 1 ) 7 1 ^yg ç^g points sont doubles, sauf celui qui
rn m ' i

correspond à Parc placé au milieu de la série; on n'aura donc à
prendre que les cosinus des arcs

TT STT (m—'2)7; m ri:_ _ ^ —y ..,, ^———L- et — ou TT.
m m m m

Les cosinus de ces arcs sont égaux et de signes contraires a ceux
qui correspondent à y == o.

Si, en effet, on retranche les derniers de n, on obtient
[m — 1)77 (m — 3) TT 27r
—————————————— ç —————————————— ^ . « » y ———— ^ 0 y

w m m

arcs identiques à ceux qu'on a obtenus pour y=o, mais rangés en
sens inverse.

Donc, si m est impair^ il y a sur la ligne AB un point simple corres-
pondant à z == 6, et m"x intersections; de ffîêine sur la ligne CD; seu-
lement les points sont disposés en sens inverse? ce qu'on pouvait
prévoir, puisqu'il y a un centre sur l'axe des j, au milieu de ,la
ligne EG. Il y a donc en tout m — \ intersections sur les droites ÂB et CDy
comme dans le cas précédent. Le point z ===: o ne se trouve plus sur
aucune des deux lignes AB et CD, mais aux centres, c'est-à-dire aux
points j=^ ̂ y=^9

Pour bien saisir la forme des courbes cylindriques/il est indispen-
sable de répéter au moins deux fois chaque figure élémentaire, comme
on Fa fait dans les fig. 2, 3,4, 5, 6, 7 et8-
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On voit que, si m ou le nombre de rotations est pair, la figure géné-
rale est formée d 'une série de quadri la tères à côtés courbes, ayant les
diagonales perpendiculaires, se touchant par les sommets et se répé-
tant périodiquement; entre ceux-ci sont placés d'autres quadrilatères
dont chaque rangée est terminée par deux triangles curvilignes. Il y a
sur la première rangée m-^-^ quadr i la tè res , et sur là deuxième w-^-4

et ï triangles.

Si m est impair, il y a sur chaque rangée —'=L^- quadrilatères et un
triangle; la rangée suivante peut s'obtenir en prenant la symétrique
de la première, et la faisant glisser ensuite'de la quan t i t é -c—9

TROISIÈME PARTIE.

PROPRIÉTÉS DES COURBES PLANES PROVENANT DE LA PROJECTION

.DES COURBES CYLINDRIQUES.

. Les équat ions de la courbe due à la composition de deux mouve-
ments vibratoires perpendiculaires sont, comme on l'a vu,

(i) x ==: a cos2Trm(^ -+- S),

(%) Z :== h COS27T/Î/ ' .

On peut encore écrire l ' équa t ion ( r )

^ == a ces 2 n [mt -i- à),
avec A == mrî.

THJÉOPJSME I. — La différence de phase c? ne doit varier que de o à -

ou A de o à —l- •m ri

Comme la projection de la courbe cyl indr ique s'effectue sur un des
plans diamétraux du cylindre, l'axe des oc est la projection du cercle (y)
de base du cylindre, et ta valeur de z reste la même.

On a vu que la courbe cylindrique se compose de la même figure
élémentaire répétée n fois sur la surface du cylindre; il suffira donc

Ann, de V Ec. Normale, ï^ Série. Tornc V ÏL— NOVEMBRE 1878. 4°
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que le plan diamétral , sur lequel se fait la projection, tourne d'un
angle égal à 2-7^ pour que l'on obtienne toutes les courbes représen-
tées par les équations ( i ) et (2).

La quanti té $ doit donc varier seulement de o à - ou A de o à —î—1 * n mn
Or comme, dans un temps égal à l'unité, la molécule vibrante fait
m rotat ions et n oscillations, la fraction § = - de la durée de l 'une

des m rotations correspond à la fraction — du temps to ta l pris pour
unité. Il suffira donc que le temps A, qui sert à exprimer la différence
de phase des deuî; vibrations simultanées, varie de o à — ^ pour ob-
tenir toutes les courbes dues à la composition des deux mouvements
vibratoires; ce temps — correspond à la fraction — de la durée d 'une1 mn * m

des n vibrations, ou à la f ract ion - de la durée d 'une des m vibrations.n
Si le rapport des nombres des vibrat ions, au lieu d'être exacte-

méat — î en diffère très-peu, on sait que la courbe obtenue présente la

forme caractéristique de l'accord exact •—? mais passe successivement
par toutes les formes correspondant aux diverses valeurs de A. Du
temps nécessaire pour obtenir toutes les t ransformations successives
et revenir à la même forme de courbe on peut déduire, ainsi que l'a
fait voir M. Lissajous, la différence du nombre des vibrations de l'un
des sons à celui qui donnerait exactement l ' intervalle ^-5 l 'autre son

77 fc

restant fixe.
En effet, supposons qu'il se produise en une seconder transforma-

tions complètes des courbes correspondant à Raccord exact rtL'^ quel est
le rapport des nombres de vibrations faites en une seconde?

On peut admettre qu'en une seconde il y a nJc oscillations sur la
surface du cylindre, et par suite, dans le temps ^y n^ oscillations;j i y p

pendant ce temps, la molécule accomplit ^4- ^rotat ions, puisque
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l'on peut supposer que, pendant ce temps -» le plan de projection a

tourné dans un angle égal à 27r- Le rapport des nombres de vibrations
sera donc

mk i . , p—— -4- - mk -+- -L-
P n _— n

nîf n Iï
~T

Le signe de ^ peut être négatif; on ne peut , du reste, s^assurer du
signe de cette quantité qu'en haussant ou. abaissant le son corres-
pondant à 772 vibrations par exemple, et voyant si p augmente ou
diminue. Supposons que ^ soit posit if; on peut écrire le même rap-
port égal à

n i f t 1

/J"-T
tn

En égalant l ' une à F a u t r e ces deux valeurs, on trouve k ==A' — -^•-o ^ ,̂
11 est donc indispensable de connaî t re k ou /c\ c'est-à-dire de con-
naî t re le nombre M ou N de vibrations de l 'un des deux sons par se-
conde; on aura alors, pour le rapport des nombres de v ibra t ions ,
soit

Nw p
n. 7i. . M— - — , soit———————_.._—————— y tJVIt ' B «

i\ M n _ f)
m ""i"" m

La méthode optique, employée pour accorder deux instruments ,
présente donc cet avantage, que plus le rapport — qui exprime l'in-
tervalle des deux sons, est compl iqué , plus l'accord peut être établ i
avec précision, puisqu'une seule vibration en plus ou en moins de
l 'un des deux sons produit soit n^ soit m transformations complètes
de la figure caractéristique de l'intervalle —, le degré de précision
que donnera i t l'oreille, au contraire, est doutant moindre que le rap-
port — est plus compliqué.

4^
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THÉORÈME II. — La courbe projetée est enfermée dans un rectangle
projection de la surface du cylindre; il y a n contacts sur les côtés paral-
lèles à l'axe des x, et m sur les côtés parallèles à l'axe des z.

La même figure élémentaire se t rouvan t répétée n fois sur la surface
du cyl indre , 'on a dans chacune z=±b; i l y aura donc n contacts
sur les parallèles à l'axe des x\ dans chaque figure, il y a m branches
de courbes, et par conséquent m contacts sur chacune des parallèles à
l'axe des z , qui représente la projection du contour apparent du
cylindre.

THÉORÈME III. — Dans toutes les figures correspondant au même in-
tervalle —f les ordonnées et les abscisses restent les mêmes ; la seule diffé-m w

rence est due au mode de groupement de ces coordonnées.

Puisque les figures dues aux différentes valeurs de A peuvent être
obtenues par la rotation d 'un cyl indre ayan t pour axe, soit l 'axe des<z',
soit l'axe des z à volonté, et sont la project ion de la courbe tracée sur
ce cylindre, il en résulte que les coordonnées restent toujours les mêmes
en valeur absolue; leur relation seule change d'une figure à l 'autre.

THEOREME IV. — II existe, en général, imn — (m +• n) intersections
situées sur des parallèles à V axe des x et des z ; certaines de ces parallèles
se déplacent quand A varie; d'autres restent fixes.

Supposons•, en premier lieu, le nombre m des rotations pair et le
nombre n des oscillations impair; on sait qu'il y a dans ce cas {fig. 2, 4»
6, 8), dans chaque figure élémentaire, — — i intersections sur la

ligne AB, et — sur la ligne CD, en tout m—x intersections» Comme, dans• jti
toute la courbe cylindrique, on peut mener n lignes telles que AB et CD,
il y aura m — i intersections sur n parallèles ^ l'axe des ^passant par

les maxima, et •— sur n autres parallèles passant par les intersections
les plus voisines de ces maxima, en tout {m — i)n; ces points sont en
outre répartis sur m — i parallèles à l'axe des x, n sur chaque paral-
lèle; ces dernières lignes occuperont toujours la même position, quelle
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que soit la valeur de A. Il y a en outre d'autres intersections qu'on peut
supposer dues aux projections sur un même plan des parties anté-
rieures et postérieures à ce plan de la courbe cylindrique. On peut
obtenir ces dernières en considérant la courbe plane comme la projec-
tion d'une courbe cylindrique tracée sur un cylindre perpendiculaire
au premier, et formée par n rotations et m oscillations. Comme le
nombre de rotations ici est impair, il y aura, d'après la forme de la
figure élémentaire, —^— intersections sur 2m parallèles à l'axe des x
qui se déplacent quand Avarie; chaque parallèle passe par un maxi-
mum, et les points sont disposés en sens inverse sur deux parallèles
voisines; ces mêmes points sont distribués aussi à raison de m
sur n — i parallèles à Faxe des z, 'parallèles qui restent fixes, quand
A varie»

Si m et n sont impairs tous deux;, on appliquerait au nombre m ce qui
a été dit précédemment du nombre n'y mais le nombre des intersections
reste toujours le même, et est égal à

n (m — i ) -h m [n — ï ) = 2 mn — (w -4- n),

sauf le cas où les projections des parties antérieures et postérieures se
superposent.

Comme vérification de ce problème, J'ai disposé dans layî^. 9 diffé-
rentes courbes correspondant au rapport 4'.3 et 5:3, de manière à
mettre en évidence les parallèles aux axes qui restent fixes, quand
varie A-

La plupart des autres propriétés des courbes acoustiques se démon-
trant différemment, suivant que l'on ^ met n pairs ou^impairs, je vais
énoncer ces propriétés, dont je donnerai successivement la démon-
stration.

THÉORÈME V. — Si Von a m pair et n impair, Vaxe des 06 est un axe
de symétrie ; si Von a n pair et m impair', l'axe des z est un axe de symé-
trie, quel que soit A ; l'autre axe n est pas y en générale un axe de symétrie.

THÉORÈME VI .—Si . m et n sont impairs, la courbe na plus en gé"
nèral d'axe de symétrie; mais V origine des coordonnées en est le centre.
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THÉORÈME VII. — Pour A == o et A == —r--, /a /?^^ <?^ simplifiéeimfz v ° r J

par la superposition des projections.

THÉORÈME VIII. — Pour A ==7—— ou -,——? la figure est symétriquet\mn ^inn J a J ï

par rapport aux deux axes, quels que soient m et n.

THÉORÈME IX. — Pour A === A, et A == — — A, , on a les mêmes
courbes, mais parcourues en sens contraires.

THÉORÈME X,*»— Pour A == 7—— ±: A., les deux courbes sont diffe-q.mn " M

renies : si m est pair et n impair, elles sont disposées symétriquement par
rapport à Vaxe des z ; si m est impair et n pair, elles sont symétriquement
placées par rapport à Vaxe des x\ si m et n sont impairs tous deux, elles
sont symétriquement placées par rapport aux deux axes à lafms.

Pour la démonstrat ion de ces divers énoncés, j 'emploierai des figures
schématiques différentes, suivant que m sera supposé pair ou impair,
puisque le nombre de rotations détermine la forme de la figure élémen-
taire qui , en se répétant , constitue la courbe cylindrique dont on étudie
la projection.

SUPPOSONS DONC D'ABORD QUE m SOJT PAIR ET Tî IMPAIR, C'CSt-à-dil'e

qu^i l y a i t , su ivan t les conventions établies, m rotations et n oscillations
sur la surface du cylindre. Pour tracer la figure schématique, nous
admet t rons/par exemple, que n == 3, avec m quelconque, mais pair
(P/. 7,y?^.io). Les plans d i amé t raux OA^ OA^ OAs (représentés ici
p a r l e u r s traces sur la base du cylindre) séparent les parties répétées
ident iquement sur le cylindre, et sont en même temps des plans de
symétrie. Les jîlans diamétraux OB|, OBss, OBa sont également des
plans de symétrie alternant avec les premiers, et d iv i san t en deux
parties égales l'angle des deux plans voisins. La courbe cylindrique
étant, dans le cas actuel, symétrique par rapport à l'axe des y , je la
représenterai par deux courbes tracées de part et d'autre de la circon-
férence de base, afin de rappeler sa forme générale. On peut d'abord
faire les remarques suivantes :

a. Comme la figure élémentaire se trouve répétée un nombre impair
de fois sur la surface du cylindre, un plan diamétral passant par un
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des axes A passe par un des axes B, puisque, si n = s/^-i- î , dans une
demi-circonférence, la même figure se trouve répétée un nombre de
p - ' î ^ î?,//-)-1 , 4fois égal a ——— ou n -+- -|.

p. £0 plan perpendiculaire à un plan diamétral de symétrie [passant
par un axe A et un axe B) passe lui-même par la génératrice située au
quart ou aux trois quarts d'une figure élémentaire. Dans un quart de
circonférence, en effet, il y a —/— ou — -4- j divisions, ce qui donne
le point {• ou f pour la division à laquel le aboutit la perpendiculaire à
un plan de symétrie, suivant que n' est lui-même pair ou impair.

y. Si l'on mène un plan diamétral quelconque, les z correspondant à
ses deux intersections avec la courbe cylindrique seront différents en
général sur les deux parties opposées du cylindre; les deux génératrices
qui y correspondent sont, en effet, équidistantes, l 'une d'un axe A»
l'autre d'un axe B.

Ces remarques générales faites, la démonstration des théorèmes pré-
cédents devient très-facile et presque intuitive.

THÉORÈME V. — L'axe des x est seul un axe de symétrie.

Chaque figure élémentaire est, en effet, symétrique par rapport à la
ligne des y sur la surface du cylindre; la projection le sera donc par
rapport à l'axe des <r; l'axe des z , en général, n'est pas un axe de
symétrie, puisque aux deux extrémités d^un plan diamétral quelconque
les z sont différents.

THÉORÈME VII. — Pour A == o et A == -—5 on a la figure simplifiée,
2 fïîfï

Pour A == o, en effet \Pl. I , fig. x o ) , le plan diamétral passe par
deux axes de symétrie A< et B^ (n = ^nf+ î ) : les projections de la
partie antérieure et de la partie postérieure d e l à courbe cylindrique
se superposeront; en outrer pour x = o, on a z=±b; ce contact
avec les côtés du rectangle ôh la courbe est renfermée compte comme
simple, les autres comptent comme étantdoubles.

Pour A =——? on a également une courbe simplifiée; mais elle est^mn v

symétrique de la précédente par rapporta l'axedes 2, puisqu'àrinter-
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section du plan de projection et de la surface du cylindre l'axe A est
remplacé par un axe B, et réciproquel'nent.

THÉORÈME VIII. — Pour A ==-- —— et A = -." — 5 l'axe des z devient^inii i{.mn
également un axe de symétrie.

Soit MN [Pl.l^jig. 10) le p^an de project ion; le plan perpendicu-
laire à ce plan A a B g passe, dans ce cas, par les axes A et B. En effet,
quand le plan de projection passe par les axes A et B (A^B^.^), le
plan perpendiculaire OP passe au contraire par le point { ou -| d 'une
figure élémentaire. Dans le cas actuel , la courbe cyl indrique est donc
symétriquement placée par rapport à ce p lan perpendiculaire au plan
de projection, et, par suite, l'axe des z sera un axe de symétrie de la
projection, puisque, pour -h x et — x, on aura le même z. La partie
antérieure et la partie postérieure donnent des projections différentes.

THÉORÈME IX. — Pour A == Ai et A == — — A^, on a la même courbe,yyiïi
mais les deux mouvements ont lieu en sens contraires.

Au lieu de prendre deux plans faisant, avec le plan primitif corres-
pondant à A ==o, lesanglesû7rAi et^TT (-ï- — A i l 5 on peut prendre deux
plans faisant, avec le premier, les angles ± 2nâ^, puisque la courbe
est la même identiquement, si l'on augmente ou diminue A de —• Je
démontrerai donc que, sur les deux plans, OM, et OM^, faisant avec
O A ^ {Pi. î ^ f i g ' ï ï ) des angles égaux, les projections seront identiques.
Soient, en effet, deux lignes OC et OD correspondant aux arcs -4-yet
— y , menées de part et d 'autre du plan OA< ; comme le plan A^OB^.^
est un plan de symétrie clé la courbe cylindrique, les -s correspondant
aux points C et D ou à -i-j et —y (quel que soit y) seront égaux.

Par rapport au plan OM^, les / des deux points C et D deviendront
y — ^TrAi et - — y — 2 7 r A t , et par suite, pour le même z^ on aura en
projection les deux abscisses ̂  et x^ Par rapport au plan OM^les j
des deux points C et D seront y 4" ^TrA, et — y 4- 2n^^ qui, en pro-
jection, donneront les mêmesabscisses^ et x^ seulement l'abscisse x ^ ,
correspondant à la partie'antéMeure pour le plan OMi, correspond à la



SUR LES COURBES DUES A LÀ COMBINAISON, ETC. ^69

partie postérieure pour OMa, et réciproquement; donc, les z restant
les mêmes dans la projection, les courbes projetées sur OM, et OSL
seront identiques, mais parcourues en sens contraires par la molécule
vibrante.

Il en sera, par suite, de même si l'on compare les projections effec-
tuées sur les plans correspondant aux valeurs A = A. et A = -ï- -~ A i .r i i ^^ i

3On conclut de là que, pour A == -,—? on doit avoir la même courbe

que pour A == j—9 courbe qui est symétrique par rapport aux deux

axes; si A varie de o à — ? on a donc deux fois chaque courbe, saufmn A

celles qui correspondent à A == o et A == —x— et qui sont les courbesA * a/ym l

simplifiées.

THÉORÈME X* — Pour A == 7—— d= A,, les deux courbes sont symétri-
4 mn

3quement placées par rapport à Uaœe des z ; de même pour A == j— ± A(.
ZL TÏlÏîi

Quand le plan de projection a, en effet, la position OM [PI. I^fig. 10)
correspondant à A == "?—-? le plan perpendiculaire est, comme on Fa
vu, un des plans de symétrie de la courbe cylindrique, qui est le plan
A^OBg dans le cas de \^fig. 10, PL I ; en répétant exactement le rai-
sonnement qui a servi dans la démonstration précédente, on recon-
naîtra facilement que les projections sur deux plans, faisant des angles
4-27rA^ et — STTA^ avec le plan MON, seront symétriquement placés
par rapport à l'axe des z .

SUPPOSONS/n EiniMpAiRSTOTJSLESDEUx. — La figure élémentaire n'est
plus, dans ce cas, symétrique par rapporta l'axe des y; mais, comme

C 36*on l'a vu, il y a des centres aux points y ==y etj = = — - On pourra
donc représenter la courbe cylindrique comme on l'a fait dans la
fig. la, PI. J, où, avec m impair et quelconque, on suppose encore
n •== 3; A^ As, A» sont les projections des axes de symétrie passant
par les pointsy== o, -5 a-? • - ? B,, Ba, Bâ, ... les projections des

fii Tï/ 1 1

Ânn. de l'Éc. 'Normale. 2e Série. Tome VÏI. — KOVEMBRÏ; i8'78. 4?
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axes passant par les points y= —i —? —? • • • î C i , Ça» €3, ... sont les
centres de la courbe cylindrique rectifiée; par suite, pour des valeurs
égales dey comptées de part et d^autre de l'un de ces points, on trouve
des valeurs de z égales et de signes contraires.

On peut faire d'abord les remarques suivantes :
a. Un plan diamétral passant par un des axes A passe également par

un axe B, puisque n est impair.
(3. Le plan perpendiculaire à un plan diamétral passant par un des

points Ci, €2, .. " {j ou -|), passe par un axe A et B, et se trouve être un
plan de symétrie de la courbe cylindrique

y. Si Von mène un plan diamétral quelconque MN, les z correspondant
à son intersection avec la courbe cylindrique seront égaux et de signes
contraires à ses deux extrémités. Si, en effet , on pose A i M = = r ,
NB//4.1 ==y, {n == an'+i) également; or, à des distances égales d 'un
axe A e tB , les z sont égaux et de signes contraires, puisque le mil ieu
de la distance d 'un axe A à un axe B le plus voisin se trouve un
centre C.

Il y a. dans le cas actuel, à démontrer en particulier les théorèmes
suivants, en laissant de côté ceux dont la démonstration est la même
que précédemment.

THÉORÈME VI* — La courbe projetée na plus, en général, d'axe de
symétrie; Vorigine des coordonnées en est le centre.

Deux points diamétralement opposés sur le cylindre ont des z égaux
et de signes contraires, et, projetés sur un plan quelconque, donnent
des points dont les abscisses sont +x et —oo.

THÉOBÊME VIII. — Pour A = 7— ou 7—? la figure est symétrique!\mn l\mn J a v J

par rapport aux deux axes.
On démontrerait exactement, de la même manière qu'on l'a fait pré-

cédemment, que la figure projetée est symétrique par rapport à l'axe
des z, puisque le plan perpendiculaire au plan de projection est un
plan de symétrie de la courbe cylindrique. Cet axe passant par le centre
de là courbe, il en résulte que la droite perpendiculaire est également
un axe de symétrie; car on a les points (+ x^ 4- z^ et (— a^, -+• -^),
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l'axe des z é tant un axe de symétrie. L'origine étant un centre, on aura
aussi les points (— x^ - — z ^ } et (-4- x^ - — - S i ) ; donc, en groupant
ainsi ces points (-^^.i, +^i), (+^n — ^ J et(~^, +s,), ( — ^ , , ---^),
on reconnaît que l'axe des oc est également un axe de symétrie.

THEOREME IX. — Pour A = A, et A =.= -î— — A^ on a les mêmes
courbes, mais parcourues en sens contraires.

Même démonstration.

TIIÉOBÈME X. — Pour A == -,—— ± A ^ , les courbes sont symétriquement

placées par rapport aux axes des œ et des z.

On démontrerait , comme précédemment, que les deux courbes sont
symétriquement placées par rapport à l'axe des z, et l'on en conclut ,
comme pour le théorème VIII, qu'elles sont de même placées symétri-
quement par rapport à l'axe des^c*.

SUPPOSONS EHFIN m IMPAIR ET n PAIR. — II serait presque superflu
d'examiner ce dernier cas, puisque la considération de la courbe cy-
l indrique n'est destinée qu'à simplifier les démonstrat ions, et qu'il,
suffirait de considérer un cylindre perpendicula i re au premier, sur
lequel il y aurait n rotations accompagnées de m oscillations. Cepen-
dant, pour compléter l'emploi de la méthode précédente, j ' indiquerai
rapidement la démonstration des théorèmes relatifs à ce dernier cas;
on doit arriver à démontrer que toutes les propriétés des courbes pro-
jetées relatives à l'axe des z se rapportent actuellement à Faxe des x et,
réciproquement.

^a fie9 î^ représente d'une manière schématique le cas actuel, avec
m quelconque, mais impair , et n égal à 4.

On reconnaî t faci lement :
a. Qu'un plan diamétral passant par un axe de symétrie A passe à son

autre extrémité par un axe de même nature ; de même pour un plan dia-
métral passant par un axe B.

^. Deux points diamétralement opposés, M et N, ont des z égaux et de
mêmes signes.

THÉOIIÈMÏS Y, — Uaxe des z est un axe de symétrie, quel que soit A.
Deux points diamétralement opposés de la courbe cylindrique ont,

47<
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en effet, des z égaux et de mêmes signes, et donnent en projection des
points ayant pour abscisses -h x et — se.

THÉORÈME VII. — Pour A == o et A = ~1--? o/î a les courbes sim-
2 TïlTÎ/

plifiées.
Ceci résulte, comme on l'a déjà vu, de ce que le plan de projection

est un plan de symétrie de la courbe cylindrique; dans ce cas, les deux
courbes seront disposées symétriquement par rapport à l'axe des oc. Si
l'on prend deux points, M et P, équidistants l'un de l'axe A, l'autre de
l'axe B, à ces deux points projetés l 'un sur OA^ et l'autre sur OB^
correspondront le même oc et des z égaux et de signes contraires.

<)
THÉORÈME VIII. — Pour A = —^ et A = ̂ ^ la figure est symé-

trique par rapport auûû deux axes.
Dans ce cas, en effet, le plan de projection passe par un des centres

de la figure élémentaire; donc, à deux arcs •+- y et — y, donnant en
projection le' même x, correspondent des z égaux et de signes con-
traires; la courbe est donc symétrique par rapport à l'axe des x^ et
elle l'est, comme on le sait, par rapport à l'axe des z.

THÉORÈME IX. — Pour A = A, et A == -̂ " — A ^ , on a les mêmes
îïllï

courbes parcourues en sens contraires.
Même démonstration.
THÉORÈME X. — Pour A == 7— ± A., on a deux courbes placées sy-4 mn i -

métriquement par rapport à Vaxe des x.
La démonstration est analogue aux précédentes. Si le plan de pro-

jection était OC^ [fig» i 3 )» deux points P et Pi correspondant à 4~j
et —j, ayant des z égaux et de signes contraires, donneraient en pro-
jection deux points ayant le même^.

Pour un plan faisant un angle a avec le premier, les arcs -+- y et —y
deviennent y —• a et — y — a , correspondant aux abscisses x^ et x^.

On a donc les deux points, en projection, ( + ^ i y 4- z ) et
( -+-^2» — z}-

Pour le plan qui ferait un angle — a avec OC», les arcsj et — y de-
viennent y +" a e t — y -4- a, auxquels correspondent en projection les
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abscisses 4-^2 et -hav, on aura donc sur ce second plan les points
(-i-^2» 4- -s) et (+cr, , — z ) .

Les deux figures sont donc placées symétriquement par rapport a
l'axe des a?.

QUATRIÈME PARTIE.

VÉRIFICATION EXPÉRIMENTALE.

On a pu vérifier toutes les propriétés des courbes dues à la composi-
tion de deux mouvements vibratoires perpendiculaires en les produi-
sant à l'aide de diapasons portant des miroirs. En se servant de diapa-
sons munis de curseurs, d'après le système imagine par M. Mercadier,
on peut obtenir une fixité absolue de Raccord, et même arriver a
maintenir la phase presque fixe également.

Mais on peut aussi, pour cette étude spéciale, construire en carton
les courbes cylindriques. J'ai exécuté les reliefs des courbes cylin-
driques correspondant aux intervalles 1 : 1 , 1 : 2 , 2: î , 2:3, 3:2,
3:4» 4^3 . (Le premier chiffre indique le nombre des rotations, et le
second celui des oscillations.)

Je me suis servi, dans ce but, d'un cylindre de bois parfaitement
tourné, ayant un diamètre de S "̂"11 ;̂ la longueur /de la circonférence
développée est égale à ï64 millimètres. Ensuite j'ai tracé par points,
sur du carton ayant une épaisseur de 0^,6, des demi-sinusoïdes ayant
toutes une ordonnée maxima égale à 27 millimètres, et pour base de
la sinusoïde entière l, 2 / , -? —i ^-? —? -y- J'ai découpé le carton sui-
vant la courbe tracée, en ajoutant une petite portion de part et d'autre
de l'axe des abscisses, et j'ai obtenu ainsi des patrons permettant de
tracer, avec une grande netteté, les courbes cylindriques développées.

J'ai dessiné de cette façon ces courbes sur du carton mince, et tracé
ensuite deux traits équidistants de cette première courbe, de manière
a obtenir une bande de 4 millimètres environ. Puis j'ai fait découper
en cuivre mince les bandes ainsi obtenues. Les/îg. i4 et 15 repré-
sentent deux de ces bandes découpées, correspondant aux nombres
4 :3 et 3 :4» Avec ces bandes de cuivre posées sur une feuille de car-
ton mince ou de papier bristol, et fixées à l'aide de poids, on peut,
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avec im crayon fin, tracer rapidement les courbes cylindriques déve-
loppées; on découpe ce dessin avec un canif ou des ciseaux, et l'on
amincit , a l'aide d'un canif, les bords des bandes qui doiventêtre su-
perposés. Le carton découpé ayant été mouillé et placé sur le cylindre
de bois dont il prend la forme, on le maintient à l'aide d'un cordon
fortement serré; on colle ensuite les parties qui se superposent. Quand
le carton est bien sec et bien collé, on l'enlevé du cylindre, dont il
conserve la forme, et, dans le cercle de base, on colle un cercle de
carton égal1 à la base du cylindre. Lâyzg-, 16 représente les divers re-
liefs correspondant aux accords indiqués précédemment*

On consolide ces reliefs en les encollant avec de la colle forte et les
vernissant avec le vernis noir ^japonais.

Pour démontrer, à l'aide de ces reliefs, les propriétés des courbes
projetées sur divers plans diamétraux du cylindre, on les place sur un
support représentée. 17. Il se compose d'une tige creuse AB, ter-
minée par un cadran divisé EE' et supporté par un pied CC/. Un
disque DD' est fixé sur une tige qui pénètre dans la tubulure cen-
înle de la tige AB et y peut tourner facilement. Sur le disque 1)1)' on
peut placer successivement les divers reliefs de carton; une aigui l le
fixée sur le disque parcourt les divisions du cadran EE7 et indique les
angles dont on a fait tourner le relief pour le projeter. On peut ob-
server directement la projection de la courbe cylindrique sur un des
plans diamétraux, en plaçant l'œil à la même hauteur et à une certaine
distance, et mettant de l 'autre côté une feuille de papier blanc.

Pour effectuer la projection même de la courbe, on place le relief
dans un faisceau cylindrique de rayons lumineux, un peu plus large
que le relief; au-devant de ce dernier, on met une lentille convergente
à foyer assez long (ao à ^5 centimètres) et d'une grande ouverture. Un
objectif de photographie (plaque entière) convient parfaitement dans
ce but. Afin de faire voir facilement l ' influence de l'angle dont on a
tourné le cylindre, sur la forme de la courbe projetée, on peut fixer une
petite tige verticale sur l'un des sommets de la courbe cylindrique; la
position de cette tige sur la projection indique suffisamment l'angle
dont on a fait tourner la courbe cylindrique.


