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SUR UN POINT IMPORTANT

DE LA

THEORIE DES PERTURBATIONS PLANETAIRES,

Pax M. F. TISSERAND,

DIRECTEUR DE L'OBSERVATOIRE DE TOULOUSE (').

On sait que lés éléments elliptiques des planetes sont soumis & deux
genres d’inégalités, les inégalités périodiques et les inégalités sécu-
laires : ces dernieres sont d’une grande importance, surtout dans la
question de la stabilité du systeme planétaire. Laplace a montré le pre-
mier, en 1773, que, dans la premitre approximation, les grands axes
des orbites, seuls parmi tous les éléments elliptiques, ne contiennent
pas de termes s¢eulaires; mais il n’avait obtenu cet important résultat
quen tenant compte des premitres et des secondes puissances des
excentricités et des inclinaisons supposées tris-petites. En 1776,
Lagrange établit, d’un trait de plume, pour employer une expression
de Jacobi, que le théoreme a lieu quelque loin qu’on pousse I'approxi-
mation par rapport aux excentricités et aux inclinaisons, mais en s'ar-
rétant & la premiere approximation relative aux termes proportionnels
aux masses des planétes.

Dans un Mémoire publié en 1808, Poisson fit faire un pas de plus
a la question; il arriva & démontrer I'invariabilité des grands axes,
méme en tenant compte des termes affectés des carrés et des pro-
duits des masses, termes qui sont introduits par la seconde approxi-
mation; il réussit & montrer que cette approximation ne peut amener,
dans les expressions des grands axes, aucun terme proportionnel au

(') Ce Mémoire a paru déjd dans le volume de 1875 des Mémoires de I’ Académic des
Sciences de Toulouse; je lavais rédigé en novembre 1874, au Japon, ol j'élais allé observer
le passage de Vénus sur le Soleil. F. TISSERAND.
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temps. La démonstration de Poisson comprend deux parties : la pre-
miere est tres-simple : c’est celle dans laquelle on examine I'effet des
variations des éléments de la plan&te troublée; la seconde partie, ol
'on tient compte des variations des éléments de la planéte troublante,
est trés-compliquée; cela tient & ce que les fonctions perturbatrices ne
sont pas les mémes dans les deux cas; elles different, comme on le sait,

zx' 4 vy + 27’ et xx' + yy' + 23’
r r?

par les termes en Si ]_es fonctions

perturbatrices avaient été les mémes, ou bien avaient été dans un rap-
port constant, la seconde partie de la démonstration de Poisson aurait
été identique & la premiere, et le théoreme se serait ainsi trouvé établi
d’une facon tres-simple.

Le Mémoire de Poisson rappela I’attention de Lagrange sur ce sujet,
et, quelques mois apres, il présentait & I’Académie des Sciences un
travail dont nous voulons donner une idée. ’

Il rapporte les plangtes, non plus au centre du Soleil, mais au centre
de gravité du Soleil et des planeétes; il obtient alors des équations sy-
métriques, dans lesquelles la fonction perturbatrice est la méme pour
toutes les planetes; il peut donc appliquer la premiere partie de la dé-
monstration de Poisson et prouver, d’une fagon simple, I'invariabilité
des grands axes, en ayant égard aux termes de I'ordre du carré des
forces perturbatrices; mais il s’agit des grands axes des™ orbites ellip-
tiques variables, décrites par les planetes autour du centre de gravité
considéré plus haut. Il fallait passer de 1a & I'invariabilité des grands
axes des orbites décrites autour du centre du Soleil; soient 2a le grand
axe de I'orbite d’une planete dans le premier cas, 2« dans le second.
Lagrange arrive a trouver la relation

1 ! do,

TaTax T T
¢, étant une fonction des coordonnées des deux planétes, comme o, ;
mais ¢, est une fonction du premier ordre relativement aux masses,
tandis que ¢, est du second ordre. Si donc on néglige le troisieme ordre,
il suffira de substituer dans ¢, les valeurs @, y, z, 2/, ¥, 2’ exprimées
avec le temps et les éléments elliptiques constants; on n’obtiendra
ainsi aucun terme proportionnel an temps; dans ¢,, il faut remplacer
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les coordonnées par leurs valeurs exprimées au moyen du temps et des
éléments elliptiques variables, fournis par la premitre approximation.

Cette substitution pourra introduire dans ¢, un terme proportionnel

. . R do
au temps; mais ce terme disparaitra quand on formera — Telle est la

méthode suivie par Lagrange ; malheureusement ’expression 4 laquelle

. .y . .. 1 I
il est arrivé pour exprimer la différence entre 55 €t 5> au moyen de

d . . .
la somme TZ‘ -+ 9., est inexacle, par suite de plusieurs fautes de calcul,

comme 1'a montré M. J.—A. Serret dans sa nouvelle édition des OEupres
de Lagrange, et la démonstration se trouve ainsi réduite & néant.

Jai remarqué qu’il suffisait de rapprocher le commencement du Mé-
moire de Lagrange de certains passages du célebre Mémoire de Jacobi
Sur ’élimination des neeuds dans le probléme des trois corps, pour
donner une démonstration trés-simple et trés-satisfaisante du théoreme
de Poisson. '

Les passages du Mémoire de Jacobi, auxquels je viens de faire allu-
sion, ont été repris et développés par M. Radau (Annales scientifiques
de I'Ecole Normale supérieure, t. V). Il a montré dans ce travail que, si
I'on rapporte le mouvement de la premiere planete au Soleil, celui de la
deuxieme au centre de gravité de la premiere planete et du Soleil, celui
de la troisitme au centre de gravité des deux premieres planétes et du
Soleil, et ainsi de suite, les coordonnées relatives dépendent d’équa-
tions différentielles symétriques, dans lesquelles la fonction pertur-
batrice est J]a méme. En partant de I3, j"ai donc vu que la premiere
partie de la démonstration de Poisson s’appliquait comme dans le cas
considéré par Lagrange, ol I’on rapporte tous les mouvements des pla-
nétes au centre de gravité du Soleil et de ces planétes; donc tous les
grands axes des orbites elliptiques variables ne contiennent aucun
terme proportionnel au temps, en ayant égard aux carrés et au pro-
duit des masses; mais le mouvement de la premigre planéte se trouve
tout rapporté au Soleil; donc, au lieu d’avoir, comme Lagrange,

LS L]

— -t D4
20 22 dt 721

on a simplement
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et le théordme est ainsi démontré pour la premiere planete. Il est bien
vrai que la démonstration n’est pas faite pour les autres planétes; mais
rien ne s'oppose 2 ce qu'on fasse jouer a la seconde planéte le role
assigné & la premidre, et I'on voit ainsi que le théoréme a lieu pour
toutes les planétes.

Jaurais pu terminer ici mon travail, renvoyant le lecteur au Mémoire
de Lagrange et & celui de M. Radau; mais j'ai préféré effectuer les
caleuls dans le cas de deux plandtes, car le résultat du calcul me per-
met de compléter le sujet que j'avais traité dans ma these de doctorat
en 1868. J’avais étendu la belle méthode, suivie par M. Delaunay dans
sa théorie de la Lune, & I’étude des mouvements de Jupiter et Saturne;
mais je n’avais pas la méme fonction perturbatrice pour ces deux pla-
néles, et j’avais du laisser de coté, pour étre traités a part, les termes

en ?—{'——_'l%ﬁlz—zi Aujourd’hui, en rapprochant les résultats de ce Mé-
moire avec ceux obtenus dans ma these, je puis donner une méthode
d’approximation rigoureuse pour le probleme des trois corps.

Je vais indiquer les calculs en considérant seulement deux planetes
et le Soleil; la marche suivie s'élendra sans aucune difficulté 2 un
nombre quelconque de planttes.

Soient, relativement a trois axes rectangulaires fixes,

Zyy Yoy %oy Zyy Yy Zay Zay Y2y By

les coordonnées des trois corps My, M,, M,, M, étant le Soleil : nous dé-
signerons par m,, m,, m, leurs masses respectives, de sorte que les

rapports —, == seront des nombres petits, égaux au plus &

m, m, 1000
Appelons 0,4, 9y, 0y 5 les distances M,M,, MyM,, M, M,; en désignant
la fonction des forces par U, appelant /1'attraction de I'unité de masse
sur 'unité de masse & I'unité de distance, les équations différentielles

du mouvement seront

o EEe 4O Ly AU dis,  dU

“det T da, Cder T d]‘u’ Yder T dz’

. d*z, __ dU d*y, _ dU dz,  dU
(1) { 17{;——-(—&7‘1 mxwmc—l}—_la m"_dF:E,
d"-z‘Q dU ([2)"2 - llU (Z’ZZZ dU

My —— == —— m,; —— — Vg~ === ——
A T dw) @ &y, TdE T i
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ol

. nmym MM, M.

?) U___/ 0 '_,{_.f“o +.f“l ,

’ 60,1 Qg2 Oy,2
’ ae ’ g . L2 { . ta
\ 0y, = (&i— &) “"(}l“‘f)n) + (23— 3%

(3 £00, = (@— &)+ (=)0 )P+ {2 — 2 ),
( 0= (= 2+ (= i )+ (50— 5%

Cela posé, nous allons faire un changement de variables; soit G le
centre de gravité du Soleil M, et de la premiere planete M,; nous allons
introduire les coordonnées relatives &,,7,, , du point M, par rapport

au point My, et les coordonnées relatives &,, 1., &y de la seconde pla-
neéte M, par rapport au point G; en remarquant que les coordonnées
du point G sont respectivement

Mo, -- m,x, My -+ m,y, My 2, -~ N, Z,
b
my -+ m, my -+ m, my =+ m,

?

nous aurons done

i mex, 4+ mx,

2, =24 & Xy== e £
1 0 -1 2 n70+ m, -9
MYy =+ N4y 3y
4 ) = % -+ I e e
4) Y=Y e ) my—~ m, “
. My 32y ~+ M, 2, s

my -+ m;

Désignons par X, Y, Z les coordonnées du centre de gravité de l'en-
semble du Soleil et des deux planetes, en sorte que

S (Mo my <+ m,) X = nmy2,~+ Mz, ~+ M2,
(5 (mg -+ my+ n1,) Y = moyo + my =+ may,

( (my~+mi—+m,) Z=moz,~+ m, 2, -+ M, 3,
Ann. de ULic. Normale. 2¢ Série. Tome VII. — Aot 1878. 34
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Des formules (4) et (5) nous tirerons aisément

m, ms

x, = X £ &
— X — — | — .
o n, -+ m, s My~ my + My ="
- . me . n, )
6} L= X + E— £,
: ny =+ m, m, 4 n, = m,
m, - m,
== X ST AL AL A —

et nous aurions [es mémes formules en y et en z.

Formons I'expression de la force vive 2T du systeme; nous avons
d’abord

{ T — dz,\* dx\* "dy\?
i) 2T = m,E <_d—t> —i—le((—t—) + ”;22(7}_) ,

le signe X étant défini comme il suit :

Y (LYt e i
\dl) Tdir T de U dre

Remplagons dans la formule (7) @y, 2, @y, 5, #,y.3, par leurs
valeurs fournies par les équations (6); nous trouverons sans peine

dX\*  mym dE\? my—-m dE N\
8 oT=(ny-+m+m 2 (- - ..._"__'._.Z (~_J e My e L 2 (_‘ .
VY (s ! 1) di my - m, Ly \ dt P e m A m L \ dt

Ainsi le changement de variables employé est tel que le double pro-

. d Il d 7 ) 9 " . .
duit en 'Z{E? EE? ne figure pas dans 'expression de la force vive.

Posons, pour abréger,

m .
(9) ' 40 == My e == )
\ ¢ L = M, 9 Uy == {(My - M e g
9 f my-+mg * (rm Y me—+ m, -+ m,

et nous aurons

N 2 2 Z\2

Nous pouvons des lors, par les formules célebres de Lagrange, écrive
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les équations différentielles "ot dépendent les nouvelles variables;
elles seront, en ce qui concerne seulement les deux planetes,

d*é,  dU aé,  dU
k Pode T aE e T

S (’ d*, . gg d“'/);_. _ db
Ry P di* - d'fh’ P der ({flz
e du - dt  dU

CPde T de P de T aG

Il reste, dans la fonction U, & remplacer les anciennes variables par
les nouvelles; or, des formules (6), nous déduisons

Xy Xy==Cis
mo .
A A e T z
12 ¢! T g m, =TT e
’ n7| " . E
Xy = O, = I o Lo—
\ 2 L ’"0+ m, Ct '
posons
P et R 2,
3 oot 42,
(15 ) : . ' - '
| At (B B ma e o (G 2

S :‘—‘E;Eu +Na+51 Gy

et, des formules (12), nous tirerons

n
Og,1 == Py,

T T TG
~ J »

o Bo,0 == \/r; Rlrraria S 4- (—)—1-:_-—> r

(14 my—=+m; - \my-+m

. m /'1“1".“,“‘”“ e m, -
==\ / Ao ~°— s (8 — ) o .
01,2 \/ " ) m,+m) "

On voit que 9,,, n’est autre chose que ry, et que &, el J,, ue dif-
ferent respectivement de r, et A que par des quantités de I'ordre de
ny n,

my ni,

-

>
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Nous aurons ainsi

U— Jmom,

(15)

F. TISSERAND.
N S, '
" ) 2m, m, 7,
r, -+ - r
Pomy+ my my =~ m,
Jmom,
- o
2m m -
Mg 2Ty ()
my—+ m, m, -+ my,

Ema NS

Sil'on introduit, & la place de la fonction U, une fonction V définie

par la relation

b}

V=U~—fu

les équations (11) deviendront

d* &,
di?
d?'/il
di?

(17]

,..

IS

o~
-

a &,
«*
d?'ﬁ‘:
de:
dzgz
dir

(18]

. E——

- f
+ f
- f

+f
+f

n ,-—n, m, =+ n,
Dok g, Tk,
P Py
T m, 4+ m, dV
T C1 == vkl
r S mym, dE,
n, - m, m,+-m, dV
3 n= R
r mym, dn,
my + m, 7 = m, - m, dV
, | o= " I
r mem, €g,

my—- m, -+ m, dV

+fmr, + ms .

T T (m, + m,) dE
n, - m, - my -+ m - m, dV
ri T Tmu(my + my) da,
m, + m, fy: Mtk Mk dv
rs T mu(my +m,) dE,

On trouve, en partant des formules (15) et (16),

7

7

I

S mu(mg - my ) (my—+ m,) fmm,
My ~+= My = My ) am, m, 2
P e e § e [ e P
my, +m, 1 -
Smim,
..l,.. —— ;
am m
T I I (L
m, -+ m, my -+ m, |

?
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ce qu'on peut encore écrire

. . I -
V= fmym. e —
P 2, S 4 n, *)’2 ry
) Pomy 4 my m,—+m.) '
(19) .
fmom, fmom:

2m \ m, T (my =+ m, = my) 1y
Al ——— (8 —11) + ( > P
\/ m, =+ nmy, ( ) Mty = my )

Sous cette forme, on voit bien que la fonction V est du second ordre
par rapport aux masses, de sorte qu’en la substituant dans les seconds
membres des équations (17) et (18) on trouvera que ces seconds mem-
bres sont du premier ordre, relativement aux masses des planétes;
cette fonction V va donc jouer ici le role de la fonction perturbatrice
dans la méthode ordinaire. Nous sommes parvenus & ce résultat impor-
tant que la fonction V estla méme dans les équations différenticlles du

mouvement des deux planétes. On développera, du reste, aisément V

. ' . sl Yy m,
suivant les puissances des petites quantités et m,) on écrira
. "0

Ve Vo Voo o,

avec les valeurs suivantes de V,, V,, ...,

Vo= fm,m, (Kl L) S) ’

my -+ my ri
m; S—r? m, m, r [, 39 s 17
——-fm‘ m, As -+ e e \ Py e )
ny-+~m, my—=-m; my-+~m, 2r, r, my -+ n, - m} 7 s

Il n’y aura d’autre difficulté que la longueur & pousser ce dévelop-
pement aussi loin qu’on le voudra. Dans la théorie ordinaire, on déve-

1 ’ . . .
loppe S et —; ces développements serviront ici.

La recherche du mouvement des deux planétes est donc ramenée i
Uintégration des équations (17) et (x8), dans lesquelles V a la va-
leur (19). Si, dans ces équations, on supprime les seconds membres,
on a deux mouvements elliptiques qui donnent les valeurs de &,,4,,&,,
£,,03, ¢4, en fonction du temps et des éléments elliptiques; substituant
ces valeurs dans I'expression de V, on réduira aisément cetle fonc-
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tion en une série périodique, et I'on pourra procéder aux approxima-
tions successives. Les équations (17) et (18), étant de la méme forme
que celles que Lagrange avait trouvées pour les mouvements autour du
centre de gravité commun, peuvent étre traitées de la méme maniere.
Ko appliquant donc la premieére partie de la démonstration de Poisson,
on démontrera que les grands axes des orbites elliptiques de M, au-
tour de M, et de M, autour du centre de gravité de M, et M, n’ont pas
d’inégalités séculaires, en tenant compte des termes de I’ordre du carré
des masses. Mais I’orbite elliptique de M, est toute rapportée au Soleil;
le théoreme est donc démontré pour le mouvement de la planete M,
autour du Soleil. On peut recommencer les mémes raisonnements en
rapportant M, & M, et M, au centre de gravité de M, et M,, et ’'on dé-
montrera ainsi la méme chose pour ’orbite de M, autour du Soleil.

Tarrive maintenant & compléter le sujet traité dans ma these; javais
pour but de donner une méthode d’approximation rigoureuse dans le
probleme du mouvement de Jupiter et de Saturne; je suppose que M,
est Jupiter, et M, Saturne. Dans la transformation qui a été faite,
., 04, &, sont donc les coordonnées de Jupiter rapportées au Soleil,
tandis que &,, n,, §» sont les coordonnées de Saturne rapportées aun
centre de gravité du Soleil et de Jupiter.

Si, dans les équations (17) et (18) nous supprimons les seconds
membres, nous aurons les équations

my-t- m,

-—(Z;';'-'r‘f——;j:———é_.::(),

d*n, 4 m, + m,

120) i, TR
_(.ldz_f_' _;_f Tﬁ%.’ﬁ' ¢, = o;
ogpmem,

(21) azt’:’ +f ————-m";g s JO o,
g_'g_, +'f m,,—+: my fi—o,

qui nous donne deux mouvements elliptiques.
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Nous prenons pour éléments elliptiques, dans le premier de ces
mouvements, les six quantités L,, G,, H,; /,, g,, &, liées, comme il
suit, aux éléments des astronomes :

L. = 7l ) @

G = fim+m)a(1—e?),

(22) ) H,::\/f(m.,—+—m,)a.(l-——e‘f)cosil,
| & ==n,({+ ¢)=lanomalie moyenne,
& = m —Q =:ladistance du péribélie au nceud,
Ny = Q, = la longitude du nceud.

Nous introduirons de méme les quantités correspondantes pour Saturne
. Lo, Gy, Hojs o, 82> hs.
Faisons, pour abréger,

m,— m, My =+ My 4~ M <

s 1 S
mym, 7 omy(me—+ my)

2y

et nous aurons les équations suivantes pour déterminer en fonction du
temps les douze variables L,, G,, H,, ...,

dL, .. dvV dl, AN

il /A it Rl v

dG, dV  dg, dV

/o2 g . av ag . “x
23) a R W T Koze,
di, . dV  dh - dv

@ =% w= Mam)

dL, . dv dl . dV

.--l_t._ - Kg a—/—2—7 —ZJ—Z- sy ¢ P K2 (le7

‘ 1dG, . AV dg _ dV
(24) i Mg e TRy
d, . dv dh_ g dvV

Cde T by de T *dH,

Si nous posons P p
..... AL KL
V=V 24, 2a,

L‘ == K, LI, ) L: = Kg le y
G|::'K|GII, G2::I<2G’2,
I'I‘: K|I]’l, H') s K',v H’,,
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nous aurons les équations transformées, toutes sous la forme dite cano-
nique, savoir :

[dU,_dv' dl, _ dV'

di T dL de T T dLl]

dG, _dv'  dg __ a4V
9] di T dg’ di T T dG,’
dit, _avi dh,__ a4V
\dt T dh,’ dt T di)’

dr, _dv' dl, a4V
e T d,’ de T T dLy

6 dG, _ v dg_ 4V
t,'.‘)‘ dt —_— dg27 dt — dG’:’
di, _dV'  dh. 4V
dt T dhy’ dte T dH,

Des lors on peut suivre, pour I'intégration de ces équations, la méthode
que j'ai indiquée dans ma these; V' est de la forme

Vv’: A -+ ZBCOS(OC] l("’" ﬁlgl -+ 7;/). ~ duln"}‘ pagn -+ }’g/lq),

olt ey, By, J4» s Ba, . sont des nombres entiers, A et B des fonctions
des six variables L', G, H}; L,, G,, Hj.

En réduisant V' a la partie non périodique augmentée d’un terme
périodique, on peut intéger rigoureusement les équations (25) et (26),
etil arrive que, quand on fait varier les constantes introduites par I'in-
tégration, on a des équations toutes pareilles a (25) et (26), seulement
le terme périodique considéré a disparu. Par une série d’intégrations
rigoureuses, on arrivera donc a épuiser les termes les plus importants
de V.

On arrivera donc ainsi  obtenir les expressions de &,, v, 8y, &, 12, Co
en fonction du temps et de douze constantes arbitraires. D’apres les
formules (12), les coordonnées de Saturne, rapportées au Soleil, seront

! r

, m
Ly — Xy == Eg + —r

m, - m, ="

o ——. _{ o nz" D
Y= Yo my—-m,

. m .
By~ By== Gy 4 ' Gin

m, 4+ m,
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Je crois utile de dire quelques mots de I'application du principe des
aires au probleme actuel. Ce principe, qui s’applique aux mouvements
du Soleil et de nos deux planttes, rapportés aux axes ox, oy, 0z, NOUs
donne I'équation

m (-‘_l_zi’“z ) 'm‘ NEEIRC ( dz’—z ijj})*coml
AN “(/z>* "\ 'cu)*“’”’ Yogr T ar ) T

\ J

et deux aulres équations pareilles, que ’on obtient en permutant les
lettres x, y, =.

Or si, dans le premier membre de cette équation, on substitue les
expressions des cordonnées @y, ¥,, Zo3 &y, ¥i» 345 X, Ys, 5a, fOUrnies
par les équations (6), on arrive aisément & I’équation suivante :

_dz, . dn, de, , day
P (m VT [ 7[> 4 P (ﬂz o G W) = const.

et deux autres équations pareilles; remarquons que

“ icl/_gtl — & (_zlgt~I = Vf(m-+mur—e})sini sinQ,
(IZ| P (l ' - . ]
CI m__“ & ;/—Z:— \/'f(,n°+”l‘)a‘(l_el)SInGCOSuZH

£, E%‘ - %%‘ =+ { f(mo=4 m)a(1 — €}) cosi,

et nous trouverons aisément que, en nommant A, B, C trois constantes,
le principe des aires nous donnera les trois relations

s H, +H,= A,

l27) VG THE sinh,+ VGF — H? sin /=B,
' VGTH[ cosh,+ {G7F— Hj? cosh, == C.

Voila done, entre six de nos douze variables, trois relations tout i fait
rigoureuses, qui ne peuvent manquer d’étre d’un grand secours dans
la méthode d’approximation que j’ai en vue.
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Quand on rapporte les mouvements de Jupiter et de Saturne au Soleil,
dans la théorie des inégalités séculaires, on rencontre les trois équa-
tions (27), mais elles ne sont pas rigoureuses. On voit donc que, & plu=
sieurs égards, il y a un grand avantage & partir, pour la résolution par
approximation du probleme des trois corps, des équations symétri-
ques (17) et (18).




