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MÉMOIRE
SUR LA

THÉORIE DES COORDONNÉES CURVILIGNES
ET

DES SYSTÈMES ORTHOGONAUX,

PAR M. G, DARBOUX,
M A I T R E DE C O S P E H E N C E S A L ' É C O L E NOBMA.LE.

DEUXIEME PARTIE,

§ X. ~ Extension des résultats précédents aux systèmes orthogonaux
à n variables.

On sait toute rimportance que présente en Mécanique l'emploi du
système de coordonnées elliptiques a n variables; je crois donc utile
détendre les recherches précédentes aux systèmes orthogonaux à n va"
riables,. Nous rencontrerons ainsi des problèmes d^Analyse qui méri-
tent d'être étudiés en eux-mêmes, et nous montrerons d'ailleurs que la
connaissance d'un système orthogonal à n variables entraîne celle d'un
nombre i l l imité de systèmes orthogonaux ordinaires à trois variables.

Je considère donc/i fonctions a\ û e 2 , . . - , o'^ de n variables x^ ..., x^
qui satisfont aux .̂"-.—^ équations
(l26) , Ôa^^O,

où nous conservons les cotations du § I» Ainsi ^[ désignera la dé-
rivée de a1 par ' rapport à ̂  Du reste, pour éviter autant que pos-
sible-dés .notations compliquées? toutes les fois que nous aurons à con-

a.9,
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sidérer un certain nombre limité de fonctions a2, nous les désignerons
par les lettres zz, v, w, t, a, sans indice. Rappelons aussi que nous avons
posé comme définition

[ v w\
[ }==ZZViWkUi^
\ u )

et il résulte de la formule (i l) que ce symbole est nul toutes les fois
que p, w, u sont différents.

Le premier point que nous aurons a traiter et le plus important est
le suivant ;

Éliminer des équations (126), par des dérivations^ toutes les fonc-
tions, moins une, que nous désignerons par la lettre u, et rechercher toutes
les équations nécessaires et suffisantes auxquelles doit satisfaire cette
fonction pour que le problème ait une solution.

Aux équations [126], qui peuvent s'écrire
(127) ô^u=:o, <5^w.-==o, ...,

nous avons à ajouter les suivantes :

,,̂  (7).,,
qui, jointes aux précédentes, constituent un système de Çn — i)2 équa-
tions ne contenant que les dérivées premières des fonctions v, w^ et
homogènes d'ailleurs par rapport aux dérivées de chaque fonction.
Elles déterminent donc complètement les rapports de ces dérivées en
fonction des seules dérivées premières et secondes de u. Du reste, la
résolution de ces équations équivaut à la ^o[ution du problème d'Al-
gèbre suivant, qui est bien connu s

Ramener les deux formes quadratiques
rî+^+'-.+r^(^o)
ïli^y.yk

à des sommes composées des mêmes carrés^ au nombre de n — î , sous la
condition que les variables y soient liées par la relation

( î3o) ^t7i+^3j'24-.. .+^n^==0.

En effet, si l'on propose de résoudre ce dernier problème, on rem-
placera d'abord les variables y par n— i variables Zy qui soient telles
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que la relation (i3o) soit satisfaite identiquement, et qui seront celles
dont les carrés seuls figureront dans la nouvelle expression des formes
quadratiques. On posera

y\ == a»z,-4- (3tZ2-+-. . .4- ?.,̂ i,

J^==^2i+ {3/,2a-+". . .+^/,-,,

et l'on devra avoir d'abord les relations
ai u\ 4-... 4- a«^ == o,
pi^i-4-.. .4- (3n^==o,(i3i)

Puis, en exprimant que les formes quadratiques (129) ne contiennent
plus que les carrés des variables^, on aura

a«(3t+. ..
0:1/1 4-...

W
ZS^^(3A-4-.. . ==o,

\ Î^Uik^k+' . . ==0.

Ce sont, aux notations près, les équations (127) , (128) que nous avons
à résoudre; c'est ce que nous voulions prouver.

Je n'insiste pas sur ce problème, qui est bien connu. La solution en
sera donnée par les formules suivantes»

Les dérivées de l'une quelconque des fonctions v, w, de v par
exemple, satisferont à des équations de la forme

( i33)

/e=n

^^^=^(/,+ ^Ui^

Â-==l

^,(/l -+-, , .4- Un^n= 0;

et, en éliminant les dérivées ^ et p, on obtiendra pour ^ l 'équation
suivante :suivante :

(134)

Ut

...

Un\

Ui

,—.

^•21

^

«12 ~ À

u^

• . .

^13

« •

. . Unn — ^

« • '

U,n

Uûn

Un

Ut

Hl

Un

0
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de degré n — i en X, qu'il faudra résoudre, si, supposant la fonction u
connue, on veut trouver les rapports des dérivées des n— i autres
fonctions.

Pour déterminer les fonctions ^, (^, on aura donc a intégrer des
équations aux différentielles totales de la forme

(i35) Aiâf^i-+-...+ Kndxn= o.

Pour que des équations de cette forme soient exactement intégrables,
il faut que certaines conditions soient satisfaites; A^ ..., A/, étant des
fonctions des dérivées premières et secondes de u, on voit que la fonc-
tion u devra satisfaire à un certain nombre d'équations aux dérivées
partielles du troisième ordre. Ce sont ces équations que nous allons
d'abord rechercher.

Mais auparavant nous avons à établir quelques identités qui nous
seront indispensables. Désignons, en général, parG^- l'expression

G.rrrV^a^V^iJ2-»-- (a^-f-. ..-h {^f;

il est clair que les quotients

(i36) &,,=g

sont les coefficients d'une substitution orthogonale; car on a, par la
définition de G^

^+...+^=1,

et les équations (126) peuvent s'écrire

b'n bk[ -+-. . . + bin b^n == 0.

On aura donc aussi
/^ ( ^,+^+...+^=1,

' ( b,ib\j, + b,i/hk -+-...+ bmbnk == 0,

en vertu des propriétés connues de ces coefficients,
Cela posé, si nous désignons par a, r, (P, u, t cinq fonctions quel-

conques du groupe considéré, on aura par définition
/a w\ ^^ foc (A
( \=2Ï^WtUi&, { p=;S2a^^
\ u ) \ t
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et, en multipliant,
î (a w\ /a (A vvw ^/a/
Gl^J ̂  J=^22^^^^^,

la somme devant être étendue à toutes les valeurs de i,j\ k, l. Si nous
remplaçons la fonction a successivement par toutes les fonctions
a\ ..., a^, et que nous fassions la somme des résultats obtenus, alors,
en vertu des formules (137), tous les termes du second membre, dans
lesquels i ety" seront différents, donneront une somme nulle, et pour
les autres le coefficient de y/s^u^tu deviendra l'unité. On aura donc,

/ . Q . V I /a ^\ /a ^\ \"Y

( ï38) > G ^ V t } \ u }^^^ituUik,éaauàcL Va \ i j \ u /

la somme du premier membre se composant de n termes correspondant
aux n fonctions a 1 . . . a".

Le second membre peut s'écrire

Ïi^UiS.ti.

Nous adopterons, pour le désigner, la notation

(139 ) 2â^A^=: (w 'Y-
\u t j

Supposons d'abord les quatre fonctions t, u, v, w différant les
unes des autres. Comme on sait que y \ est nul toutes les fois que
les fonctions sont différentes, on verra facilement que tous les termes
du premier membre de l'équation (ï38) sont nuls, car le premier fac-
teur ( a ) est nul tant que a est différent de v et de t\ et, si a est v ou ^
le second facteur est nul. On a donc

/ / \ / w v \
w [n t) ==0)

si u, v, w, t sont différents.
On pourrait faire beaucoup d'autres hypothèses. En voici uoe qui

nous conduira à une formule que nous aurons à employer.
Supposons que Ton fasse ^ = = u , le premier, membre de l'équation
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(i38) se réduira au seul terme pour lequel a = u, et l'on aura

fu.\ l^\y(^^\
\u j \ u j \u u )

ou, en ordonnant par rapport aux dérivées de ^, n^,

( i4 i ) • ZS^w^G^.^--"-- <L^i<5u^)==o.

Ces deux identités (i4o)» (^i) suffisent au résultat que nous voulons
.obtenir, et nous allons chercher maintenant les équations du troisième
ordre auxquelles satisfait la fonction u.

Remarquons d^abord que l'équation

v w}
u :lLÎViWkUik=Q

est de la forme de l'équation (i5) du § I; en lui appliquant la for-
mule (16), nous aurons

(ï42) 22 Vi Wk ( Su Uik — 2 Ô .̂ Uh ] = 0. "

Si, dans cette équation, on remplace les dérivées v, ̂  par toutes leurs
valeurs possibles, on aura un premier groupe de 'n "~ ̂ ^-^-^ équations
auxquelles devra satisfaire la fonction u. Ce sont les équations ana-
logues à celle que nous avons formée dans le cas de trois variables.

Je dis d'abord que, si Fon pose H = —? ces équations peuvent aussi
iïa

être mises sous la forme irrationnelle

(i43) II^iWi-——==o.
OXiOXk

On a effet
^)aH^ ^WW^Ui^W^— 3§uUiSaî^),

et par suite

II^WK r , = ̂ ll^WK^Uik— ̂ u^ + 3WïîviWh[W^Uk— Suîtiôu^h] ;
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ce qui, en vertu de l'équation ( r 4 i ) » se réduit à

( i44) 22(^(^.—^.^) == g, 22c^ ̂ ^

et justifie le résultat que nous avons annoncé.
Mais les '——'-^——^l équations que nous avons ainsi formées ne

sont pas les seules auxquelles doive satisfaire la fonction u. Appli-
quons l'opération ^, t désignant une des fonctions du système, diffé-
rente de u, y , w^ au symbole (",")•
Cette opération, effectuée sur les lettres v, w, donne les termes

UStViSwUi^r Z8tWi§yUi;

enfin, appliquée à la lettre u, elle donne

lï^tiVkWiUiUy

somme qui est symétrique par rapport à t,v^ w. On a donc, en se rap-
pelant la notation (139),

. ( v w\ ( t w\ ( t v\ <-,
Si ( == 4- -I- ^tiVkWiKikt.\ u ) \v u] \w u)

Toutes les fois que t,v, w seront différents, en se rappelant les for-
mules (128), ( r 4 ^ ) » on aura
( 14^ ) 222 ti^jiWiUiki == o ;

ce qui constitue un nouveau type d'équations du troisième ordre, aux-
quelles doit satisfaire la fonction u. Remarquons qu'elle peut être
obtenue de trois manières différentes par la différentiation des trois
équations

[ v w\ ( t w\ i v t\
, ==0, ( ) ==0, ==0.

\ \U ] \ H ) \U ]

r » ^ . • B / / ^ \ , i , i (n — i ) [n — %) in — 3 ) . ..L équation (x45) est le type de ^———'——-:—————L équations nou-
velles du troisième ordre, qui ne se présentaient pas dans le cas de

Ânn. de i'Éc. Normale, s^ Série. Tome Vil. -—JUILLET i8"8. 3o
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trois variables, et auxquelles doit satisfaire la fonction u. Il y a donc,
en général, deux groupes tout à fait différents d'équations pour la
fonction u.

Avant de continuer ces recherches, je vais montrer que ces équa-
tions, qui sont nécessaires, sont aussi suffisantes, et que, si elles sont
satisfaites, on peut trouver les n— r autres fonctions complétant le
système orthogonal. En effet, ces fonctions sont définies, nous l'avons
vu, par des équations de la forme

v_ ___ ̂  _ _ ^
A, ' '~A,~'*~~A?

et l'on sait que, pour que ces équations soient compatibles, il faut et il
suffit que toutes celles qu'on en déduit, en les différentiant, soient des
conséquences des précédentes et se réduisent à v 4 " ï } — i , qui ne pour-
ront même pas complètement déterminer les dérivées secondes; car, si
les équations précédentes sont vérifiées, elles le seront aussi en rempla-
çant v par ç^), ce qui permet de prendre arbi trairement une des déri-
vées secondes de v.

Au lieu de résoudre les équations

' v w
u ; 0, Op^===0, 0((,^==0,

nous allons les différentier par rapport à chaque variable, et voir si les
équations que l'on obtient, en éliminant toutes les dérivées secondes,
sont satisfaites. Or ces équations sont au nombre de {n— i )2 ; en les
différent iant , on trouve donc n[n— i)2 équations. Si l'on retranche de
ce nombre celui

[n(n+î) -1
[-———-^iJ(^i)

des équations qui doivent conserver les dérivées secondes, on trouve
un nombre total

( ^— î } î (n—2)

d'équations qui ne contiendront plus que les dérivées premières, et qui
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devront être satisfaites en vertu des équations qui déterminent ces dé-
rivées. Or nous avons déjà :

„ -r [n— i) (n — a) , ,.i° Les v——j———'- équations
[ v w\ ==0,
\ u /

qu'on obtient en différentiant les équations
^ u == o, §w u ==o,

et en effectuant des combinaisons qui font disparaître les dérivées se-
condes des fonctions Vy w. Ces équations sont satisfaites, puisqu'elles
servent à définir les dérivées ^-, w^\

2° Les ^"^ / v 2 / équations ( ï43) , qui devront être satisfaites;

3° Les ^ " " " / v ' ^ 2/ ^^—1 équations (118), qui doivent chacune
être comptées pour trois, puisqu^on les obtient de trois manières diffé-
rentes, chacune par la différentiation de trois équations distinctes. On
a donc en tout

(n— ï ) (/ î—û) (n—3) (n—i) (zz—s) (n— i) (n—a)_(n— i)2 (/i—'?.)
3 2 2 2

équations ne contenant pas les dérivées secondes des fonctions 9, (P, ce
qui est bien le nombre que nous devions trouver. Ainsi nos équations
du troisième ordre sont à la fois nécessaires et suffisantes.

§ XI, — Application à un exemple particulier.

Pour donner au moins une application des résultats précédents,
cherchons les systèmes orthogonaux à n variables pour lesquels on aura
( ï46) ^=:Xt+X.+...4"In,

X( désignant une fonction de la seule variable o^-.
Si nous appliquons les méthodes de l'article précédent, nous trou-

verons que les équations qui déterminent toute autre fonction faisant
partie du système sont les suivantes :

(14,7) v, jî L,
À - X ^

3o.
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où ). est racine de l'équation

(i48) 2 À — X'J '

II faudra donc que les équations

X? : o

X'i(/x,
'À—xrv iuwlL _,̂( -———-/ — o,

où X est racine de l'équation ( i4^)» soient exactement intégrables. En
écrivant directement les conditions d'intégrabilité et remplaçant les
dérivées de \ par leurs valeurs tirées de la formule (i48) différentiée,
on trouve sans difficulté des équations de la forme

2X,X^

X,X—2X? X^X^-aX^ X/X7-2XF
X tf •v/; -v//

i À.A- A/

I I I

où les indices i, k, ̂ sont quelconques. Ces équations peuvent être rem-
placées par les suivantes :

XX? /-2XÏ2=aX'^-+-6,

où a et b devront être considérés comme des constantes. C'est le même
résultat que pour le cas de trois variables.

Le cas, de beaucoup le plus intéressant et qui a été examiné avec le
plus de détails par M. Serrety dans l'hypothèse de trois variables indé-
pendantes, est celui où Fon suppose a=&=o , et où l'on a

( 149 ) ^=mtlog.ri4-.. •-4- mn\og^n'

Alors l'équation (148) devient, si pour plus d'élégance on y change
X en ^p

A

, . m, mn
1 T •\D 1 _ _ _ _ 1 „ f ._______ -——- /••»
\l^uî • ^ 2 ^ • • • ~ r " ^ . 2 — — u ?

, . x-h^ À+^
m, rîîn

et les équations aux différentielles totales qu'il s'agit d'intégrer sont
les suivantes :

x\dx\ x^dxn,
yt • - ' - • 2

^^L ^^

mi m,
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où il faut remplacer 1 par chacune des racines de l'équation (i5o)»
Cette équation (i5o) étant impossible à résoudre, il semble que l'in-

tégration doit être empêchée. C'est donc un fait analytique très-curieux
que l'on puisse intégrer la différentielle précédente.

Posons, en effet,
(i5i) • .=(:

on trouvera

,= ^+_i - X+-2 ... X
mj \ mj \ fîin

d^ __ .r,rfr, Xndx^

^""^ " t ^^
/72i nin

et le coefficient de d\ sera nul en vertu de l'équation même qui sert à
déterminer X. Nous obtenons donc le théorème suivant :

Les n — \ familles, complétant avec la fonction u le système ortho-
gonal, s'obtiennent en éliminant \ entre l'équation (i 5 ï ) et sa dérivée
par rapport ai.

Par exemple, dans le cas de trois variables, si l'on prend la famil le
U == X^^Z.!^

les deux autres familles de surfaces qu'on doit lui associer s 'obtiennent
en éliminant \ entre l'équation

( yî\ m f y2\ H f fï\ p
(i52) c/= À-^) f^7-) (^-t-^l1 ] mj \ n j \ p )

et sa dérivée par rapportât c'est-à-dire en cherchant l'enveloppe de
ces surfaces.

Traitons, par exemple, le cas de m = n ==== i , p = — f • La première
famille de surfaces sera composée des paraboloïdes

xy == u z.

Les deux autres seront les enveloppes des surfaces
(À-+-^2) (X-hr2)v == —————'•—î.

\—zî•

En cherchant cette enveloppe, l'équation qui définira \ sera
i i i __^^ + ̂ .̂ ^ — j-zr^ — 0'
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et elle donne
t=:^s±:^[zï•+-fî}{z't+^'i],

X4- x'1 = v/î T^ (̂ ""̂ r̂i: /s"2 4-y2 )y

^ 4- j2 == ̂ 2 4- r2 (̂ î ^Tpdr ^z2^- x'^} ;

d'où résulte pour v l'expression

^ r-̂ : ̂ 24- X'1 ± ̂ /i2"^^.

C'est le résultat connu de M. Serret.
Traitons encore le cas où le premier système est donné par l'équation

u^=.xyz.

Les deux,autres familles sont les enveloppes des surfaces

(i53) ^(À+^rA+.r2)^^).

Posons
.y2:^^-}- P+y,
^^r a4- &) ? + ûû2/,
^^a^- û)2^ + &jy,

^ désignant une racine cubique imaginaire de l 'unité. On aura

^2 4- ̂  4- s2 „ x'2 -h c^r2 -1- &) z2 ^ + M r2 + ̂  -z2
, ^———————^——————— . , p^———————————^————————————, y^——————————^————————————^ ^

et l'équation (i53) prendra la forme

(/ == (A 4- a)3 + ̂ 4- y3 - 3 ( À --h a) j3y.

En prenant la dérivée par rapport à X, on trouve

(Â+aj^py, À+^a^y,

ce qui donne
^^^f±^^^(^±f)\

ou
3/3 ^=(^î4~û)372•+- ûï^^^A [sc^ ̂ y^^z^y ,

ce qui est conforme à un résultat énoncé sans démonstrat ion par
M. Cayley.
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Mais on peut faire beaucoup d'autres applications du résultat, géné-
ral que nous avons trouvé.

Rappelons-nous les remarques relatives aux coordonnées pentasphé-
riques. Nous avons vu que les conditions d^orthogonalité dans ce
système s 'expriment comme dans le système ordinaire, si les équations
sont homogènes; x ̂  ..., x^ désignant les coordonnées d'un point, nous
considérerons encore la famille
(154) ^=^.^...^;

maiS) pour que l'équation précédente soit homogène^ nous poserons

(155) ai "+-a.» "+-...-I-^5==: o,

Avec cette hypothèse, nous allons obtenir de nouveaux systèmes
orthogonaux,

Les deux familles complétant le système seront les enveloppes des sur'
faces représentées par les équations

i ^^ ^ ^V1 f^ -^V3 A ^lY5
i5b (/= À-f~- Â-+—— " - • À-h--5 ,\ a, J \ ^ ) \ y., )

et il est facile de vérifier : i° que l'équation qui détermine )iy

«. w i^+_.
ai

se réduite comme cela doit être, au second degré, en vertu de la relation
homogène

X\ -4- - . . -j- X . -==. 0;

2° que l'équation (i56), après qu'on y a substitué à la place de À sa
valeur, devient homogène par rapport aux cinq quantités x^

Le nouveau système orthogonal obtenu est, comme on le voit, très-
général, puisqu^il cont ient , en dehors des exposants, les dix constantes
qui figurent dans les équations des cinq sphères orthogonales.

Le système de ce genre qui se rapproche le [plus de celui de
M< Serret est celui pour lequel l 'équat ion ( r5/ i ) prend la forme simple

X\ X 2u == ——•
OC"3 Su\
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On verra facilement que les surfaces algébriques qui complètent le sys-
tème ont une équation qu'on peut mettre sous la forme

d T ï —I— y 2 - à/^2 _i_ -y '̂
arc sin 1—:—^ ± arc sin ' i.+•c> == const.

t-^i i-Ci

Si, par exemple, on prend pour les cinq fonctions a-,

.,=.r, ^y, .,=., ^=-l±2±-f!r̂ !, ^=îLt2!±^±R.2,
2 Iv ^l [\

on aura le système orthogonal défini par les équations

scy
z (ïï•+-J2-^--s2—I{2) =: u'

^ \\ i/*r'2 -4- z2 9 R ï/ ̂ 2 -L. 72arc sm^^^^ »c sin ,4 ;̂̂ ^ = const.

Pour R=ao , on retrouve le système comprenant une famille de para-
boloïdes et les surfaces

/ï^T^ d= v'T7 "̂̂  = consl.

La forme très-symétrique des résultats obtenus précédemment nous
conduit , en outre, à plusieurs généralisations qui ne nous paraissent
pas dépourvues d'intérêt.

^ Considérons d'abord les n fonctions obtenues en éliminant \ entre
l'équation

(•57) «=f^\"'...f5H-^y^Y mj \ • m,J

et sa dérivée par rapport à \

W .^+...+^-^0.
1+3- ^^ Â

Wi /)?„

On aura n fonctions u,, ..., u^ correspondant aux n valeurs de \. Je
dis que ces n fonctions forment un système orthogonal. En effet, pour
deux fonctions u,, y,, correspondant aux racines •>.,, ^, la relation
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d'orthogonalité sera

____^_____ ____^ ____ __
/ x1 \ l 4- ... -4- -y'2 \ / y2 \ ~ 0 *
{ " ï _j_ 1 \ / "ï - 2 \ / l i ^ ^ / l » // ^ »/ -4- — y,̂  ^ — A( 4~ — Aa -î- —
\ ïnj \ " mj \ nïn] \ m,J

11 est facile de vérifier cette relation. Il suffît d'exprimer que A , , Âa vé-
rifient l'équation (i58), et d^éliminer a entre les deux équations ainsi
obtenues. On retombe sur l 'équation qu'il s'agit de vérifier.

Dans le cas de trois variables, on a le théorème suivant :
Les enveloppes des surfaces, représentées par l'équation

( wï\ m t A/.2 \ n f yï \ p
„= ^fL (7.+.L) (},.+^-V^

m.j \ ni \ p ]

où l'on fait varier \, forment un système triplement orthogonal.

Remarquons que ce système triple joui t toujours de la propriété si
remarquable du système des surfaces du second degré. Les trois fa-
milles qui le composent sont représentées par la même équation, et il
donne d'ailleurs des surfaces algébriques toutes les fois que les rapports
de m, n,p^ q sont commensurables.

Toutefois il y a un cas singulier qui se présente quand la somme des
exposants

m. 4- n -1- p -\- q == o

est nulle. Alors il n'y a que deux familles orthogonales qui sont com-
posées de cônes ayant pour sommet l'origine. La troisième fami l le est
évidemment formée des sphères ayant pour centre le sommet commun
des cônes.

Il est clair qu'on peut aussi appliquer la proposition générale au cas
de cinq variables et en déduire des théorèmes pour le cas de trois di-
mensions, en employant les coordonnées pentasphériques. Il suffira de
disposer des constantes de telle manière que les équations obtenues
soient homogènes.

Appelons encore x^ . . . , . r g l e s cinq coordonnées pentasphériques
d'un point et considérons l'équation

( y .a \w . / v't\mî / /r'^\n^sl / vî\m4 [ vï\m&(159) u^ ^^i\ l ()^^ y^^ ^+±1) '(x^) À'"..
' ^ m,/ \ m,) \ Ws; \ m,/ \ m,/

Ann. de l'Éc. Normale. 2e Série. Tome V ï î . — JUILLET 1878. 3 î
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Si l'on élimine X entre cette équation et sa dérivée par rapport à ).,
/ /. ^ Wt Wfi( i 6o ) ————^ + .. . 4- -y" == o,.

5^-^ À
/Ht

on obtiendra une fonction u qui sera homogène et de degré zéro toutes
les fois que la somme
( 16 ï ) w, 4- nîî -{-... 4- w 5 4- my •== o

sera nulle. D'ailleurs, avec cette hypothèse, l'équation (160) se réduira
au troisième degré par rapport à X. En substituant les trois racines
dans Inéquation (iSg), on aura trois fonctions u^ u^, u^ qui, égalées à
des constantes, donneront encore trois familles d'un système ortho-
gonal. Ces systèmes orthogonaux jouiront, comme les précédents, de
la propriété remarquable que les trois familles seront représentées par
une même équation.

Les résultats précédents sont encore susceptibles de plusieurs géné-
ralisations que nous allons indiquer successivement ei qui nous ont
conduit à la détermination des lignes de courbure d'un grand nombre
de surfaces.

Je présenterai sous une forme synthétique la première de ces géné-
ralisations. Considérons les n — ï fonctions u obtenues en éliminant ^
entre l'équation
< ^ r } »-^ ( ^ .^^^ 'Y 1 1 ( \ \ ^"-^^V"( ÎO î ) U ==: A 4- ———— , À -+- —-==— |

\ V^i / \ ^Imn J

et sa dérivée par rapport à X

(.6.) . ^^l-^+.,^_^^
- ^-ha, i .^ '4-^A-i~——-==— A-+—-==—

V^i ^mn

Je dis que ces n~ ï fonctions forment un système orthogonal. Soit en
effet u l'une des fonctions, correspondant à une des racines X de
l'équation précédente, on aura

ou _ û ̂ /mi
ôx{ ̂  \-L. x{ 4"(xt '

v^
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Désignons de même par u! la fonction correspondant à une autre ra-
cine X', on aura

an' _ u' ^m,
àx^ ., Xs -+- aiT

A '
S/Wi

et la condition d'orthogonalité prendra la forme

s- m,
•• 0.

ï+vl^\ y+^^l
\lm, } \ \/7ni )

Or cette relation est satisfaite, car elle est équivalente à celle qu'on
obtient en substituant les deux racines X, X' dans l'équation (162) el
retranchant les résultats obtenus.

On obtient ainsi un système orthogonal incomplet puisqu'il ne con-
tient que n — i fonctions, correspondant aux n— i racines de l 'équa-
tion (16^). On peut trouver facilement une dernière fonction complé-
tant le système, qui sera

( i63 ) u r;= ^m^\ -4- ^nhx'i -[-... -4- \/mn^n,

comme il est aisé de le vérifier.
Par exemple, dans le cas de n == 3, les enveloppes des surfaces

'" <y» \ m / A/» \ n f v \ p

^^^\ (^+2,\ fx+^Y
\)m) \ \ln) \ \ l p )
x v /. r \" /". , •z Y

Tn) V"^Tp}
consti tueni un système double orthogonal auquel on peut adjoindre la
famille de plans parallèles

u! == x \jm -4- y \/n •4- z \/p.

On voit donc que les deux premières familles seront composées de
cylindres, et l'on a par conséquent un système trop particulier. Mais on
peut éviter cet inconvénient et obtenir u n système dont aucune des
familles n'est composée de plans, en revenant au cas général et rai-
sonnant comme il suit.

Considérons le système orthogonal formé des n — i familles obte-
nues en éliminant X entre les équations ( ï6 i ) , (162) et de la fa-

3î.
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mille (i63)^ Effectuons une substitution linéaire orthogonale définie
par les équations

( i64)

\/m^^^ -+- \/W.2^2 4- . . . + \/nîn^n == \/0- fn,

^ -^'• + ̂  ̂  4-... 4- ̂  Xn == y,,
^ ................................

p';-1^, + j3^-t.y,+... -i- ̂ -i^=^.^ »C ̂  ———— '̂ ;(—— ( y

substitution qui ne fera pas perdre aux fonctions leur caractère de
former un groupe orthogonal, et qui est d'ailleurs caractérisée par les
deux équations

(i65) \jïn^x^ .. .-+- \//n^== ^/a-yn,
a7^4-...-h^=="y?+. ..4-,^.

Après cette substitution, l'une des fonctions du système, celle qui
est définie par l'équation (i63), ne contiendra quej^, et les relations
d'orthogonalité, qui sont toujours satisfaites, nous montrent que les
n — i autres fonctions définies par les équations (161), {162) ne con-
tiendront plusj^ et formeront par conséquent un système complet de
n — i fonctions orthogonales de n — i variables.

En changeant les notations et remplaçant n par ^ -4- i , nous avons
donc le théorème suivant :

Les n fonctions obtenues en éliminant X entre l'équation

^fÀ^^^V'-.f^^^^
\ V^l / \ V^-H /

et sa dérivée par rapport à \ forment un système orthogonal, si les quan-
tités z^ z^, ..., s^^ sont des fonctions linéaires de x^ ..., x^ assujetties
à vérifier les deux identités

\/m, ̂ .-h \/m, ̂  -h ... 4- \/w^ z,, + \/w^ Zn^ == o,

'z^z^^^z^^^^x^^^^-xl.

^application au cas de n == 3 est évidente.

J'ajouterai encore le théorème suivant, qui se démontre comme les
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précédents, mais sur lequel je n'insiste pas, parce qu'il donne des fonc-
tions transcendantes.

Les n fonctions obtenues eu éliminante entre l'équation

i\ ^' y'1 fi ly" v"" ^u ==: A4- —„ ... 1 À -4" -_ ) e^
\ S^/ \ V^"/

et sa dérivée par rapport à X forment un système orthogonal.
Les mêmes résultats sont évidemment applicables au système des

coordonnées pentasphériques, et l'on obtient alors la proposition qui
suit :

Les enveloppes des surfaces représentées par V équation

( ^\ ' (\ -^ V'/S-i xî Y13 f-ï^ •rf! V"(lb6) U == À 4- •y=: À -4- ———„ . . . À + —— ] ,
\ v^i 7 \ v7^/ \ v^c/

où l'on a
^ .4., ̂  4-. , . 4» Wg::= o,

e^? o<^ ^i, .,. ï ^e ^OTI<Î des fonctions linéaires clé x^ -{- y^ 4- s12, ^, y, 5,
assujetties à vérifier les deux identités

sc^ \jm^ 4-... 4" XQ\J m y =.= o, .r^ 4- ̂  4- - . • 4" sc'i =-"• o,

forment un système triple orthogonal.

Il est d'ailleurs aisé de reconnaître que la dérivée par rapport à X de
l'équation (166) se réduit au troisième degré; à chacune des trois ra-
cines correspond une des familles du système.

§ XÏ bis. — Généralisation des résultats précédents et détermination
des lignes de courbure d'une classe étendue de surfaces.

La méthode que nous avons suivie dans l'étude des questions précé-
dentes avait pour point de départ l'examen du cas où l'âne des fonc-
tions du système orthogonal est de la forme

U =: m lOg Xt "4- ... 4- W» 1 Og Xn.

Nous allons voir maintenant qu'elle est susceptible de s'appliquer au
cas le plus général ou u est de la forme

U=== Xi4- X24-. . 4-Xn,
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les fonctions X,, . . . » X^ étant choisies d'une manière arbitraire parmi
celles qui vérifient les équations déjà trouvées

x;.xr-2x?-=^xï4-p,
que l'on peut écrire
(167) x^xr=2(x—^(x—é).

Dans le Mémoire déjà cité, M. Serret a montré comment on pouvait
intégrer complètement cette équation. La solution la plus générale,
pour l'une quelconque des fonctions, que nous désignerons par X, s'ob-
tiendra en éliminant X" entre les deux équations

{166}
^-.^^m C^-ay^-^ '(X^-ô)2^1^ 'rfX^

x^Xo^^Y^'-^^"^'-^^"1^71

Supposons donc que l'on ait trouvé les fonctions X,, on aura la pre-
mière famille du système. Nous allons établir ce résultat nouveau, que
là détermination des autres familles se ramène à de simples quadra-
tures. Nous donnerons même une proposition plus générale, en appre-
nant à composer avec les fonctions X/ un système orthogonal compre-
nant celui que nous cherchons comme cas particulier.

Supposons donc qu'on ait trouvé les n fonctions X^ satisfaisant aux
équations différentielles dont le type est
(169) X^^X^-^KX^^),

et déterminons une quant i té^ par l'équation de degré n,

( r 7 o ) ^^J^A==O,

où A désigne une constante quelconque. Le signe 2 indique que la
somme porte sur toutes les fonctions X^; nous supprimons l'indice pour
plus de simplicité. Cela posé, considérons la fonction u définie par
l'équation

(„.) ^f^^^f^w^

où l'on met pour^ une quelconque des racines de Inéquation (170).
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Dans les quadratures, X^, Ï, sont traités comme des constantes^ Nous
avons donc une fonction dont la dérivée par rapport à ̂  est toujours
nulle; mais il n'en est pas de même des dérivées par rapport aux va-
riables x^ ..., œ^; ^ (Â) et a sont une fonction et une constante que
nous déterminerons dans le cours de la démonstration. En différentiant
l'équation (171) par rapport à l'une quelconque des variables ^-, cl
remarquant que la dérivée de u par rapport à \^ étant nulle, on peut
traiter A/c comme une constante, on trouve

^_ FT X/2XW , ^xn _,,àî-J^ [(Â-x^^îr^J^^
ou, en remplaçant X^X" par sa valeur tirée de l'équation (169), et ré-
duisante

^,x.^^[^-^(.^_»)_j. .

Déterminons la fonction vs par la condition

(172) ^W^-a)^-b)}=-^WCk-u-b),

et la constante v. par la condition

( '73)
CT ( a ) (a — a ) (a — b )^ ^ ,

l'intégrale qui figure dans l'expression de -^ pourra être déterminée,
et l'on trouvera

( î 7 4 ) ^=^y^(^)(^-a)(^-&).

Cette expression des dérivées de u nous montre que les n fonctions
^u • • • ? ^ / z correspondant aux n racines de l'équation (170) forment
un système orthogonal, car, pour deux quelconques de ces fonctions
Ut, u^ correspondantes aux racines X < , Xa, la relation d^orthogonalité
prendra la forme

s x?
(^-X?)(^-XÏ)
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et elle est une conséqaence des équations que l'on obtient en rempla-
çant X par X , , ^ dans l'équation (170).

Avant de continuer la discussion, voyons comment on déterminera
la fonction ^(5^) et la constante o:. L'équation ( 1 7 ^ ) 8 6 ramène à la
f'o r m e

^^^^.a)^-b]==—^W,

et elle admet pour intégrale

ro(À)== (À-0)^(^-6)^.

La somme des deux exposants . a ? ——, étant — r , l 'un au moins1 b — a a — b 9

est plus grand que — i. Supposons,pour fixer les idées,

a .
r-^-1-

et par conséquent, en ajoutant l 'unité aux deux membres,

^>».
alors la constante a devant annuler

_A _f_
gr(a) ( a — a ) ( a — 6^ __ (a — a) ̂ -rf (a — ^)«-^

a-X^" —"•~ a-X^ ? •

nous pouvons prendre a == a. Nous avons donc le théorème suivant :
Si Fon détermine n valeurs de \ par F équation

i. == n

(.75) . Sr^4-^0'
i =1

les/onctions X^ satisfaisant aux équations différentielles

X.XÏ /==2(XÏ--a)(XÏ-6),
les n fonctions

_fL, ,_j_, 1 ! , , ! , !

/* //1 n _ /7\ b—a {\ f.\ a—U ^^k a h

u^WJ ( À - X 7 — — ^ + A f (À-a)^(À-^)^^,
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où \^ désigne une des racines de V équation ( 1 7 0 ) où a est celui des
deux nombres a et b pour lequel l'exposant de \ — a est plus grand que
— ï et où les intégrales sont prises en considérant \ comme seule va-
riables ces n fonctions'forment un système orthogonal.

On verra d'ailleurs très-facilement que, dans le cas où A est nul ,
Inéquation en X se réduisant au degré n— ï , on n'a plus que n — ï fonc-
tions orthogonales, et que le système peut être complété par l'adjonc-
tion de la fonction .

' • ^==X,+X.+...-4-X/,. • : .

On retrouve ainsi les systèmes étudiés par M. Serret pour le cas de
n==3^ et l'on obtient ce résultat important que la détermination de
toutes les familles, et par conséquent celle des lignes de courbure des
surfaces qui le composent, se ramènent à de simples quadratures.
, Les résultats précédents, qui nous paraissent élégants, montrent

l 'utilité qu'il peut y avoir dans certains cas a étudier la Géométrie à
n dimensions, ou, si l'on veut, l'Analyse à n variables. Il est clair que
c'est seulement pour introduire la symétrie dans des calculs qui, très-
possibles dans le cas de trois variables, seraient inextricables dans le
cas général, que nous avons introduit cette variable)., dont l 'emploi
joue un rôle fondamental dans notre analyse et nous a donné les pro-
positions précédentes.

Nous allons, en terminant, donner une nouvelle et dernière générali-
sation des résultats précédents qui nous conduira aux lignes de courbure
d'un nombre assez grand de surfaces algébriques et transcendantes.

Considérons maintenant l'équation
(I76) • Sr^xj^^^'^^^^''^^^^
qui détermine n valeurs de X. Nous supposerons que les fonctions X^-
satisfassent aux équations différentielles
( 1 7 7 ) X /X / / /===-2/r(X / /-a)(X / /-6).

Multiplions l'équation (176) par ^(X)û?X, ^r()s) étant à déterminer, et in-
tégrons-la en considérant toujours X comme seule variable. Nous aurons

V f^X^À)^ / , , .f\<, ^ /-n/n' ^^zL» / "T—X7" -~2( /^-"• ï) ; (Xi-+-.. .-+-x»)w(^)rf?v, •
Aim, de l'Éc» Normale, 2® Série» Tome VII. — Imu-F/r 1878. 32
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a étant une constante à déterminer et \/s étant une des racines de l'équa-
tion (176). On obtient ainsi une fonction dont la dérivée partielle par
rapport à ÂA est nulle, et dont par conséquent la dérivée par rapport à
<r;se réduit aux seuls termes

ôî( f'T w 2X^ ( k w1 m^'àx=^ \_jY=^-^^^^^i)^^Wd^

En remplaçant X^ par sa valeur tirée de l'équation (177)» nous au-
rons, après quelques réductions,

àu ——X- f^p^-^a-^) (97r-iU-/r^+^1^ V. ^—^^^—--———^^———J^(À)^.

Cela posé, définissons la fonction ^[1) par la condition

(178) / r ^ ( À - ^ ) ( À — 6 ) C T ( À ) = : [ ( 2 / f - i ) ^ - / r ( a + è ) ] O T ( Â )

et la constante oc par la condition
v j ( o c } (y.—n} {(x—h) _

: o.a-X^

L'intégrale qui exprime -^-pourra être déterminée, et Fon trouvera
03Ci

fi.ol ^- ^^W^-^^-h)(i79j ^^_.^x,———^^————.

Il suit de laque les n fonctions u^ ..., u^ correspondant aux n racines
X ^ , ...,^ de l'équation (176), forment un système orthogonal; car, pour
les deux fonctions u^ u^ par exemple, la condition d'orthogonalité

2 X;.2

(^-XÏHÀ^X^

est identique à celle qu'on obtient, en substituant 5^, Xa dans réqua"
tion (176), et retranchant les deux équations ainsi obtenues.

La fonction ^(X) se détermine sans difficulté au moyen de l'équation
(178), On trouve

(I80) ^ ^(7,]={),^a)'^^U^—l>)'^^
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La constante a est ensuite déterminée par la condition.
ci b

{oL—aY^-^' (^--^riTT-^o -1-1

a — XJ

Si l'un des exposants du numérateur est positif, on prendra a==a ou
a == 6; s'ils sont négatifs, on prendra a = ± oo .

En résumant tout ce qui précède, nous obtenons le théorème
suivant :

Considérons n fonctions X^ ..., X^ dépendant chacune uniquement de
la variable de même indice et satisfaisant aux équations différentielles

(î8i) X;.Xr== 2/f(X^- ,.) (Xï- b}.

Si nous appelons )^, . .,, ̂  /^ /x fonctions de x^ ..., ̂  racines de
l'équation

V1 X'.2(Ï82) S ̂ x—'2^^"I) (xl ̂  x2- • ^ xft) ̂  of
L(

les n fonctions définies par les quadratures

^k ____ __^
[ ,. A-^-rt; , k^a-h}=== f ( A — a ) ( X — b) d^

^ Ot(i83)
X r^^^ _ ^^.^ i) (X,.4-X.4~ . . . 4- X»fL

oà a e^ un des trois nombres a, b, oc choisi par la seule condition que
l'intégrale ait un sens déterminé, forment un système orthogonal.

Si a == bf les formules précédentes sont illusoires; mais on se repor-
tera à l 'équation différentielle qui détermine z^(X) .

Il importe de remarquer que, en employant le langage de la
Géométrie » une des familles orthogonales précédentes comprend la
surface

Xi+X^+-. . .4-X^^o,

dont on saura par conséquent déterminer les lignes de courbure.
Supposons, en effet, que l'une des racines X devienne tres-grandey

3a.
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l 'équation (179) nous donnera, pourFexil'équation (179) nous donnera, pour l'expression approchée de j~ î

ait VZY'an
àxi- — = = — o . A Â Xi,

et par conséquent
^ := -2À I ~ Â • (Xl+X,+ . . .+X„) -^CL

Or, pour X=oo , l'équation (182) nous donne
Xi-h-X^-t-.* .-4-Xn=0. ' - ,

On voit donc que Fune des fonctions u demeurera constante pour toutes
les valeurs de oc^ .. .,^ satisfaisant à l'équation précédente.

Traitant a part ce cas particulier qui, nous le verrons, est très-im-
portant, nous obtien'drons le théorème suivant, qu^il est du reste très-
aisé de vérifier directement.

Les lignes de courbure de la surface définie par l'équation
(i84) , x,+X,+...+X.=o, - - ' ,

où X^ , ..., X/z satisfont aux équations

Wbis) • X^Xr==^ (X—a) (X—6) , 1 • 1

se déterminent de la manière suivante. On recherchera des n — i fonc-" ' '
tiens \h racines de l'équation

'«^L^-o-'«-̂  Y 2;'85' • 1A--»'iX-X—^

puis, déterminant une fonction ̂ [\}par l'équation

W , Â ^ ' ( À ) ( ^ - a ) ( À - & ) = - X ^ ( A )

et une constante a par la condition

E! (^) (^ — a) (a — ^ )._

o/z calculera les n— i fonctions

^-r\(^v
«/a ^«J

^ x^"
À - X Ï
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une seule d'entre elles demeurera variable sur chacune des lignes de cour-
bure du lieu considéré.

Nous allons indiquer une méthode directe qui nous conduira au
même résultat, et que, pour plus de netteté, nous allons exposer en
supposant le nombre des variables égal à trois.

Proposons-nous le problème suivant :
Trouver les lignes de courbure de la surface représentée par l'équation

(187 ) x+Y-i-Z==C.

D'après les développements donnés au § X, nous pourrons pré-
senter cette recherche de la manière suivante.

On déterminera, pour chaque point de la surface, les deux racines
de l'équation

X fï V^2 7/2
/ 00 ^ •"• "-J
f T QÇ) } ,______ 1 _ _________. .1 _________ —— ^
[ j ^ — X ^ ^ À - Y ^ ^ À - Z " - 0 -

Les équations différentielles des lignes de courbure seront

( ft \ X /̂.r Y^r Z'dz[ lb9] À-x ' "+" T^' "+" r^r ~"oî

où À désigne une des deux racines de l 'équation précédente.
La forme de l 'équation précédente nous montre que nous saurions

intégrer si X était une constante sur chaque ligne de courbure. C'est ce
qui a lieu pour les surfaces du second degré. Mais, en général, \ varie
sur chaque ligne de courbure, et l 'intégration ne peut se faire immé-
diatement. Comme on a aussi, en vertu de l'équation de la surface,

fi'dx -+- Vdf + Vdz = o,

cherchons si l'on peut déterminer trois fonctions de X, telles que l'ex-
pression

/ -x'2 Y'2 Z'2 •\ ^ / X/J.r YWr 7Jdz \\T=^ + }7=r-y^ ̂  ̂ -^^ [ A ) ̂ +J(A} ̂ ^^+^^^+j^^^
-+ 9 ( À) [TL'dx -f- Vdy- -\- Z'dz), '

où le coefficient de d\ est nul en vertu de l'équation(i88), devienne une
différentielle exacte. En écrivant que la dérivée du coefficient de dx^
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par rapport à )., est égale à celle du coefficient de t par rapport à x^
on trouve
2^(X)X / /(î.-X /Q^î3J(^)X /XW+/^)(^-X' /)--/(^)-+-y'(Â)(X-X / /)2=o.

Celte équation devant être satisfaite identiquement^ il faut que
X', y, X"2, X" soient liées par une relation linéaire, et par conséquent
que l'on ait une équation de la forme

(190) yx^^x^^HX^^.

En substituant la valeur de X'X^ déduite de cette équation et en écri-
vant que les coefficients de X^X" et le terme indépendant de X^ sont
nuls dans l'équation précédente, nous aurons les trois équations

2(ï-^MX):=<î/(X),
^(1) [k(a 4- b) - À] ̂  -^fW - 2Âq/(Â),
s.fcab^W== —VÏ/(XJ4-./l(îl)- 3^cp'(Â).

On déduit facilement de là
r(X) == 2OT(À) [(sA- - i}Â - k[a 4- A)],

^X )==2^^ (Â ) (À -a ) (Â -6 ) ,

et, en éliminanty(X),
/f^(^) (^ _ a) (?i - 6) == - ImW.

Les trois fonctions cherchées seront donc données par les trois équations
W(À) (À — a] [1 -&)=:- ̂ ('X),

( î9 ï ) / (À)^2 / f ^ (X) (À-a) (^À) ,
(p^)=:2(i-/f)?n(^).

On voit d'ailleurs que, si Y, Z satisfont à des équations toutes pareilles à
l 'équation (190), toutes les conditions d'intégrabilité seront satisfaites.
Ce point étant établi, le calcul s'acliëve sans difficulté, et nous obte-
nons le théorème déjà donné :

Les lignes de courbure de la surface

fl92) X+Y4-Z==C,
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où les trois/onctions X,Y,Z satisfont aux équations

X'X^—a/rtX'-^XX^-éj^o,
('93) • Y / î / / /~2/ f (Y / / -^) (Y / / -&)==o,

Z' Z" - 2/r ( F - ̂ ) (Z^ ~ 6) =: o,

A-O/^ à l'intersection de la surface et des enveloppes des surfaces

r^ f Y'2 v/2 7/2 \
(.94) «=J^)(^-,^+^)^ .

QZÏ sr(X) ^^ une fonction satisfaisant à V équation

(>95) / r^ (À)( î i -^ ) (À-&)==~À^(Â)

^foà a est un des trois nombres a, &, oo défini par la condition

(196) Î̂ Iiî̂ lJÎ̂ ^

yu^îÏ ^s^ toujours possible de vérifier.

Indiquons quelques applications de ce théorème. Supposons d'abord
que les constantes a et b soient nulles; nous aurons

X'X^a/fX^.

L/hypothèse À = = I a été examinée. I/intégrale de réquation précé-
dente est

X == y. + a [x — xY^

où m est défini par l'équation

/ . m — % ,
(197) •^rrî-^^ !

L'hypothèse sk === i sera traitée à part. Nous pouvons faire a === <x?o ==0,
et nous obtenons comme solution a^. La surface correspondante sera
donc représentée par une équation de la forme

r \ ' '
/ ̂ \ m / / v \w /7\ft

"98' . fâ + (?) + (1) - -
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où m sera quelconque, positif ou négatif, entier ou fractionnaire. On
sait que Lamé, dans son opuscule sur les méthodes en Géométrie, a le
premier étudié ces surfaces que M. de la Gournerie, qui en a fait con-
naître plusieurs propriétés, nomme têtraêdrales symétriques.

On trouve ici
?.(r—77?)

OT==ÎI m~si ;

l'équation (196), si l'on y change \ en 1") prend la forme
P

{1^ m p V- m p !* _jn__

— xm- p^1 •""•'• dp. 1 y^ f pj^'dp. z^ f ^^-dp.
a'" ^ ^ [i — a'" x1-1" ï^ J ^r^""^ '̂2-^ (? J ÎT^sT '̂

Chaque ligne de courbure s'obtiendra en donnant à u une valeur con-
stante et él iminant pi entre cette équation et sa dérivée

x^ y^ z"
a'" ( ̂  — a"1 x^'91 ) 'h"1 [^. — b"1 y^"1} c^^T^^ï1^ 0 '

Le résultat sera évidemment compliqué; les équations des lignes de
courbure contiendront toujours des logarithmes et une partie algé-
brique.

Par exemple, pour la surface

/ \ /-^V /rV /^\3('99) y+(^y^,

en effectuant les intégrations, on aura

L/3 n2

^==—+— (^3+y2+-s2)4-^(a3^-^A3J l-4- c^z)

+^(-?)"'(-¥)"(•-?)•''
et il y aura à éliminera entre cette équation et sa dérivée (algébrique)
par rapport à .̂.
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Quoi qu'il en soit, on voit que nous savons déterminer les lignes
de courbure de deux surfaces du troisième ordre, l'une

a b c
x ' r z """"r?

qui est la surface à quatre points doubles, l'autre qui est représentée
par l 'équation (197).

Nous savons de même déterminer les lignes de courbure des deux
surfaces du quatrième ordre

/.a? Y /rV fzV
- -4- y 4- ~ == r,

\a) \h) \cl

\/^\/1-\/I-
La seconde de ces équations représente la surface de Steiner.

Si l'on a k == -"> l 'équation .(197) ne détermine aucune va leu r
de w. Alors on a

X == ae'"\

et la surface correspondante a pour équation

( 200 ) e"10 -h ^"r •4" e^ :=: i,

Ici l'on a CT()^)== ̂  et, en changeant encore À en ^ on trouve

u =-- e^ïos^ •— ̂ ir^e'^} ̂  ̂ log(ï "— ^n^e^) 4- ^a Io^(î —• À//2..^^);

il faudra éliminer X entre cette équa t ion et sa dérivée.
Je terminerai en énumérant quelques-unes des surfaces auxquelles

s'applique la méthode précédente. On voit d'abord facilement que l'on
peut ajouter des termes aux équations déjà données et traiter les sur-
faces rcprésentées'par l 'équation

a ̂ m •4- by"1 -4" o^ -h a [x9 -r" y2 -h -z2 ) ==: C,

ou a, b^ Cy a, G sont des constantes quelconques. Cette remarque nous
Ann. de VÈc. Normale. ̂  Séné. Tome VÏL — AOUT 1878. 33
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permet d'ajouter aux surfaces du troisième et du quatrième ordre, déjà
données, les suivantes ;

a Jt3 + l>}'3 4- C53 -4- a (^2 -4- ̂ '3 -+- 32 ) = C,

a "4- 6 (^2 -4- J2 4- ^2 ) ^=. C,
3C

^^^4-^^-C,

^-r4-^ 67l-4- <•^<-4-û;(^24-724- 22) ==C;

je signalerai aussi les surfaces transcendantes
cosm^ cosn^ cos/?3 p
"^--'--«—-^•-T—^"'

(^//c r̂ ^''X / p — m x p—nr ^—i^\f " i '' » " \ » p/ / i i \ r/'/c\^+^+^)+c^^^^7-)==:c?

Jv/.^.•24- arf.r -+JVy"-h prfy -^/v^2^ y^2 = ̂ *

Du reste, on peut trouver toutes les surfaces répondant au problème
posé, et si, pour plus de symétrie, on remplace

2/r, a, b par ———^ —mh, nf^

on aura
X'X^ ——(X / /~m/l)(X'74-^),

m 4- 7î • / • /

X/=== —c—(X / /•--/7z/i)w(X / /4-^)^/n -+• fi ' ' '
x == Cf( X"— mA)"1-1 ( X^ -}- iz/i)^1 rfX^,

X = -̂ L.̂  X^- /TîA )2//l-l (X" ̂  n/i)2-1 rfX^

Les quadratures indiquées peuvent être effectuées toutes les fois que
l'un des nombres m, n^ m + n sera entier.

Je terminerai en remarquant que, tout ce qui précède s'appliquant
à un nombre quelconque de variables, on pourra employer les coor-
données pentasphériques, pourvu que les équations soient homogènes.
On saura donc déterminer leâ lignes de courbure des surfaces repré-
sentées par Inéquat ion

ax^ + bx^ 4- ûx^ 4- dx^ -h e^=a,
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oti m est quelconque, ainsi que les constantes a, &, e, ^, e. L'équation
la plus simple des surfaces précédentes serait, en ramenant par une
inversion trois des sphères à des plans,

ax"1-^ by1'-^ cz1"-^- a:(.rï4-^•2+ 32—H2)"^13 (^ 4- }B -4- 22 4- B3)7"^ o.

Si ^3 == o, on a les surfaces

a^+ /V-4- c^'4- a (i - -î^^-^y^o,

qui, pour R == co , se réduisent aux surfaces létraédrales de Lamé.
Les formules étant les mêmes que pour le cas de trois variables, je

me dispenserai de les transcrire»
Je me suis demandé quel était le résultat le plus général obtenu dans

le. cas des surfaces du troisième degré, et si les surfaces obtenues pré-
cédemment étaient lestransformées homographiques de la surface la
plus générale du troisième degré. II est aisé do répondre à cette
question.

La surface représentée par l 'équation

ax^ 4-- 6y3 4- es3 4- a(.^ 4- rM'- s2) 4- ^ =-= o

peut toujours être ramenée, par une translation des axes, à la forme

^rM- by3 4" cz3 4- w.x 4- (3 r4- y z 4- ô =•-- o,

ou, en rendant l'équation homogène,

0^4- by-3-^ cz^ ['XX 4- (3/4- y^)r4- ô/^ o.

Or cette équation nous montre que les plans tangents, menés de Fori-
gine à la surface, sont tangents à deux cônes cubiques, dont l'un a
pour équation

r/.r3 4- ^j11^ cz7"^ ô.

L'origine est donc un point double de la hessienne, et lâgeule parti-
cularité que présente la surface consiste en ce que l'un des cônes, celui
qui est représenté par l'équation précédente, est un cône triangulaire.

33,
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Dans la surface générale, son équation ne pourrait être ramenée qu 'à
la forme

a ̂ ï 4- 6jft -I- r; z3 -4- 3 /<• .rj -2 == o.

Nous avons donc le théorème suivant :
Toute surface du troisième ordre, pour laquelle l'un des vingt cône!-

circonscrits suivant une section plane à la surface est un cône triangu.
laire, peut être transformée homo graphiquement en une autre .dont o
détermine les lignes de courbure.


