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MEMOIRE

SUR LA

THEORIE DES COORDONNEES CURVILIGNES

ET

DES SYSTEMES ORTHOGONAUX,

Psr M. G. DARBOUX,

MAITRE DE CONFERENCES A L'¥COLE NORMALE.

DEUXIEME PARTIE.

§ X. — Eatension des résultats précédents aux systémes orthogonaux
@ n variables.

On sait toute I'importance que présente en Mécanique I'emploi du
systeme de coordonnées elliptiques & » variables; je crois donc utile
d’étendre les recherches précédentes aux systemes orthogonaux a n va-
riables. Nous rencontrerons ainsi des problemes d’Analyse qui méri-
tent d’étre étudiés en eux-mémes, et nous montrerons d’ailleurs que la
connaissance d’un systeme orthogonal & n variables entraine celle d'un
nombre illimité de systemes orthogonaux ordinaires a trois variables.

Je considere done n fonctions «', «*, ..., ¢" de nvariables x,, ..., z,

. . nipn—rt) , .
qui satisfont aux __(,,;___l équations

(126) Odal == 0,
ol nous conservons les notations du § I. Ainsi «j désignera la dé-
rivée de o par rapport i x;. Du reste, pour éviter autant que pos-

sible des notations compliqucées, toutes les fois que nous aurons & con-
29.
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sidérer un certain nombre limité de fonctions of, nous les désignerons
par les lettres u, v, w, ¢, «, sans indice. Rappelons aussi que nous avons

posé comme définition
v w
< ) =3 viwiui ,
u

et il résulte de la formule (11) que ce symbole est nul toutes les fois
que v, w, u sont différents.

Le premier point que nous aurons & traiter et le plus important est
le suivant : '

Eliminer des équations (126), par des dérivations, toutes les fonc-
tions, moins une, que nous désignerons par la lettre u, et rechercher toutes
les équations nécessaires et suffisantes auxquelles doit satisfaire cette
Jonction pour que le probléme ait une solution.

Aux équations (126), qui peuvent s’écrire

(127) du=o, ow=o, ...,

nous avons a ajouter les suivantes :

(128) (”) —o,

qui, jointes aux précédentes, constituent un systeme de (n — 1)? équa-
tions ne contenant que les dérivées premieres des fonctions ¢, w, et
homogenes d’ailleurs par rapport aux dérivées de chaque fonction.
Elles déterminent donc complétement les rapports de ces dérivées en
fonction des seules dérivées premiéres et secondes de u. Du reste, la
résolution de ces équations équivaut 3 la solution du probleme d’Al-
gebre suivant, qui est bien connu :
Ramener les deux formes quadratiques
yi+rioo+ i,

12
(129) 22unyiy

a des sommes composées des mémes carrés, au nombre de n — 1, sous la
condition que les variables y soient lides par la relation
(130) U Yi—=UsYa oo Up)n = 0.

En effet, si 'on propose de résoudre ce dernier probleme, on rem-
placera d’abord les variables y par » — 1 variables z, qui soient telles
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que la relation (130) soit satisfaite identiquement, et qui seront celles
dont les carrés seuls figureront dans la nouvelle expression des formes
quadratiques. On posera

Yi=aZ + ﬁlzz—i" e )-lzn—-lv

Yn=2a3 + ﬁnzn I o 7‘\nzn—-ly
et 'on devra avoir d’abord les relations

ooy +...+ o,u,, =— 0,
(13[) Blul‘f‘.--'*‘ﬁn"n:o,

Puis, en exprimant que les formes quadratiques (129) ne contiennent
plus que les carrés des variables z, on aura

a.ﬁ‘—k--. = o,

oYyt =0,
(132) e ,

22 upaii+. .. =o,

Z’_‘lu;kx‘y;,+. -

Ce sont, aux notations pres, les équations (127), (128) que nous avons
arésoudre; c’est ce que nous voulions prouver.

Je n’insiste pas sur ce probleme, qui est bien connu. La solution en
sera donnée par les formules suivantes.

Les dérivées de 'une queleconque des fonctions ¢, w, de ¢ par
exemple, satisferont & des équations de la forme

k=n
Uinvi = Av; + p
133) 2
(133) ~
UV ..+ U= 0}

et, en éliminant les dérivées ¢; et 1, on obtiendra pour A I'équation
suivante :

uy—A  U: U Uin u,
Uy Up— DA o Uap u,
.
'\134) "o . . . === 0,
Un, C e Um— A U,

u, v .. U, 0
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de degré n — 1 en X, qu’il faudra résoudre, si, supposant la fonction «
connue, on veut trouver les rapports des dérivées des » — 1 autres
fonetions.

Pour déterminer les fonctions ¢, w, on aura donc a intégrer des
équations aux différentielles totales de la forme

(135) Adz, ...+ Aydz,= o.

Pour que des équations de cette forme soient exactement intégrables,
il faut que certaines conditions soient satisfaites; A,, ..., A, étant des
fonctions des dérivées premieres et secondes de u, on voit que la fonc-
tion = devra satisfaire & un certain nombre d’équations aux dérivées
partielles du troisieme ordre. Ce sont ces équations que nous allons
d’abord rechercher.

Mais auparavant nous avons a établir quelques identités qui nous
seront indispensables. Désignons, en général, par G, I'expression

Gi = Voua' =y (e} + (@b ]+ . (a3

il est clair que les quotients
o

(136) ba=t

sont les coefficients d’'une substitution orthogonale; car on a, par la
-définition de G, :
, b+, .. +b} =1,
etles équations (r26) peuvent s’écrire

b;,l)]“ -+ ...+ b,’nb]m: O.
On aura donc aussi

b+ bgi+. ..+ b2 =1,

(137) biibu—+ byby =+ ..+ bpby = o,

en vertu des propriétés connues de ces coefficients,
Cela posé, si nous désignons par «, ¢, w, u, ¢ cinq fonctions quel-
conques du groupe considéré, on aura par définition

(a: w) = 2T ct; Witlir, (actv) == EZ a; vy tu,

122
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et, en multipliant,
1o w () . .
! (J > <\95 > = 3333 &i%j Wi Uik,

G\ u t G,

la somme devant étre étendue a toutes les valeurs de ¢, , £, /. Si nous
remplagons la fonction o« successivement par toutes les fonctions
«', ..., «*, et que nous fassions la somme des résultats obtenus, alors,
en vertu des formules (137), tous les termes du second membre, dans
lesquels ¢ et j seront différents, donneront une somme nulle, et pour
les autres le coefficient de ¢, o, 12, deviendra 'unité. On aura donc,

(138) Ea GI;; <al U) (auw> = Z3wrvrtaui,

la somme du premier membre se composant de n termes correspondant
aux n fonctions «' ... o".
Le second membre peut s’écrire

Z; Oy Ui O, 1;.

Nous adopterons, pour le désigner, la notation

u 't

(13g) S8,uid, = <“" ”):

Supposons d’abord les quatre fonctions ¢, u, ¢, w différant les
unes des autres. Comme on sait que (“wv) est nul toutes les fois que

les fonctions sont différentes, on verra facilement que tous les termes
du premier membre de I’équation (138) sont nuls, car le premier fac-

teur (atv> est nul tant que « est différent de v et de z; et, si aest v ou ¢,

e second facteur est nul. On a done

(140) (“’ ") —o,

u t

siu, 9, w, t sont différents.

On pourrait faire beaucoup d’autres hypotheses. En voici une qui
nous conduira & une formule que nous aurons & employer.

Supposons que l'on fasse ¢ = u, le premier membre de I'équation
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(138) se réduira au seul terme pour lequel « =u, et ’on aura

(u v) <u w) —G? <w u),
u u uu
ou, en ordonnant par rapport aux dérivées de ¢, w,

(141) “ 22 0;wi (G Ou,uk — OuttiSutty) = 0.

Ces deux identités (140), (141) suffisent au résultat que nous voulons
obtenir, et nous allons chercher maintenant les équations du troisieme
ordre auxquelles satisfait la fonction u.

Remarquons d’abord que I’équation

(U w) =22 0,0l =0
u

est de la forme de 'équation (15) du § I; en lui appliquant la for-
mule (16), nous aurons

(142) 2Z oy (O, teq — 20, us) = o.

Si, dans cette équation, on remplace les dérivées ¢, w par toutes leurs

. . (n—1)(n-—2), .
valeurs possibles, on aura un premier groupe de ——~— équations

auxquelles devra satisfaire la fonction u. Ce sont les équations ana-
logues a celle que nous avons formée dans le cas de trois variables.

Je dis d’abord que, si l’on pose H = GL’ ces équations peuvent aussi

étre mises sous la forme irrationnelle

0°H
(143) EZV;W,‘ 533:)_5] — o.
On a effet
0*H CHHG3 Gra 35 w3 .
l)xil)xk~ ( wOullik + 3y, u, Uk — Wl uu‘)’

et par suite

by auv;‘a—(—)l = W22 0;0 (Quttir— 28, ws) + 3H* 22 0;wi (G 8w, ter— SuriOurs) ;
X Oxk é ‘
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ce qui, en vertu de I'équation (141), se réduit a

ﬁ_s 35 0004 o

(144) 22 0; Wi (Outlin — 20, 1) = 0x; 0xk

et justifie le résujtat que nous avons annoncé.

(r—r)(r—2)

Mais les équations que nous avons ainsi formées ne

sont pas les seules auxquelles doive satisfaire la fonction u. Appli-
quons 'opération 9., z désignant une des fonctions du systeme, diffé-
rente de u, ¢, w, au symbole
v w
()

Celte opération, effectuée sur les lettres ¢, o, donne les termes
20,00, u; + ZSew; 0, Uy
enfin, appliquée 4 la lettre u, elle donne
ZEZ LW,

somme qui est symétrique par rapport a ¢, ¢, w. On a donc, en se rap-
pelant: la notation (x3g),

v w lw tv o
o ( ) = ( > -+ ( ) 4 2 or Ui
172 ¢ u w u

Toutes les fois que ¢, ¢, w seront différents, en se rappelant les for-
mules (128), (140), on aura

(145) ZEE Loty = 0;

ce qui constitue un nouveau type d’équations du troisieme ordre, aux-
quelles doit satisfaire la fonction w. Remarquons qu’elle peut ézre
obtenue de trois manicres différentes par la différentiation des trois

équations
<v w) (t w) % z)
=0, =0, == 0.
lu u ( u

(p—1)(n—2)(n—3)
6
velles du troisitme ordre, qui ne se présentaient pas dans le cas de
Ann. de ’Ec. Normale. 2¢ Série. Tome VII, — JurLLer 1878. 3o

L’équation (145) est le type de

équations nou-
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trois variables, et auxquelles doit satisfaire la fonction w. Il'y a done,
en général, deux groupes tout a fait différents d’équations pour la
fonction u.

Avant de continuer ces recherches, je vais montrer que ces équa-
tions, qui sont nécessaires, sont aussi suffisantes, et que, si elles sont
satisfaites, on peut trouver les n»— 1 autres fonctions complétant le
systeme orthogonal. En effet, ces fonctions sont définies, nous I'avons
vu, par des équations de la forme

1 V2 Yu

I—\'—I-:K-z:...::\—n)

et l'on sait que, pour que ces équations soient compatibles, il faut et il
suffit que toutes celles qu'on en déduit, en les différentiant, soient des

n(n—+r)
2

conséquences des précédenteset se réduisenth — 1, quinepour-

2

ront méme pas complétement déterminer les dérivées secondes; car, si
les équations précédentes sont vérifiées, elles le seront aussi en rempla-
cant ¢ par 9(v), ce qui permet de prendre arbitrairement unc des déri-
vées secondes de ¢.

Au lieu de résoudre les équations

v ow
( “ )::o, Splt=0, Oyl =0,

nous allons les différentier par rapport & chaque variable, et voir si les
équations que ’on obtient, en éliminant toutes les dérivées secondes,
sont satisfaites. Or ces équations sont au nombre de (»—1)*; en les
différentiant, on trouve donc n(n — 1)? équations. Si l'on retranche de

ce nombre celul
i i
[———-——-—n(n n_ IJ (n—1)
2

des équations qui doivent conserver les dérivées secondes, on trouve
un nombre total
(r—1)(n—2)

2

d’équations qui ne contiendront plus que les dérivées premieres, et qui
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devront étre satisfaites en vertu des équations qui déterminent ces dé-
rivées. Or nous avons déja :

1© Les 21 (2 —2) équations
' 2

()=>

qu'on obtient en différentiant les équations
=0, O,u=—o,

et en effectuant des combinaisons qui font disparaitre les dérivées se-
condes des fonctions ¢, w. Ces équations sont satisfaites, puisqu’elles
servent & définir les dérivées o;, w3

(n—1)(n—2)

2° Les équations (143), qui devront étre satisfaites;

30 Les U gz) (n—3) équations (118), qui doivent chacune

étre comptées pour trois, puisqu’on les obtient de trois manieres diffé-
rentes, chacune par la différentiation de trois équations distinctes. On
a done en tout

(n—1)(n—2)(n—3) 4+ (n—1)(n—2) +(n—-—l) (n—z):(n——x)’ (n—2)

équations ne contenant pas les dérivées secondes des fonctions ¢, v, ce
qui est bien le nombre que nous devions trouver. Ainsi nos équations
du troisieme ordre sont & la fois nécessaires et suflisantes.

§ XI. — Application a un exemple particulier.

Pour donner au moins une application des résultats précédents,
cherchons les systemes orthogonaux & » variables pour lesquels on aura

(146) =X+ Xo+...+ X,
X; désignant une fonction de la seule variable ;.

Si nous appliquons les méthodes de article précédent, nous trou-
verons que les équations qui déterminent toute autre fonction faisant
partie du systeme sont les suivantes :

N Xi_
47 o=,

3o.
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ol % est racine de 1'équation
X

I faudra donc que les équations ,
Xidz;
Eim—— o,

ol A estracine del’équation (148), soient exactement intégrables. En
écrivant directement les conditions d’intégrabilité et remplacant les
dérivées de ) par leurs valeurs tirées de la formule (148) différentiée,
on trouve sans difficulté des équations de la forme

XXy —oX? XiXjp—2Xi XXy —2X)?
2 XX X} X; X4 X, =o,
I 1 I

ol les indices 7, %, I sont quelconques. Ces équations peuvent étre rem-
placées par les suivantes :

XX — 2X}? = aX]+ b,

ou a et b devront étre considérés comme des constantes. C’est le méme
résultat que pour le cas de trois variables.

Le cas, de beaucoup le plus intéressant et qui a été examiné avec le
plus de détails par M. Serret, dans I’hypothese de trois variables indé-

pendantes, est celui ot I'on suppose a =b=o0, et ot 'on a
(149) u=mlogx+...+ m,10g z,.

Alors I'équation (148) devient, si pour plus d’élégance on y change

1
2 en 7\7
m m
(150) . —————lxz-k...—i— ;‘2207
) A+ =
n, m,

et les équations aux différentielles totales qu'il s’agit d’intégrer sont

les suivantes :

x,.dx, z,dz,
r i o 5 =0,
x, Zn
AL )4 ==
m, m,
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ot il faut remplacer 2 par chacune des racines de I'équation (150).
Cette équation (150) étant impossible & résoudre, il semble que I'in-
tégration doit étre empéchée. C’est donc un fait analytique trés-curieux
que I’on puisse intégrer la différentielle précédente.
Posons, en effet,

x:\my 2\ m, 2\ m,
(151) : u:()\+ﬂ> (l+£’—> ...<}+?—"> ’
m, n, mg

on trouvera

dv adr, xndz,
& ! . s

2 x? x;

A+ A=

( m,

et le coefficient de 42 sera nul en vertu de I'équation méme qui sert &
déterminer A. Nous obtenons donc le théoreme suivant :

Les n— 1 familles, complétant avec la fonction u le systéme ortho-
gonal, s’obticnnent en éliminant ). entre I'équation (151) et sa dérivee
par rapport a X.

Par exemple, dans le cas de trois variables, si I’on prend la famille
u=ux"y"zt,

les deux autres familles de surfaces qu’on doit lui associer s’obtiennent
en éliminant A entre ’équation -

(i52) v= <R+£>m <7\—+-2"—2)’l <7\+-z—2>P
m n P

et sa dérivée par rapport a}, ¢’est-d-dire en cherchant 'enveloppe de
ces surfaces.

Traitons, par-exemple, le cas dem =n =1, p = — . La premiere
famille de surfaces sera composée des paraboloides

xy=1us.
Les deux autres serontles enveloppes des surfaces

(A +2) (A +1?)
Y= - .
A— 2z

En cherchant cette enveloppe, I’équation qui définira A sera

1 1 I .
7-\+x2+7\—!—y"~7\—z"_

0,
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et elle donne

A=y (5 + ) (2 + 22),

A2t = /372 (\/z’ + ezt 2 ),

A +]..: — \/Z'—I—’V"(\/Z’—l—y"i sz—k‘ x*);

d’ol1 résulte pour ¢ I'expression.

Vo ==V + 2t £ B 4yt

C'est le résultat connu de M. Serret.

Traitons encore le cas ol le premier systeme est donné par I’équation

Uu—=uxys.
Les deux autres familles sont les enveloppes des surfaces
(153) v=(A+ 2*) (A=+ y?) (A + 2).

Posons
»r=a+ BL+y,
r=a+ o+ e’y,
B=o+ 0B + vy,

» désignant une racine cubique imaginaire de I’'unité. On aura

x4y + 3 p_xz—}- 0*y? 4 o z* eyl 4 n'z?

C 3 3 V= 3

2

et ’équation (153) prendra la forme
v=(A+a)’+ '+ y*— 3 (A + ) By.
Eu prenant la dérivée par rapport 2 ), on trouve

(h+a)=8y, A+a=2/F,
ce qui donne

e
ou

3
2

(22 wyr+wuis)?,

3
F]

3\/'3 \/(—/: (2 + 'y’ + 0 3?)

ce qui esl conforme & un résultat énoncé sans démonstration
M. Cayley.

par
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Mais on peut faire beaucoup d’autres applications du résultat géné-
ral que nous avons trouvé.

Rappelons-nous les remarques relatives aux coordonnées pentasphé-
riques. Nous avons vu que les conditions d’orthogonalité dans ce
systeme s’expriment comme dans le systeme ordinaire, si les équations
sont homogenes; x,, ..., x5 désignant les coordonnées d’un point, nous
considérerons encore la famille

(154) U=ZNXP. . . Z%;
mais, pour que U'équation précédente soit homogéne, nous poserons
(155) oy da . o= 0,

Avec cette hypothese, nous allons obtenir de nouveaux systemes
orthogonaux.

Les deux famulles complétant le systéme seront les enveloppes des sur-
Saces représeniées par les équations

2\ « 2\ &, 2 ag

Y %y
et il est facile de vérifier : 1° que U équation qui détermine 1,
]

x2+...=o,

A=t
&%

se réduit, comme cela doit étre, au second degré, en vertu de la relation
homogeéne

X+ ...+ 2] =0;
2° que U'équation (156), aprés qu’on y a substitué¢ a la place de ) sa
valeur, devicnt homogéne par rapport aux cing quantités ;.

Le nouvean systeme orthogonal obtenu est, comme on le voit, trés-
général, puisqu’il contient, en dehors des exposants, les dix constantes
qui figurent dans les équations des cinq spheres orthogonales.

Le systeme de ce genre qui se rapproche le 'plus de celui de
M. Serret est celui pour lequel I'équation (154) prend la forme simple

Z, Xy

W ==
X3 X4
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On verra facilement que les surfaces algébriques qui complétent le sys-
teme ont une équation qu’on peut mettre sous la forme
Vi z?

. z:+z! .
arc sin 5/——‘—-3 =+ are sin ? — const.
Zs 1z

Si, par exemple, on prend pour les cing fonctions a;

x4+ 32— R? x4 4 R

X, =X Xy=—= X3=— 232 Tsy—=— ’ Xy= g b
! ’ =7 : 7 2R s 21 R

on aura le systeme orthogonal défini par les équations

zy —u
Z(zt+yr+ 22 —RY) T
. 2Rz + 22 . 2RV y?+ 27
arc sin — \/ == arc sin vy - = conslL.
x4yt 224 2 22+ y* —+ 2+ R?

Pour R =2, on retrouve le systeme comprenant une famille de para-
boloides et les surfaces

Vai+ 7' == \/y*+ z* = consl.

La forme tres-symétrique des résultats obtenus précédemment nous
conduit, en outre, a plusieurs généralisations qui ne nous paraissent
pas dépourvues d’intérét.

Considérons d’abord les n fonctions obtenues en éliminant )\ entre
I’ équation
' 22\ ™ 2\ m,
(157) u:()\_;_ _‘> cee <}+ ‘z_'l> 2o
m, my

et sa derivée par rapport & ).

m m,
(158) . lx2+o.-+ ’;2+;\f=o.
ypat Nz
niy my

On aura n fonctions u,, ..., u, correspondant aux n valeurs de ). Je
dis que ces n fonctions forment un systéme orthogonal. En effet, pour
deux fonctions u,, u,, correspondant aux racines 2,, Xy, la relation
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d’orthogonalité sera

2 2
Z, \ Zn

x" x’ —- s ee 5 Tz 0.
<A,+——‘> (7;2—;- ——)
my ny,

D) 7T m,

il est facile de vérifier cetle relation. Il suffit d’exprimer que 2,, %, vé-
rifient I’équation (158), et d’éliminer « entre les deux équations ainsi
obtenues. On retombe sur I'équation qu’il s’agit de vérifier.

Dans le cas de trois variables, on a le théoreme suivant :

Les enveloppes des surfaces, représentées par I équation

= (;. + i) ().4&’)" (7..+ 2,
nm n \ l)

/
ou l'on fait varier X, forment un systéme triplement orthogonal.

Remarquons que ce systeme triple jouit toujours de la propriété si
remarquable du systeme des surfaces du second degré. Les trois fa-
milles qui le composent sont représentées par la méme équation, et il
donne d’ailleurs des surfaces algébriques toutes les fois que les rapports
de m, n, p, ¢ sont commensurables.

Toutefois il y a un cas singulier qui se présente quand la somme des

exposants
m-=n—+p--qg=—=o0

est nulle. Alorsil n’y a que deux familles orthogonales qui sont com-
posées de cones ayant pour sommet l'origine. La troisitme famille est
évidemment formée des spheres ayant pour centre le sommet commun
des cones.

Il est clair qu’on peut aussi appliquer la proposition générale au cas
de einq variables et en déduire des théoremes pour le cas de trois di-
mensions, en employant les coordonnées pentasphériques. Il suffira de
disposer des constantes de telle maniére que les équations obtenues
soient homogenes. A

Appelons encore @, ..., x; les cing coordonnées pentasphériques
d’un point ct considérons I’équation

i\ m x? N\ m 22\ m ar\ " 22\ " )
(159) m= (2=t} " (a+22) " (a-22) " (A= A 2 )
un i, mg m; my

Ann. de UEe. Normale. 2¢ Série. Tome VII, — Juiier 1878. 31



392 G. DARBOUX.
Sil’on élimine X entre cette équation et sa dérivée par rapport a 2,

.y m mg
{160) L+ ‘=o,
' z? A

on obtiendra une fonction u qui sera homogene et de degré zéro toutes
les fois que la somme

(161) M= My~ o= My -+ M= 0

sera nulle. D’ailleurs, avec cette hypothese, I’équation (160) se réduira
au troisieme degré par rapport & A. En substituant les trois racines
dans I'équation (159), on aura trois fonctions u,, u,, u, qui, égalées 4
des constantes, donneront encore trois familles d’un systeme ortho-
gonal. Ces systemes orthogounaux jouiront, comme les précédents, de
la propriété remarquable que les trois familles seront représentées par
une méme équation.

Les résultats précédents sont encore susceptibles de plusieurs géné-
ralisations que nous allons indiquer successivement et qui nous ont
conduit & la détermination des lignes de courbure d’un grand nombre
de surfaces.

Je présenterai sous une forme synthétique la premiere de ces géné-
ralisations. Considérons les n — 1 fonctions u obtenues en éliminant 2
entre I'équation

(‘61) ll:()\_*_‘?'_'f:ﬁ)m’, (k-{-x"t_“")"m
\/1711 ‘/mn

et sa dérivée par rapport &

m
(162) LS R,
)\+$1-I"U.; 7\+xll+“ll

Vi, Vi,

Je dis que ces n — 1 fonctions forment un systeme orthogonal. Soit en
effet u l'une des fonctions, correspondant 2 une des racines } de
I’équation précédente, on aura

du __ u Jm,

oz~ y i+ o

: Yo,
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Désignons de méme par «’ la fonction correspondant a une autre ra-
cine M, on aura

ou Jm,
(}Z‘, —-—-_7\,_*__.1'1"+-0{|y
ym,

et la condition d’orthogonalité prendra la forme

ny,
2 ().+“’——'T_“'> (w + ”“';“‘)2
Vm, Vm,
Or cetle relation est satisfaite, car elle est équivalente a celle qu’on
obtient en substituant les deux racines A, )}’ dans I’équation (162) et
retranchant les résultats obtenus.

On obtient ainsi un systeme orthogonal incomplet, puisqu’il ne con-
tient que » — 1 fonctions, correspondant aux » — 1 racines de ’équa-
tion (162). On peut trouver facilement une derniére fonction complé-
tant le systeme, qui sera

(163) u == \/.r;:—,x, -+ \/;712.:&', ‘e \/Tﬁ:x,,,

comme il est ais¢ de le vérifier.
Par exemple, dans le cas de n = 3, les enveloppes des surfaces

@x m ;y‘ n V4 r
w= [ A+ —= A == A==
(o) (=5 (05
constituent un systeme double orthogonal auquel on peut adjoindre la
famille de plans paralleles

W=z \m-+y\n-+z\p.

On voit donc que les deux premieres familles seront composées de
cylindres, et ’on a par conséquent un systeme trop particulier. Mais on
peut éviter cet inconvénient et obtenir un systeme dont aucune des
familles n’est composée de plans, en revenant au cas général et rai-
sonnant comme il suit.

Considérons le systeme orthogonal formé des » — 1 familles obte-
nues en éliminant X entre les équations (161), (162) et de la fa-

31,
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mille (163). Effectuons une substitution linéaire orthogonale définie
par les équations

L o
VA1 s+ o+ ) =T P

ﬁx’b\ +6’.,~Z': +...+ @;zxn =7
(64) 4 e e ,
) Bn-—ixl_*_ 5’;—11'1""- . ﬁn——ix"::y-"_”

L=, My . M,

substitution qui ne fera pas perdre aux fonctions leur caractére de
former un groupe orthogonal, et qui est d’ailleurs caractérisée par les
“deux équations

{ Vimz+ -« o+ Vmaza= Vo yu, " ,

<165) 2 2 2 2
[ Bl X =y AR

Apres cette substitution, I'une des fonctions du systeme, celle qui
est détinie par I’équation (163), pe contiendra que y,, et les relations
d’orthogonalité, qui sont toujours satisfailes, nous montrent que les
n— 1 autres fonctions définies par les équations (161), (162) ne con-
tiendront plus y, et formeront par conséquent un systeme complet de
n — 1 fonctions orthogonales de n — 1 variables.

En changeant les notations et remplacant n par n -+ 1, nous avons
donc le théoreme suivant :

Les n fonctions obtenues en éliminant ) entre I équation

w= <A _rta ) o <z B >”’
le \/’77n+1

et sa deriwée par rapport & ). forment un systéme orthogonal, si les quan-
ULES By, By « -+ 5 Sppq SONL des fonctions linéaires de xy, . .., x, assujeitics
a verifier les deux idenités

VM s 4 maz . . A Mz, My B == 0,
A e R S L R S =R R L
L’application au cas de n = 3 est évidente.

Jajouterai encore le théoreme suivant, qui se démontre comme les
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précédents, mais sur lequel je n’insiste pas, parce qu'il donne des fonc-
tions transcendantes.
Les » fonctions obtenues en éliminant 2 entre I'équation

., ® ™ Zo \"a .
U == /\‘1"'—,'::.: oo A e¢
Vm Vm,

et sa dérivée par rapport 2 A forment un systeme orthogonal.

Les mémes résultats sont évidemment applicables au systeme des
coordonnées pentasphériques, et ’on obtient alors la proposition qui
suit :

Les enveloppes des surfaces représentees par I équation

66 ) — (3 _;xi my )\ i _.-T:z- ny (e —@_ \ ™
(166) u < \/mx> ( \/m,> < \/mu) )

\ >
ouwlon a
my = My = ..~ Mg== 0,

et ol x,, ..., x; sont des fonctions linéaires de x* 4+ y* + 3%, x, y, =,
assujetties a vérifier les deusx identités

Zm Az mg= 0, x4 2 ...+ xi=o0,

Jorment un systéme triple orthogonal.

Il est d’ailleurs aisé de reconnaitre que la dérivée par rapport a X de
I'équation (166) se réduit au troisieme degré; a chacune des trois ra-
cines correspond une des familles du systeme.

§ XI bis. — Généralisation des résultats précédents et détermination
des lignes de courbure d'une classe étendue de surfaces.

La méthode que nous avons suivie dans I'étude des questions précé-
dentes avait pour point de départ 'examen du cas ol 'une des fonc-
tions du systeme orthogonal est de la forme

u=mlogz —+ ...+ mylog z,.

Nous allons voir maintenant qu’elle est susceptible de s’appliquer au
cas le plus général ot u est de la forme

o= X4 X, + X,
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les fonctions X,, ..., X, étant choisies d’'une maniere arbitraire parmi
celles qui vérifient les équations déja trouvées

XiX{ — 2 XP=2Xi+p,
que I'on peut écrire '
{167) XiX{=2(X]—a)(X]—b).

Dans le Mémoire déja cité, M. Serret a montré comment on pouvait
intégrer complétement cette équation. La solution la plus générale,
pour I'une quelconque des fonctions, que nous désignerons par X, s’ob-
tiendra eun éliminant X” entre les deux équations :

’ a b
x~xﬁ:% (xw—@ﬂﬁﬁ’%xm-mﬂﬁw‘Wxa
1168) .

b
X —X,=2= (X”—-a)“*"—'(X”—- b)z:z“d)(”,

2

Supposons donc que I’on ait trouvé les fonctions X;, on aura la pre-
miere famille du systeme. Nous allons établir ce résultat nouveau, que
la détermination des autres familles se ramene a de simples quadra-
tures. Nous donnerons méme une proposition plus générale, en appre-
nant & composer avec les fonctions X; un systeme orthogonal compre-
nant celui que nous cherchons comme cas particulier.

Supposons donc qu'on ait trouvé les » fonctions X, satisfaisant aux
équations différentielles dont le type est

(169)\ X/Xlllzz(Xll__a)(XI/__b)’

et déterminons une quantité A par I'équation de degré n,

2
(150) ¥ e +a=,

ot A désigne une constante quelconque. Le signe 3 indique que la
somme porte sur toutes les fonctions X;; nous supprimons I'indice pour
plus de simplicité. Cela posé, considérons la fonction u définie par
I'équation

. %X/
(171) u—f A—w +j'A

ou I'on met pour A4 une quelconque des racines de ’équation (170).
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Dans les quadratures, X;, X; sont traités comme des constantes. Nous
avons donc une fonction dont la dérivée par rapport & 1, est toujours
nulle; mais il n’en est pas de méme des dérivées par rapport aux va-
riables x,, ..., x,; w () et a sont une fonction et une constante que
nous déterminerons dans le cours de la démonstration. En différentiant
I’équation (171) par rapport & l'une quelconque des variables ;, et
remarquant que la dérivée de w par rapport a X, élant nulle, on peut
traiter i, comme une constaute, on trouve

Xlz Xll‘ 2 'XI X//
o f [rex + x| =,

ou, en remplaqant X' X" par sa valeur tirée de I’équation (169), et ré-

(lUlsant
du.-,, i ‘Im(:‘)a;‘l ( )(“ L) | -
— 2 X ] _)T_.._._” a -+ b_)\+ — e —

Déterminons la fonction =z par la condition
(172) Lm0 (h—a) (2= )] = (A (A=« — b),
et la constante « par la condition

5(a) (e —a) (o —b)
(173) lelle—allzzb)_,,

v L, . ) , . Ju R . c ol
Pintégrale qui figure dans 'expression de 5~ pourra étre déterminée,

et ’on trouvera

Ju 2X; 4
— == w (M) (M — @) (== D).
(174) S == ey (W) (e — @) (U=-b)

Cette expression des dérivées de u nous montre que les 7 fonctions
U, ..., u, correspondant aux rn racines de I’équation (170) forment
un systeme orthogonal, car, pour deux quelconques de ces fonctions
u,, u, correspondantes aux racines A,, X,, la relation d’orthogonalité

prendra la forme
Xp: .
2(7\.~ X7) (ha— Xi) ™
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et elle est une conséquence des équations que I'on obtient en rempla-
cant A par X,, A, dans I’équation (170).

Avant de continuer la discussion, voyons comment on déterminera
la fonction = (1) et la constante «. L’équation (172) se rameéne 2 la

forme
& (A) (A—a)(h—b) = —Aw(}),

et elle admet pour intégrale
a b

w(l)=(h—a)=4(h—b)<C,

. a b . :
La somme des deux exposants ;—, —— étant — r, I'un au moins

est plus grand que — 1. Supposons,pour fixer les idées,

alors la constante « devant annuler

b @

wla)(a—a)(la—b) (a—a)?=4(a—0b)e7

a— X" N o — X ’

nous pouvons prendre « = a. Nous avons donc le théoréme suivant :

Si I’on determine n valeurs de \ par I’équation

i= -

2 .
izt !

les fonctions X; satisfaisant aux équations différentielles
XiXy = (X} — a) (X} — b),

les n fonctions

.‘I:
= zx;zf (A—a)

b
(A— b)a=2?
h— Xi

a
b—a b

e a
dh + A f (A—a)i=a(A—b)<T a),
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ou A designe une des racines de I équation (175) ot a est celu des
deux nombres a et b pour lequel Iezxposant de ) — « est plus grand que
— I et ou les uniégrales sont prises en considérant ) comme seule va-
riable, ces n_fonctions forment un systéme orthogonal.

On verra d’ailleurs trés-facilement que, dansle cas ol A est nul,
’équation en X se réduisant au degré » — 1, on n’a plus que » — 1 fone-
tions orthogonales, et que le systeme peut étre complété par ’adjone-
~tion de la fonction : -

‘ =X+ X,4+...+ X,
On tetrouve ainsi lés systemes étudiés par M. Serret pour le cas de
n=23, et on obtient ce résultat important que la détermination de
toutes les familles, et par conséquent celle des lignes de courbure des
surfaces qui le composent, se raménent & de simples quadratures.

. Les résultats précédents, qui nous paraissent élégants, montrent
utilité qu’il peut y avoir dans certains cas & étudier la Géométrie a
n dimensions, ou, si l'on veut, I’Analyse & n variables. Il est clair que
c’est seulement pour introduire la symétrie dans des calculs qui, tres-
possibles dans le cas de trois variables, seraient inextricables dans le
cas général, que nous avons introduit cette variable 2, dont 'emploi
joue un réle fondamental dans notre analyse et nousa donné les pro-
positions précédentes.

Nous allons, en terminant, donner une nouvelle et derniere générali-
sation des résultats précédents qui nous conduira aux lignes de courbure
d’un nombre assez grand de surfaces algébriques et transcendantes.

Considérons maintenant I’équation

(176) Zl—ffﬂ—z(lf—-x)(x.+...+X,,)=o,

qui détermine n valeurs de X. Nous supposerons que les fonctions X;
satisfassent aux équations différentielles

(177) X/X¥ =2 k(X' — a) (X — b).

Multiplions I’équation (176) par = ())d}, = (}) étant a déterminer, etin-
tégrons-la en considérant toujours A comme seule variable. Nous aurons

e /1 o !
u—ZfX LAt 2(/{—I)f (i X) w(0)
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o« étant une constante 2 déterminer et ), étant une des racines de I'équa-
tion (176). On obtient ainsi une fonction dont la dérivée partielle par
rapport & ), est nulle, et dont par conséquent la dérivée par rapport a
x; se réduit aux seuls termes

o XX 2 XX}
. [ ekl . 4 d .
o _ f [ XX 0 ()

En remplagant X' par sa valeur tirée de I’équation (177), nous au-
rons, apres quelques réductions,

du , /r()—u\/)—b) (2fr— 1) A—F(a+D)
= xj [ — S ]m()\)dl.

Cela posé, définissons la fonction = (1) par la condition

(178) k2 () (b (2) = [k — 1) Am(a-+ B)]w (1)

et la constante « par la condition

wla) (a—a) (x—b)
o — x/’

== 0.

. . o N , .
L’intégrale qui exprime 5— pourra étre déterminée, et 'on trouvera
13

o _ k() Di—a) (u—b)
(x79) ow = 2N h— X '

Tl suit de 12 que les » fonctions «, ..., u,, correspondant aux » racines
Ay, «ovs 2, de 'équation (176), forment un systeme orthogonal; car, pour
les deux fonctions u,, u,, par exemple, la condition d’orthogonalité

S ==
(A —X7) (R— X7)

est identique & celle qu’on obtient, en substituant X,, X, dans I'équa-
tion (176), et retranchant les deux équations ainsi obtenues.

La fonction (1) se détermine sans difficulté au moyen de I’équation
(178). On trouve

a b
{180) w(A) = (A—a)F=a) ()} —b) Fa=0),
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La constante « est ensuite déterminée par la condition.

a b
(a—a)T =@ " (g — b)) Fa=0)"
o — X

= 0.

Sil'un des exposants du numérateur est positif, on prendra ao=a ou
.= b; §’ils sont négatifs, on prendra ¢ == .

En résumant tout ce qui précede, nous obtenons le théoréme
suivant :

Considérons n fonctions X,, ..., X, dépendant chacune uniquement de
la variable de méme indice et satisfaisant aux équations différentielles

(181) XX =2k (X]— a) (Xi-- D).
St nous appelons %, ..., 2, lesn fonctions de x,, ..., z, racines de
Uéquation
X2 ‘
(182) or—2(—1) (X, +X;.. +X,)==0,

=X

les n fonctions définies par les quadratures

(183) "
[Zxxx" 2 (k= 1) (X, 4+X, -+ ..+x,.)],

ou o est un des trois nombres a, b, = choisi par la seule condition que
Uintégrale ait un sens déterminé, forment un systéme orthogonal.

Si @ = b, les formules précédentes sont illusoires; mais on se repor-
tera & I'équation différentielle qui détermine = ().

Il importe de remarquer que, en employant le langage de Ia
Géométrie, une des familles orthogonales précédentes comprend la

surface
X +X+. .. +X,==o0,

dont on saura par conséquent déterminer les lignes de courbure.

Supposons, en effet, que 'une des racines A devienne trés-grande,
32,
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. ~ . Ju
I'é6quation (179) nous donnera, pour 'expression approchée de P

T

94 _a)'TEX,,
().Z‘i
et par conséquent

1
u:—2)\x~7‘:(X1+Xz+--.+XH) +C-
Or, pour k==, [’équation (182) nous donne
X("l"Xg"‘"-a .-*—Xn:().

On voit done que 'une des fonctions u demeurera constante pour toutes
les valeurs de «,, .. ., 2, salisfaisant & 'équation précédente.

Traitant & part ce cas particulier qui, nous le verrons, est trés-im-
portant, nous obtiendrons le théoreme suivant, qu’il est du reste trés-
aisé de vérificr directement.

Les lignes de courbure de la surface définie par I équation
(184) X +X;+...+X,=o,
ouX,, ..., X, satisfont aux équations
(184 bis) LXKV =k (X @) (XI— b), |
se déterminent de la maniére suivante. On recherchera.les n — 1 fonc-
tions A racines de ' équation

(185) - 2 g =

puis, déterminant une fonction = ()) par I’équation
(186) ko' (3) (A—a) (A— b)= — Am(})
et une constante v par la condition

®(a) (2 —a) (z—b) .

o

on calculera les n — 1 _fonctions

."k X"‘z
w=[ ey 2
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une seule d’entre elles demeurera variable sur chacune des lignes de cour-
bure du lieu considere.

Nous allons indiquer une méthode directe qui nous conduira au
méme résultat, et que, pour plus de netteté, nous allons exposer en
supposant le nombre des variables égal & trois.

Proposons-nous le probleme suivant :

Trouver les lignes de courbure de la surface représentée par I équation
(187) X+Y+Z=C.

D’apres les développements donunés au § X, nous pourrons pré-
senter cette recherche de la maniere suivante.
* On déterminera, pour chaque point de la surface, les deux racines
de ’équation
’2 /2 72
(188) X Y z

XTIy iz T

Les équations différentielles des lignes de courbure seront

(189) X' dz Y' dy Zdz
9 I—X"+)\—Y”—+_7\~Z”_—'o’

ol A désigne une des deux racines de I'équation précédente.

La forme de I'équation précédente nous montre que nous saurions
intégrer si A était une constante sur chaque ligne de courbure. C’est ce
qui a licu pour les surfaces du second degré. Mais, en général, A varie
sur chaque ligne de courbure, et I'intégration ne peut se faire immeé-
diatement. Comme on a aussi, en vertu de 'équation de la surface,

X'dx +X'dy + Z'dz = o,
cherchons si Ion peut déterminer trois fonctions de 2, telles que U'ex-

pression

X" ¥ 7 Xde - Ydy  7ds
(o + g + 1o ) s +f0) (5255 + =y 1= 77

+ o(d) (X'dzx +Y'dy + Z'dz),

oule coefficient de d est nul en vertu de I'équation(188), devienné une
différentielle exacte. En écrivant que la dérivée du coefficient de dz,
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par rapport & 2, est égale & celle du coefficient de 4 par rapport a z,
on trouve

(X2 X") +w(2) X' X"+ f(2) (3= X")— f(2) + ¢'(2) (A - X")"=0.

Cette équarion devant étre satisfaite identiquement, il faut que
X', X", X”2, X" soient liées par une relation linéaire, et par conséquent
que I'on ait une équation de la forme

(190) X' X" = 2k (X" — a) (X" — b).

En substituant la valeur de X'X” déduite de cette équation et.en écri-
vant que les coefficients de X%, X” et le terme indépendant de X” sont
nuls dans I’équation précédente, nous aurons les trois équations

2(1—kjw(h) =¢/(1),
2w(2) [k (a+ b) — 1] = — /(1) — 22¢/(A),
2kabw () = — Af(%) + £(3) — 229(A).

On déduit facilement de 1a
() =2w(2) [[2k — 1) A — k(a + b)],
f(3)=2ks(2) (A —a) (A—1b),

et, en éliminant f(1),
ko'(2) (A —a) (A —b) = — dw(2).

Les trois fonctions cherchées seront done données parles trois équations

kw'(A) (A—a) (A —b)=—2rw(}),
(191) S() =2ks(N) (A —a) (A—b),
¢'(A) =2(t—Fk)w(A).

On voit d’ailleurs que, si Y, Z satisfont & des équations toutes pareillesa
I’équation (190), toutes les conditions d’intégrabilité seront satisfaites.
Ce point étant établi, le calcul s’acheve sans difficulté, et nous obte-
nons le théoreme déja donné :

Les lignes de courbure de la surface

(192) X+Y+Z=C,
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ow les trois fonctions X,Y, Z satisfont aux équations
X' X" — 2k (X" —a) (X" — b) =o,

(193) YY" — 2k (Y —a) (Y —b)=o,
771" — 2k (1" —a)(Z" —b) =o,

sont a l'intersection de la surface et des enveloppes des surfaces

3
_ X Y z
(194) u‘—ﬂ w()\)<7\——X”+)\—Y”+)\——Z”)(D\’ ¢

o w()) est une fonction satisfaisant & I’équation
(195) k() (A—a)(A—b) = —dw(])
et"ouw o est un des trois nombres a, b, » defint par la condition

(166) o)z —a)x—b) _

qu'tl est toujours possible de verifier.

Indiquons quelques applications de ce théoreme. Supposons d’abord
que les constantes @ et b soient nulles; nous aurons

XX =2 kX",
L’hypothese £ =1 a été examinée. L'intégrale de I’équation précé-
dente est
X=a+alx— x)",
olt 7z est défini par I'équation

m—2
(197) e =ak.

L’hypothése 2k = 1 sera traitée a part. Nous pouvons faire « = x, =o,
et nous obtenons comme solution ax™. La surface correspondante sera
donc représentée par une équation de la forme

¢

@
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ol 7z sera quelconque, positif ou négatif, entier ou fractionnaire. On
sait que Lamé, dans son opuscule sur les méthodes en Géométrie, a le
premier étudié ces surfaces que M. de la Gournerie, qui en a fait con-
naitre plusieurs propriétés, nomme tétraédrales symétriques.

On trouve ici

2(x—m)
o= Jom—2 3

I'équation (196), si I'on y change X en [E, prend la forme

P~ m P m : * _m_
°— ‘;f-z y_ln»zdl_,' - :r_’f —[J-m_t:»,d# N ,Z_T (j_m-—u,d{_L .
- an o/, ®— amn pi—m bm A v — bm y-z—m bm g [J — it z2m

Chaque ligne de courbure s’obtiendra en donnant & z une valeur con-
stante et éliminant p. entre cette équation et sa dérivée

xm ym zm
a” ( v— amx'z——m) -+ bm

T =0

: -+
([J. —_ [)my.z-m) on ( v— om zn—m)

Le résultat sera évidemment compliqué; les équations des lignes de
courbure contiendront toujours des logarithmes et une partie algé-
brique. ,

Par exemple, pour la surface

& G (=

en effectuant les intégrations, on aura

3 2
u:f—}'——l—% (- y2+22) + p(adx + by + ¢2)

pr\« pr\” 15\ ¢
vl () (- 2)"

etil y auraa éliminer p. entre cette équation et sa dérivée (algébrique)
par rapport a p..
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Quoi qu'il en soit, on voit que nous savons déterminer les lignes
de courbure de deux surfaces du troisieme ordre, 'une .

a b ¢
— k=S =
xr  y

qui est la surface & quatre points doubles, ’autre qui est représentée
par I’équation (197).

Nous savons de méme déterminer les lignes de courbure des deux
surfaces du quatrieme ordre

(%) + () ()=

Y \

\/£+ \/z+ \/ .
a b ¢

La scconde de ces équations représente la surface de Steiner.
e 1 , . L , .
Sil'on a k= _» P'équation (rg7) nc détermine aucune valeur

de m. Alors on a
' X == ae™,

et la surface correspondante a pour équation

(200) EME - € - PP a,

. I 1
Ici 'on a @ ()= 5, et, en changeant encore A en =, on trouve

u=e"log(t — inm*em) 4 evlog(1 — hn*eV) + er*log (1 — Lpert 3

il faudra éliminer X entre cette équation et sa dérivée.

Je terminerai en énumérant quelques-unes des surfaces auxquelles
s'applique la méthode précédente. On voit d’abord facilement que I'on
peut ajouter des termes aux équations déja données et traiter les sur-
faces représentées par ’équation

ax” -+ bym- cz" -+ a(2 4y +22) = C,

ol a, b, c,x, C sont des constantes quelconques. Cetle remarque nous
Ann. de 1’ Ee. Normale. 2¢ Série. Tome VII. — Aour 1878. 33
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permet d’ajouter aux surfaces du troisieme et du quatrieme ordre, déja
données, les suivantes :

az®+ by*+ ¢xd+ a(x*+ y*+ 3*) =,
a N
=+ blar+ 2+ 5°) = (,
a b
— 4 —+c(x*+y*+2z)=C,
x A
axt+by'+ ezt +a(xt+y + 22) =C;
je signalerai aussi les surfaces transcendantes

cosmzx cosn cOosSpz
cosmz Y P =,

m? n® P
/et ey er? L e—mz e—nr P &
Cl—+ — + — + — — + — ZC”,
m? n: p? m: n? P

JVa* ¥ ade + [y + 3dy +[Vz+ yds =C.

Du reste, on peut trouver toutes les surfaces répondant au probleme
posé, et si, pour plus de symétrie, on remplace

2k, a, b par P —mh, nh,
on aura
1 o .
X' X" = (X" —mh) (X" + nh),
m-+n
X'= —C (XP— mh (X7 ke,
m—+n

z =C[(X"— mh)— (X" + nh)p—dX’,

s (:2 I 2 " \2, 174
X :/n—i—nf(x = mh =t (X" 4+ ph ) d X

Les quadratures indiquées peuvent étre effectuées toutes les fois que
'un des nombres 7z, n, m + n sera entier.

Je termineral en remarquant que, tout ce qui précede s’appliquant
2 un nombre quelconque de variables, on pourra employer les coor-
données pentasphériques, pourvu que les équations soient homogenes.
On saura donc déterminer les lignes de courbure des surfaces repré-
sentées par I’équation

axV 4+ bx? + cx’ 4+ da” -+ ex?) = o,
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oll 7 est quelconque, ainsi que les constantes a, b, ¢, 4, e. L’équation
la plus simple des surfaces précédentes serait, en ramenant par une
inversion trois des spheres a des plans,

ax"—+by"+ czn+ a2t + )yt + 22— R Blat 4+t 4+ 22+ R?)"=o.
Si f=o0, on a lessurfaces

axm 4 bym+ cz"+ a (I — ————-

qui, pour R =90, se réduisent aux surfaces tétraédrales de Lamé.

Les formules étant les mémes que pour le cas de trois variables, je
me dispenserai de les transcrire.

Je me suis demandé quel était le résultat le plus général obtenu dans
le. cas des surfaces du troisieme degré, et si les surfaces obtenues pré-
cédemment étaient les transformées homographiques de la surface la
plus générale du troisieme degré. Il est aisé de répondre a cette
question.

La surface représentée par I’équation

axt+byd ez + o+ 4 2 + 3 =0
peut toujours étre ramenée, par une translation des axes, a la forme
axt4 by + e+ ax -+ Lr+yz-+0d=o,
ou, en rendant I’équation homog‘ené,
az+ by + ¢z + (ax + By + yz) '+ 0 =o.

Or cette équation nous montre que les plans tangents, menés de I’ori-
gine & la surface, sont tangents & deux cones cubiques, dont I'un a

pour équation
axr’+by’+ czt=o.

[’origine est donc un point double de la hessienne, et la seule parti-

cularité que présente la surface consiste en ce que I’'un des cones, celui

qui est représenté par 1’équation précédente, est un cdne triangulaire.
33.
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Dans la surface générale, son équation ne pourrait étre ramenée qu'a

la forme
axt+ byt i+ 3hxypz ==o.

Nous avons donc le théoréme sulvant :

Toute surface du troisieme ordre, pour laquelle I'un des vingt cone:
ctreconscrils suivant une section plane a la surface est un cone triangu
laire, pcut étre transformée homographiquement en une autre .dont o
détermine les lignes de courbure.



